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OPTAHM3AIIMOHUM OABLOP

62. J/Ip;xaBHOT TaKMMWUYEHA M3 MaTEMaTUKeE

Ilp Bojucnas Aunpuh — upegcegnux JAMC

Ip Bojan Bamwnh, Ilpuponno-maremarnurku ¢paxynarer, Hosu Can

Ip Bojarna Boposuhanwnsu, Ilpuponno-maremarnuku parynrer, Kparyjesai
Ip Oyman byrunh, Mamuucku dpaxynarer, Beorpan — upegcegruk xomucuje
Ip Mapko Panosanosuh, Maremarnuru ¢akynarer, Beorpan

Munas Pakuh, rumuasuja ,,CreBan Cpemarn’, Hum

Penmakmuja u obpana:
ap Hyman BHykuh



IIpenrosop

Osoromumme /Ip:xaBHO TakMudeme, 62-ro mo peny, OAPKAHO je Yy BAHPEIHUM
okonHocTuMa. IIpBobuTtHO mpensubeno 3a 21. mapt va ®POH-y y Beorpany,
TAKMUUEhEe je OIOKEHO CBera HEKOJIMKO HaHa Ipe TOr maTyMa 300r enmueMuje
Bupyca KopoHa. [ler mecenu kacHUje, Kaga je OHO KOHAYHO OAP:KAHO IO yOp3a-
HOM IMOCTYIIKY, €NMUAEMUja je U Hajbe TPajajia ¢ MPOMEHJBUBUM WHTEH3UTETOM.
Hexn rakMuyapy HUCY OUIM JOCTYIHU, MITO 300T CKOPOr OJJIacKa Ha (aKyJITeT,
IITO U3 Apyrux paziuora. Vmak, cMaTpann MO Ia TakMU4YeHe, MaKap U Y KPHeM
ODMUKY, AYTYjeMO YUEHUIIMMa KOjU Cy T'a YEeKAJIU.

Kaxko 360r enmunemuje Huje OGMI0 TPEMOPYUHLUBO OKYIUTU 352 YUEHWKA HA jeI-
HOM MECTY, y4eCHUIu cy pacunopebenu Ha mer jgokanuja:

e Maremaruuka ruMmuasuja y Leorpany;

e Tpeha Georpazncka rumHa3suja;

o I[Tpupomuo-maremaruurn daryiarer y Hosom Cany;
e [IpBa KparyjeBauka ruMHAa3Uja;

e I'mvuasuja ,,CreBan Cpemarn’ y Humry.

Benuky 3axBasHOCT AyryjemMo JbyauMa M3 OBUX IIKOJA KOjU CY, MTPUXBATUBIIN
3HaJajaH Je0 OPraHU3alMOHOT II0CIa, IPECYJHO IOMOTJIN & Ce OBO TaKMHUUYEH€
OIPIKMU.



NPT KABHA KOMUUCHUJA

3a TaKMHAYEemha M3 MaTeéMaTUKe YUEHURKa CpedhbrX IMTKOJIA

e Aro Basor Kpucruna — IIM®, Hosu Can

e Bantuh np Bramuvmup — BUIIIEP, Beorpaxn

e Bamuh np Bojan — IIM®, Hosu Can

e Doxun np Bramumup — Maremaruuku ¢paxymnrer, Leorpan

e Bapra B. Joxed — OLI ,,ITerap Kouuh”, Temepun

e JIpobmak Ilyman — Maremarnuru ¢akynrer, Beorpan

e byxkuh np Hyman — Mamuucku ¢arxynrer, Georpan — upegcegruk
e KuexxeBuh np Muman — Maremarnuru ¢axynrer, Beorpan

e Jlykuh np Munusoje — Yuusepsurer Pajc, CA Il

e Mapunkosuh Pactrko — KmaskeBauka rumuasuja, KmaskeBall

e Maruh np Usau — Konen Bapyx, CAIL

e Munuhesuh np Bopbe — Yuusepsurer Bpunmop, CA Il

e Munocasmesuhh Mumom — N'mmuasuja ,,Ceroszap Maprosuh”, Hum
o Murposuh lanujena — Maremaruuru uacturyt CAHY, Beorpan
e Ilerposuh np Hurona — Mucrturyr 3a ¢usuky, Beorpan

e Panosanosuh np Mapro — Maremaruuku dakynrer, Beorpan

e Panbemosuh sKapko — Yuusepsurer Kembpun, Benurka Bpuranuja
o Cenuunh mp Anekcanmap — 'umuasuja, Kpameso

e Crojakouh ap Mwumom — [IM®, Hosu Cang

e ®ou Bypr Teomop — Enexkrporexauuru dparynrer, Beorpan

e Uurom ITajop ['mzena — N'umuasuja ,,Boman”, Cenra

o [MMaprkosuh Aubena — Yuusepsurer KemGpun, Benura Bpuranuja



OIIIMITHCKO TAKMUWYEILE 13 MATEMATURE
YUEHNKA CPEOILVX HNIKOJIA

18. jamyap 2020.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

Hate cy Ttpu pasnuunure Tauke A, B u C' na npasoj ¢ u tauka O Bau npase /.
Cumerpadge nysxu OA, OB u OC obpa3syjy tpoyrao FFG. Ilokazatu na Tavyke
O, E, F u G nexxe Ha UCTOj KPY/KHUIU.

3Muja mosa3u U3 rOper JEeBOr mojsa Tabauie 2 X n, Tae je n npuponaH 6poj.
3Muja 13 jeqHOr M0Jba MOKE Ipenu y APYyro ako Ta ABA [I0JhA MMAjy 3ajeTHUYKY
UBUILY, aJIM HE CM€ HOCETUTU HUjeTHO Mojbe aBamyT. Ha KOJIMKO HaumHA 3MUja
Moske obuhu cBa mossa tabiauie?

Hahu cBe TpoenemenThe ckynoBe A koju mmajy ciemeha nsa cBojcTBa:

(i) Cryn A uma Gap nBa 3ajeJHUYKA €JIE€MEHTa Ca CBOJUM HAPTUTUBHUAM CKY-
nom P(A);
(ii) 3 e A.

(TlompasymeBa ce na HUjeoaH CKYI HUje €JIEMEHT caMor cebe, HUTU eJIEeMEHT
CBOT €JIEMEHTA. )

Heka je m > 1 mpuponan 6poj. Jlokazaru mga He mocToju HU3 o1 2™ y3aCTOMHUX
IpUPONHUX OPOjeBa KOjU CBU MMajy TaAYHO IO M IPOCTUX (pakTOopa, pauyHajyhn
U BUIIECTPYKOCT.

(Ha mpumep, 6poj 8000 = 26 .53 mma 6 + 3 = 9 mpocTux parTopa.)

Ia nu je moryhe momennTy KBagpaT HA KOHBEKCHE METOYIJIOBE?

Ilpyru pa3pen — A kareropuja

KBanap uuje cy uBure u3 jennor remerna MehycobHo pasauyuty mpupoaau 6po-
jeBU caumieH je on 0eJor Marepujasa, 000jeH cmoJba IPBEHOM 00OjoM, a 3aTUM
u3pe3aH Ha jenuHuUYHEe Kouke. [lo3HaTo je ma je Oapewm jemHa KOIKa CKpO3 Oema
¥ [a MMa BUIIE KOUKU Ca ABE I[PBEHE CTPAHE HEro Ca jeTHOM IIPBEHOM CTPAHOM.
Hahwu numensuje kBamgpa.

Tauka M je cpemumute crpaunune CD napanensorpama ABCD, a tauke E u F
penoM momHO:Kja BucuHa u3 TemMena A u B y tpoyray ABM. Ilokasatu na je
DE =CF.

Y Henpasenuoj Kpamesunu [latymaka nmaTtymnu cBake TOAWHE MODPAjy Oa 4ye-
kajy pen mpen maarepoMm y Munucrapctsy bBecmucaene Bupokpartuje kako Ou
IpenaJii CBOje Kale Ha TOAUInmky MHCHeknujy. Mebhyrum, kam ron ce Ha Kpajy



pela mojaBW IJIABOKANM IaTyJ/bakK, OH he ce 6e3003UpHO yrypartu y pemn Hc-
Inpen CBUX 3eJIeHOKamuX maryJbaka. [Ipurom he m3asBaTu v MHIUIEHT y KOMeE
he marymak ncopen Kor je crao OUTH yXalIlleH. Y XallllleHn TaTy/bak ocTaje 6e3
MoryhHoCT na TOT maHa mpeaa CBOjY KAILy.

Ha kpajy mama, TorkoMm kojer cy y MwunucrtapcTtBo momuia 4 miaBokama u 4 3e-
JICHOKAIla MATyJ/hbKa, PAMHUK HA IIAJTEPy MPABU PACIOPEHN CBUX IPEIATUX KAIla
o penocieny npenaje. Onq monacka IpBOTr HATYJHKA OO OMJIACKA MOCIEABEr Pel
HU y jemHOM TPEHYTKY HUje Omo mpa3an. Koaumko mMa pasauvyuTux MOTrynhmx
pacnopena kama?

Kamne nctux 60ja cmarpajy ce mneHTuYHUM. BuTy 0pBu y peny He 3HAYU HYKHO
1 MOMEHTAJIHY YCJIYTY Ha IaJTEpPy.

I[Ipuponau 6pojeBu a u b cy takBu na je a + 101b memumso ca 103, a a + 103b
memuso ca 101. Koauko majmame moyke outu 5la + b7

IIpernocrasumo na je A C {0,1,...,9} ckym TakaB na ce CBAKM OPUPOAAH GPO]
MOJK€e MPENCTAaBUTUA Y OOJMKY 30upa nBa HEHEraTUBHA Iejia Opoja cauumeHa O
mupapa u3 ckyna A. Komnko Hajmame ememenara Moxke nMaru ckym A7

Tpehu paspen — A kareropuja

PemuTu HejenHAYUHY
6 — 3z+l S 10
x 2¢—1°

Axo cy p u q npoctu 6pojeBu Behu on 2, mokasatu na je
pq

Ha kpyskuunu k cy mare tauke A u B. Tanrenre Ha kpy:RHUIY y Taukama A u
B cexry ce y taukn P. Hera je M cpenumre nysxum AB. KpyskHuna vy Kpo3 Taure
M u P ceue xpyskuuity k y taukama C' u D u noHOBO ceue nysx AB y Tauku N.
IokazaTu na ce tanrenre Ha KpyskHuny k y taukama C u D cery Ha ayxu N P.

mapan 6poj.

Onpenutu cBe mapose IpupomHux 6pojesa (a,b), mpu yemy je 1 < a < b, 3a Koje
IIOCTOjU CKyHI o1 b mpupomaaux O6pojeBa ca 0COOMHOM Ha je MPOU3BOJM CBAKUX G
opojeBa Mebhy muMa memuB 30UPOM THX a OpojeBa.

KBampar crpanumne 2n je mome/meH HA jeOUHWYHE KBaapaTe. Koamko HajBuie
AUjaroHasa jeIMHUYHUX KBaJpaTa je Moryhe HaupTaTu TakO A HUKOje IBe
IujaroHase HEMajy 3ajelHUUYKY Tauky (dak HU Teme)?



YerBpTH paspen — A kareropuja

Ha crpanunama AB u AC jemmakokpaxror tpoyrna ABC (AB = AC) omabGpane
cy penom tauke D u E tarko na Baxku AD = BC = C'E u npuroM je Tpoyrao
ADE jemnarkokpak. Onpemutu cBe moryhe Bpennoctu <{BAC.

Tabnuiy n X 3 HoTpebHO je MONMYHWUTH IeJIVM OPOjeBMMa KOju HUCY CBU HYyJIa
TaKoO Ma je cBaku OpOj jemnak 36upy cycemnux OpojeBa yMameHOM 3a 30up au-
jaromaJsHO-cycemuux OpojeBa. Hahwu cBe mpuponme 6pojeBe n 3a Koje je OBO
moryhe.

IlBa mospa Ccy cycemHa akO MMajy 3ajeIHUYKY CTPAaHy, a IUjarOHAJHO-CYyCeITHA
aKO MMAa]y TAYHO jelHO 3ajeTHUYKO TeME.

Ha cpeaumme nosme maxoscke tabie (2n+ 1) x (2n + 1) crasBmena je nama. Y
CBAKOM IIOTe3y AaMa MOpa Aa ce npubuarku uBuimu (Tj. PACTOjame O4 HEeHTpa
IoJba HA KOjeM je maMa [0 IMeHTPa HajOJM:Ker MBUYHOT IMOJbA CTPOrO OIana Ca
cBakuM nore3oMm). Ha KOIUKO HaumHA maMa MOMKe 1a CTUTHEe N0 uBuie tabie?

(Y jemnom more3y mama ce IOMEpa XOPU30HTAJHO, BEPTUKAJIHO WJIU OUjAro-
HAJIHO 3a MPOU3BOJbAH OPOj mosmba.)

ITocToje mu mpupomguu 6pojesu a, b, ¢ m d TakBU ma BasKU

a?+b2=5cd u A+d?=>5ab?

Beckonavan Hu3 nmpupomuux 6pojeBa aj,as,... jé TaKaB Oa Cy CBU OpOjeBU
ai a1 + az a1+ az +as
as’ as ayq ’

nenu n Henapuu. JlokazaTu ma je cBakm OpoOj y HU3Y, MOUEB ON HEKOT, TAYHO
aBamyT Behum ox mpeTxomHOr.

IlpBu pa3pen — b xkareropuja

IorasaTu na Hujenan 6poj obauKa
2020...20202

Yy IOEeKaTHOM 3aIMCy He MOyKe OUTH KBaApaT IPUPOITHOT Opoja.

Y jenHOj mWKOIM Ce OAp:KAaBA TYPHUDP y CTOHOM TEHHCY Ha KoMme yuecTtByje 1001
Y4YeHUK. Y CBAKOM KPYI'y yYeHUIU cy pacnopebeHu y mapose; CBAKA Hap Urpa
Med u mobenHuk mposnasu y ciexehu kpyr (mema Hepemenux meuesa). Akro y
HEKOM KPYyI'y UMa HellapaH Opoj ydeHHKa, jenaH XpeOoM m3adpaH yUEHUK UIe Y
Hapenuu Kpyr 6e3 6opbe. Kama ocrame camo jemaH yYeHUK, OH Ce MPOLJIAIIaBa
m00eIHUKOM U TYDHUD Ce 3aBPIIABA.

Koauko he yrynmao MeueBa Gutu omurpaso?



Y nehunu memutupajy Tpu MoHaxa. CBaku Ol HBUX JiaKe NBA y3aCTOIMHA, TAHA
Yy HeIeJbU, a OCTAJUX IaHa roBopu mcTuHy. Hukoja nBa MoHaxa He JasKy UCTOT
nana. Y IOHEAEJ/hAK je jemaH MOHAX Ka3ao: ,Jyue cam sarao”’. Hapennor mama
HaI0BE3a0 Ce APYyrU MOHaX: ,,A ja cam jyde sarao” . Kor mana y #Hememu Hujenan
MOHAaX He Jaike?

IHorasatu ma 3a Ma koje ckynose A, B, C'u D Bajku jeiHaKOCT

(AUB)\ (CND))\ (AUC)\ (BN D)) =(B\C)\ (A\ D).

Hyxune Tpujy Bucuua y Tpoyriay cy 3, 4 u 5. Ila nu je Taj Tpoyrao omrpoyriu,
MPAaBOYTJIU WIU TYHOYIJIM?

Ipyru paspen — B kareropuja

Ira je Behe: 2190 4 3100 iy 41009

Y kBanpary ABCD crpanumne 1, tauke M u N cy penoM CpeguinTa CTPaHUIA
BC un CD. V3zpauyHaTn NOJYOPEYHUK 7" KpyTa youcaHor y tpoyrao AMN.

3a Koje BPeOHOCTH mapamMeTrpa m rpadunu GpyHKIIja
y=3x—-m u y=m+Da’+z+1

nMajy TadyHO jenHy 3ajeTHUYKY TauKy !

Hahwu cBe mapose npuponnux 6pojesa (a,b) y kojuma je a > b u Bakn

H3C(a,b) — H3I(a, b) = 2019.

Tpu mamaraja - Ilepa, Murka u Jlaza - uyde 3a OKpPyrauMm CTOJOM. Jeman on
IBLUX YBEK Jaske, a OCTaJjia OBa yBeK ropope uctuny. Wrpa Hciwiune u aaxncu
3aII0YUIbe TAKO IITO jelaH O BUX 4 u3jaBy (mamaraj jia:koB OU Jarao, a oCTaIu
6u perknu wcruny). Cuenehiu y cmepy razamke Ha cary Tpeba Ja HOHOBU TY
n3jaBy, 3aTUM CJeAeN” MOHOBU HHETOBY, M TAKO y KPyr pemoMm. Mebyrtum, mpu
TOMeE Tamaraj JiakoB Hehe TOHOBUTHU M3jaBy CBOT MPETXOMHUKA, Beh he uzpehu
HeHYy Heralujy.

WcnocraBuno ce ma cy mpsa m 2019-ta u3zjaBa runacune ucroBetHo: ,llepa je
sazkos!”. Ila su je Ilepa 3aucra naskoB?

Tpehu paspen — B kareropuja

Axo 3a Heru romauan ckyn A Baxu [AAP(A)| =1, norasaru na je |[A| < 1.

(Ca XAY o3nauena je cumetipuuna pasaukae ckynmoBa X u Y, 1j. XAY =
(X\Y)U (Y\X).)



2

IIpetmocraBuMo na je x mpupoman 6poj TakaB ma OpPojeBU T U x° WMAjy WUCTU

k-tomu¢dpenu 3aBpmerak. JlokazaTu ma Tamga CBU CTemeHUM Opoja x MMajy MCTH
k-touu¢penu 3aBpuIeTax.

Pemuru jenmauwmny:
4sin® x = sinx + cos z.

Y jemHoj mWKoNM ce Oap;KaBa TyPHUP Y CTOHOM TEHUCY. Y CBAKOM KPYT'Y YUEHUIA
cy pacnopebhenu y mapoBe; CBaKM map Urpa Med 1 moOeqHUK mpoJja3un y ciaenehnu
Kpyr (HeMa HepemeHuX MedyeBa). AKO y HEKOM KPYyTy UMa HemapaH 6poj yJeHu-
Ka, jenaH skpeboM nzabpan yUeHUK uae y Hapenau Kpyr 6e3 bopbe. Kama ocrame
caMo jelaH YYEHUK, OH Ce IMpOorjamaBa HOOeIHUKOM U TYPHUD Ce 3aBpIIaBa.

Konuko he ykymHO MedeBa OMTU OOUTPAHO, aKO j€ yUeCTBOBAJO:
(a) 2020 yuenura? (6) n yuenura, rae je n IPOU3BOJBLAH IPUPOLAH OpOj?
Hlar je jemmarkorxparu tpane3 ABCD ca ocuosuntom AB u AB : CD = 2 : 1.

Taura M je cpe- mumre mujaronase AC, a tauka N npecek npase BM u mysxu

AD. Iokasaru na je
P(ABM): PINMCD)=3:2.

(P(A) o3mauapa nospiuHy MHOrOyria A.)
UYerBpTH pa3pen — b kareropuja

AKO KOTAHTEHCU yIrJIOBA HEKOT TPOYTJA UYMHE apUTMETUYKU HU3, JOKA3ATU I3
OHAa KBAAPATU CTPAHUIA TOI TPOYIJa TakOohe UMHE apUTMETUYKU HU3.

Jlokazatu na 3a npupomnHe 6pojeBe a u b Bayku
H3(a,b) + H3C(a,b) =a+b
aKO U caMO akKo je jemaH om OpojeBa a 1 b mebUB OPYTUM.

I[Tocroju su monmHOM ca meianM KOoepUUOMjeHTHMMa 4Yrja je jenHa HyJaa Tp =

V2018 + /2019 7

Hahwu cBa pemema jennaunne
P(z) =22 — (5+6i)2* + iz +1—3i = 0,
aKo je Mo3HATO na je Dap jemHo HEHO PEIIeHe PeasrHo.

I[Ipen Maprom cy Ttpu romuie ca 21, 45 u 33 konmaumha. OH Ha BUMa BpuIU
u3MeHe jenHor on cieneha nBa Tuna, jeqHy IO jenHY:

(1°) omabepe rommiy ca mapHuM OpojeMm kKonauumha (ako TakBa MOCTOjU) U
IIOENIV je Ha OBa JelHaKa nejia, UIu

(2°) cmoju mBe roMuie y jenmHy.

Axo Mapko ycme na HampaBu IOMUJIYy Ca CAMO jeIHUM KoJauuhem, cMe Ia ra
mojeme. Moske nmu OH MKama mojecTu KoJsavmh?



OKPYRKHO TAKMMNYEILE N3 MATEMATHWVKE
YUEHNKA CPEOILVX HNIKOJIA

1. mapT 2020.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

Penamujy < ma ckymy R mepunumemo na ciemehu mauwmm:
x{$y akou camo ako je |z —1|+|y—2| < 1.
Arkoje x O (y—x) u O (y + x), ongpemurnu y.

ITpupoxuu Gpojesu cy ob6ojenu y mse Goje ¢ nepuonom d (Tj. 6pojesu x u x +d
yBek umajy ucry 60jy). IIpernocraBumo ma mocroje npuponuu 6pojesu a, b u ¢
TAKBU 1a je, 3a cBako x € N, Tauno jeman ox 6pojeBa r+a, T+ b u x + ¢ upBex.
IHorazaTu na je d memuBo ca 3.

Hahwu cBe Tauke X ymyrap xBagpara ABCD 3a koje Bayku

AX +CX =BX + DX.

Ckyn ox 2020 y3acTomHUX IPUPOLHUX OPOjeBa MOLEJHEH je HA ABA HOIACKYIA O
mo 1010 6pojeBa. Mowke am HajMamU 3ajeqHUYKN CaOpKAJAI CBUX OpojeBa y
IPBOM CKYIy OUTU jemHAK HajMAmeM 3ajeTHUYKOM CAIP:KAOIly CBUX OpojeBa y
APYTOM CKyIy?

Ozpenntu Hajmamy Moryhy BpenHocT m3pasa
F =max{z,1 -y} + max{y,2 — z} + max{z,3 — z},

re cy &, y u z peanuu 6pojesu. Hahu cBe Tpojke (z,y, z) 3a Koje ce Ta BpeOHOCT
IOCTILKE.

Ipyru pa3spen — A kareropuja
IokazaTu ma mocToju OECKOHAYHO MHOIO IPUPOIHUX OpojeBa mempmBux ca 11
KOJX KOjux je 30up mudapa jeqHax npousBony nugpapa.
Peasnnu GpojeBu a, b, c u d cy TakBu ma Baku
at+b+c+d=5 u (a+b)(c+d)+ (a+c)(b+d)+ (a+d)(b+c)=15.

IHorazaTu na je 6ap jemau ox 6pojesa a,b,c,d mamu ox 1.

Kpyxuuna v nonupyje usuayrpa kpyskuuny I y tauku X. [Ipasa £ ceue Kpy:k-
auny Iy taurkama A u D, a xpysxauIy v v taukama B u C, npu dyemy je Tauka
B uzmeby A u C. Iokazatu na je



XA?  AB-AC
XD? ~ DB-DC’

Hexka cy m u n mpupoanu 6pojeBu. Y cBako mojhe KBaapaTHE Tabiie n XN yIucaH
je mo jemau 1eo 6poj. Iy je nu3 MehycobHO pazauuuTux mMosba y KOME je IPBO
[I0Jb€ y IPBOj BPCTHU, MOCIEOHE Y N-TOj, W CBaKa ABa y3aCTOMHA IIOJHba UMAjy
3ajemHuury crpanuny. lokaszatu ma:

(a) ako je m < n, yBeK MOCTOjU IYT y KOMe je 30Up ymMCaHuUX OpOjeBa NesbuB
ca m;

(6) ako je m > n, TakaB IyT HE MOPA A& IOCTOjU.

IlaTto je HEKOJIMKO Tadyaka y PaBHU, IPU UeMy HUKOj€ TPU HUCY KOJUHEAPHE.
HampraHso je HEKOIMKO Oy:KU ca KpajeBUMa y NaTHUM TadKaMa TaKo Ja je CBaKa
TayKa TeMe HajBUIIe yeTWupu Oy:Ku. JloxazaTtu ma ce cBaka Iy:K MOke 000juTu
jemHoM on mBe ©Oje TAKO ma HUKOje TPU HaTe TAvKe HUCY TEeMEeHa jeTHODOOjHOT
TpOyTJIa.

Tpehu paspen — A kareropuja

Y tpoyray ABC je AB =17u AC = 14, a tauke D, E' u F na crpanunama BC,
CA u AB penom cy TakBe ma je

BD:DC=CE:FEA=AF:FB=1:2.
Axro Ttauke A, D, F u F nexe Ha uctoMm Kpyry, Hahwu nyskuny crpanune BC.

Pemuru cucrem jemHaumHa y CKymy KOMILJIEKCHUX OpojeBa:

|22 + 2w + W = 2 + 6i
|w|* + 7w+ 2 = 2 — 4i.

Hahu cBe 6pojeBre cucreme y kojuma je 6poj 3 806 130 uerBopouudpen maanH-
JAPOM.
(ITaaungpom je GpPOj Min HU3 KApAKTEPaA KOJU Ce MCTO YMTA yHAIPEI U yHA3a1.)

Hahu cse ¢pymruumje f: RT — RT Taxse ma 3a cse 2,y € RT paxn

f(f(@)+ f) =2f(f(w) f(z +y).

Jla 5nu mocrToje nBa AMCjyHKTHA CKyla IeJux OpojeBa, cBaku ca 6ap Tpu eie-
MEHTa, TAKBa OA:

(a) 3a cBaka mBa pasmauunra Gpoja a m b M3 UCTOr CKyma mOCTOju Gpoj ¢ u3
IpYyTOr cKyma Takas xa je 2¢ € {a+b, a+b+1}7

(6) 3a caka mBa pasnuuura 6poja a u b U3 UCTOr CKyma mocToju Opoj ¢ u3
Apyror ckyma Takas xa je 2c¢ € {a+b, a+b+2}7



YerBpTH paspen — A kareropuja

Ckyn npuponnux GpojeBa S MMa CBOJCTBO & C€ CBAKU NPUPOAAH OPOj MOKE
IPEeICTABUTH KAao 30Up HEKONMKO (jelaH Wiy BUIIE) DA3INYATAX OpojeBa u3
S. 3a z € N, ca f(z) osnauaBamo majsehu moryhwu 6poj cabupaka y Taksom
mpencTaBibamy Opoja .

IlorkazaTu ma 3a CBakKoO ¢ € S MOCTOju GECKOHAYHO MHOTI'O MPUPOTHUX OpojeBa &
3a koje je f(z+a) = f(z)+ 1.

Hus (a,) je 3amar ycmoBuma

dnla,_1 —1
a=4 u a,=—"2"1 " 34 n>2
Ap_1 +4n2 —2

Wspauynatu asgzp (y eKCOIUIUTHOM OBJIUKY ).

Y tpoyray ABC je <ABC = 2<ACB. Heros ynucanu kpyr uma uenrap [ u
nonupyje crpanury AC y tauku D. IIpaBa Al mOHOBO ceue ONMUCAHY KPYKHUILY
tpoyrana ABC' y taukun M. Taura K ma crpanunu AC je taxsa na je IK || BC,
a nmpaBa MK ceue crpanuny BC y taukm L. [{orazaTtu ma HOpMaJa W3 Tadke
D ua npasy MC nonosu ayx KL.

Suajyhu na Baxku

53999 - 1411 - 33! = 22x% 63 493 659 ¥96 84 +10 644 stk s,

oapennTun HI/ICX)pe O3HaUYCHEe 3BE3IUIIOM.

(Ca n!! je ozmauer geoctupyru gaximopujen: n!! =n(n —2)(n —4)(n —6)---)
Hwus npuponuux 6pojesa ai,as,...,a, je TakaB aa je
a; =|a;—1 —a;—2| 3acBako i 23 wm a; <2020 3a 1<i<n

Hahwu majsehy moryhy ay:kwHy OBOT HHU3A.

IlpBu pa3pen — b kareropuja

Ilara je tauka X ymyrap npasoyraouuka ABCD. Axo je Pxap = 15, Pxpc = 16
u Pxcop = 17, onpenutu Pxpa.

(Ca Py o3nauena je nopumna ¢urype P.)

Onpenutu O0poj napaux mecronudpeHux OpojeBa umju je 30up nudapa jegHak
51.

Y tpoyray ABC' y kome je <B = 110° u <C = 30°, cunospamma cuMeTpaia yria

BAC ceue npaBy BC' y tauku L. Ako je O meHTap onmcaHOr Kpyra TPOyTJa
ABC, uzpauynaru yrao AOL.
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Mory nu ce 6pojy 2020 3mecHa mommcary jom Tpu Iudpe Taxko ga ce mnobuje
cenmonudper 6poj Koju je memmB cBakuM oxn 6pojesa 8, 9 u 117 Oapenurtu cBa
pemena.

Jenan pamuuk y ¢pabdpunu NIHEBHO MPOU3BEE MIECT Iapu nunesna. Panaunu pane
y [BE CMEHe, IIPU YeMy je MIaHUPAHO Aa Y HEKOM MEePUOLy MPBa CMEHA IPOU3Be-
ne 240 mapu Bumre Hero gpyra. MebhyrtuMm, ycnen enunemuje rpumna 0acyCTBOBAJIO
je 5 pamHuKa U3 OpBe cMeHe U 4 M3 ApyTre, TAKO O je U jeAHO] M APYI'0j CMEHU!
Ouio moTpebHO MO OBa MOaHa BUINE Oa MOCTUTHY TpeaBubeny HopMmy. Koamko
“Ma paJHUKA y CBAKO] CMEHM?

Ilpyru pa3pen — B kareropuja

1 1
[Tpurazaty rpaduurn ckyn tadaka y xOy-paBHU 3a Koje je — > —.

T oy
Tpomudpen 6poj abc je mapam, a Herose nugppe MehycobHO paznuuure u pas-
suuure on myzae. Ilosnaro je ma je 30up cBux TpouumppeHux OpojeBa KoOju ce
cacroje on uudapa a, b u ¢ (6e3 HOHa]ﬂa}ba) sehu on 2700, a mamu ox 3100.
Koju je majsehu moryhu osakas 6poj abc?

Y cnomammoctu Tpoyria ABC kouctpyucanu cy tpoyraosu BCD, CAE u
ABF koju cy caudHu y HEKOM penociseny temeHa. Ako je mecroyrao AFBDCE
TeTuBaH, AokaszaTtu na je tpoyrao ABC jemmakocTpaHUvaH.

Y ckymy peaJsHuUX OpOjeBa PEHIUTU CUCTEM jeIHAYUUHA

:c2+:cz:y2+yz

zy+1l=z+y

x2+yz222—1}y.

Ha Tabunu cy manucanu 6pojeBu 1 u 2. Hoe OpojeBe mommucyjemo Ha cienehn
HauuH: ako Ha Tabuu Beh mocroje paszauuuTu 6pojeBu a u b, MOKEMO na HONU-
meMo 6poj ab — 5a + 7b. MoskeMO 1 MPUMEHOM OBOT IMOCTYIIKA MKAAa 3aMUCATUA
opoj:

(a) 20207 (6) 20197

Tpehu paspen — B kareropuja

Y mpasusiaoj yerBopocTpanoj nupamuau SABCD Gouna crpana SAB 3aknana
ca ocaoBoM ABCD yrao oxm 60°. M3pauynaru kocuHyc yriaa m3aMmehy GouHmX
crpana SAB u SBC.

ITocmaTpajmo cBe Tpounppene 6pojese unje cy cse muppe y crymy {0,1,2,3,4,5}

(me obGaBesHo pazmuuuTe; NIpBa HU(pa HE MOke Ouru Hyaa). da au mebhy oBum
OpojeBuMa MMa BUIIE OHUX NEJLUBUX CA 3 WM OHUX MEHLUBUX ca 57
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Hat je kanpar ABC'D crpanune a u Kpy:KHULIA k Ca IEHTPOM y LEHTPY KBaJ-
para O u moaynpeunukoMm 7. Heka je P mpousBo/bHA Tauvka Ha KPY:KHUANUA K.
IlokazaTu na je BpeaHOCT M3pasa

PA? + PB* 4+ PC? + PD?
KOHCTAHTHA, Tj. Aa HEe 3aBucU oI m3bopa tauke P HA KPY/KHUIN.

Hat je mpuponan 6poj n. Onpenutu cBe peasHe OpojeBe T TaKBe na 3a CBAKY
nepmyTauujy (a,b,c,d) 6pojesa n,n + 1,n+ 2,n + 3 Baxku

sinax - sinbx = sincx - sindz.

Osnraunmo ca S(n) 36up uudpapa npuponsor 6poja n. Pemmutu jenmauuny

n-S(n) =2020 + n.

UYerBpTHu pa3pen — b kareropuja

Har je ckyn A = {1,2,...,10}. Konuko mma npecaurasama f : A — A koja
CBaku mapan Opoj camkajy y mapan Opoj, a cBaku Opoj memuB ca 3 y OpOj
nessuB ca 37

Heronmanapue trauke A, B, C u D y npoctopy cy Takse na je AB = BC =CD =
DA. Hera je M cpemumte nysku AC, a N cpemumre nysku BD. Ilokazatu na

je M N 3ajemnuuka mopmausia 3a npase AC u BD.

Pemuru jennauwnny
2 + (z — 3) logy x = da — 3.

Ha xunorenysu AB jemmakokpako-upasoyriaor tpoyriaa ABC nare cy tauke P
u @ (mpu uemy je P usmeby A u Q) rakse na je <PCQ = 45°. Ilokasatu na je
AP? + QB? = PQ?.

Y ckymy meaux OpojeBa PEmUTH jeTHaunHY

223 + 322 + 3z = 2020 + 9y.
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NP KABHO TAKMUWYEILE I3 MATEMATURE
YUEHNKA CPEOILVX HNIKOJIA

22. aBryct 2020.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

[To3utusuu 6pojesu a,b,c,d,e cy TakBu na je
alb+c)=blc+d)=c(d+e)=d(e+a)=e(a+Db).
Iokazatu na jea=b=c=d =e.

IlBa urpaua urpajy cienehy urpy: OHE HAM3MEHUYHO 3aMUCY]y IO jeaHy mudpy,
peoM ciieBa HANECHO, IIPU YeMy HUjeldaH Urpay He CMe MOHOBUTH Beli mckop-
nmheny nmudpy. rpa ce 3aBpmasa nocie mect nore3a. I[Ipsu urpau nodebyje
aKo je Tako mobujeH mecTomudpeHu Opoj CIIOKEH, a APYTU akKo je mpocT. Koju
urpadv mMa moOeIHUYKY CTPATErujy?

Iar je mpuponan 6poj n TakaB ma 6 | n. Jlokasatu ma TMOCTOjU KOHBEKCAH
N-TOyrao 4YMju Cy CBU YIJIOBU jeTHAKM U KOJU Ce MO:Ke IONEeJUTU Ha (Gurype
ciaencha nsa Tuma:

(1°) mpasuuse k-Toyriose 3a Heko k < n;

(2°) Tpoyraoue onceure A; Ay As npaBunnor ¢-toyraa Ay As ... Ay 3a HEko £ < n.

Onpenutu cBe HeHeraTtmBHE neae Opojese n u nudpe a, b u ¢ 3a Koje je 6POj

M =10...0a0...0b0...0c
M N N~

n n n

MPOU3BO TPY y3aCTOIHA MPUPOIHA Gpoja.
Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Ilat je tpoyrao ABC nospmmune 2020. Makcum 1 Muna urpajy caenehy urpy:
umajupe Makcum onabepe taury P na crpanunu AB (Moxke u Teme), 3atum Muna
bupa Taury ) Ha crpanunu BC, u Hajsan Makcum 6upa Tauky R Ha cTpaHunu
CA. Komnury majsehy moBpmwmuy tpoyria PQR Makcum moxke na oGe3bemu
He3aBUCHO on MuHmMHOT moresa’

Peannu 6pojeBu x, y u z 3am0B0ObaBAjY jeTHAKOCT
22+ 2%+ 2 4oy —xz—yz = 1.
Onpenuru HajMamy MOryny BpemHocT Opoja x.

Ila am moctoju GECKOHAUYHO Ayradak HU3 MPOCTUX OpojeBa ca ocoOMHOM Oa je
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CBaKM WIaH HMU3a OCUM IPBOr jeJHAK ABOCTPYKOM IpeTXomgHoM yBehanoMm wiau
yMameHoM 3a 17

(Ha mpumep, TakBy ocobuny mma uu3s 2,3,5,11,23,47, anu o ce HE MOKe MPO-
Iy SKATH. )

Konuko majBume nossa maxoscke tabie (8 X 8) ce Moke omabpaTu TAKO Aa HU
ca jemHor omabpaHoTr MoJba KOH HEe MO:Ke CTMNU Ha APYro ca Mame onx 4 CKoka?

(ITo maxoBCKUM IpaBUIMMA, KOH JeJHUM CKOKOM CTVKE HA [O0Jbe YIAJLEeHO NBE
BPCTE U jeAHY KOJIOHY WJIU JBE€ KOJOHE U jeNHY BPCTY.)

Tpehu pazpenm — A rareropuja

Onpenutu cBe KOMIIEKCHE OpojeBe z = a + bi TakBe ma cy a u b menu OpojeBu
U & BAXKU
22020 + |Z| =z 22020.

durypa uayk kpehe ce no maxosckoj Tabau (8 X 8) TAKO WTO y CBAKOM IOTE3Y
CKOYM TPHU pela OEeCHO M [ABa rope, WJM ABa pena JIEeBO U jemad moJe. Ilayka
“MaMO MPAaBO Oa MOCTABUMO Owmio rme. Komuko majBume more3a oBa ¢urypa
MOK€e I8 HampaBu’

Heka je n mpuponan 0poj, a p u q nmpuponauu 6pojesu Behu on 1. Bpoj m je
(p, ¢, M) -Tceygouaaungpom aKO MOCTOje TPUPOIHU BPOjEBU Gg U Ay, VI HEHETATUBHI
nesau O6pojesu ai,as,...,0n_1, CBU MAKLU U OX P U OX ¢, TAKBU 14 je

m = (anGp-1-..0100)p = (Goa1 - ..aAp—1an)q + 1.

Hahwu cse (p, ¢, n)-nceynonamuaapome y kKojuma je n > 29-1 — 1.

(Ca ¢ = (dg...d1dp), o3nauaBa ce s3anuc 6poja € N y ocuoBu b, 1j. © =
dib® + -+ dib+ dy.)

Taurka P yryrap omrpoyrior tpoyria ABC je takBa na je <APB = 2<ACB.
Taure P, nu P, cy pemoMm cumerpuune tauku Py omuocy ua npase BC u AC.
I[Ipasa P, P, ceue onucanu kpyr tpoyraa ABC y taukama M u N, npu uemy
cy tauke P, u P, uamebhy M u N. Ilokazatu na je <APM = <BPN.

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

I[Tocroju nu memmueapua peanna ¢ysrnuja f : R — R koja mma m3Bome 6uio
KOT' pela U IpU TOME je

1
|f(”)(1:)|<2—n sacee neNwuxzeR?

2

Hahwu cBe ¢pyurnuje f: N — N raxse na saxku f(r) < 2° 3a cege x € Nnu
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m+n| f(m)— f(n) 3acse m,neN.

e momynapue kpyskauie ki u ko ca mearpuma O m O pemom Ceky ce y
taukama A u B. IIpousBoissna nmpasa Kpo3 Tauky A MOHOBO cede Kpy:KHUIE k1
u ko pemom y taurkama C' u D. Hopmane uz O; u Oz wva npaBy CD pemoMm ceky
TaHreHTe y Tadykn A Ha Kpyrose k1 u ko y Taukama F u F. Ilame, HOpMase n3
tauaka F u F wa npase O1D u OC penom ceky ce y tauku P. Hajsam, tauke
Q u R cy penom momuo:kja mopmasa u3 D wa O1P u u3 C wa O3P.

Horazaru na nentap O onucanor kpyra tpoyraa PQR nexu ua npasoj AB.

IlaTo je 6n Tauyaka HA KPYKHUIM, O3HAUEHUX ca Aj, ..., Ag, ¥ IUKINIYHOM TOPET-
Ky, T1e je n > 2 npuponan Opoj. Ceaka on tauarka Ai, Aa, Aont1, Aont2, Adnti,
Aynto 06OjeHA je MIABO aKO jOj je MHIOEKC mapaH, a IPBEHO ako je Hemapas.
Csaka on octanux Tadaka A; o00jeHa je UPBEHO aKO jOj je MHIEKC i mapaH, a
IIJIaBO aKO je HemapaH.

Ckyn 3n oy:xu je mMaluuah aKO CBakKa AyyK MMAa IO jelaH IPBEH U IJIaB KpPaj u
HUKOje ABe Iy:KU HeMajy 3ajenHnury Taury (Hu teme). Kommko mva mMarmaumx
CKyHOBa IyKU?!

IlpBu pa3pen — b kareropuja

Taure A, B, C, D u E na xkpy:xuunu cy takse na cy ABCD, ACBE v DEBC
Tpame3u uuje cy ay:xke ocHoBune penom AB, AC m DE. Ako cy mujaronamue
tpaneza ABCD mebycobuo mHopmaane, oapeautu yriose tpoyria ABE.

Ioka3zatu na je 6Gpoj
211+ 3! 4 2020! + n!

CJIOJKEH 3a CBAKU IPUPORAH OpoOj n.
Y paBHU je maT KOHBEKCAH YeTBOPOYyrao. KoHCTpymcaTu KBagpaT Ymja je MOBP-
[IVHA jeIHAKA MOBPIINHU YEeTBOPOYTJIA.
IlaTta je popmyna

F=(p=qg=t)=(r=t)=(s=1)).
Oapenutu cBa uckasna cuosa x € {p,q,r, s,t} ca ocobunom na, kKaxroxn je x = T,

Baxuu ' =T.

Y momeM JIeBOM yraoHOM IOy Tabie ca 6 Bpcra u 3 KOJIOHE cToju durypa. Y
jemHoOM moTe3y GUrypa MOKe a ce MOMepHU 3a jeTHO MOJbe HAarope Ui HaJIECHO.
Hera je A Opoj nyrama ¢urype kKoje 3aBpIiaBajy y HEKOM HOJbY KPajle TeCHE
KOJIOHE, a B 6poj myTama Koje 3aBpInaBajy y HEKOM MOy Kpajibe TOPHmE BPCTE.
Ira je Behe: A unu B?

(IlyTama Moke CAIpKATA U MOTe3€ Iy:K KPajibe NEeCHE KOJOHE WU KDPAjie
ropme BpCTe. )
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Ilpyru pa3pen — B kareropuja

Hupxkyc ce cacroju om mecropo Jbymu um tpu ciaona: Jome, sKurke m Ilepce.
Onu tpeba ma myTyjy y YeTUPU Pa3IUdnTa KAMUOHA. Y CBAKOM KAMUOHY MODa
GuTtu Gap 1o jenaH 4OBeK (CIOHOBU HE BO3€), AU ABA CJIOHA HE MOTY Ha CTAHy y
jeman kamuon. Ca caonuriom [lepcom y kamuony mopa na 6yme 6ap aBoje Jbyau.
Hpyrux orpannuema HemMa. Ha KOJIMKO HAaUYWHA Ce €0 MUPKYC MOKE paciope-
IUTU y KamMuoue?

Heka je O obum, a P nospmmua gaTor Tpoyria. lokazatu ma Baxu O > 18P.

3a KOje BPEeOHOCTU PEAJIHOT HapaMeTpa p CUCTEM

y=2%— 2z
2 +y?+p° =20+ 2py
nMa 6ap jeqHO peayiHO pememe?

HaTo je ocam nysxum umje cy aysxkmae He Mame on 100 m me Behe ox 2020.
Hokazatu na ce mehy oBUM Ay:KMMa MOTY OAa0OpaTy TPU TAKO Aa OyAy CTPaH-
UIe HEKOT TPOYIJIA.

Ilokazatu ma Gpoj
211+ 3! 4 2020! + n!

HUje MOTIYH KBAAPAT HU 33 jeJaH NPUpPOIaH OPOj n.
Tpehu paspen — B kareropuja

Ia mu nocroje mudpe = > 0 u y TakBe ma je 6poj TTTYYY OOTIYyH KBALPAT?

JemHakocTpaHMYHN TPOYTa0 CTPAHUIE D IOAEJHEH je Ha 25
jeIMHUYHUX TPOYIJIOBA KAO HA CIUIU. Y CBAKO OX TEMEHA
jeIVMHUYHUX TPOYIJIOBa YIUCAH je mpuposan 6poj. Ako je
36up OpojeBa y TeMEHUMa CBAaKOT jeIUHUYHOT TPOYTJIa
OesbuB ca 3, MOKa3aTu na je 30up OpojeBa y TeMeHuUMA
CBAKOT j€THAKOCTPAHWYHOT TPOYIJa CACTABJLEHOT O je-
OVHUYHUX Takobhe mesruB ca 3.

Y mpocrTopy cy mare Tpu HEKOIJIaHapHe mpase kpo3 Taurky O. Konumko mma
mpaBux Kpo3 tauky O Koje ca OBUM TPHMa IPABUM 3aKJIaNajy jeqHAKe YyriaoBe?

Joka3zaTu ma BaKu

%ﬁ+m+ﬁifﬁ 1
> —,
\/3— 6+6+--V6 ve
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rae ce y b6pojuony mojaBmyje 2020 kopena, a y umenuony 2019.

Ha maxoBckoj tabau (8 X 8) y apyrom peny croju ocam muoHa ucre 60je. AHka
u bpanka HaAM3MEHUYHO TTOMEPAjy MO jeIHOT MUOHA IO IMAaXOBCKUM MPABUIAMA.
IIpBa urpa Amka. I[ToGebyje urpau koju npBu moTepa jeqHOT IIMOHA HA OCMU
pexn tabiae. Ako 06a urpaua urpajy caspiieHo, Ko he mobemuru?

(ITo maxoBCKUM HpaBUIMMA CBU HUOHU UAY IPABO HANPEA, U TO 3a IO jeIHO
OJb€e; M3Y3EeTaK Cy MMOHU y APYTOM PEny KOjy MOTY na Cce MOMepe 3a jemHO WUin
IBa TOJbA HALDPET. )

YerBpTHu paspen — b kareropuja

ITa au je 6poj
. 31 . bw . Im . 97w
a = sin — sin — sin — sin — sin —

18 18 18 18 18

PAIOHAJIAH WY UPAIOHAITIAH T

(a) Hokazatu ma ce om 9 y3aCTONMHUX UIAHOBA apUTMETUYKE NPOTPECUje YBEK
MOKEe CACTaBUTU MarmdaH KBauapaT 3 X 3.

(6) IorasaTy ma MOCTOjU U MACMYaH KBAIAPAT 3 X 3 UMjU Cy CBU UJIAHOBU pa-
3IMYUTU, & ¥ pacTyheM mOpeTKy He UMHEe apUTMETUYKY IPOTrPECHjy.

(Y matuurnom xeagpaitiy 36up GpojeBa y CBaKOj BPCTU, CBAKO] KOJIOHU U obema
IujaroHaIaMa je UCTH. )

Onpenutu cBe mpupomgHe OpojeBe T U y U HEHEraTUBHE Ieje Opojese a, b u ¢
TakBe na Baske cuaenehe jemmakocrtu:

24+t +r+y+1=2%3".5°
B4yt —r—y+2=2°3".5%

Koucrpyucaru tpoyrao ABC ako cy JaTu H,€roB yrao o, BUCUHA h, U TEKUITHA
ny#& t, 13 Temena A.

Osuaunmo ca p(n) mpousBon nudapa OIPUPOTHOr Opoja Ny NEKATHOM 3AIUCY.
Hahwu cBe mpuponne OpojeBe n TakBe ma je

p(n) = n? — 21n — 40.
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1A.1.

Jpyio pewewe. Cpemumra A', B’ u C' nyswm OA,

1A.2.

1A.3.

OIIIMITNHCKO TAKMNYEILE — PEINIEIHLA 3AJTATAKA

He ymamyjyhu ommrocT, npernocrasmamo na je tauka B usmeby A u C'. Teme-
Ha Tpoyria EFG cy ueHTpu OMUCAHUX
kpyrosa tpoyriosa OBC, OAC u OAB
- HeKa cy TO pemom tauke E, F u G.
Tana je <OGE = %<IOGB = <0AB =
<0OAC = %QOFC = <OFF, omakiue cie-
mu TBpbeme 3amaTka.

OB u OC, penowm, cy ronuHeapHa. Rako
cy A', B’ u ' momnosxja sopmasia u3 O Ha crpanune tpoyria EFG, tepheme
3amaTka ciaemu u3 weopeme o Cumcoroeo] Upasos:

o Ilonno:xja HOpMasa u3 Tauke P Ha crpanune tpoyriaa ABC cy konureapHa
ako m caMo ako P jesxu Ha ommcanoj kpyskuaunu AABC.

JToKa;kUMO MHAYKOMJOM IO 1 Ja 3MUja MMa TadyHo n Moryhux myrama. OBo je
TpuBMjaJHO TauHo 3a n < 2. I[IpermocraBumo ma TBpbheme Basku 3a TabauIly
2 x (n—1), rme je n > 2, u nocMarpajmMo tabauny 2 X n. Vimamo nBa ciayudaja:

(1°) Aro y mpBOM KOpakKy 3MUja UAE IECHO, OHA U y APYTOM @
MOpa Ia HACTaBU HECHO (aKO CKpeHe Hanojle, HE MOKe
obuliu cBa mosma) M TAKO OaJbe, CBE JO TOPHEr JeCHOT
nosba Tabisuie. Tako y OBOM ciaydvajy 3Muja WMa CcaMo @
jemny mMoryhy myramy.

(2°) Ako y mpBOM KOpaky 3MmMuja HUAe HOJe, OHAA Yy APYLOM %
une necuo. Hanmame 3muja Tpeba ma obube cBa mosna mpe-
ocrane tabaune 2 X (n—1) momaszehn n3 yraosor moma, a @
[0 MHAYKTUBHO] MPETIOCTABIM OHA TO MOKE WU3BECTU HA
n — 1 HauunHA.

ITpema Tome, 3muja uma yrynso (n—1)+1 = n moryhux nyrama. %

Hera je A = {3,X,Y}. Kako 3 ¢ P(A), oba emementa X m Y wmopajy ce
masasutn y P(A), tj. Mmopajy 6utu moxckymosu ckymna A. ITomro He Moke na
Basxkn mcroBpemeno X € Y m Y € X, cmarpahemo 0e3 cMamema ONIITOCTHA
na Y ¢ X. Tarobe, X ¢ X, na Basku X C {3}. Hame, momro Y ¢ Y, Basku
Y C A\Y ={3,X}. Hakne, umamo cnenehe moryhuocru.

(1°) X =0. Tama je Y C {3,0}, a A je jemam on cxymosa {3,0,{3}}, {3,0,{0}}
u {3,0,{3,0}}. CBu onu 3amoBosbaBajy ycjioB 3aJaTKa.

(2°) X = {3}. Tana je Y C {3,{3}}, a A je jeman on ckymnosa {3,{3},{{3}}},
{3,{3},{3,{3}}} n {3,{3},0}. CBu onm 3amoBomaBajy ycioOB 3amaTKa, aju
oBaj Tpehu Ham je Beh mosHaT.

Cee y cBeMy, 3aJaTak MMa [ET PEUICHA:

(3.0,(313, {3.0.{0}}, {3, 3L{{3}}), 3,0, {30}, {3, (3}, {3.{3}}}-
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1A.4.

1A.5.

2A.1.

2A.2.

2A.3.

2A 4.

IIpernocraBrMo ma TakaB HU3 IOCTOjU. Y TOM HU3Yy MOpa na IOCTOju O6poj Koju
je memuB ca 2™. Taj 6poj mopa Outu jemnar 2™, jep 6u y CympOTHOM HMAaO
Buine on m npoctux ¢parropa. Mehyrum, Tana ce y HU3y MOpa HAJIA3UTU U Oap
jemam oxm 6pojesa 2™ ! 1 5-2m 72, a 06a umajy camo mo m — 1 mpocTux GaxTopa.
OBa KOHTpaIUKIMja 3aBpIIaBa ITOKA3.

Moryhe je. Jemno pememe je npuka3aHO Ha CIUIU IECHO.

Hexa cy mysxwune mBuna xBanpa p+ 2 < ¢+ 2 < r + 2. VI3 nocrojama HeobojeHe
KOIIKe cjemu ma cy p,q,r > 0. Komgmma ca HujemHom, jeoHOM M OBE I[PBEHE
crpaHe Taza uma penoMm pqr, 2(pg+pr+qr) u 4(p+q+r).

ITo ycaoBy 3anarka Basku 4(p+q+71) > 2(pg + pr + gr). Mebyruwm, ako je p > 2,
OHIA je

2p> (pg+pr+qr)—2(g+r)=(p-2)(g+7)+qr>(p—2)-2p+p°,

Tj. 4p > 3p?, mro je memoryhe. Harne, p=1. Cana je 2(q+r+1) > q+r+ qr,
Tj. qr —q—71 < 2 m omariue (¢ — 1)(r — 1) < 3, mwTo Kao jemmuy moryhuoct naje
g=2mur=3.

IIpema Tome, my:xkuHe mBUIA KBaApa cy 3, 4 u 5.

Heka je N cpemumre crpanune AB. Tana je
NB = DM, na je BMDN mnapajerorpam u
oryma DN || BM, tj. DN || BE. Cunemu na je
DN cpemma nuauja y (OpaBOyrioM) TPOYLILY
ABE, mro je yjenno u cuMerpaJa ny:xu AE, na
je DE = DA. Ananorno je CF = CB, na rako
je CB = DA, tepbeme 3amarka je moKa3aHO.

A N B
Hera mma k mnaBokanux maTysbaka KOjUMAa je MPETXOAMO 3eJeHOKanu. Ram ron
Ce HEeKU Ol OBUX IIJIABOKAIIUX IIaTyJ/baKa II0jaBUO, PEN HUje Ouo mpa3aH - TaKJe,

YeKao je HeKU 3eJIeHOKanu, a OH ra je m3baunumo. Cienu na je 6ap k 3enmeHorkanux
maTys/baka ucrepano u omarie k < 2.

Axko je k = 0, npumibene cy 4 miase Kane, a 3a muMa Hajsume 4 3esene (HEKU 3e-
JIEHOKAIIM ATy /LI MOTWIN ¢y 6ty n3bavenn). Y oBoM cayuajy uma 5 moryhux
pacmopena.

Axo je k=1, npumibere cy 4 miaaBe Kame y je[HO] WX ABE TPYIeE, 3a MITa UMa
4 moryhuocru (0+4,1+43,2+42,34+1) u jenua 3eseHa kama Ipe IOCIEIHE IPyIe
mraBux. Ocrajy jomr HajBUIIe ABe 3e€JieHe Kale KOje Cy MOrJje OWTU IpenaTe mpe
WJIM TOCJIe Apyre rpyle IIaBuX, a 3a 1o uma 6 moryhuocru (240, 1+1, 042, 140,
0+1,040). Oso maje ykymuo 4 -6 = 24 pacnopena.

Axo je k = 2, npummene cy 4 nnase Kame y ABe WU TPU rpyme (3a mTa nMa
6 moryhnocTu) u ABe 3ejeHe Kale, IO jeqHA Mpe MOCIeNne IBe IDYyIle NIABUX.
To naje 6 pacnopena.

Yrynau 6poj moryhux pacmopena rama je 5+ 24 + 6 = 35.

Kako je
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2A.5.

3A.1.

3A.2.

3A.3.

(a + 103b) + 101(a — b) = 2(51a + b) = 103(a + b) — (a + 101b),

u3 ycioBa 3amaTka ciaemu na je bla + b memwmwmso ca 101 u 103, Te je memuBo u
ca 101-103 = 10403 u omarxe 5la + b > 10403.

C mpyre crpane, ako je 5la+b = 10403 (unp. 3a a = 1 u b = 10352), u3 ropwux
jemrarocTu oqmax caemu na 103 | a+101b u 101 | a+103b. IIpema Tome, 0aroBOp
je 10403.

IIpernocraBumo na ce ckyn A cacroju on camo uverupu nudpe. Tana 36upoBu
mo nse mudppe u3 A, kojux nma 10, Mopajy na majy cBe Mmoryhe ocrarke mpu me-
mpewy ca 10. Mebyrum, ako y ckyny A uma k mapranx un 4 —k HenapHux mudpapa,
onza ce mebhy 36uposuma o nse nudppe uz A moxke nahu Hajsume k(4 — k) < 4
HEapHUX, ITO je koHTpamukiuja. lakie, ckyn A canpsku 6ap 5 nudapa.

C mpyre crpame, mup. ckyn A = {0,1,2,3,6} 3anosBomasa yciaose. 3aucra,
cBaka nudpa ce MOKe HammcaTu kao 30up ase mudppe u3 ckyna A. [Ipema Tome,
oaroBoOp je 5.

WN3zpa3 je medpunucan 3a ¢ # 0 u x # % PaznuroBahemo nBa cayuaja.

(1°) 2 <Omm z > 1. Tana je nejennaunna exsusanenta ca (6—311)(2z—1) >
102, mTo ce cBOIM HA

flz)=(1—2x)(3°" —1) > 5.

3ar < —1nmm x > % Bazku f(x) < 0. Ocraje ma mcmuramo ciayuaj —1 <
z < 0. Taza je 0 < 37! —1 < 2, na mopa 6urn 1 — 2z > 5, 1j. z < —2.
MebyTmm, Taza je 3771 — 1 < /3 -1 < %, na 36or 1 — 2z < 3 caemn
f(x) < 1. Hakae, y oBOM ciaydajy HeMa DEIIEA.

(2°) 0 < x < % Y oBoM ciayuajy HejemHauumHa ce cBomu Ha f(x) < 5, anm Ha
OBOM WMHTepBaly cBakako Baxu |1 — 2z < 1 m [371 — 1| < /27T -1 < 5,

na je f(z) <5, 1j. cako z € (0,1) je pememe, a To je U yKynHO pelmeme
3aaTKa.

Axo je p =g, ouna je % = 2pP~? mapau 6poj.

Heka je p # q. Ilo Pepmaosoj reopemu je p? = p (mod q), na pq | p?—p. Cnuuno,
pq | ¢” — q. Hakne, pq | p? + q” — p — ¢, mro je mapan 6poj. Kaxo je p+ ¢ < pq,
AMAaMO

{qurq”J _ P+’ —p—q
Pq Pq ’
a TO je mapHO.

Oszuauumo ca O u O’ penom neHTpe Kpyrosa k
u . Tpoyrnosu OMA u OAP cy cnuunn, ma
je OM - OP = 0OA? = OC?. Opasze ciemn
na je OC rtamrenra Ha Kpyr <. AHaJOrHO
je m OD ranrenra Ha 7. [Ipema Tome, Baku
<0CO’" = «ODO’ = 90°, mro 3HaAUM Oa ce
tanrente Ha k y taukama C' u D ceky y Tauyku
O’ 1j. cpemmmry mysxu N P.
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Lpyro pewewe. Vlupepsuja y omHocy Ha Kpyr k cauka tauke M u P jemny y mnpyry, ma

3A.4.

3A.5.

4A.1.

4A.2.

oHa ¢urcupa kpyr . Cienu na cy Kpyrosu k u y OPTOTOHAJIHU, 114 CE TAHTEHTE
Ha ky C u D cexy y meHTpy Kpyra 7.

Ogrosop: Ceu maposu (a,b), 1 < a <b.

TpaskeHu CKyl ce MO¥Ke KOHCTpyUCaTH Ha cienehu HaumH. Y 3MUMO TPOU3BOJL-
Hux b mpupomaUx OpojeBa, HOP. T1,T3, ..., Ty, ¥ OZHAUUMO

N = I @i+ +- 4 m,)

1< <2< <iq<b

Tana cxyn {Nz1, Nza,..., Nxp} nMa :KebeHO CBOjCTBO.

Herka nsa HacmpaMHA TeMeHA BeJUKOr KBaapara mMmajy koopamHare (0,0) u
(2n,2n). O3uauumo cse tauke (z,y) y rojuma je 0 <
x < 2n menmapuo u 0 < y < 2n. O3HaYeHO je YKyIHO
n(2n+1) rauara. CBaka HaupTaHa AXjaroHaJa UMa Gap
jeIHO TeMe y O3HaUeHO] TauyKU, ajld HUKOje IBe HeMajy
3ajequuuro Tteme. Ciienu na He MOsKe OUTH HANPTAHO
Bume on n(2n + 1) mujaronasa.

C mpyre cTpane, ako HapTamo cBe mujaronaie AB ca
remenuma A(z,y) n B(x+1,y+1) y xojuma je max{xz,y}
HemapHo, 1o e 6utu ykymuo n(2n + 1) mujaronana Ge3 3aje HUYKMX Tadaka.
Sawucra, temena A(z,y) y kojuma je max{z,y} = k uma 2k—1, Tako na je ykymao
HanpTtano 3+ 7+ 114+ -4 (4n — 1) = n(2n + 1) mujaronaiua.

Osnaunmo <BAC = a. Imamo Tpu moryhuocTn.

(1°) AD = AE. Tana je AE = CE = BC, 1j. (1°) A (2°) A (32)A

AC =2BC, onmakne caenu o = 2arcsin %.

(2°) AE = DE. Tanma je u BD = DE. Kako D E
je rakobe BC = C'E, uerBopoyrao CBDE
je memromn, ma je 90° — § = <DBC = ; ,
<DEC = 180° — <AED = 2a, 1j. a =36°. B ¢ B ¢ B C

(3°) AD = DE. Ako je M cpemumre nyxu AE, ouna je <AMD = 90°, ma je
oBaj cayuaj ekBuBaJsienTan ca BD = AE = 2AM = 2AD cos a. llame Basku
AB = AD + BD = AD(1 +2cosa) = 2AB(1 + 2cosa)sin §. IIpema Towme,
1= (1+2cosa)sin® = (3 —4sin®2)sin g = sin32. Cremn ma je a = 20°
i « = 100°, mpu yeMmy APYTro peleme OUUTIIEAHO OTIAAA.

Harne, moryhe Bpenuoctu yria BAC cy 2 arcsin i, 36° m 20°.
Bpoj y i-toj Bpctu u j-1oj kosmouu (1 < i< 3, 1< j < n) osmaunhemo ca a; ;.
Honepurncahemo a; ; = 0 3a cBe ocrane mapose MHIEKCA %, j.

Heka je dig = dint1 = 0m dyj = aj—1; — a;j + air1; 38 1 < j < n. Yciaos
3aaTKa HAM Jaje

di7j_1—di,j+di7j+1:0 3a 1<’L<3 n 1<]<’n (*)
1 BaKU
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4A.3.

4A.4.

4A.5.

1B5.1.

arj =dgj+ds;, azj=dij+d +ds;, as;=d;+da;.

Axo je di1 =ds1 =dz1 =0, cienn ma je djj; =0 u omarie a;; = 0 3a cBe 4, j.
ITpema TOMe, ycnoB 3amaTka ce cBOIM Ha omabup 6pojeBa d; ; KOju HUCY CBU
HyJa 1 3a10BosbaBajy (x). MeDyrtum, us (x) cremu na mus d; ; (j =0,1,...) mMa
obmuk 0,z,2,0, —z,—2,0,2,2,0,..., na kKako je d;,+1 = 0, TO MOke na He Oyne
HyJIa-HU3 caMo ako 3| n + 1.

I[Tpema tome, ogrosop cy cBu 6pojeBu n obaura n =3k — 1, k € N.

PacrojameM name on mBuIle 30BEMO PACTOjal€ O IEHTPA CBOT TPEHYTHOT II0Jba
IO meHTpa Hajbmmker mBUYHOT moJpa. Jlokazahemo uuayknujom mo k ma mama
Koja je Ha pacrojamy k > 1 on uBure uma 8- 9%~! maumma ma crurme no uBHMIE.

Axo je k =1, nama moxke mohm no mBume more3oM y Oumiao koM on 8 moryhux
cMmepoBa, mro maje 8 naumua. Heka je k > 1. Ilama uma 8 HaumHa Oa CTUTHE OO
uBune y jemaom more3y. Ocum Tora, 3a cBako ¢ = 1,...,k — 1, nma 8 Haunna na
CTUTHE IO TOJba KOje je Ha pacTojamy i on mBmIe, a omgarie 8- 9! maunma mo
usune. To joj ykynHo maje 8 + 82?:11 8971 =8+8(9%"1 —1) =8 9* mauuna,
4yMe je MHIOYKIWja 3aKbydeHa.

IlenTpanHo mosse je Ha PACTOjalmy N O UBUIE, Te Tala naMma mMma 8 - 971
HAUUHA.

He ymamyjyhwu ommroct, npernocrasuhemo na je H3(a, b, c,d) = 1.
Cabupamem narux jenHaumua u oxysumameM 2(ab+ cd) ox 0bejy crpana nobu-
jaMo

(a —b)* + (c — d)* = 3(ab + cd).
Onasne cnenu na ¢y a—b u ¢ —d nemuBu ca 3, a Tana je mecHa CTpaHa IEJbHUBA
ca 9, 1j. 3| ab+ cd = a® + ¢® (mod 3). MebyTum, caza u a u ¢, a caMuM TUM U
b u d, mopajy 6utu mesuBU Ca 3, MITO j€ MPOTUBHO IOJA3HO] IPETIOCTABIH.

Hexra je a1 + a2 + -+ 4+ an = Tpany1 32 n € N, rme cy mo yciuoBy x, HemapHHU
6pojesu. Tana je zpany1 = (a1 + -+ an—1) + an = Tp—1an + an = (Tp—1 + Dan,

Tj. Qny1 = l”% - ay. IHIDyKIMjOM ciiemu
— 1 1 Tp_1+1
. (@1 + D@2+ 1) (@aa +1) 207 = e
ntl = cap = . ai.
n T1To Ty, Tn, T1T2 Tno1

Kako je 6pojunam x1z9 - - x, Hemapan u 6pojeBu
ma 2"l | any1, Te je

neam, ciaenn

x1+1
T s

Tp_1+1
2

n—1
TnGnt1 H T, + 1
_— = a/l

i=1

Yn = "o 21,
npupoman 6poj. Mebhyrum, kako je g;l < 1 3a cBe i, Hu3 (y,) He pacre, OmaKIe

3aKJ/ByUyjEMO [a je OH IIOYEB OJ HEKOI ujaHa KOHCTaHTaH. Jlakie, 3a CBaKO HO-

BOJLHO BEJUKO ¢, HIP. 3a ¢ > [N, BayKu ’”2?;'1 =1, 7j. x; = 1, mTO je eKBUBaJEHTHO
i

Ca Upt+1 = 20p.

IIpernocraBumo ma je z2 = 2020...202 3a Hexu nmpupogax 6poj . Bpoj & Mopa
6uTy mapas, Tj. = 2y, na mmamo 4y? = 2020...202. Hememenm ca 2 ciemu 2y? =
1010...101, mrro je memoryhe, jep je neBa crpana mapHa, a JeCHA HEIapHA.
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Apyro pewewe. KBanpar mesnor 6poja yBek ce 3aBpmasa jenuoM ox nudapa 0, 1, 4, 9, 6

1B5.2.

unn 5. Huran ce He 3aBpmaBa mudpoMm 2.

Y upBom kpyry omurpano je 500 meueBa (Hakou uyera ocraje 501 yueHuk),
y apyrom 250 (ocraje 251 yuenuk), y tpehem 125 (ocrtaje 126 yuenura), y
yeTBpTOM 63, a Hamame pemom 31,16,8,4,2,1 meueBa. YKynan 6poj medeBa je
50042504+ 125+63+31+16+8+4+ 241 =1000.

llpyio pewewe. Y CBaKOM Medy uMCHana MO jemaH ydeHuk. Jla O6m ocTrao camMo jeman

1B5.3.

15 .4.

yuenuk, Tpeba na nx ucnagae 1000, tj. ma 6yme omurpano 1000 meuesa.

AxkO mpBU MOHAX JIaskKe MOHENEJHKOM, U3 HEroBe M3jaBe Tama CIeIu Ia HeIeJHOM
TOBOPU UCTUHY, IITO 3HAYMU Ma YTOPKOM Jiaske. Y TOM CIydYajy M3jaBa APYrorT
MOHAXAa jeé WCTUHUTA, Ia W OH JayKe MOHeZeJbKoM, mTo je Hemoryhe. Ilpema
TOME, IPBU MOHAX 3aKCTa jeCTe JIArao y HeAeJby, & HOIITO y HOHEAeJ/haK HIUje
jarao, jecre y cybory.

Jlpyru MOHaX je y yTOpak pekao Oa Jjaske MOHeIebKOM. AKO je TO MCTUHA, OHIA
OH Jlaske W HemesboM, mTo je Hemoryhe. IIpema Ttome, OH je marao y yTopak, a
Jaxke U cpexoM. 3a Tpeher MoHaxa ocraje Kao jeouHa MOTYNHOCT na Jaske
YETBPTKOM U meTKoM. [loHeme/bKOM He Jlaske HUjeIaH.

JleBy cTpany jeanarocTtu ozHaumhemo ca £, a gecuy ca R. 3a X CU = AUBU
CUD,caX=U\X O3HAYaBAMO KOMILJIEMEHT CKyma X (y omnocy na U). Tana
3a X, Y CU Basku X \Y = X NY. Kopucrehu ocobune xoMmiemenara nMmaMo

L=(AUB)N(CND)N((AuC)N(BND))
=(AUB)N(CuUD)N ((AUC)U (BN D))
=(AuB)N[((CuD)N(ANC))u((CuD)n(BND))]
=(AuB)N[(AnC)u(CnBND)|
=((AUuB)N(ANC))U((AuB)N(CNBND))
=(CnBNA)U(CNBND)=(CnB)N(AUuD)=(B\C)n(A\D)="R.

Lpyro pewewe. JemrarocT morasyjemo nmomohy Tabauie mpUIaTHOCTHA:

C
D
AUB
cnD
AucC
BND
(AUB)\ (CND)
(AUC) \ (BND)
L
B\ C
A\ D
R

MPAR MMPAR M ARRR M ARARA MR
MAMMPAR M MARMNMN R MR

RARCARRAR AR AR R R ARAR R R
TRARCARARARARRCARRCR| M RR TR
WA RR(M AR M AR MR R
AR ARAR|M AR M MA|M M AR
WA RR|M MR MR MR MN MR
WA RRMMARR N M MMM M MR
RM ARR|M MR MR MR RR M
YRR RR|M MR MR MM AR M
WM RAR|M MR MR MR MR M
WA RR(M AR M MMM MAM
WM MARIM MR MR MNMRR MM
MR MN[MAR DN M MR M|MR MM
WM ARR|M MR MR MR MMM
AR AR M M M MM M MM

[\)
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1B.5.

26.1.

25.2.

25.3.

25.4.

I[Tomcerumo ce ma je Tpoyrao ca crpaHumiama a, b u ¢, rae je a < b < ¢

e omTpoyrau ako je a’®+ b% > c?;
e mpaBoyrau axo je a’ 4 b? = c?;
e Tymoyruu ako je a® + b% < 2.

Osraunmo ca P moBpIIMHY DATOr TPOYIJa, a ca a, b 1 ¢ penoM CTPAHUIE KOje

omroeapajy Bucunama b, 4 u 3. Tana je 5-a =4-b=3-¢c= 2P, 1j. a = %,

b:%mc:%.HpMTOMejea<b<c. Kaxo je

2y AP AP aP? 4Pt
“ ~ 25 T 716 100 9 ¢

[aTh TPOYrao je TYMOyTJu.
Belie je 4100 3aucta, 9100 4 3100 ~ 9. 3100 (%)3 . 3100 (%)100 . 3100 — 4100

Ca P4 osmauasahemo moppmmuy muoroyriaa A, a ca O 4 Heros obum.
ITo IMuraropunoj reopemu je AM = AN = % Su MN = %\/5, D_

na je Oamn = 2‘/52&7 1ok je Payn = Papep — Pamp —
Panp—Poun =1—1— 31— $=2. Ciemn za je 1
. 2Paun  3/2 2/5-42
Oamn  2V5+ V2 12 ‘ A

Ancuuca x npeceune Tauke 3aI0BOJbaBa jeNHAUMHY 32 —m = (m + Da? +2 41,
Tj.
(m+1)2* —2r+m+1=0. (%)

Iakine, oBa jemqnaumna Tpeba qa MMa CaMO jeTHO PEAJIHO PEICHE.

(1°) Ako je m # —1, ouma muckpumuaanTa D = 4 — 4(m + 1)? jemnauune (*)
Mopa na Oyme Hy’da, omakie je m =0 uau m = —2.
3a m = 0 mare ¢pyHrnumje cy y = 3z u y = x> + x + 1, a moaupHa Tauka
(1,3);
sam=-2rtocyy=3r+2uy=—2>+x+1, a nomupua tauxa (—1,—1).

(2°) Ako je m = —1, mare pyuruuje cy y = 3x+ 1 uy = x + 1, a (jeaunn)
npecek Tauka (0, 1).

IIpema Tome, omrosop je m € {—2,—1,0}.
Osnaunmo d = H3(a,b) u a = day, b = dby, npu uvemy je H3I(a1,b1) = 1.

Tana je H3C(a,b) = daiby, na mara jenmauuna mocraje dajb; — d = 2019, Tj.
d(aiby — 1) =2019 =3 -673 (6poj 673 je upocr). Mmamo caenehie moryhinocru.

(1°) d =1, a1by = 2020 = 22.5-101. Homro je H3d(ay,b1) = 1, map (a1,b1) =
(a,b) moxe Outnm (2020,1), (505,4), (404,5) unm (101, 20).

(2°) d =3, a1by = 674 =2-337. Iap (ay,b1) mMoske Gutu (674,1) wnnm (337,2), a
omrosapajyhu maposnu (a,b) cy (2022,3) u (1011,6).

(3°) d =673, a1by = 4. Mopa 6uru (a1,b1) = (4,1), na je (a,b) = (2692,673).
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2B.5.

35.1.

35.2.

35.3.

(4°) d =2019, a1b1 = 2. Mopa 6uru (a1,b1) = (2,1), na je (a,b) = (4038,2019).

Yrynuo nma 8 pemema: (2020, 1), (505,4), (404,5), (101,20), (2022, 3), (1011,6),
(2692, 673) 1 (4038,2019).

VcTurnrocT n3jaBe ce Mema caMO IPUINKOM OIJIAIIABAKA JaKBUBOL Mamaraja.
IMpuaurom 2019 usjasa HakOH mpBe (3akmyuno ca 2020-toM) cBaku mamaraj (ma
U JTaKIbUBU) OU Ce OrJIachO TAYHO % = 673 myTa, Te he 2020-Ta u3jaBa mpem-
cTaB/baTU Heramujy upse - ,,llepa muje maxos”. MebhyTum, To 3Haum ma je ma-
naraj xkoju je uzpekao 2020-ty usjaBy Hermpao 2019-Ty, Te je OH naKOB, a TO je
UCTU OHAj mamaraj Koju je 3amodeo urpy. IpyruMm pedmma, Ja:KOB j€ ONTYKUIO
Ilepy ma mnaske, mro 3mauu ma Ilepa me maxke.

Axo je |A| =k, onna je |P(A)| = 2F u omatne 1 = |P(A)\ A| > |2F — k|.
MebyTum, 3a k > 2 Bawu 28 — k > 2. OBo ce mako mokasyje MHAYKIMAjOM 10 k,
jepje22—2=2wu 2kl —(k+1)= (28— k) +(2¥ — 1) > 2¥ — k 3a cBe k. [Ipema
Tome, k > 2 je memoryhe, Te mopa 6utu k < 1.

ITo ycnoBy 3amaTka je pasiuka x2 — x memuBa ca 10¥. Crnemu ma je, 3a cBako
n = 2,3,..., pazmuka x"t! — 2" = 2"~ 1(22 — z) Takobe memmsa ca 10*, mTo
sHaum ga Gpojesm x" m x"T! mmajy mcrtm k-romudpenum saspmerax. Omnasme
cnenu (HIp. MHAYKIMjoM 1O n) ma cBu O6pojesm x, 2%, 2%, 2%, ... umajy uctu k-
TOIU(PPEHN 3aBPIIETAK.

2

2z =1-—sin’z,

U3 mate jemmaumse kBanpupamem caemu (4sin® 2 — sinz)? = cos
IITO HAKOH Pa3BUjama Jaje je IHAUYWHY IO Sin x:

0 =16sin® z — 8sin* x + 2sin? —1 = (2sin®2 — 1)(8sin* = + 1).

Hpyru ¢axrop Huje Hyna, na Mopa butu 2sin’z —1=0, Tj. sinx = i%.

(1°) Y cayuajy sinx = % oJia3Ha je THAUWHA Aaje COST = %, Tj. v = § +2km
(k € Z);

(2°) y cayuajy sinx = —% [OJIa3HA jeMHAYMHA, Iaje COST = —%, Tj. T = %”
+2kn (k€ Z).

[Ipema Tome, ommTe pememe je = § +nm (n € Z).

pyio pewewe. Ilememen ca cosT MaTy jeJHAUNHY MOMKEMO 3alMACATH Kao tg (4 sin’x —

35.4.

1) = 1. Kaxo je sin’z = t;f;f_l, olaBe NOOMjaMO eKBUBAJICHTHY jeJHAUUHY IO
tg x: 2
4tg°x . 3 2
t — =1 =1, T1j. 3tgx—tgzr—tgx—1=0,
g (tg%c 1 ) J g g g

mTo ce parxropume kKao (tgx —1)(3tg2r +2tgr+1) = 0. Jeauno peasno pemreme
jetgx=1,1j. 2 =F +nmw (n€Z).

(8) Y cBakoMm Meuy mcmana no jeman ydyenuk. Jla Gu 0CcTao caMo jenaH yUeHUK,
Tpeba ma mx ucnamue n — 1, Tj. ma Oyme omurpano n — 1 meuesna.

Opasne cnenn u neo (a): 3a n = 2020 6uhe omurpano 2019 meuesa.
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pyro pewewe geaa (a). Y mpsom Kpyry 6usa omurpano 1010 meuesa, a mpomnasu 1010

35.5.

4B.1.

45.2.

4B.3.

yueHuka. Y apyrom xpyry 6uhe omurpano 505 medeBa u ocrahe MCTO TOJIMKO
yyeHuka. Y HapegHWM Kpyrosuma Ouhe ommrpano pemom 252, 126, 63, 32, 16,
8, 4, 2 u 1 meueBa, mTo je yrynuo 2019.

Hera ce mpaBe BM u CD ceky y taukn E. Tpoyrimosu MAB u MCE cy noxny-
napuu (jennaku yraosu u MA = MC), na E_ D C

je CE = AB = 2CD, 1j. DE = CD. Caenn ‘ 2
na je tauka N resxkumre tpoyriaa ACE, na je

EN =2EM.

Axo je caga P(MAB) = P(MCE) = P, \/ Y
nmamo P(EDN) = %P(EDM) = %P(EC’M) A B
%P n P(CDNM) = P(ECM) — P(EDN) = 2P, onakne ciaenu tspbheme.

win

Yraose Tpoyria o3HauaBaMoO yobuuajeHo ca «, 3,7, a CTpaHUIE HACIPAM HUX
. . 2, 2 2
pexnowM a, b, c. ITo KocuHyCcHO] TEOpEMU je cos = Z""QCT“

5. Onasne je

, & IO CUHYCHOJ sin =

cos & R
_ b2 2 2
sin a 2abc( te @)

n CJINUYHO

_ R, 2 2 _ R 50
ctg B = 2abc(c +a*—0b%), ctgy= 2abc(a + 0% — ).

Cana, ako je HOp. ctgy—ctg = ctgS—ctga, Tj. ctga+ctgy = 2ctg B, MHOKEHEM
ca 2%2¢ nobujamo (b?+c?—a?) + (a®+b%—c?) = 2(*+a®—b?), 1j. a® + * = 2b?, ma

a2, b2 n C2 3a1CTa YMHE apUTMETUYKU HU3.

Osunaunmo d = H3(a,b) u a = day, b = dby, upu uemy je H3(a1,b1) = 1. Tana
je H3C(a,b) = da1b1, na mara jemHarocT mocraje

da1by + d = day + dby, Tj. 0 =daib; — day —db1+d:d(a1 —1)(b1 —1).
Crnemn na jeag =1lmmm by =1, 1j. a=d |bumm b=d | a.
Mpmermvo ma je (o1 —v/2018)° = 2019, 1j. 2% — 1 = 22,/2018.
Ksanpupamenm mobujamo (27 —1)2 — 4201822 = 2 — 80742% + 1 = 0, ma je x;

HyJla HOJIMHOMA
P(z) = 2* — 807422 + 1.

Hatomena. Yerupu myne nobujenor monunHoma P(z) cy 1234 = £v/2018 £ 1/2019.

45.4.

Nuaue, popMmynanuja KakBa je nara Ha TAKMUYEHY INOIYIITA U TPUBUjaJIHO
pememe P(z) = 0.

Heka je x1 peanno pememe narte jenHauune. Vimarunapuu meo 6poja P(z1) je
—62% 4+ 921 — 3, ma je 0 = —627 + 921 — 3 = —3(211 — 1)(21 — 1), omakye caemn
1 =1 nmm xy = % Jlako ce mpoBepaBa ma je 3amcra P(%) =0, e je z1 = L

2
Cana nememem ca 2x — 1 =2(x — %) HaJIa31MO

P(z) = 2z — 1)(2® — (2+ 3i)z — 1 + 3i).
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Ocraje ma ce pemu jemnaumna f(r) = 22 — (2+3i)z — 1+ 3i = 0. Jlonymasamem

Bt _ __§.2 1 __§2—_l
no kBagpata gobujamo f(z) = (x—1—3i)" +1, onarne cnemn (z—1—34)" = —1,
Tj. & =1+ 3i+ §i.

Tako mobujamMo cBa Tpu pemema: rp = %, ro=144¢mx3 =1+ 2i.

Hauomena. Jemnaunua f(x) = 0 ce MOke pemUTH ¥ IPUMEHOM yobuuajene ¢popmyiie

4B.5.

. 243i+4/(2437)2—4(3:—1 it/—1
3a pellema KBaApPaTHE jeIHAUNHE: Ta3 = ( 2) i) _ 2+3Zj2[ L —
%m. WNnaxk, To je y oBOM pememny m30ETrHYTO jep, CTPOrO Y3€BIIU, KBAAPATHUA

roper Ha ckyny C muje nedunucasn.

T'omuay Ha KOjOj je 6poj Komaumha mesmsuB ca Tpu HazBaheMo wWpojHoM.

Y moueTHOM cTamy cBe romuie cy Tpojue. OBo cBojcTBo he 3ayBek ocratu Ha
CHA3Uu. 3aucTa, MOAeJOM TPOjHEe TOMUJIE HA OBA jeTHAKA Oeja, KAO U CIAjameM
OBejy TPOjHMX TOMuJa, OmeT ce mobujajy Tpojue rommie. Kako “rommia” ca
caMo jemHuM Kojlaumhem Huje Tpojua, Mapko je mehe mohu manpasuTu.
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OKPYKHO TAKMMNYEILE - PEITNIEIHLA 3AJTATAKA

1A.1. 3a mouerax, u3 z{(y —x) ommax cuaemu |x — 1| < 1, ma mopa ouru = > 0.
Osmaummo |z — 1| = d > 0. Tama je x = 1 £d, amu u3 ycuosa =  (y — «
mobujamo u d + |(y—x) — 2| < 1, 1j. |(y—x) —2| < 1—d. Onasne ciemu d < 1 n
1+d<y—z<3—-d.

Ha uctu mauus, us ycaosa x { (y + ) mobujamo 1 +d < y+z <3 —d.
Mebytum, canamz y+x <3 —duy—z>21+dcaemm 22 = (y+2) — (y —x) <
B-d—(1+d)=2-2d, 1j. t <1—d. lIpema tome, x=1—-d, y—x=1+4+dn
y+x =3 —d, ogakie nobujamo y = 2.

1A.2. Heka je k 6poj upBenux OpojeBa yHyTap jemsor mepuogna may:xkusue d. [locma-
TpajMo b6pojeBe

a+1 a+2 ... a+d
b+1 b+2 ... b+d
c+1 e¢+2 ... c+d.

Y cBakoj BpcTu OBe Tabeise uMa 1O k IpBeHUX OpojeBa, MITO YKYNHO maje 3k
upBenux Opojesa. C mpyre crpaHe, cBaka 01 d KOJIOHA CAIPKU [0 jeJaH [[PBEH
6poj. Hakme, d = 3k.

1A.3. Ogrosop je yuuja nysku KM wu LN, roe cy K, L, M u N pemoMm cpeauinTa
crpauuna AB, BC, CD u DA. Ose Tauke 3aucTa 3a/10BOJbABA]Y yCIOB 3aJATKA:
unp. 3a X wa nysku KM Bawu AX=BX u CX=DX.

IIpernocrasumo na X Huje Ha nysxuma KM u LN. Des

cMmamema onmroct, X jgexku yayrap AOMD unu Ha

myxu OD. Heka je CXNOM ={Y} u DXNBY ={Z}.

Kako je AY = BY u CY = DY, umaMo HejeaHAKOCTU

Tpoyria: N
(i) AX+CX = AX+XY+CY > AY+CY = BY+ DY
(i) BY + DY =BZ+YZ+ DY > BZ + DZ,

(ii) BZ+DZ=BZ+XZ+DX >BX +DX.

Kombunosamem oBux mejemnakoctu ciemu AX + CX > BX + DX.

Ad

Apyio pewewe. O3uHauumMo ca , Y, 2 U W PemIoOM pacrojama Tauke X ox mpaBux DA,
AB, BC u CD. Ilo ITuraropuuoj teopemu ycios AX +CX = BX + DX nocraje

\/x2+y2+\/z2+w2:\/y2+z2+\/1:2+w2.

Ksazpupame ob6ejy crpana maje /(22 +y2)(22 +w?) = /(y% + 22)(22 + w?),
IITO MOHOBHUM KBaapupameM moctaje (2 +y?) (22 +w?) = (y* + 22)(2? + w?), Tj.

P4 20?4 222 + 2a? = a2y 4 222 4 g+ et =
2?w? — 2%y — 22w? + 222 =0 = (22-2?)(w?—y?) = 0.

IIpema ToMme, T = 2z mam y = w, WTO 3HAYMN A& TaUyka X JEKU HA jeTHO] OX IBE
cpenme nuHEje kBanpara. C apyre cTpaHe, ako je T = z WJIKA Y = W, CBE TOPHE
jeMHAKOCTU TPUBUjAJTHO BaKe.
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1A.4.

1A.5.

2A.1.

2A.2.

2A.3.

2A 4.

Onarosop je we.

IIpetmocraBumo cynporao. Meby matux 2020 6pojeBa 6ap jenan, a HajBUIIE OBA,
cy memupa ca 2'0 = 1024. To 3maunm na je HajMamM 3ajeIHUYKH CAIPHEAIAL 32
06a ckyma mesmus ca 210, ma cBakm ckym caap:Em TauHO 1O jemaH OPOj mEBUB ca
210, TIpema Towme, y jemmom ckymy masasu ce 6poj 2%k, a y apyrom 2'0(k + 1)
3a mexo k € N. MebyTuM, Tauso jemam ox Ta aBa 6poja je memus u ca 211
Cnemn ma he majMamM 3ajeTHUYKM CAAP:KAJIAIl y CAMO JETHOM OJ OBA CKYIa
6utu nemus ca 21, mTo je KomTpaauEnMja.

Ogrosop je F =3 u moctmwske ce camo 3a tpojry (z,y,2) = (1,0,2).

Kako je max{z,1 — y} > =, max{y,2 — z} > y u max{z,3 — z} > z, umamo
F>z+4+y+z CmusoBaxu F > (1-y)+(2—-2)+B—2)=6—-2z—y — 2.
Cabupamem cnemnu 2F > 6, 1j. F' > 3. OBa BpemgHOCT ce MOCTWKE CAMO AKO y
CBUM HaBEIEHUM HEjeTHAKOCTUMAa BayKU 3HAK JeTHAKOCTU, a TO je CaMO akKo je
x=1—y,y=2—2zmu z=3—x. Onaszme naxko nobujamo (x,y,z) = (1,0,2).

Csaru 6poj obauka
22...2211...11
N

2n 221 —4nm

3a/I0BOJbABA YCJOB 33aaTKA. 3anCTa, OH je OYWUIVIEAHO nesbuB ca 11, a 30up u
npousBon nudapa cy My jeaHaxu 227

Hpyra jennauunna je ekBuBaJsienTHa ca ab+ ac + ad + be + bd + cd = % Cana je

(a—1)(b—1)+(a—1)(c—1)+(a—1)(d—1)+(b—1)(c—1)+(b—1)(d—1)+(c—1)(d—1)
=ab+ac+ad+bc+bd+cd—3(a+b+c+d) +6=—3,

ma je Oap jemam on OpojeBa a—1, b—1, c—1 u d—1 HeraruBaH, OmaKJe CJEAU
TBpbeme.

Heka npase XA u X D penoMm IOHOBO CEKY KPYKHUILY 7Y
y taukama K u L. ITorennuje tauaka A u D y omaocy
Ha Kpy:kHuIy v najy sam AB - AC = AX - AK u DB -
DC=DX-DL.

C mpyre cTpase, XoMOTeTHja ca IeHTpoM X KOja CIuKa
kpyr I' y v npecaukasa npasy ¢ y npasy KL, e je KL ||

. AK _ AX . AB-AC _ AX-AK _ AX?
{. Oparne je 57 = 5, Ia je 5556 = HYDL = DX

(a) 3ai=0,1,...,n o3aauumo ca S; 30up ejaemMeHaTa y IPBUX i KOJIOHA. Bap aBa

01 0OBUX 30MPOBa Cy KOHIPYEHTHA IO MOIYJY M, PEIuMO S; 1 1 itl--- jn
S; (i <j), e m|S;—8;, To smauu ma je 36up cBux O6pojeBa N
y kosonama oz (i+1)-se no j-te memwus ca m. Buio Koju myT
KOju 00MIIa3u CBa OBA MOJba (TAKAB MOCTOjU: BUIETU CIUKY )
3a70BOJbABA YCIOB 3a,ATKA.

Q)
AN

TN

Gt

(6) Ynumwmmo y mosma OpBe BPCTe jeAMHUILE, & y CBa OCTaja
mosa Hyse. 30up OpojeBa Ha cBaroM myTy je m3meby 1 u n, na Huje messuB ca
m.
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2A.5.

3A.1.

3A.2.

3A.3.

3A.4.

Tepbheme moraszyjemo mHmykumjom mo 6pojy tauara n. OHO Basku 3a n < 5.
3awncra, ako uma 5 tavaka A, B,C,D,E u cBake mBe moBe3yje Ay, MOKEMO
o6ojuru nysxku AB, BC,CD,DE, FA jennom 60joM, a TpeocTaie Ay:KU APYTOM.
[IpernocraBumo na je n > 6 u na TBpheme Baku 3a Mame on n rauaka. Onabep-
uMo Tauky P u3 roje usnase 4 nysku, peuumo PA, PB, PC, PD (ako TakBe Tauke
HeMa, MOMKEMO AOLUPTATH HOBE Nykr). 110 MHAYKTUBHOj MPETIOCTABIM, MOKEMO
000juTH CBEe AYKU OCUM OBE YETHUPU TAKO N4 YCJIOB 33JaTKa OyIe 3aJ0BOJLEH.

Axko cy meby raukama A, B,C, D cBake ase cuojene, ouga uzmeby ckyna {P, A,
B,C,D} u ckyna CBUX OCTAJIUX TaJvyaka HEMa LY:KU, IIa OB ABa CKyIa MOKEMO
obojuru mezaBucuo. C npyre crpase, ako Hema Hip. xysxu CD, ouna PA u PB
6ojumo jemnom 6ojom Tako ma PAB mue 6yne jemnoGojan tpoyrao, a PC u PD
apyrom 6o0jom. OBo Gojeme 3a00BOBABA YCIIOB.

Osuaunmo BC' =a, CA=bu AB =c.

Hera kpyr ADEF nonoso ceue crpauury BC y
tauku D’. VI3 norennuje Tauke B je BA - BF =
BD-BD’, Tj. %c2 = %a-BD’7 mro HaMm naje BD' = p DT 7D C
%. Cmmuno mvamo CA - CE = CD - CD/, 1j. £b? = %a -CD’, mTo maM maje

CD' = % Hajsan, u3 ycmosa a = BD' + CD’' = % cremu 2a% = b% + 4c2.

Y mamewm cay4dajy je BC = 26.
Kako je |z]? = 2Z u |w|? = W, cabupame naTux jemHaumHa maje
442 =224+ 2w wT+T0+ 24T = 24+WE+w) +2+T = |z +T* + (2 + ).

Axo o3HaUMMO Z 4+ W = a + bi, nobuliemo 4 + 2i = a? 4+ b%> +a + bi, omakie je b =2
ua’®+b*+a=4,rj ac{-1,0}. Ucmrahemo 06a cayuaja.

(1I°) a =0. Tana je z +wW = 2i, Tj. W = 2i — 2z, na je Z+ w = —2i. Cana npsa
jemnaumna naje 2+ 6i = z(Z+w) +w = 2i — (1 + 2i)z u omatne z = —2 u
w=2— 2.

(2°) a=—-1. Tama je z+w=—-142i,1j. w=—-14+2i—z,ma jez+w=—1—2i.

Cana je 2+6i = (—1-2i)24+W = —1+2i—(2+2i)z n omarye z = — 3454 = T
3—9¢

uw = 1

—7—1 3791')

[Ipema Tome, pemema (z,w) cy (=2, 2—2i) u (=5, 3

3a moderak, ako je 6poj 3806130 uerBopormdpen y ocmosu b, omma je b3 <
3806 130 < b*. I'py6a omena maje 40 < b < 160 (zanpaso, 45 < b < 156).

Bpoj 3806130 ce pacraBma Ha mpocTe UYMHMONE Kao 2 -3 -5 - 172 - 439. Heka
je oH uerBOopomUOpPEHN maIMHAPOM y ocuHoBu b, Tj. 3806130 = (z,y,y,z)p =
(b 4+ 1)+ y(b* +b) = (b+1)((b* — b+ 1)z + by). Vmamo b+ 1 | 3806 130, mro
naje kao jemmue moryhuocrn b € {50,84,101}. Ocraje camo Mano paudyHa:

3806 130 = (30,22, 22,30)50 = (6, 35,35,6)s4 = (3,70,11,46)101.
Iakie, onroBop cy OpojeBHu cucremu ca ocmoBama 50 u 84.

JUEHI) — oy f(f()), omaxne jo

Samenom mecta y u x nobujamo xf(f(y)) = ! @ty
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3A.5.

4A.1.

4A.2.

= ¢ KOHCTAHTHO, Tj.
f(f(z)) =cx 3a cse x.

Cnemu na je f 6ujerunja u na saku f(cr) = f(f(f(z))) = cf(z). Cana 3amenom
(z,y) = (1, %) y jemHauMHy U3 3amaTKa IOOujaMo

FUO+FER) =1 fFEDFA+ ) =1 e 2fA+ 1) =1+ )

Bujexrusnoct naje (1 + %)f(l) = f(1) + f(%) =1+ %, omakue je f(1) = 1.
Crnemun ¢ = f(f(1)) = 1, ma je f(f(x)) = x. Hajsan, ymeramem y = f(z) y
nonasny jennauuny mobujamo f(xz + f(z)) = zf(z)f(x + f(x)), na je zf(z) = 1,

1j. f(z) =1 3a cBe z.

Jlako ce mpoBepasa na je ¢pyarmmja f(x) = % 3a1CTa PEIleHmeE.

Osnmauumo ckymose ca A u B.

(a) Hocmarpajmo k = min{|z —y| | z u y cy u3 ucror ckyna}. Hera cy a,b € A
rakBu 1a je b —a = k. Opabepumo esmement ¢ € A\ {a,b}. Iloctoje m u n (me
HY’KHO pas3nnuurtn) y ckymy B taksu na je a+c<2m<a+c+1lunb+c<2n <
b+c+1,arana je 2(n—m) <b—a+1=k+1. Iakxe, ako je k > 1, ouna je
0<n—m< % < k, mporuBHO n360py 6poja k. [Ipema Tome, mopa Ooutu k = 1,
anu Tazxa nocroju 6poj m € B takas ga je 2m € {a+b,a+b+1} = {2b— 1, 2b},
ma je m = b, mro je KoHTpaauknuja. /lakie, oAroBop je He.

(8) Oarosop je ga, a ycaose 3anoBosmasajy A ={1,3,5} u B ={2,4,6}.
Heka cy a1 < ag < az < ... eJeMeHTH ckymna S u HeKa je a = a,. IlocMarpajMo
T =ai1+as+---+ap—1 +apny1+---+am, TIoEeje m>n.

Ouurnenno je f(z) = m—1u f(z+a,) > m. C opyre cTpane, Kaxo je x < Y .-, a;
uz+a, < Zf:l_l a;, mmanmo f(x) =m—1u f(x+ a,) = m. lIpema Tome, 6poj x
3a]10BOJbaBA YCJIOB 3a1aTKa (3a CBAKO m > n).

JIMpEeKTHO ce HANa3M ay = <, ag = % n as = 13, Vanyrnmjom ce jemXHOCTABHO

27 4
: : _ 3n+1 : _ 3n—2 :
noKasyje zna je a, = *=. Baucra, ako je a,—1 = 2=, OHZA je

. 4?21 4230 -2)—(n—-1) Ba+DE2n-12  3n+1
T2 iyp2 -2 3n-24+n?-2)(n—-1)  a@n-12 n

6061
IIpema Tome, aspz0 = 3020

lpyio pewewe. VIzpa3 3a a, je eKBUBAJEHTAH Ca

4A.3.

1 1 1 1 1
an—1 apn1—1 4n2—-1 2@2n—-1) 2(2n+1)

_ : 1 _ 1 1_ 1 _ 2020
Cymupamem o n = 2,3, ...,2020 mobujamo T = a1 s08 = doir’
6061

2020 = 2020 *

Tj.

I[Towro je <IBC = %<IABC’ = <KCB, tpanes BCKI je jemnaxorpak. llltaBu-
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4A.4.

4A.5.

15.1.

me, Baku <CIK= <ICB = <KCI, na je IK =
CK = BI. Tlosnaro je ma je MI = MB = MC,
ma je M menrap onmcanor kpyra rtpame3a BCKI
un MK L CI.

Osumaummo ca P cpemumre ny:xu KL. Kako je
<CLK = <UKL = <LKC, gerBopoyrao IKCL
je pom0, ma je <IPK = 90° = <IDK. Cnenu na
je gerBopoyrao JDK P rterusan, na je <CDP =
<K DP =<KIP=90°—-—<MKI =90° — <MCK,
1j. DP 1 MC, yuwme je tBpbheme mokazaHo.

Bpoj 14! - 33!! je memus ca 2'' u ca 5°, amu me ca 5°. Cnenu ma ce oBaj 6poj
3aBpHmaBa C TAYHO IET HyJIA:

N =53999 - 14! - 331! = 22a 603 493 6¢9 d96 8e4 f10 694 0O 000.

Osaj 6poj je memuB u ca 9 u 11, na HAM KPUTEPUJYM HELUBOCTU OBUM OpojeBuMa
maje 9182 +Sull|S—52 15. S=8 (mod9) uS = 8 (mod 11), rze je
S = a+b+ctd+e+f+g+h. Omasne je S =8 (mod 99), na 36or 0 < S < 72 caenun
S =8.

Hame, kako 64 | N/10°, mectonudpenu saspmerax 106 g4h oBor 6poja je memus
ca 64. IIpu Tome 3uamo ma je h # 0, na 36or gemusoctu ca 4 umamo h € {4,8}.
Axko je h = 4, onna 6u u3 S = 8 u 8 | g44 caemuno g € {1,3}, amu HU-
jeman on saspmeraka 106144 un 106 344 muje memuB ca 64. OBo krao jemuHy
moryhaoct ocraBma h = 8, a 30or S = 8 caemu a=b=c=d=e=f=g=0. Ce y
CBEMY, ,,3padyHaJan’ CMO:

53999 - 141! - 33! = 220 603 493 609 096 804 010 604 800 000.

Hokazahemo maayrnujom mo M na, axo je as < a; = M, oHOa je ny:KWHA HU3A
HajBUIIE ‘3M2—+1 To je tayno 3a M < 2. IlpermocraBumo na je M > 2 u na
TBpbheme Baku 3a a1 < M.

(1°) Axo je M L ay < M, onna je as < ag, ma je Iy/KUHA HUA32 MOYEB O Ay HE
Beha on 3“2+1 < ‘3M 2 YKyIHa Ly:KUHA je HajBUIIe ‘W—z +1< ‘3M+1

(2°) Ako je 2< as < 1;1’ oHnA je a4 < ag < M —2, na je my:KuHa HU3A TOYEB O
a3 majpume 3%l < 31\42 5 31\/12—5 192« 3Mz+1~

(3°) Axo je az =1, nobuja ce um3z M, 1, M—1, M—2,1, M —3,... nyxune L‘””Q—HJ

, & YKyIHa Oy:KUHA HajBUIIE

WNunyruumja je 3aBpmena. [Ipema Tome, kako je as < a1 < 2020 wam a3z < ag <

2020, au3 nma Hajsume | 2202041 | 4] = 3031 unanosa. OBa AyuHA Ce TOCTUAE
3a HU3

2019, 2020, 1,2019, 2018, 1,2017, 2016, 1,. ..,5,4,1,3,2,1, 1.
Axro je AB =au BC =b, a hy u hy penom Bucune u3 D - c
temena X y tpoyraosuma X AB u XCD, ouna je hy + o
hy =bu Pxap + Pxcp = 3ahi+iahs = 3ab= $Papcp. ; b
Ha ucrtu nauun Basku u Pxpo+Pxpa = %PABCD. IIpema Iﬁl
Tome, Pxpa = Pxap+ Pxcp— Pxpc =15+17—16 = 16. A " B
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1B5.2.

1B5.3.

15 .4.

Kako je 36up npsux mer uudapa e Behim ox 5 -9 = 45, nocnenma uudpa je 6
niu 8.

Axo je mocnenma nudpa 6, jenura moryhuoct je 6poj 999996.

Axo je mocienma mudpa 8, IpPBUX mEeT IUpapa MOry OUTH UETUPU LEBETKE U
cenMuna HeknM penoM (5 MoryhHOCTI), MK TPU JEBETKE U [BE OCMUILLE ((g) =10
moryhinocTn).

IIpema Tome, Tpaskenux GpojeBa uma 1+ 5+ 10 = 16.

Kako je <A = 40°, umamo <LAB = 180%4‘4 = 70° = <«LBA. Ilpema Tome,
Tpoyrao LAB je jemmaxokpak u LA = LB, a
kako je takobe OA = OB, npasa LO je cume-
tpasia nysku AB. IIpu tome cy tpoyraosu LOA
u LOB nonynapau (Tpu mapa jeqHakux cTpa-
muna), na je <AOL = <BOL = 1<AOB =
<ACB = 30°.

Ilobujenn cenmonundpernu 6poj, koju nexun m3mebhy 2020000 u 2020999, mopa
na 6yme memuB ca 8-9-11 = 792. Kako je 2020000 = 2550 - 792 + 400, jenuuu
TakaB Opoj je 2551 - 792 = 2020 392.

Apyio pewewe. Heka je Trpaskenu 6poj 2020abc. lludpa c mopa butu napua. Kpurepujymu

1B.5.

26.1.

memuBoctu ca 9 u 11 majy 9 | 4+a+b+c u 11 | 44+a—b+c. Cnenu na je a+b+c €
{5,14,23} u a—b+c € {—4,7}. lIputom ce 6pojesu a+b+c u a—b+c pasaukyjy
3a 2b, Te MOpajy MMaTU UCTY MapPHOCT.

Arxo je a—b+c = —4, mopa Outu a+b+c = 14, onarne ciemu b =9 u a+c =25,
na je abc € {194, 392,590}. IIposepom Hanazumo pememe 2020 392.

Axko je a—b+c =7, mopa 6utn a+b+c = 23, onaxne ciemn b =8 u a+c =15, na
je abc € {788, 986}. [IposepoM He HATA3UMO HUjETHO DEHIeH-E.

Osmaummo ca a u b pemom OpojeBe pamHUWKA y IPBOj U APYrOj CMEHU, a Ca N
Opoj mIaHWpaAHUX maHa. Y CJIOB 3aAaTKA HAM [aje jeTHAYnHE

6n(a —b) =240, na=n+2)(a—>5), nb=(n+2)(b—4).

Passujamem npyre u tpehe jemnauwmue mobujamo 2a —5n — 10 = 2b—4n — 8 = 0,
1j. a = 2(n+2) u b= 2(n+2), Tako Aa npBa jeaaumHa noctaje 240 = 6n-1(n+2),
1j. n(n + 2) = 80. Jenuuo pememe OBe jeqHAUMHE Y CKYIy IPUPOIHUX OpojeBa
jen=38. Cnemu na je a =25 u b= 20, Tj. y upBOj cMeHU uMa 25 pamHUKA, & y
npyroj 20.

Y upsom u tpehem kBampaury je xy > 0, ma MHO:Ke-
HBEeM Ca TY YCJOB 3aJaTKa IocTaje T < ¥.

Y ApyroM u YeTBPTOM KBanpaHTy je zy < 0, ma
ce MHOKEHEM Ca TY MeHa 3HaK, Tj. yCJIOB 3a1aTKa
mocTaje T > y.

TpaskeHu CKyI je NpUKa3aH Ha Ciauly (OCe U IMpaBa
¥ =y He OPUMNAIA]y CKyIY).
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25.2.

25.3.

25.4.

2B.5.

35.1.

Tpouudpenu 6pojesu cacrasibenn ox mupapa a, b u c cy abe, acbh, bac, bea, cab
u cba, a BUxoB 36up je 222(a + b+ ¢). Jenunu Gpoj nemus ca 222 usmeby 2700
u 3100 je 222 - 13 = 2886, onmakie 3akmpydyjemo na je a +b+c = 13.

lugpa a ve moxe Gutu 9 (creauno 6u abe = 922, mro ornaza). Ako je a = 8,
moryhu Gpojesu abc cy 814 u 832. IIpema Ttome, onrosop je 832.

Osnaunmo <CAB = a, <ABC = 3 u <BCA = ~. [IpernocraBuMo 1a TpOyrao
ABC' uuje jemakocTpaHwvaH: penumo, « 7% . VI3 TeTuBHOCTH YeTBOPOYTIOBA
ABDC u BCFEA cnemn <BDC = 180° — a« u <CFEA = 180° — 3, ma cy TO nBa
pazsnuuunra yriaa cBakor on tpoyriaosa BDC, CEA u AFB. MebyrtuMm, oBo je
memoryhe, jep je (180°—«) + (180°—03) > 180°.

W3 natux jegHauuHa MUMaMo
0=a® -y’ +2z—yz=(z—y)(r+y+2),
O=ay—az—y+l=(-1)(y-1),
0=2?-224+ay+yz=(z+2)(z+y—2).
Hpyra jennaunsa naje r =1 nnm y = 1.
(1°) Axo je x =y =1, tpeha jemmaumna maje z € {—1,2}.
(2°) Axo je y # x =1, u3 upse jennaunse je x +y+ 2z =0, 1j. 2 = —1 — y, mwTo
samenoMm y tpehy maje —y(2+2y) =0, 1j. y € {-1,0}.
(3°) Ako je z # y = 1, u3 upBe jeaHauune OneT cjaean z = —1 —x, ITO 3aMEHOM
y tpehy naje —(2+2z) =0, 1j. c=—-1u z=0.

Osaro cMo mobunm mer pemewa (x,y,2): (1,1,-1), (1,1,2), (1,-1,0), (1,0,—-1)
u (—1,1,0). dupekrHo ce mpoBepaBa Oa Cy TO 3aUCTA DELIeHnA.

(a) Axo cy jeman unm o6a 6poja a u b Henapuu, 6poj ab — 5a + 7b fie rakobe
outu Hemapan. [lomrTo je Ha Tabim camo jeman Opoj mapal, Hukana Hehemo
3amucaTu Apyru napas 0poj, ma tako Hu O6poj 2020.

(8) Y crBapu, cBu HOBOHacTanu OpojeBu masalie ocrarak 2 npu mememy ca 3.
3awucra, KaJ roa Makap jemad on OpojeBa a u b maje ocrarak 2 nNpu Aejbemy Ca
3, 6poj (a+7)(b—>5) = ab—5a+ 7b— 35 6uhe memus ca 3, rako na he ab—5a+7b
maBatu ocrarak 2. [Ipema Tome, Hr 6poj 2019 muje moryhe mommcaru.

Herka je K momuosxje Bucune u3 D y tpoyray SAD. ITomro je ASAD = ASAB,
Tauka K je yjemHo um mOmHOKje BucuHe U3 By
ASAD. Yrao 0 uzmeby crpama SAD u SAB 3a-
npaso je <BKD.

ITo ycmoBy 3amarka, ako cy M m N pemom cpe-
numra wBuna AD u BC, tpoyrao SMN je jen-
Hakocrpanuvan, tj. SM = SN = MN = a. Kako
je AM = %a, ITuraropuna teopema mam maje SA =

@a. Ilame, noppmuna Tpoyraa SAD je %SM-AD = %aQ = %SA-DK, oJlaKIe je

DK = BK = %a = %ga. Kako je BD = a\/2, yrao # Haza3uMo MO KOCHHYCHO]

) _ KB?yKD? BD® _ #+%i-2 1
Teopemu y ABKD: cosf = B RD =3 =71

34



35.2.

35.3.

[pse mse mudpe a,b € {0,1,2,3,4,5} mory ce onabparu ua 5-6 = 30 nauuna.
Meby mect y3zacronaux Gpojesa ab0,abl, ..., abd Tauno nsa cy memusa ca Tpu.

Tarobe, rauno gsa meby wuma (ab0 u abb) cy memusa ca ner. IIpema Tome,
TpaskeHnX OpOojeBa me/bMBUX Ca 3, KAO U OHUX AEJHUBUX ca 5, mMa 1o 60.

Kpo3 Trauky O mauprajmo npase p u g penom napajenne npasum AB u BC. O3-

HAYMMO DACTOjama Tauke P Oox mNpaBuUX p U ¢ PEIOM Ca T

ny. Tagajez?+y2=1r%u Dy

PA% 4+ PB*+ PC? + PD?

= (G+o"+(5+9)°) + ((5-2)°+(5+y)*)
+ (=2 +(5-9)%) + ((5+2)°+(5-v)*)

= 2a? + 422 + 4y? = 2a% + 4r%. Ao

Jlpyto pewemwe. Vnamo PA% = (F@—i—O_fﬁl)2 — PO24+0A2+2P0-OA = 7“2—1—%@2—1—2%(?)1.

35.4.

35.5.

4B.1.

Cabupajyhu oBy u amamorze jemaarxoctu 3a PB2, PC? u PD? nanasumo
PA? + PB? + PC? + PD? = 4 + 24% + 2P0 - (OA +OD) = 242 + 472,

Axo yspcrumo (a, b, c,d) = (n,n+3,n+1,n+2) y mnary jennaunny, nobuhemo
cos 3x — cos(2n+3)z = 2sinnx sin(n+3)x
= 2sin(n+1)z sin(n+2)z = cosx — cos(2n+3)z,
omakiie MaMo cosx = cos3z. KRako je 0 = cosz — cos 3z = 2sinz sin 2z, MoxeMo
Ia 3akbydnMo na je r = kmw + % nnu r = k7 3a Heko k € Z.
C mpyre crpane, ako yBpctumo (a, b, ¢, d) = (n,n+2,n+1,n+3), nobuhemo
cos 2z — cos(2n+2)x = 2sinnz sin(n+2)x
= 2sin(n+1)z sin(n+3)z = cos 2z — cos(2n+4)z,
na uMaMo u cos(2n+2)x = cos(2n+4)z. Cana x = kr+ 5 MOxEMO 12 UCKIbYUUMO,
jep je tama cos(2n+2)x — cos(2n+4)x = 2sinz sin(2n+3)z = +2.

Kao jenuna moryhuoct ocraje nam x = km. To u jecre pememe 3amaTka, jep je
Tana sinax = sinbxr = sincx = sindx = 0.

Suamo ma n u S(n) gajy uctu ocrarak npu gememy ca 9, tj. S(n) = n — 9k
3a Heku meo 6poj k. Hara jemmaumma moctaje n(n — 9k — 1) = 2020, ma 6poj
n(n — 1) = 2020 4+ 9nk = 1 + 3(673 + 3nk) maje ocrarax 1 mpu nememy ca 3.
Mebyrnm, oBo je memoryhe jep, kama n gaje ocrarke 0, 1 u 2 npu mememy ca
3, 6poj n(n — 1) naje pemom ocratre 0, 0 u 2.

I[Ipema Tome, jemHaumHa HEMa peLIEHA.

,HaTI/I CKyH AeJINMO y yeTupu noncxyna:
{6}, B=1{2,4,810}, C={3,9% u D=/{1,57}

Tpaxkena mpecarkaBama caukajy 6 y 6, sarum B y B U {6} (mTo ce moxe
yumauta Ha 5 mauwmma), C y C U {6} (3% mauuma) u D 6uno roe y A (10°
naumna). To ykymro maje 5% - 32 - 103 = 5625000 npecaukasama.
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4B.2.

4B.3.

4B5.4.

Lpyro pewewe. Hera je D tauka cumerpuuHa tauku A y

4B.5.

Tpoyraosu BAC u DAC cy nonymapHu, a Cy HBUXOBE
onroBapajyhe rexumue ny:ku BM u DM jemmake. To
snaun na je M BD jemmakokpaku Tpoyrao, a M N merosa
BucuHa, tj. MN 1 BD. Ha uctu HaumH ce mOKa3yje 1 ma
je MN 1L AC.

Bamicahemo jemmauuny y obmury (v — 3)logyz = —22 + 42 —3 = (1 —x)(z — 3).
Ouursenno je x = 3 jemHo pememe. 3a r # 3 mememeM ca T — 3 qobujamo
logox =1—2z, 1j.

f(x)=1, rmeje f(x)=x+]log,z.
Bummvo ma je jemHo pememe ope jemmaumue z = 1. C apyre crpame, GpyHKITja

f(z) je crporo pacryha, nma je f(z) >13ax>1u f(z) <13a0<z<1, Tako
a OpYyTUX peliema HeMa.

Ilakine, jenuua pemema cy =1 u x = 3.

Osuaunmo <ACP = au<BCQ =3 = 45°—a Haxo je <CQP = 45°+,6’ = 90°—a
PQ

_ _CcpP
CHUHyCHa TeopeMa y AACP n ACPQ 'Ha‘]e sina ~  sin45° sin45° sm(90°—o¢)
cp

cosa’

Tj. ) )
Sin < COS (¥ Sin &
AP =CP —p : — PQsin 2.
CPanas ~ P9 smage — FWsin2e

Ha wctu mauun nobuja ce u BQ = PQsin28 = PQ cos2a. Cana ce jemHaroCT
AP? + QB? = PQ? cBomu Ha TpuBmjanny: sin’ 2o + cos? 2a = 1.

onmuocy ua upaBy CP. Tana je ACPD = ACPA,
nma je DP = AP. Ilrapume, <DCQ = 45° —
<PCD = 45° — <ACP = «QCB. To 3ajenso ca
CD = CA =CBnCQ = CQ nmaje ACQD = 5%
ACQB, na je DQ = BQ. /
Hajsan, uz <PDC = <PAC = 45° u <CDQ = <CBQ = 45° cnemu <PDQ = 90°.
Cana je PQ? = DP? + DQ? = AP? + BQ>.

U3 jemmaumse ciaemm ma 6poj x° + (r +1)3 = 2021 + 9y maje ocraTtax 5 mpu
nepeny ca 9. Mehyrum, kyb nesor Opoja npu mememy ca 9 yBek maje jeman on
ocraraka 0, 1 u 8, ma 2 + (x + 1)3 moke matu camo ocratke 0,1,2,7,8. IIpema
TOME, jeIHAUMHA HEMA PEelIeHa.
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1A.1.

1A.2.

1A.3.

1A.4.

2A.1.

NP KABHO TARKMUWYEILE — PEIITEIHA 3AJTATAKA

Axo je nnp. a = b, ouga je b+c = c+d, tj. b =d, a omarie c+d = e+a, Tj. c = ¢,
anu oHna je d+e=a+0b, Tj. e=a, na je a =b=c=d = e. Vlctom 3aKkbyUry
Boauio Ou u b= ¢ ura. 3aTo Hamame cMaTpaMo ma je a # b # c# d # e # a.

Hexa je (6e3 cmamema onmroctn) a < b. Ao je b < ¢, ouna je b+c > c+d > d+e,
omakie xobujamo b > d u ¢ > e, amu raga u3 b(c+d) = d(e +a) < b(c+ a) cnemn
d < a. Caga u3 a(b+c¢) = d(e+a) < ale +b) cnenn ¢ < e, WTO je KOHTPAAUK-
uuja. Harmne, b > c¢. HacraBmajyhu Ha cianyan HAUYMH, 3aKBYYYjEeMO Oa BayKU
a<b>c<d>e<a>b, auTto je memoryhe.

[IpBu urpay numa nobenunury crparerujy. OH y cBoja mpBa aBa moresa Tpeba ma
06e30enu na mudpe 3 u 9 6yny nckopumhene. Tana je npyru nrpad npurybhen
[a y CBOM IOCJIeqmeM IoTe3y ynorpedou nudpy 1 mnu 7. Mebyrum, npsu Moxe
na ce cpojuMm Tpehmm more3oM mobpuHE ma W OBaKO mobujenum OpojeBu Oymy
nessuBu ca 3. JloBopHO je ma apyrome mpemycTu OpOj KOju maje ocTaTak 2
npu gesmbemy ca 3. AKO je M3 CBake KJace OCTaTaka NOCTyHOHA Oap mo jemHa
nmudpa, OH TO CBAKAKO MOMKE IIOCTUNU, & y jeIUHOM IPEOCTAJIOM CIy4Yajy, Kalda
cy uckopumnhene yetupu mudpe 0,3,6,9, moxxe na ynorpedbu mudpy 2.

Hexa je n = 6r. Tpasxenu n-troyrao nma
cBe yrioBe jenHaxe 180° — g. ITounnumo
oI TpaBWJIHOr 2r-Toyria. Kako je He-
OB yHyTpalIkhy yrao jegsak 180° — %,
[OBOJAHO je Ha CBaKy IHErOBY CTPaH-
Uy HAKAJIEMUTU jeTHAKOKDAKU TpAaIe3
ca yIJOM Ha OCHOBU g. Jenan oBakas
Tpame3 MOKe Ce CKJIOIUTU O TPU TPO-
yraoHa OJCeYKa IIPAaBUJIHOL 37-TOYyrJa,

yuMe je KOHCTPYKIja IpPUMepa rOTOBA.

Hatu 6poj je jemmax M = x3+ax?+br+c, roe je x = 10", Hewa je M =
(y—1)y(y+1). Karo je (z—1)z(z+1) < 2° u (2+3)(z+4)(z+5) > 2% + 1022, mopa
outu x4+ 1 < y < x + 3. Taga nmamo

r(z+1)(x+2) = 23 +32%+2z =10...030...0020...000,

(x+1)(z+2)(2+3) = 23+622+112+6 = 10...060...0110...006 3a n >
(2+2)(x+3)(z+4) = 22+922+262+24 = 10...090...0260...024 3a n >

1,
1.
Bumumo na 3a n > 0 jemuuo cayuaj y = x+1 maje pememe. Ocraje na ucnuramo
n =0 u Taga Hama3uMO jom jemHo pememe: r = 12 u M = 1716.

IIpema Tome, jemmua pemewa (n;a,b,c) cy (0;7,1,6) u (n;3,2,0) 3a n > 0.

Axo Marcum omabepe taurky Py cpemumry ny:xu AB, oHma Kojy rox Tauky @
na Muna onabepe, Baxu Ppga + Proc = Ppos + Ppoc = Pppc = 1010. Cana
MakcuMm mozke y3eru jemno on temena A m C' kao tauky R tako ma oGe3benu
nospmurEy Ppgor > 505.
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2A.2.

2A.3.

2A 4.

3A.1.

C mpyre crpamne, ako je AP = k- AB (0 < k < 1), Muna
Moke na onabepe taury @ tako ma je PQ || AC. Tana he
6utu Ppor = Pproa = k- Ppga = 2020k(1 — k) < 505 (jep je

kE(1—-k) < (W)2 = 1), mezaBucno on usbopa Taure R.

I[Ipema Tome, ogrosop je 505.

Hamummvo maTy jeaHaKoCT Kao KBaAPaTHY jemHaunHy 1o z: 22 — (v +1vy)z + (22 +
zy +2y? — 1) = 0. Ihena muCKpUMUHAHTA MOPa GUTH HEHETATWBHA:

D=(x+y)?—4@*+ay+2y>—-1)>0, 7j. Ty*>+22y+ (32 —4)<0.

Y nmobujeHoj KBaApaTHO] HEjeAHAYWHU MO Y METEPMUHAHTA OMET MOpa Ourtwu
HemeratusHa, ma je 4x? — 28(3z% —4) > 0, 1j. 522 < 7. Cnenn na je x > ———

V35"
IIpu Tome, 3a = = —\/% BPEIHOCTHU Y = \/%% uz= —\/% Cy jeIHO3HAYHO OOpe-

bemne.

IIpernocraBumo na je (p,) jeman TakaB GeckoHauyaH Hu3. Lpumyhiu mouerne
WIAHOBE MO MOTPEOU, MOKEMO Ia CMATPaMoO Ia Cy CBU diaHOBE Behwm ox 3.
Axko je p1 =€ (mod 3) 3a € = =1, ouza mopa Ourtu u pe = 2p; —e =€ (mod 3) (y
CynpoOTHOM je p2 = 2p1 +€ =0 (mod 3)), na UHAYKOUjOM CIEOU Ppi1 = 2D, — € U
onatie

pn=2""1p; —(2"' —1)e 3acse ncN.

Mebytum, Tana 3a n = p; no Pepmaosoj reopemu Basku p, = 0 (mod p;), na je
Pn CIOKEH OPOj, MTO je KoHTpamukinuja. /lakige, TpaskeHN HU3 HE MOCTOjU.

[lect moma al, b2, b8, h8, g7, gl 3amoBosmaBajy
VCJIOB 3aJaTKa. 3auCTa, CBUX 6 moJba Cy IpHA, Ia je o1

jeJHOT IO ror yBek nmorpeban mapad Opoj moresa v
jen A0 4Py y p p po) , . %/%

aJil ABa IIOoTe3a HU Yy je,HHOM nIapy HUCY OOBOJLHA.

IIpetmocraBumo na je moryhe onadbparu 7 mosma. Tana
y 6ap jemHoj mosoBuHM Tabie, pernmuMo JeBoj (KOJIOoHEe
a-d) uma Gap 4 moma. ITomeaumo OBY HOJIOBUHY Ha A
TPU IPYIE MOJBA: D D

(1°) Bpcte 1 u 2, (2°)BpcTe 3,6 7 m (3°)Bpcre 4, 5 u 8.

YHyTap jemHe rpymne, Of CBAKOT MOJba JO CBAKOL APYIOr CTWKE C€ Y HajBUIIE
TPU IOTEe3a - jeauHu usyserak cy nomsa al u b2 us rpymne (1°). [Ipema Tome, 06a
oBa mosea Mopajy omurtm meby omabpammma. Ciwmuno, u mossa a8 um b7 mopajy
outu mehy omabpanuma, ajgum TO je Hemoryhe, jep ce om mosma b2 mo moma b7
MOKe CTUNU y TpU IOTe3a.

I[Ipema Tome, omgrosop je 6.

VMmarunapuu meo mecHe U JieBe CTpaHe IaTe jeqHAYNHE je

2020
b—b 1)k 20192k 2k
> (1) (2k+1>a

k=0
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3A.2.

IIaykK MOKe HallpaBUTHU HajBuile jenan more3. Ha oc- 39136333027
TaTKy Tabse MuHuMaJsaHa BpemHocT A je —11 ma mosmy 4/533@512/5{5 22
(7,2), a makcumanza 29 Ha mosmy (2,7), rako na nayk  |38[35[3229126125/20 /17
Moske na Hampasu HajBuine 40 more3a. OBaj Opoj moc- 33|36f2724)211875 12
TIKE TAKO INTO MOYHEe ca nosa (7,2) u urpa mpous- 28(25[22009i6[1 57107
BOJLHO CBe 10 mouwma (2,7). 23|20(1r4i1] 8775 |2
18[15{128 76730
Lpyio pewewe. Osmaummo nome (7,2) 6pojem 0, a 3a n > 0 [131007 ]| 41¥]

3A.3.

3A.4.

Kaxo je (2218?1) = %(zgig) mapaHn O0poj 3a cBako k, oBa jeJHAKOCT y3uMa OOJIUK

—b=2A-b 3a meku meo 6poj A, ma mopa outu b = 0. Cana ce jemHaumHa CBOIU
ma a?920 4 |a| —a = 22920 omakse je a?02° < 22020 1j. |a| < 2. IIpoBepom mobujamo
Ia je jemuHO peleme z = a = 2.

Osraunmo ca (x,y) mome y Z-TOj KOJOHU CJIE€BA HAILECHO U Y-TOj BPCTU ONO310
marope. [Tore3 3Hauu ckok ca moma (z,y) Ha (r+3,y+2) nmm (x—2,y—1). lIpn
cBakoM more3y BesuumHa A = 5y — 3x ce ysehasa 3a 1.

IMoma (6,1),(7,1),(8,1),(8,2),(1,7),(1,8),(2,8),(3,8) cy ,m30m0Bana” - ca BUX

6pojeM n 03HAYMMO CBa MOJba A0 KOJUX Ce MOYKEe CTUNU ¢ HEKOT M0Jba O3HAYEHOT
opojem n — 1. Ilobujamo Tabauily Kao Ha Caumu. Y O] Ce HAJA3U U OCAM U30-
JIOBaHUX MOJba, a Hajsehn Gpoj koju ce mojasmyje je 40 ma momy (2,7).

3aMEHOM MECTa p U ¢ aKO je HOTPEeBHO, MOKEMO [a CMaTpaMo na je p = q+4d > ¢
1 (an...a0)p = (ao...an)q £ 1, y3 (Moszaa crnabuju) ycaos n > 2971 — 1.

Unmamo p™ < (ay...a0)p < (ag...an)q +1 < ¢" M, 1j. (%)” < q. C mpyre crpase,

p\" S\" né n\ 62 né . @ —q
—]lz2(1+-) =14+ —+ —4+---21+—, omarieje 06< _——.
q q q 2) ¢ q 2071 —1

MebyTum, onasne 3a 2 < ¢ < 5 caemu § = 1, nok ce 3a ¢ > 6 jeAHOCTABHOM
MHIYKIIjOM OOKa3yje ma Baxm 2971 > ¢? — ¢+ 1, Te Tana HeMa pellema: 3a1CTa,
aKo TO BakM 3a ¢, ouma je 29 > 2(¢> —q+1) > ¢®> +q+ 1, 1j. Baskm u 3a ¢+ 1.
Harne, g<5up=q+1.

IIpeocrane cayuajeBe ucnuryjemo pyuno. 3a (p,q) = (6,5) uwmm (5,4) nmamo
n > 15, omaocHo n > 7, mro HUje Moryhe, jep je y oba cayuaja (%)” > q. 3a
(p,q) = (3,2) y 063up gomasu camo n = 1, tj. £1 = (ab)s — (ba)s = 2a — b,
onakie je a = b =1u m = 4. Hajsan, 3a (p,q) = (4,3) mopa butu n = 3, Tj,
+1 = (abed)4 — (dcba)s = 63a+13b—5c—26d > 63-1+13-0—-5-2—-26-2=1, Te
je jemuna moryhuocr (a,b,c,d) = (1,0,2,2) u m = 74.

Jemuna pemema cy m=4= (11)3 = (11)2 + 1 u m = 74 = (1022), = (2201)3 + 1.

Heka je O nenrap onucanor gpyra k tpoyraa ABC'. ITomro je <AOB = 2<ACB
= APB, tauke A, B, O u P nesxxe Ha uctoMm rpyry . Tauka O je cpemumire
ayka APB oBor kpyra, na je PO cnomamma cumerpana yraa APB. He yma-
wyjyhu ommroct, cmarpahiemo na je P ma xpahem snyry AO rpyra 7.

C mpyre crpane, kako je <P,BP + <PAP, = 2<CBP + 2<PAC = 2(<APB —

<ACB) = <APB, Baxu AP, | BP,. Axo upasa P, P, ceue upaBy AB y tauku
K, no TamnecoBoj teopemu umamo AK : KB = AP, : BP, = AP : PB, onarie
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4A.1.

4A.2.

4A.3.

4A.4.

ciuenu nma u K Jieu Ha CIOJbAIIHO]
cumerpaau yriaa APB. Jlakie, npase
AB, OP u P,P, vmajy 3ajenHuury
Taury K.

Cama morenmuja tauke K maje KM -
KN = KA-KB = KP - KO, onakiue
caemu na tauke M, N, O u P nexe
Ha jexHoM kpyry. IIpu Tome je O cpe-
mumre xyka M PN, na je PO cnosmaim-
wa cuMmerpasa yraa MPN. To 3maunm na je <MPK = <OPN, a rakobe je u
<KPA = <BPO, onakne caemu <MPA = <BPN.

[Mocroju. Jenma raxsa ¢pynrmmja je f(x) = sin §. 3aucra, ramna je f'(z

' (x) = —i sin § u, yonmIre, WHIyKIUjOM CJIEIA 1a 3a CBaKu 11eo 6poj k >

k k
(2k) _(=DF z (2k+1) _ (=1 T
e (x) = oo Sy M f (z) = 52T COS 5

Te je y oba cayuaja |f(x)] < 2%

Omvax mvmamo f(1) =1, a u3 ycnosa 3anxatka 3a (m,n) = (2,1) nobujamo f(2) €
{1,4}.

IIpernocrasumo npso xa je f(2) = 1. Ycaos 3amatka 3a (m,n) = (x,1) u (m,n) =
(z,2) naje (z+1)(z+2) | f(x)—1 3a cBe z € N, na xaxo je f(z) < 2% < (z+1)(z+2),
Mopa 6utu f(z) = 1.

Ocraje cayuaj f(2) = 4. Tana ycnos 3anatka naje t+1 | f(x)—1nx+2 | f(z)—4
3a cee z € N, na je f(z) — 22 memuso ca (z+1)(x+2), Te 360r f(z) < 2? cnemm

f(x) = 2? 3a cBe x.

Hakme, oarosop cy ¢ynrmuje f(z) =1 u f(x) = 22

IoBosHO je morasaru na cy noreHnuje tadaka (1 u Oy y OOHOCY Ha ONUCAHU
kpyr tpoyraa PQR jenuake, tj. na je O1P-
01Q = O2P - O2R.

Osuraunmo ca K u M penom momHOMXja HOP-
masa u3 tauke F wa mpase O1D u CD.
Tauke D, K, P u @) nexe Ha UCTO] KPYik-
wuny, na je O1P-01Q = O1K-01D. Taxrobe,
u tauke D, E, M nu K neke Ha UCTO] KPYiK-
vy, na je O1K-O1D = O1M-O1E. Hajzan,
360r AOlMA ~ AOlAE je 01M . 01E =
0,A?. TIpema tome, O1 P - 0:Q = O, A2.

Amnamnorno Baxu OsP - OoR = 0242 = 01 A%, onaxie caemu tBpheme.

[MTounumo mMcnuTUBameM OpoOja MArMUYHUX CKYIOBa k Iy:KU C KpajeBuUMa y Tau-
kamMa P, ..., Py, Ha Kpyry 000jeHUM HAU3MEHUYHO IPBEHO U miaBo. O3HauYmMO
oBaj 0poj ca c,. Taurka P; ce MOXe CIOjUTH caMoO C HEeKOM TaukoMm P; apyre
6oje, Te j mopa Outu mapuo: j = 2i (i = 1,2,...,k). Ha ckymoBuma Tauaka
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15.1.

1B5.2.

1B5.3.

15 .4.

{Pay..., Poi—1} n {Pait1,...,Par} mMa ¢;_1, OOHOCHO Cj_; MATMYHUX CKYIIOBA
nysxu. llobujamo pemanujy
Cp = Zizl Ci—1Ck—i, Y3 YCJIOB (1 = 1,
. . S 1 2k

IITO je IO3HaTa PEKypeHTHa pejanuja 3a Karamamose Gpojese: ¢ = m(k)

Y mamem cayuajy cBaka taura ckyma D = {Ay, Az, Aopi1, Aonto, Adnt1, Aantal

MOke OMTHM CIIOjeHa CaMO C TadyKOM Apyre 6oje M Apyre HapHOCTU MHIEKCA,

maksie, ¢ Apyrom taukoMm ckyna D. Tauke ckyma D ce mMory oBako (Tj. ,,Marud-

HO”) moBe3aTy Ha 5 HaUuMHA!

(1°) ako cy To mysum AsAanii1, AantaAant1, Aant2A1, one nene ocramux 6n — 6
Tauaka HA TPW CKyTa O MO 2n — 2 Taduaka, Te Tada UMa Co_; MATHYHUX
CKyIOBa, IYKU;

(2°) ako cy To mysu Aq1As, Aopi1Aont2, Adnt1Aanto, OUUTIIENHO UMA 35,3 Ma-
TUYHUX CKYIIOBA;

(3°) cBakm on mpeocTasa TPU HAYUHA AAje TO Cp_1C2p—2 MATUYHAX CKYIOBA.

Yrynan Opoj MarudHux CKYMOBA j€ C3p—3 + 3Cop—2Cpn—1 + cf’lfl.

Tpanesu ABCD, ACBE u DEBC cy jenHakOkpaxu,
jep cy terusau. s AC 1 BD mobujamo 2<CAB =
<CAB + <ABD = 90°, 1j. <CAB = 45°. Takobe je
<ABE = «BEC = <DFEA = 45° (yrsnoBu Han jenHa-
kuMm tetuBama AE, BC u DA). Ilame, ako 03HAUNMO
<EAB =z, ouga je u <CED = <EDB = z (yruosu
Han jemnakuMm tetuBama CD u EB). Capna je 36up
yruoBa y tpoyriy ABE jemmak 3 - 45° 4+ 2z = 180°,
omakie je x = 22,5°.

I[Ipema tome, yruosu tpoyraa ABE cy <A =225° <B =45° u <F = 112,5°.

Axko je n > 1, cBaku on cabupaka je mapan, na je u matu 0poj nmapan (u sehu
On 2) ¥ CAMUM TUM CJIOKEH.

Axo je n =1, matu 6poj je jemmax 21!+ 2020! + 7, mro je memwuso ca 7 (u Behe
o4 7) U caMUM TUM CJIIOKEH 6pOj.

Heka je d = AC, a hy u hy penom Bucuse u3 remena Bu Dy ANACB u ANACD.
Tana je Papcp = %d(hl + hs), A je cTpaHWUIA TPasKEHOT KBaapara a = Vd - h,
roe je h = hl;r—hz

Hyxuny a mako koucrpyumemo. Onabe-
pumo tavre X, Y m Z y TOM TOPETKY
Ha TIpaBoj Tako ga je XY =duYZ =
h. Herka wmopmasa u3z Y mHa X7 ceue
MOJIYKPYT Ham npednukoM X Z v taury 1.

Tanma je YT =vYX - -YZ =a.

Ncnurahiemo 3a koje Bpennoctu p,q,r,s,t je F'= L. Buamo na je (x = y) = L
camo ako je x = T uy = L. JIlakne, mopa Ourtnu ((p =q) = t) =Tmn (('r =1) =
(s =t)) = L. VI3 mpyre jemmakoctu caemu na je (r =¢)=Tn (s=1t) =1, a
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1B.5.

2B.1.

25.2.

omatie je omer s = T nt = 1, mro 360r ((p=q) =1t) = (r=1t)=T majen
(p=q)=r= 1. Hajsan, omarae jep=T u qg= L.

Cse y cBemy, F = 1 cawmo 3a (p,q,r,s,t) = (T,L,1,T,1). Caequ na uckasua
cJoBa @, r U t UMajy :KeJbeHy OCOOUMHY, IOK je p U S HeMajy.

IIyrama koja 3aBpiaBa y KpajimOj AECHO] KOJOHU CACTOjU CE€ O MABa IOTE3a
HazgecHo u k < b more3a marope. 3a maTo k OBakBa IyTama umMa k + 2 moresa

MmeDhy KojuMma ce mosuiuje aBa rmoTe3a HArope Mory omabpaTu Ha (’“52

Yrynny Bpemnoct A mobujamo cabupamem 3a k=0,1,...,5: A= (g)+<g)+(g)+
G)+ () +(%) = 14+3+6+10+15+21 = 56.

I[Iyrama koja 3aBpmaBa y Kpajikb0Oj TOPHOj BPCTU CACTOJU C€ O IMeT IOTe3a
Harope u j < 2 more3a HAIECHO. 3a AaTO j OBakKBa IMyTama UMa j + b moresa
. . . i15
MeDy kKojuMma ce mo3unuje j moTe3a HAAECHO MOTY omabpaTu Ha (JJ]r ) HAUUHA.

) Ha4YMHA.

Yrynuy Bpemnoct B mobujamo cabupamem 3a j = 0,1,2: B = (g)+(?)+(;) =
14+6+21 = 28. Behe je A.

Kammon y kome Hema ciiora Mo:ke ce omabparu Ha 4 HAUWHA, & CJIOHOBU CE MOLY
pacmopemuTu y npeocraJa Tpu kamMuoHa Ha 6 HaumHa. OcTaje qa pacmopennMo
JLyme.

(1°) Axo y jemHoM KaMUOHY MMa TPOje JbyIM, TO MOpa OUTH KAMUOH y KOME je
ITepca. OBo Tpoje myau Mory ce omabpaTu HA (g) = 20 HayMHA, a8 OCTAJO
Tpoje ce mory pacmopeautu Ha 6 mauumHa. To je 20 -6 = 120 mauuHa.

(2°) Ako ce y mBa KaMUOHA BO3U IO ABOj€ JbyIM, jelaH OX TUX KAMUOHA je
Ilepcun, a apyru ce Oupa nHa 3 HauumHa. [lepcuHm mpaTmonu ce MOTY
onmabparu Ha (g) = 15 maywmna, ABOje TMYTHWKA Yy APYTOM KaMWOHY HA
(g) = 6 HAuMHA, a TPEOCTAJIO ABOj€ CE€ MOI'Yy PACIOPEIUTHU HA B HAUWHA.

To je yrymuo 3 - 156 -2 = 540 HauwnHa.

Yrynuo nma 4 -6 - (120 4+ 540) = 15 840 naunua.

Axo CTpaHune TpoyrJja O3Ha4YMMO Ca a, bu Cc, UMaMO

a+b>2Vab > 2V2P.

Ha wcty mauus umamo u a + ¢ = 2v/2P u b+ ¢ > 2v/2P. CabupawmeMm oBe Tpu
Hejequaroctu mobujamo 20 = 2(a + b+ ¢) > 6V2P, mro KBaApUpameM naje
0% > 18P.

Hatiomena. Y crBapu, Baxn 1 jada mejemnaxoct: O > 121/3 - P.

2B.3.

Cabupame maTux jegHaurHa aje KBaapartHy jemnaumay y2 — (2p — 1)y +p? =0
yuja Cy peliema

2p—1++1—-4p 2p—1—+/1—4p
= u Y2 = .

1 B B

Ila 6u oBa pemema Ousia peatiHa, Mopa Outu p < i. I raBume, n3 npBe jemHa-
yyHe Hajga3uMo x = 1 +4/y + 1, mrTo Moske OMTU peaJsiHO caMo ako je y; > —1.
OsBaj ycaoB ce moske 3amucaty kao 2p — 1+ /1 —4p > -2, T1j.

V1—4p>—-(2p+1).
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26.4.

2B.5.

35.1.

Axo je p = — 2, 0BO je ayTOMaTCKIA tayno. Ako je p < —
nobujamo 1 —4p > (2p+ 1)2, 1j. 4p? + 8p < 0, omarye je p >
2,

% KBaApUPamEM
—2.
IIpema Tome, CKyn Tpa:KeHMX BPEAHOCTH P je€ MHTEPBAI |— i]
IIpermocraBuMO ma HUKOje TpuU maTe My:;KM HE ymHe Tpoyrao. Heka cy mare
ny}ﬁn y Heomanajyhem moperkry a1 < as < --- < ag. Tama je mo mpermocraBuu
> a1+ az = 200, ag = as +asz = 300, a5 = as + ag = 500, ag = a4 + a5 = 800,
a7 > as+ae = 1300 1 ag > ag+a7 > 2100. OBO je KOHTpaAIUKIU]a, YUME j€ ITOKa3
3aBPIIEH.

Buaumo na cy 3a n > 4 cBu cabupuu ocum apyror (3!) memusu ca 4, na je matu
Opoj mapaH, a HAje HebUB ca 4, Te He MOKe OUTU KBAIPAT.

3a n =3 matu 6poj je 21!+ 2020! 4+ 12 u memwus je ca 3, a Huje ca 9, ma omer
HUje KBAAPAaT.

3a n =2 gatu 6poj je 21!+ 2020! + 8 u memwus je ca 8, a uHuje ca 16, na HU OH
HUje KBAAPAaT.

Hajsan, 3a n =1 natu 6poj je 21! +2020! + 7 u nemwus je ca 7, a auje ca 49, na
HU OH HUje KBaIparT.

Iatu 6poj ce moske 3amucaru kao 111(1000z+y) u nemwus je ca 111 = 3-37. Ako
je oH KBaJpaT MpUpPOIHOT Opoja a, OHAa je M a AebuBO ca 3 u 37, Tj. AEHUBO
je ca 111. Mebyrum, nposepom Bpeanoctu a € {111,222,...,999} He Hamazumo
HUjEeIHO pellerhe, IMTO 3HAYM 3 PEIlemha HeMa:

1112= 12321, 2222= 49284, 333%= 110889, 444%= 197136, 5552= 308025,
6662= 443556, 777%>= 603729, 8882= 788544, 999%= 998001.

Lpyzo pewemwe. Ilornyr rBampar ce yBek 3apmasa jemaoM ox mudapa 0,1,4,5,6,9.

35.2.

35.3.

I[ugppa y me moske Gutm 0 (6poj Hysa Ha Kpajy Mopa OWTH mapaH), He MOKe
6utu HU Heka ox mudapa 1,5,9 (unaue 6u Guo obmura 4k + 3), kKao HE HMUPpPa
6 (umaue 6u 6uo obaura 4k + 2). Hakmne, mopa 6utu y = 4. MebyTum, HUjenan
onm Opojesa 111444222444, ...,999444 Huje mOTIYyH KBaApPAT, MITO CE€ AUPEKTHO
IPOBEpAaBa.

I[Mocmarpajmo weku Tpoyrao ABC cacraBibeH O je IMHUYHUAX TpoerIOBa Cabe-
puMo OpojeBe y TeMeHMMa OBUX jeIUHUYHUX TPOYIJIIOBA.
Pesynrar je mo ycnoBy 3amartka memus ca 3. [Ipu Tome cy:

— Opojesu y temennma A, B u C' pauyHaTy mo jemHowM;

— ocranu 6pojesu na ny:xkuma AB, BC u CA pauynartu
no 3 myTa;

— Opojesu yuyTtap tpoyriaa ABC pauynartu no 6 myTa.
IIpema tome, um 36up O6pojeBa camo y temernuma A, B u C' je memwus ca 3.
OsuHaummo ca d, b u C jeIMHUYHE BEKTOpE NY:K HATUX TPUjy IPaBUX, a ca U

jemMHEUYHE BeKTOD My Tpaskene mpase {. Tpeba na sasu |U-d| = |U-b| = |U- .
To ce MOke 3amUCATH KAO
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35.4.

35.5.

45.1.

-,

T (@b =0 (@) =0

3a HEKU O yeTupu u3bopa 3HAKOBA =+, MTO 3HAUM nOa je { 3ajeAHUYKA HOpMAJa
Ha (HekonmHeapHe) BekTOpe d+b u d + ¢. Kako cBaku u3bop 3Hakosa *+ maje mo
jemHy TakBy HpaBy, MOCTOje TavyHO 4 TpaskeHe mpase /.

Osznaunmo = = \/6 + /6 + --- /6 (2018 kopena). Tpaskena HejeIHAKOCT Ce MOKE

3alIMcaT Kao
3—vb6+zx - L (%)
V33— \/6

3a moderak, IPUMETHMO OA je m3pa3 M3 3amaTKa aeGUHUCAH, jep je

x<\/6+\/6+-~-\/6+\/§\/6+\/6+-~- 9= =1v6+/0=1/9=3.

2018 2017

Hejenuakroct(x) kBaapupameM 1 MHOKemeM ca 3 — ¢ > 0 mocraje 3 — /6 +x >
1(3—2). OBo ce 3amenom t = /6 +z ceom Ha 6(3 —t) > 9—12 = (3—t)(3+1),
Tj. 3+t < 6, WTO je TauHO.

Wrpau xoju 3aTekHe mMUOHA HA ceaAMOM peny mobebyje y mapennom more3y. To
3Haun na rybu urpadv koju Oyme mpuHyDeH ma MOCTaBU MUOHA HA CEOMU PEI, a
To he but; camo ako cy Bell cBu nuoHu y mectoM peny. [Ipema Tome, mobe nHUK
je OHaj HAKOH Yujer more3a Cy CBU MUOHU Y IIECTOM PEy.

[Momenumo nuowe y yerupu napa. bpankuna crpareruja je ma, kan rox AHKa
IIOMepU IIMOHA U3 jeqHOT Iapa, OHA Ha MCTU HAUWH IIOMEPU U APYTrOr MUOHA U3
tor napa. OBako he, cBe mok He OyIy CBU NUOHU y IIECTOM PELY, HAKOH CBAKOT
Awnrunor noreza Bpanka umatu ¢Boj. Hakie, nobemuhe Gpamka.

IlaTtu u3pa3s je jeqHax
sin 10° sin 30° sin 50° sin 70° sin 90°
= % sin 10° sin 50° sin 70° = i sin 10°(cos 20° — cos 120°)
1. 1. 1 . . 1. 1
= sin 10° cos 20° + g sin 10° = g(sm 30° —sin10°) + g sin 10° = 16
IITO je panuoHaJjaH O6poj.

pyro pewene. 3a caru o yriaosa o € {10°,50°, —70°} Baskum sin 3¢ = 3sing —4sin’ ¢ =

4B.2.

%. Ipyrum peumma, cBaku ox Gpojesa x € {sin 10°,sin50°, —sin 70°} je pememe
jenmHauuHe
823 —6x+1=0,

a mo BujeroBuM popmysmama npomn3BoL TPpU pellema OBe KyOHe jenHadmMHE je f%.

IIpema Tome, sin 10° sin 50° sin 70° = %, OaKJe ciIenu Na je BpeOHOCT M3pala U3
1

3alaTKa 1 -

JleBa Tabauna je mo3HaTW mMpUMEp MArvyHOT KBaagpara ca 6pojeBuma 1,2,...,9.

ITpumep 3a meo (a) mobujamo 3ameHoMm oBux OpojeBa ca a+d,a+2d,...a+9d, a

npumep 3a geo (6) 3amenom 6pojesuma 11,12,13,21,22, 23,31, 32, 33:
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4B.3.

45.4.

4B.5.

41912 a+4d | a+9d | a+2d 21133(12
(a) |a+3d|a+5d]|at7d (6) [13]|22]31
811]|6 a+8d | a+d | a+6d 32 (11|23

w

Bpojesu 2% +x u 42 +y cy mapuu, na je 6poj y IpBOj jeIHAKOCTH HEmapaH, Tj.
a = 0. Takobe, 2° —z u y> — y cy memusu ca 3, ma 6poj y Apyroj jemHaxkocTn
Huje nespus ca 3, tj. b= 0. Haru cucrem ce cBeo HaA

Py +r+y+1=>5%
Byt —y+2=2°

W3 upse jemnaumue je ¢ > 0, ma je
—322°-5°=a’ -2 = 2w 44> -y’ =2y + 1= f(a)+ fy) + 1,

rae je f(t) =t(t —2)(t+ 1). Karo je f(1) = -2 u f(t) > 0 3a t > 2, mopa Gurtu
flx)=fly)=-2,1j. e =y =1. Tana je c =1 u (x, y,abc):( 0,1)
jemMHO pereme 3a1aTKA.

Tpoyrao oznauaBamo ca ABC, momuoskje Bucune uz A ca D, a cpenumre cTpaH-
nne BC ca M. Ilocmarpajmo tauky A’ cumerpuury Taukm A y ommocy ma M.
Tana je AD = h, u AA’ = 2t,, a xako je ABA'C mapagenorpaM, BaiKu 1
<ABA' = <ACA’ = 180° — o, mTO 3HauM na Tauke B u
C mpunanajy KpyskHUM JykoBuMa Ham tetuBoM AA’ ca
nepudepujckum yraom 180° — a.

[Mounumo kKoOHCTPYEINUjy mnpramem tpoyriaa ADM vy
rome je AD = hy, AM = t, u <ADM = 90°. 3aTum
npeciankajmMo taury A cumerpuyno y omuHocy Ha M, mo
tauke A’. Cama KOHCTPpYUIIMMO KPY/KHU JYK HAI ILYKA
AA’ kao tetuBOoM u mepudepujckum yraom 180° — a.
Y mupeceky oBor syka ca mpasom M D mobujamo taury C. Hajzan, tauxy B
HaJsia3uMo cuMeTpuyno Tauku C' y omHocy Ha M.

Pemene nocroju mox yciosoMm na je t, > h, U je AMHCTBEHO je [0 HA CUMETPU]Y.

IMpumerumo na je p(n) < n 3a cBe npuponHe GpojeBe n. 3auUCTa, aKo je N =
ay -..a1ag, OHIA je i

p(n) =apar -+ ar < 10%a, <n
(jemHakoCT BaskM caMo Kaza je n jenHouMq)peH 6poj). Mebytum, u3 0 < p(n) =

n2—21n—40 < n cuenu 22 < 21+V60 <n<114++/161 < 24, ma y 063up monasu
camo n = 23. To 3auncra jecrte peme}be
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