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Predgovor

Ovogodixǌe Drжavno takmiqeǌe, 62-go po redu, odrжano je u vanrednim
okolnostima. Prvobitno predvi�eno za 21. mart na FON-u u Beogradu,
takmiqeǌe je odloжeno svega nekoliko dana pre tog datuma zbog epidemije
virusa korona. Pet meseci kasnije, kada je ono konaqno odrжano po ubrza-
nom postupku, epidemija je i daǉe trajala s promenǉivim intenzitetom.
Neki takmiqari nisu bili dostupni, xto zbog skorog odlaska na fakultet,
xto iz drugih razloga. Ipak, smatrali smo da takmiqeǌe, makar i u krǌem
obliku, dugujemo uqenicima koji su ga qekali.

Kako zbog epidemije nije bilo preporuqǉivo okupiti 352 uqenika na jed-
nom mestu, uqesnici su raspore�eni na pet lokacija:

• Matematiqka gimnazija u Beogradu;

• Tre�a beogradska gimnazija;

• Prirodno-matematiqki fakultet u Novom Sadu;

• Prva kragujevaqka gimnazija;

• Gimnazija ,,Stevan Sremac” u Nixu.

Veliku zahvalnost dugujemo ǉudima iz ovih xkola koji su, prihvativxi
znaqajan deo organizacionog posla, presudno pomogli da se ovo takmiqeǌe
odrжi.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

18. januar 2020.

Prvi razred – A kategorija

Date su tri razliqite taqke A, B i C na pravoj ℓ i taqka O van prave ℓ.1.
Simetrale duжi OA, OB i OC obrazuju trougao EFG. Dokazati da taqke
O, E, F i G leжe na istoj kruжnici.

Zmija polazi iz gorǌeg levog poǉa tablice 2× n, gde je n prirodan broj.2.
Zmija iz jednog poǉa moжe pre�i u drugo ako ta dva poǉa imaju zajedniqku
ivicu, ali ne sme posetiti nijedno poǉe dvaput. Na koliko naqina zmija
moжe obi�i sva poǉa tablice?

Na�i sve troelementne skupove A koji imaju slede�a dva svojstva:3.

(i) Skup A ima bar dva zajedniqka elementa sa svojim partitivnim sku-
pom P(A);

(ii) 3 ∈ A.

(Podrazumeva se da nijedan skup nije element samog sebe, niti element
svog elementa.)

Neka je m > 1 prirodan broj. Dokazati da ne postoji niz od 2m uzastopnih4.
prirodnih brojeva koji svi imaju taqno po m prostih faktora, raqunaju�i
i vixestrukost.

(Na primer, broj 8000 = 26 · 53 ima 6 + 3 = 9 prostih faktora.)

Da li je mogu�e podeliti kvadrat na konveksne petouglove?5.

Drugi razred – A kategorija

Kvadar qije su ivice iz jednog temena me�usobno razliqiti prirodni bro-1.
jevi saqiǌen je od belog materijala, obojen spoǉa crvenom bojom, a zatim
izrezan na jediniqne kocke. Poznato je da je barem jedna kocka skroz bela
i da ima vixe kocki sa dve crvene strane nego sa jednom crvenom stranom.
Na�i dimenzije kvadra.

Taqka M je sredixte stranice CD paralelograma ABCD, a taqke E i F2.
redom podnoжja visina iz temena A i B u trouglu ABM . Dokazati da je
DE = CF .

U Nepravednoj Kraǉevini Patuǉaka patuǉci svake godine moraju da qe-3.
kaju red pred xalterom u Ministarstvu Besmislene Birokratije kako bi
predali svoje kape na godixǌu inspekciju. Me�utim, kad god se na kraju
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reda pojavi plavokapi patuǉak, on �e se bezobzirno ugurati u red is-
pred svih zelenokapih patuǉaka. Pritom �e izazvati i incident u kome
�e patuǉak ispred kog je stao biti uhapxen. Uhapxeni patuǉak ostaje bez
mogu�nosti da tog dana preda svoju kapu.

Na kraju dana, tokom kojeg su u Ministarstvo doxla 4 plavokapa i 4 ze-
lenokapa patuǉka, radnik na xalteru pravi raspored svih predatih kapa
po redosledu predaje. Od dolaska prvog patuǉka do odlaska posledǌeg red
ni u jednom trenutku nije bio prazan. Koliko ima razliqitih mogu�ih
rasporeda kapa?

Kape istih boja smatraju se identiqnim. Biti prvi u redu ne znaqi nuжno
i momentalnu uslugu na xalteru.

Prirodni brojevi a i b su takvi da je a + 101b deǉivo sa 103, a a + 103b4.
deǉivo sa 101. Koliko najmaǌe moжe biti 51a+ b?

Pretpostavimo da je A ⊆ {0, 1, . . . , 9} skup takav da se svaki prirodan broj5.
moжe predstaviti u obliku zbira dva nenegativna cela broja saqiǌena od
cifara iz skupa A. Koliko najmaǌe elemenata moжe imati skup A?

Tre�i razred – A kategorija

Rexiti nejednaqinu1.
6− 3x+1

x
>

10

2x− 1
.

Ako su p i q prosti brojevi ve�i od 2, dokazati da je2.
⌊
pq + qp

pq

⌋

paran broj.

Na kruжnici k su date taqke A i B. Tangente na kruжnicu u taqkama A i3.
B seku se u taqki P . Neka je M sredixte duжi AB. Kruжnica γ kroz taqke
M i P seqe kruжnicu k u taqkama C i D i ponovo seqe duж AB u taqki N .
Dokazati da se tangente na kruжnicu k u taqkama C i D seku na duжi NP .

Odrediti sve parove prirodnih brojeva (a, b), pri qemu je 1 < a < b, za koje4.
postoji skup od b prirodnih brojeva sa osobinom da je proizvod svakih a
brojeva me�u ǌima deǉiv zbirom tih a brojeva.

Kvadrat stranice 2n je podeǉen na jediniqne kvadrate. Koliko najvixe5.
dijagonala jediniqnih kvadrata je mogu�e nacrtati tako da nikoje dve
dijagonale nemaju zajedniqku taqku (qak ni teme)?
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Qetvrti razred – A kategorija

Na stranicama AB i AC jednakokrakog trougla ABC (AB = AC) odabrane1.
su redom taqke D i E tako da vaжi AD = BC = CE i pritom je trougao
ADE jednakokrak. Odrediti sve mogu�e vrednosti ∢BAC.

Tablicu n × 3 potrebno je popuniti celim brojevima koji nisu svi nula2.
tako da je svaki broj jednak zbiru susednih brojeva umaǌenom za zbir di-
jagonalno-susednih brojeva. Na�i sve prirodne brojeve n za koje je ovo
mogu�e.

Dva poǉa su susedna ako imaju zajedniqku stranu, a dijagonalno-susedna
ako imaju taqno jedno zajedniqko teme.

Na sredixǌe poǉe xahovske table (2n+ 1)× (2n+ 1) stavǉena je dama. U3.
svakom potezu dama mora da se pribliжi ivici (tj. rastojaǌe od centra
poǉa na kojem je dama do centra najbliжeg iviqnog poǉa strogo opada sa
svakim potezom). Na koliko naqina dama moжe da stigne do ivice table?

(U jednom potezu dama se pomera horizontalno, vertikalno ili dijago-
nalno za proizvoǉan broj poǉa.)

Postoje li prirodni brojevi a, b, c i d takvi da vaжi4.

a2 + b2 = 5cd i c2 + d2 = 5ab?

Beskonaqan niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . je takav da su svi brojevi5.

a1
a2

,
a1 + a2

a3
,

a1 + a2 + a3
a4

, . . .

celi i neparni. Dokazati da je svaki broj u nizu, poqev od nekog, taqno
dvaput ve�i od prethodnog.

Prvi razred – B kategorija

Dokazati da nijedan broj oblika1.

2020 . . .20202

u dekadnom zapisu ne moжe biti kvadrat prirodnog broja.

U jednoj xkoli se odrжava turnir u stonom tenisu na kome uqestvuje 10012.
uqenik. U svakom krugu uqenici su raspore�eni u parove; svaki par igra
meq i pobednik prolazi u slede�i krug (nema nerexenih meqeva). Ako u
nekom krugu ima neparan broj uqenika, jedan жrebom izabran uqenik ide u
naredni krug bez borbe. Kada ostane samo jedan uqenik, on se proglaxava
pobednikom i turnir se zavrxava.

Koliko �e ukupno meqeva biti odigrano?
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U pe�ini meditiraju tri monaha. Svaki od ǌih laжe dva uzastopna dana3.
u nedeǉi, a ostalih dana govori istinu. Nikoja dva monaha ne laжu istog
dana. U ponedeǉak je jedan monah kazao: ,,Juqe sam lagao”. Narednog dana
nadovezao se drugi monah: ,,A ja sam juqe lagao”. Kog dana u nedeǉi nijedan
monah ne laжe?

Dokazati da za ma koje skupove A, B, C i D vaжi jednakost4.

(
(A ∪B) \ (C ∩D)

)
\
(
(A ∪C) \ (B ∩D)

)
= (B \ C) \ (A \D).

Duжine triju visina u trouglu su 3, 4 i 5. Da li je taj trougao oxtrougli,5.
pravougli ili tupougli?

Drugi razred – B kategorija

Xta je ve�e: 2100 + 3100 ili 4100?1.

U kvadratu ABCD stranice 1, taqke M i N su redom sredixta stranica2.
BC i CD. Izraqunati polupreqnik r kruga upisanog u trougao AMN .

Za koje vrednosti parametra m grafici funkcija3.

y = 3x−m i y = (m+ 1)x2 + x+ 1

imaju taqno jednu zajedniqku taqku?

Na�i sve parove prirodnih brojeva (a, b) u kojima je a > b i vaжi4.

NZS(a, b)−NZD(a, b) = 2019.

Tri papagaja - Pera, Mika i Laza - quqe za okruglim stolom. Jedan od5.
ǌih uvek laжe, a ostala dva uvek govore istinu. Igra Isx̄̄ine i laжi
zapoqiǌe tako xto jedan od ǌih dâ izjavu (papagaj laжov bi lagao, a ostali
bi rekli istinu). Slede�i u smeru kazaǉke na satu treba da ponovi tu
izjavu, zatim slede�i ponovi ǌegovu, i tako u krug redom. Me�utim, pri
tome papagaj laжov ne�e ponoviti izjavu svog prethodnika, ve� �e izre�i
ǌenu negaciju.

Ispostavilo se da su prva i 2019-ta izjava glasile istovetno: ,,Pera je
laжov!”. Da li je Pera zaista laжov?

Tre�i razred – B kategorija

Ako za neki konaqan skup A vaжi |A△P(A)| = 1, dokazati da je |A| 6 1.1.

(Sa X△Y oznaqena je simex̄̄riqna razlika skupova X i Y , tj. X△Y =
(X\Y ) ∪ (Y \X).)
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Pretpostavimo da je x prirodan broj takav da brojevi x i x2 imaju isti2.
k-tocifreni zavrxetak. Dokazati da tada svi stepeni broja x imaju isti
k-tocifreni zavrxetak.

Rexiti jednaqinu:3.
4 sin3 x = sinx+ cosx.

U jednoj xkoli se odrжava turnir u stonom tenisu. U svakom krugu uqenici4.
su raspore�eni u parove; svaki par igra meq i pobednik prolazi u slede�i
krug (nema nerexenih meqeva). Ako u nekom krugu ima neparan broj uqeni-
ka, jedan жrebom izabran uqenik ide u naredni krug bez borbe. Kada ostane
samo jedan uqenik, on se proglaxava pobednikom i turnir se zavrxava.

Koliko �e ukupno meqeva biti odigrano, ako je uqestvovalo:

(a) 2020 uqenika? (b) n uqenika, gde je n proizvoǉan prirodan broj?

Dat je jednakokraki trapez ABCD sa osnovicom AB i AB : CD = 2 : 1.5.
Taqka M je sre- dixte dijagonale AC, a taqka N presek prave BM i duжi
AD. Dokazati da je

P (ABM) : P (NMCD) = 3 : 2.

(P (A) oznaqava povrxinu mnogougla A.)

Qetvrti razred – B kategorija

Ako kotangensi uglova nekog trougla qine aritmetiqki niz, dokazati da1.
onda kvadrati stranica tog trougla tako�e qine aritmetiqki niz.

Dokazati da za prirodne brojeve a i b vaжi2.

NZD(a, b) +NZS(a, b) = a+ b

ako i samo ako je jedan od brojeva a i b deǉiv drugim.

Postoji li polinom sa celim koeficijentima qija je jedna nula x1 =3. √
2018 +

√
2019 ?

Na�i sva rexeǌa jednaqine4.

P (x) = 2x3 − (5 + 6i)x2 + 9ix+ 1− 3i = 0,

ako je poznato da je bar jedno ǌeno rexeǌe realno.

Pred Markom su tri gomile sa 21, 45 i 33 kolaqi�a. On na ǌima vrxi5.
izmene jednog od slede�a dva tipa, jednu po jednu:

(1◦) odabere gomilu sa parnim brojem kolaqi�a (ako takva postoji) i
podeli je na dva jednaka dela, ili

(2◦) spoji dve gomile u jednu.

Ako Marko uspe da napravi gomilu sa samo jednim kolaqi�em, sme da ga
pojede. Moжe li on ikada pojesti kolaqi�?
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OKRUЖNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

1. mart 2020.

Prvi razred – A kategorija

Relaciju ♦ na skupu R definixemo na slede�i naqin:1.

x♦ y ako i samo ako je |x− 1|+ |y − 2| 6 1.

Ako je x♦ (y − x) i x♦ (y + x), odrediti y.

Prirodni brojevi su obojeni u dve boje s periodom d (tj. brojevi x i x+ d2.
uvek imaju istu boju). Pretpostavimo da postoje prirodni brojevi a, b i c
takvi da je, za svako x ∈ N, taqno jedan od brojeva x+ a, x+ b i x+ c crven.
Dokazati da je d deǉivo sa 3.

Na�i sve taqke X unutar kvadrata ABCD za koje vaжi3.

AX + CX = BX +DX.

Skup od 2020 uzastopnih prirodnih brojeva podeǉen je na dva podskupa od4.
po 1010 brojeva. Moжe li najmaǌi zajedniqki sadrжalac svih brojeva u
prvom skupu biti jednak najmaǌem zajedniqkom sadrжaocu svih brojeva u
drugom skupu?

Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost izraza5.

F = max{x, 1− y}+max{y, 2− z}+max{z, 3− x},

gde su x, y i z realni brojevi. Na�i sve trojke (x, y, z) za koje se ta vrednost
dostiжe.

Drugi razred – A kategorija

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva deǉivih sa 111.
kod kojih je zbir cifara jednak proizvodu cifara.

Realni brojevi a, b, c i d su takvi da vaжi2.

a+ b+ c+ d = 5 i (a+ b)(c+ d) + (a+ c)(b + d) + (a+ d)(b + c) = 15.

Dokazati da je bar jedan od brojeva a, b, c, d maǌi od 1.

Kruжnica γ dodiruje iznutra kruжnicu Γ u taqki X. Prava ℓ seqe kruж-3.
nicu Γ u taqkama A i D, a kruжnicu γ u taqkama B i C, pri qemu je taqka
B izme�u A i C. Dokazati da je
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XA2

XD2
=

AB · AC
DB ·DC

.

Neka su m i n prirodni brojevi. U svako poǉe kvadratne table n×n upisan4.
je po jedan ceo broj. Pux̄̄ je niz me�usobno razliqitih poǉa u kome je prvo
poǉe u prvoj vrsti, posledǌe u n-toj, i svaka dva uzastopna poǉa imaju
zajedniqku stranicu. Dokazati da:

(a) ako je m 6 n, uvek postoji put u kome je zbir upisanih brojeva deǉiv
sa m;

(b) ako je m > n, takav put ne mora da postoji.

Dato je nekoliko taqaka u ravni, pri qemu nikoje tri nisu kolinearne.5.
Nacrtano je nekoliko duжi sa krajevima u datim taqkama tako da je svaka
taqka teme najvixe qetiri duжi. Dokazati da se svaka duж moжe obojiti
jednom od dve boje tako da nikoje tri date taqke nisu temena jednobojnog
trougla.

Tre�i razred – A kategorija

U trouglu ABC je AB = 17 i AC = 14, a taqke D, E i F na stranicama BC,1.
CA i AB redom su takve da je

BD : DC = CE : EA = AF : FB = 1 : 2.

Ako taqke A, D, E i F leжe na istom krugu, na�i duжinu stranice BC.

Rexiti sistem jednaqina u skupu kompleksnih brojeva:2.

{

|z|2 + zw + w = 2 + 6i

|w|2 + zw + z = 2− 4i.

Na�i sve brojevne sisteme u kojima je broj 3 806 130 qetvorocifren palin-3.
drom.

(Palingrom je broj ili niz karaktera koji se isto qita unapred i unazad.)

Na�i sve funkcije f : R+ → R+ takve da za sve x, y ∈ R+ vaжi4.

f(f(x) + f(y)) = xf(f(y))f(x+ y).

Da li postoje dva disjunktna skupa celih brojeva, svaki sa bar tri ele-5.
menta, takva da:

(a) za svaka dva razliqita broja a i b iz istog skupa postoji broj c iz
drugog skupa takav da je 2c ∈ {a+b, a+b+1}?

(b) za svaka dva razliqita broja a i b iz istog skupa postoji broj c iz
drugog skupa takav da je 2c ∈ {a+b, a+b+2}?
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Qetvrti razred – A kategorija

Skup prirodnih brojeva S ima svojstvo da se svaki prirodan broj moжe1.
predstaviti kao zbir nekoliko (jedan ili vixe) razliqitih brojeva iz
S. Za x ∈ N, sa f(x) oznaqavamo najve�i mogu�i broj sabiraka u takvom
predstavǉaǌu broja x.

Dokazati da za svako a ∈ S postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva x
za koje je f(x+ a) = f(x) + 1.

Niz (an) je zadat uslovima2.

a1 = 4 i an =
4n2an−1 − 1

an−1 + 4n2 − 2
za n > 2.

Izraqunati a2020 (u eksplicitnom obliku).

U trouglu ABC je ∢ABC = 2∢ACB. ǋegov upisani krug ima centar I i3.
dodiruje stranicu AC u taqki D. Prava AI ponovo seqe opisanu kruжnicu
trougla ABC u taqki M . Taqka K na stranici AC je takva da je IK ‖ BC,
a prava MK seqe stranicu BC u taqki L. Dokazati da normala iz taqke
D na pravu MC polovi duж KL.

Znaju�i da vaжi4.

53999 · 14!! · 33!! = 22∗ 6∗3 493 6∗9 ∗96 8∗4 ∗10 6∗4 ∗∗∗ ∗∗∗,

odrediti cifre oznaqene zvezdicom.

(Sa n!! je oznaqen gvosx̄̄ruki fakx̄̄orijel: n!! = n(n− 2)(n− 4)(n− 6) · · · )

Niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . , an je takav da je5.

ai = |ai−1 − ai−2| za svako i > 3 i ai 6 2020 za 1 6 i 6 n.

Na�i najve�u mogu�u duжinu ovog niza.

Prvi razred – B kategorija

Data je taqka X unutar pravougaonika ABCD. Ako je PXAB = 15, PXBC = 161.
i PXCD = 17, odrediti PXDA.

(Sa PΦ oznaqena je povrxina figure Φ.)

Odrediti broj parnih xestocifrenih brojeva qiji je zbir cifara jednak2.
51.

U trouglu ABC u kome je ∢B = 110◦ i ∢C = 30◦, spoǉaxǌa simetrala ugla3.
BAC seqe pravu BC u taqki L. Ako je O centar opisanog kruga trougla
ABC, izraqunati ugao AOL.
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Mogu li se broju 2020 zdesna dopisati jox tri cifre tako da se dobije4.
sedmocifren broj koji je deǉiv svakim od brojeva 8, 9 i 11? Odrediti sva
rexeǌa.

Jedan radnik u fabrici dnevno proizvede xest pari cipela. Radnici rade5.
u dve smene, pri qemu je planirano da u nekom periodu prva smena proizve-
de 240 pari vixe nego druga. Me�utim, usled epidemije gripa odsustvovalo
je 5 radnika iz prve smene i 4 iz druge, tako da je i jednoj i drugoj smeni
bilo potrebno po dva dana vixe da postignu predvi�enu normu. Koliko
ima radnika u svakoj smeni?

Drugi razred – B kategorija

Prikazati grafiqki skup taqaka u xOy-ravni za koje je
1

x
>

1

y
.1.

Trocifren broj abc je paran, a ǌegove cifre me�usobno razliqite i raz-2.
liqite od nule. Poznato je da je zbir svih trocifrenih brojeva koji se
sastoje od cifara a, b i c (bez ponavǉaǌa) ve�i od 2700, a maǌi od 3100.
Koji je najve�i mogu�i ovakav broj abc?

U spoǉaxǌosti trougla ABC konstruisani su trouglovi BCD, CAE i3.
ABF koji su sliqni u nekom redosledu temena. Ako je xestougao AFBDCE
tetivan, dokazati da je trougao ABC jednakostraniqan.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina4.






x2 + xz = y2 + yz

xy + 1 = x+ y

x2 + yz = z2 − xy.

Na tabli su napisani brojevi 1 i 2. Nove brojeve dopisujemo na slede�i5.
naqin: ako na tabli ve� postoje razliqiti brojevi a i b, moжemo da dopi-
xemo broj ab− 5a+7b. Moжemo li primenom ovog postupka ikada zapisati
broj:

(a) 2020? (b) 2019?

Tre�i razred – B kategorija

U pravilnoj qetvorostranoj piramidi SABCD boqna strana SAB zaklapa1.
sa osnovom ABCD ugao od 60◦. Izraqunati kosinus ugla izme�u boqnih
strana SAB i SBC.

Posmatrajmo sve trocifrene brojeve qije su sve cifre u skupu{0, 1, 2, 3, 4, 5}2.
(ne obavezno razliqite; prva cifra ne moжe biti nula). Da li me�u ovim
brojevima ima vixe onih deǉivih sa 3 ili onih deǉivih sa 5?
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Dat je kvadrat ABCD stranice a i kruжnica k sa centrom u centru kvad-3.
rata O i polupreqnikom r. Neka je P proizvoǉna taqka na kruжnici k.
Dokazati da je vrednost izraza

PA2 + PB2 + PC2 + PD2

konstantna, tj. da ne zavisi od izbora taqke P na kruжnici.

Dat je prirodan broj n. Odrediti sve realne brojeve x takve da za svaku4.
permutaciju (a, b, c, d) brojeva n, n+ 1, n+ 2, n+ 3 vaжi

sinax · sin bx = sin cx · sin dx.

Oznaqimo sa S(n) zbir cifara prirodnog broja n. Rexiti jednaqinu5.

n · S(n) = 2020 + n.

Qetvrti razred – B kategorija

Dat je skup A = {1, 2, . . . , 10}. Koliko ima preslikavaǌa f : A → A koja1.
svaki paran broj slikaju u paran broj, a svaki broj deǉiv sa 3 u broj
deǉiv sa 3?

Nekoplanarne taqke A, B, C i D u prostoru su takve da je AB = BC = CD =2.
DA. Neka je M sredixte duжi AC, a N sredixte duжi BD. Dokazati da
je MN zajedniqka normala za prave AC i BD.

Rexiti jednaqinu3.
x2 + (x− 3) log2 x = 4x− 3.

Na hipotenuzi AB jednakokrako-pravouglog trougla ABC date su taqke P4.
i Q (pri qemu je P izme�u A i Q) takve da je ∢PCQ = 45◦. Dokazati da je
AP 2 +QB2 = PQ2.

U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu5.

2x3 + 3x2 + 3x = 2020 + 9y.
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DRЖAVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

22. avgust 2020.

Prvi razred – A kategorija

Pozitivni brojevi a, b, c, d, e su takvi da je1.

a(b + c) = b(c+ d) = c(d+ e) = d(e+ a) = e(a+ b).

Dokazati da je a = b = c = d = e.

Dva igraqa igraju slede�u igru: oni naizmeniqno zapisuju po jednu cifru,2.
redom sleva nadesno, pri qemu nijedan igraq ne sme ponoviti ve� iskor-
ix�enu cifru. Igra se zavrxava posle xest poteza. Prvi igraq pobe�uje
ako je tako dobijen xestocifreni broj sloжen, a drugi ako je prost. Koji
igraq ima pobedniqku strategiju?

Dat je prirodan broj n takav da 6 | n. Dokazati da postoji konveksan3.
n-tougao qiji su svi uglovi jednaki i koji se moжe podeliti na figure
slede�a dva tipa:

(1◦) pravilne k-touglove za neko k < n;

(2◦) trougaone odseqke A1A2A3 pravilnog ℓ-tougla A1A2 . . . Aℓ za neko ℓ < n.

Odrediti sve nenegativne cele brojeve n i cifre a, b i c za koje je broj4.

M = 1 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

n

a 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

n

b 0 . . .0
︸ ︷︷ ︸

n

c

proizvod tri uzastopna prirodna broja.

Drugi razred – A kategorija

Dat je trougao ABC povrxine 2020. Maksim i Mina igraju slede�u igru:1.
najpre Maksim odabere taqku P na stranici AB (moжe i teme), zatim Mina
bira taqku Q na stranici BC, i najzad Maksim bira taqku R na stranici
CA. Koliku najve�u povrxinu trougla PQR Maksim moжe da obezbedi
nezavisno od Mininog poteza?

Realni brojevi x, y i z zadovoǉavaju jednakost2.

x2 + 2y2 + z2 + xy − xz − yz = 1.

Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost broja x.

Da li postoji beskonaqno dugaqak niz prostih brojeva sa osobinom da je3.
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svaki qlan niza osim prvog jednak dvostrukom prethodnom uve�anom ili
umaǌenom za 1?

(Na primer, takvu osobinu ima niz 2, 3, 5, 11, 23, 47, ali on se ne moжe pro-
duжiti.)

Koliko najvixe poǉa xahovske table (8× 8) se moжe odabrati tako da ni4.
sa jednog odabranog poǉa koǌ ne moжe sti�i na drugo sa maǌe od 4 skoka?

(Po xahovskim pravilima, koǌ jednim skokom stiжe na poǉe udaǉeno dve
vrste i jednu kolonu ili dve kolone i jednu vrstu.)

Tre�i razred – A kategorija

Odrediti sve kompleksne brojeve z = a+ bi takve da su a i b celi brojevi1.
i da vaжi

z2020 + |z| = z + 22020.

Figura ī̄auk kre�e se po xahovskoj tabli (8× 8) tako xto u svakom potezu2.
skoqi tri reda desno i dva gore, ili dva reda levo i jedan dole. Pauka
imamo pravo da postavimo bilo gde. Koliko najvixe poteza ova figura
moжe da napravi?

Neka je n prirodan broj, a p i q prirodni brojevi ve�i od 1. Broj m je3.
(p, q, n)-ī̄seugoī̄alingrom ako postoje prirodni brojevi a0 i an i nenegativni
celi brojevi a1, a2, . . . , an−1, svi maǌi i od p i od q, takvi da je

m = (anan−1 . . . a1a0)p = (a0a1 . . . an−1an)q + 1.

Na�i sve (p, q, n)-pseudopalindrome u kojima je n > 2q−1 − 1.

(Sa x = (dk . . . d1d0)b oznaqava se zapis broja x ∈ N u osnovi b, tj. x =
dkb

k + · · ·+ d1b + d0.)

Taqka P unutar oxtrouglog trougla ABC je takva da je ∢APB = 2∢ACB.4.
Taqke Pa i Pb su redom simetriqne taqki P u odnosu na prave BC i AC.
Prava PaPb seqe opisani krug trougla ABC u taqkama M i N , pri qemu
su taqke Pa i Pb izme�u M i N . Dokazati da je ∢APM = ∢BPN .

Qetvrti razred – A kategorija

Postoji li nelinearna realna funkcija f : R → R koja ima izvode bilo1.
kog reda i pri tome je

|f (n)(x)| 6 1

2n
za sve n ∈ N i x ∈ R?

Na�i sve funkcije f : N → N takve da vaжi f(x) 6 x2 za sve x ∈ N i2.
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m+ n | f(m)− f(n) za sve m,n ∈ N.

Dve podudarne kruжnice k1 i k2 sa centrima O1 i O2 redom seku se u3.
taqkama A i B. Proizvoǉna prava kroz taqku A ponovo seqe kruжnice k1
i k2 redom u taqkama C i D. Normale iz O1 i O2 na pravu CD redom seku
tangente u taqki A na krugove k1 i k2 u taqkama E i F . Daǉe, normale iz
taqaka E i F na prave O1D i O2C redom seku se u taqki P . Najzad, taqke
Q i R su redom podnoжja normala iz D na O1P i iz C na O2P .

Dokazati da centar O opisanog kruga trougla PQR leжi na pravoj AB.

Dato je 6n taqaka na kruжnici, oznaqenih sa A1, . . . , A6n u cikliqnom poret-4.
ku, gde je n > 2 prirodan broj. Svaka od taqaka A1, A2, A2n+1, A2n+2, A4n+1,
A4n+2 obojena je plavo ako joj je indeks paran, a crveno ako je neparan.
Svaka od ostalih taqaka Ai obojena je crveno ako joj je indeks i paran, a
plavo ako je neparan.

Skup 3n duжi je ma ı̄iqan ako svaka duж ima po jedan crven i plav kraj i
nikoje dve duжi nemaju zajedniqku taqku (ni teme). Koliko ima magiqnih
skupova duжi?

Prvi razred – B kategorija

Taqke A, B, C, D i E na kruжnici su takve da su ABCD, ACBE i DEBC1.
trapezi qije su duжe osnovice redom AB, AC i DE. Ako su dijagonale
trapeza ABCD me�usobno normalne, odrediti uglove trougla ABE.

Dokazati da je broj2.
21! + 3! + 2020! + n!

sloжen za svaki prirodan broj n.

U ravni je dat konveksan qetvorougao. Konstruisati kvadrat qija je povr-3.
xina jednaka povrxini qetvorougla.

Data je formula4.

F =
(
(p ⇒ q) ⇒ t

)
⇒

(
(r ⇒ t) ⇒ (s ⇒ t)

)
.

Odrediti sva iskazna slova x ∈ {p, q, r, s, t} sa osobinom da, kad god je x = ⊤,
vaжi i F = ⊤.

U doǌem levom ugaonom poǉu table sa 6 vrsta i 3 kolone stoji figura. U5.
jednom potezu figura moжe da se pomeri za jedno poǉe nagore ili nadesno.

Neka je A broj putaǌa figure koje zavrxavaju u nekom poǉu krajǌe desne
kolone, a B broj putaǌa koje zavrxavaju u nekom poǉu krajǌe gorǌe vrste.
Xta je ve�e: A ili B?

(Putaǌa moжe sadrжati i poteze duж krajǌe desne kolone ili krajǌe
gorǌe vrste.)
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Drugi razred – B kategorija

Cirkus se sastoji od xestoro ǉudi i tri slona: Joce, Жike i Perse.1.
Oni treba da putuju u qetiri razliqita kamiona. U svakom kamionu mora
biti bar po jedan qovek (slonovi ne voze), ali dva slona ne mogu da stanu u
jedan kamion. Sa slonicom Persom u kamionu mora da bude bar dvoje ǉudi.
Drugih ograniqeǌa nema. Na koliko naqina se ceo cirkus moжe raspore-
diti u kamione?

Neka je O obim, a P povrxina datog trougla. Dokazati da vaжi O2 > 18P .2.

Za koje vrednosti realnog parametra p sistem3.
{

y = x2 − 2x

x2 + y2 + p2 = 2x+ 2py

ima bar jedno realno rexeǌe?

Dato je osam duжi qije su duжine ne maǌe od 100 i ne ve�e od 2020.4.
Dokazati da se me�u ovim duжima mogu odabrati tri tako da budu stran-
ice nekog trougla.

Dokazati da broj5.
21! + 3! + 2020! + n!

nije potpun kvadrat ni za jedan prirodan broj n.

Tre�i razred – B kategorija

Da li postoje cifre x > 0 i y takve da je broj xxxyyy potpun kvadrat?1.

Jednakostraniqni trougao stranice 5 podeǉen je na 252.
jediniqnih trouglova kao na slici. U svako od temena
jediniqnih trouglova upisan je prirodan broj. Ako je
zbir brojeva u temenima svakog jediniqnog trougla
deǉiv sa 3, dokazati da je zbir brojeva u temenima
svakog jednakostraniqnog trougla sastavǉenog od je-
diniqnih tako�e deǉiv sa 3.

U prostoru su date tri nekoplanarne prave kroz taqku O. Koliko ima3.
pravih kroz taqku O koje sa ovim trima pravim zaklapaju jednake uglove?

Dokazati da vaжi4.
√

3−
√

6 +

√

6 +
√

6 + · · ·
√
6

√

3−
√

6 +
√

6 + · · ·
√
6

>
1√
6
,
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gde se u brojiocu pojavǉuje 2020 korena, a u imeniocu 2019.

Na xahovskoj tabli (8× 8) u drugom redu stoji osam piona iste boje. Anka5.
i Branka naizmeniqno pomeraju po jednog piona po xahovskim pravilima.
Prva igra Anka. Pobe�uje igraq koji prvi dotera jednog piona na osmi
red table. Ako oba igraqa igraju savrxeno, ko �e pobediti?

(Po xahovskim pravilima svi pioni idu pravo napred, i to za po jedno
poǉe; izuzetak su pioni u drugom redu koju mogu da se pomere za jedno ili
dva poǉa napred.)

Qetvrti razred – B kategorija

Da li je broj1.

a = sin
π

18
sin

3π

18
sin

5π

18
sin

7π

18
sin

9π

18

racionalan ili iracionalan?

(a) Dokazati da se od 9 uzastopnih qlanova aritmetiqke progresije uvek2.
moжe sastaviti magiqan kvadrat 3× 3.

(b) Pokazati da postoji i magiqan kvadrat 3 × 3 qiji su svi qlanovi ra-
zliqiti, a u rastu�em poretku ne qine aritmetiqku progresiju.

(U ma ı̄iqnom kvagrax̄̄u zbir brojeva u svakoj vrsti, svakoj koloni i obema
dijagonalama je isti.)

Odrediti sve prirodne brojeve x i y i nenegativne cele brojeve a, b i c3.
takve da vaжe slede�e jednakosti:

x2 + y2 + x+ y + 1 = 2a · 3b · 5c,
x3 + y3 − x− y + 2 = 2c · 3b · 5a.

Konstruisati trougao ABC ako su dati ǌegov ugao α, visina ha i teжixna4.
duж ta iz temena A.

Oznaqimo sa p(n) proizvod cifara prirodnog broja n u dekadnom zapisu.5.
Na�i sve prirodne brojeve n takve da je

p(n) = n2 − 21n− 40.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE – REXEǋA ZADATAKA

Ne umaǌuju�i opxtost, pretpostavǉamo da je taqka B izme�u A i C. Teme-1A.1.

A B C

E

F

G

Ona trougla EFG su centri opisanih
krugova trouglova OBC, OAC i OAB
- neka su to redom taqke E, F i G.
Tada je ∢OGE = 1

2∢OGB = ∢OAB =
∢OAC = 1

2∢OFC = ∢OFE, odakle sle-
di tvr�eǌe zadatka.

Dru ı̄o rexeǌe. Sredixta A′, B′ i C′ duжi OA,
OB i OC, redom, su kolinearna. Kako
su A′, B′ i C′ podnoжja normala iz O na stranice trougla EFG, tvr�eǌe
zadatka sledi iz x̄̄eoreme o Simsonovoj ī̄ravoj:

• Podnoжja normala iz taqke P na stranice trougla ABC su kolinearna
ako i samo ako P leжi na opisanoj kruжnici △ABC.

Dokaжimo indukcijom po n da zmija ima taqno n mogu�ih putaǌa. Ovo je1A.2.
trivijalno taqno za n 6 2. Pretpostavimo da tvr�eǌe vaжi za tablicu
2× (n−1), gde je n > 2, i posmatrajmo tablicu 2× n. Imamo dva sluqaja:

(1◦) Ako u prvom koraku zmija ide desno, ona i u drugom
mora da nastavi desno (ako skrene nadole, ne moжe
obi�i sva poǉa) i tako daǉe, sve do gorǌeg desnog
poǉa tablice. Tako u ovom sluqaju zmija ima samo
jednu mogu�u putaǌu.

(2◦) Ako u prvom koraku zmija ide dole, onda u drugom
ide desno. Nadaǉe zmija treba da obi�e sva poǉa pre-
ostale tablice 2 × (n−1) polaze�i iz ugaonog poǉa, a
po induktivnoj pretpostavci ona to moжe izvesti na
n− 1 naqina.

Prema tome, zmija ima ukupno (n−1)+1 = n mogu�ih putaǌa.

✛

✛

✛

✛

❄

...

Neka je A = {3, X, Y }. Kako 3 6∈ P(A), oba elementa X i Y moraju se1A.3.
nalaziti u P(A), tj. moraju biti podskupovi skupa A. Poxto ne moжe da
vaжi istovremeno X ∈ Y i Y ∈ X, smatra�emo bez smaǌeǌa opxtosti
da Y 6∈ X. Tako�e, X 6∈ X, pa vaжi X ⊆ {3}. Daǉe, poxto Y 6∈ Y , vaжi
Y ⊆ A \ Y = {3, X}. Dakle, imamo slede�e mogu�nosti.

(1◦) X = ∅. Tada je Y ⊂ {3, ∅}, a A je jedan od skupova {3, ∅, {3}}, {3, ∅, {∅}}
i {3, ∅, {3,∅}}. Svi oni zadovoǉavaju uslov zadatka.

(2◦) X = {3}. Tada je Y ⊂ {3, {3}}, a A je jedan od skupova {3, {3}, {{3}}},
{3, {3}, {3,{3}}} i {3, {3}, ∅}. Svi oni zadovoǉavaju uslov zadatka, ali
ovaj tre�i nam je ve� poznat.

Sve u svemu, zadatak ima pet rexeǌa:

{3, ∅, {3}}, {3, ∅, {∅}}, {3, {3}, {{3}}}, {3, ∅, {3,∅}}, {3, {3}, {3,{3}}}.
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Pretpostavimo da takav niz postoji. U tom nizu mora da postoji broj koji1A.4.
je deǉiv sa 2m. Taj broj mora biti jednak 2m, jer bi u suprotnom imao
vixe od m prostih faktora. Me�utim, tada se u nizu mora nalaziti i bar
jedan od brojeva 2m−1 i 5 ·2m−2, a oba imaju samo po m−1 prostih faktora.
Ova kontradikcija zavrxava dokaz.

Mogu�e je. Jedno rexeǌe je prikazano na slici desno.1A.5.

Neka su duжine ivica kvadra p+ 2 < q + 2 < r + 2. Iz postojaǌa neobojene2A.1.
kocke sledi da su p, q, r > 0. Kockica sa nijednom, jednom i dve crvene
strane tada ima redom pqr, 2(pq + pr + qr) i 4(p+ q + r).

Po uslovu zadatka vaжi 4(p+ q+ r) > 2(pq+ pr+ qr). Me�utim, ako je p > 2,
onda je

2p > (pq + pr + qr) − 2(q + r) = (p− 2)(q + r) + qr > (p− 2) · 2p+ p2,

tj. 4p > 3p2, xto je nemogu�e. Dakle, p = 1. Sada je 2(q + r + 1) > q + r + qr,
tj. qr − q − r < 2 i odatle (q − 1)(r − 1) < 3, xto kao jedinu mogu�nost daje
q = 2 i r = 3.

Prema tome, duжine ivica kvadra su 3, 4 i 5.

A B

CD

E

F

M

N

Neka je N sredixte stranice AB. Tada je2A.2.
NB = DM , pa je BMDN paralelogram i
otuda DN ‖ BM , tj. DN ‖ BE. Sledi da je
DN sredǌa linija u (pravouglom) trouglu
ABE, xto je ujedno i simetrala duжi AE, pa
je DE = DA. Analogno je CF = CB, pa kako
je CB = DA, tvr�eǌe zadatka je dokazano.

Neka ima k plavokapih patuǉaka kojima je prethodio zelenokapi. Kad god2A.3.
se neki od ovih plavokapih patuǉaka pojavio, red nije bio prazan - dakle,
qekao je neki zelenokapi, a on ga je izbacio. Sledi da je bar k zelenokapih
patuǉaka isterano i odatle k 6 2.

Ako je k = 0, primǉene su 4 plave kape, a za ǌima najvixe 4 zelene (neki ze-
lenokapi patuǉci mogli su biti izbaqeni). U ovom sluqaju ima 5 mogu�ih
rasporeda.

Ako je k = 1, primǉene su 4 plave kape u jednoj ili dve grupe, za xta ima
4 mogu�nosti (0+4, 1+3, 2+2, 3+1) i jedna zelena kapa pre posledǌe grupe
plavih. Ostaju jox najvixe dve zelene kape koje su mogle biti predate pre
ili posle druge grupe plavih, a za to ima 6 mogu�nosti (2+0, 1+1, 0+2, 1+0,
0+1, 0+0). Ovo daje ukupno 4 · 6 = 24 rasporeda.

Ako je k = 2, primǉene su 4 plave kape u dve ili tri grupe (za xta ima
6 mogu�nosti) i dve zelene kape, po jedna pre posledǌe dve grupe plavih.
To daje 6 rasporeda.

Ukupan broj mogu�ih rasporeda kapa je 5 + 24 + 6 = 35.

Kako je2A.4.

19



(a+ 103b) + 101(a− b) = 2(51a+ b) = 103(a+ b)− (a+ 101b),

iz uslova zadatka sledi da je 51a+ b deǉivo sa 101 i 103, te je deǉivo i
sa 101 · 103 = 10403 i odatle 51a+ b > 10403.

S druge strane, ako je 51a+ b = 10403 (npr. za a = 1 i b = 10352), iz gorǌih
jednakosti odmah sledi da 103 | a+101b i 101 | a+103b. Prema tome, odgovor
je 10403.

Pretpostavimo da se skup A sastoji od samo qetiri cifre. Tada zbirovi2A.5.
po dve cifre iz A, kojih ima 10, moraju da daju sve mogu�e ostatke pri de-
ǉeǌu sa 10. Me�utim, ako u skupu A ima k parnih i 4−k neparnih cifara,
onda se me�u zbirovima po dve cifre iz A moжe na�i najvixe k(4− k) 6 4
neparnih, xto je kontradikcija. Dakle, skup A sadrжi bar 5 cifara.

S druge strane, npr. skup A = {0, 1, 2, 3, 6} zadovoǉava uslove. Zaista,
svaka cifra se moжe napisati kao zbir dve cifre iz skupa A. Prema tome,
odgovor je 5.

Izraz je definisan za x 6= 0 i x 6= 1
2 . Razlikova�emo dva sluqaja.3A.1.

(1◦) x < 0 ili x > 1
2 . Tada je nejednaqina ekvivalentna sa (6−3x+1)(2x−1) >

10x, xto se svodi na

f(x) = (1− 2x)(3x+1 − 1) > 5.

Za x < −1 ili x > 1
2 vaжi f(x) < 0. Ostaje da ispitamo sluqaj −1 6

x < 0. Tada je 0 < 3x+1 − 1 < 2, pa mora biti 1 − 2x > 5
2 , tj. x < − 3

4 .

Me�utim, tada je 3x+1 − 1 < 4
√
3 − 1 < 1

3 , pa zbog 1 − 2x < 3 sledi
f(x) < 1. Dakle, u ovom sluqaju nema rexeǌa.

(2◦) 0 < x < 1
2 . U ovom sluqaju nejednaqina se svodi na f(x) < 5, ali na

ovom intervalu svakako vaжi |1 − 2x| < 1 i |3x+1 − 1| <
√
27 − 1 < 5,

pa je f(x) < 5, tj. svako x ∈ (0, 1
2 ) je rexeǌe, a to je i ukupno rexeǌe

zadatka.

Ako je p = q, onda je pq+qp

pq
= 2pp−2 paran broj.3A.2.

Neka je p 6= q. Po Fermaovoj teoremi je pq ≡ p (mod q), pa pq | pq−p. Sliqno,
pq | qp − q. Dakle, pq | pq + qp − p − q, xto je paran broj. Kako je p + q < pq,
imamo ⌊

pq + qp

pq

⌋

=
pq + qp − p− q

pq
,

a to je parno.

A

B

C

D

M

N

O

O′

P

γ k
Oznaqimo sa O i O′ redom centre krugova k3A.3.
i γ. Trouglovi OMA i OAP su sliqni, pa
je OM · OP = OA2 = OC2. Odavde sledi
da je OC tangenta na krug γ. Analogno
je i OD tangenta na γ. Prema tome, vaжi
∢OCO′ = ∢ODO′ = 90◦, xto znaqi da se
tangente na k u taqkama C i D seku u taqki
O′, tj. sredixtu duжi NP .
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Dru ı̄o rexeǌe. Inverzija u odnosu na krug k slika taqke M i P jednu u drugu, pa
ona fiksira krug γ. Sledi da su krugovi k i γ ortogonalni, pa se tangente
na k u C i D seku u centru kruga γ.

Ogı̄ovor: Svi parovi (a, b), 1 < a < b.3A.4.

Traжeni skup se moжe konstruisati na slede�i naqin. Uzmimo proizvoǉ-
nih b prirodnih brojeva, npr. x1, x2, . . . , xb, i oznaqimo

N =
∏

16i1<i2<···<ia6b

(xi1 + xi2 + · · ·+ xia ).

Tada skup {Nx1, Nx2, . . . , Nxb} ima жeǉeno svojstvo.

Neka dva naspramna temena velikog kvadrata imaju koordinate (0, 0) i3A.5.
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(2n, 2n). Oznaqimo sve taqke (x, y) u kojima je 0 <
x < 2n neparno i 0 6 y 6 2n. Oznaqeno je ukupno
n(2n+1) taqaka. Svaka nacrtana dijagonala ima bar
jedno teme u oznaqenoj taqki, ali nikoje dve nemaju
zajedniqko teme. Sledi da ne moжe biti nacrtano
vixe od n(2n+ 1) dijagonala.

S druge strane, ako nacrtamo sve dijagonale AB sa
temenima A(x, y) i B(x+1, y+1) u kojima je max{x, y}
neparno, to �e biti ukupno n(2n + 1) dijagonala bez zajedniqkih taqaka.
Zaista, temena A(x, y) u kojima je max{x, y} = k ima 2k−1, tako da je ukupno
nacrtano 3 + 7 + 11 + · · ·+ (4n− 1) = n(2n+ 1) dijagonala.

Oznaqimo ∢BAC = α. Imamo tri mogu�nosti.4A.1.

(1◦) AD = AE. Tada je AE = CE = BC, tj.
AC = 2BC, odakle sledi α = 2 arcsin 1

4 .

(2◦) AE = DE. Tada je i BD = DE. Kako
je tako�e BC = CE, qetvorougao CBDE
je deltoid, pa je 90◦ − α

2 = ∢DBC =
∢DEC = 180◦ − ∢AED = 2α, tj. α = 36◦.

(1◦) A

B C

D E

(2◦) A

B C

D

E

(3◦)A

B C

D

E

(3◦) AD = DE. Ako je M sredixte duжi AE, onda je ∢AMD = 90◦, pa je
ovaj sluqaj ekvivalentan sa BD = AE = 2AM = 2AD cosα. Daǉe vaжi
AB = AD + BD = AD(1 + 2 cosα) = 2AB(1 + 2 cosα) sin α

2 . Prema tome,
1
2 = (1 + 2 cosα) sin α

2 = (3 − 4 sin2 α
2 ) sin

α
2 = sin 3α

2 . Sledi da je α = 20◦

ili α = 100◦, pri qemu drugo rexeǌe oqigledno otpada.

Dakle, mogu�e vrednosti ugla BAC su 2 arcsin 1
4 , 36

◦ i 20◦.

Broj u i-toj vrsti i j-toj koloni (1 6 i 6 3, 1 6 j 6 n) oznaqi�emo sa ai,j.4A.2.
Dodefinisa�emo ai,j = 0 za sve ostale parove indeksa i, j.

Neka je di,0 = di,n+1 = 0 i di,j = ai−1,j − ai,j + ai+1,j za 1 6 j 6 n. Uslov
zadatka nam daje

di,j−1 − di,j + di,j+1 = 0 za 1 6 i 6 3 i 1 6 j 6 n (∗)
i vaжi
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a1,j = d2,j + d3,j , a2,j = d1,j + d2,j+d3,j , a3,j = d1,j + d2,j .

Ako je d1,1 = d2,1 = d3,1 = 0, sledi da je di,j = 0 i odatle ai,j = 0 za sve i, j.
Prema tome, uslov zadatka se svodi na odabir brojeva di,j koji nisu svi
nula i zadovoǉavaju (∗). Me�utim, iz (∗) sledi da niz di,j (j = 0, 1, . . . ) ima
oblik 0, x, x, 0,−x,−x, 0, x, x, 0, . . . , pa kako je di,n+1 = 0, to moжe da ne bude
nula-niz samo ako 3 | n+ 1.

Prema tome, odgovor su svi brojevi n oblika n = 3k − 1, k ∈ N.

Rastojaǌem dame od ivice zovemo rastojaǌe od centra svog trenutnog poǉa4A.3.
do centra najbliжeg iviqnog poǉa. Dokaza�emo indukcijom po k da dama
koja je na rastojaǌu k > 1 od ivice ima 8 · 9k−1 naqina da stigne do ivice.

Ako je k = 1, dama moжe do�i do ivice potezom u bilo kom od 8 mogu�ih
smerova, xto daje 8 naqina. Neka je k > 1. Dama ima 8 naqina da stigne do
ivice u jednom potezu. Osim toga, za svako i = 1, . . . , k− 1, ima 8 naqina da
stigne do poǉa koje je na rastojaǌu i od ivice, a odatle 8 · 9i−1 naqina do
ivice. To joj ukupno daje 8 + 8

∑k−1
i=1 8 · 9i−1 = 8 + 8(9k−1 − 1) = 8 · 9k naqina,

qime je indukcija zakǉuqena.

Centralno poǉe je na rastojaǌu n od ivice, te tada dama ima 8 · 9n−1

naqina.

Ne umaǌuju�i opxtost, pretpostavi�emo da je NZD(a, b, c, d) = 1.4A.4.

Sabiraǌem datih jednaqina i oduzimaǌem 2(ab+ cd) od obeju strana dobi-
jamo

(a− b)2 + (c− d)2 = 3(ab+ cd).

Odavde sledi da su a− b i c−d deǉivi sa 3, a tada je desna strana deǉiva
sa 9, tj. 3 | ab+ cd ≡ a2 + c2 (mod 3). Me�utim, sada i a i c, a samim tim i
b i d, moraju biti deǉivi sa 3, xto je protivno polaznoj pretpostavci.

Neka je a1 + a2 + · · · + an = xnan+1 za n ∈ N, gde su po uslovu xn neparni4A.5.
brojevi. Tada je xnan+1 = (a1 + · · ·+ an−1) + an = xn−1an + an = (xn−1 + 1)an,
tj. an+1 = xn−1+1

xn
· an. Indukcijom sledi

an+1 =
(x1 + 1)(x2 + 1) · · · (xn−1 + 1)

x1x2 · · ·xn

· a1 =
2n−1

xn

·
x1+1

2 · x2+1
2 · · · xn−1+1

2

x1x2 · · ·xn−1
· a1.

Kako je brojilac x1z2 · · ·xn neparan i brojevi x1+1
2 , . . . , xn−1+1

2 celi, sledi
da 2n−1 | an+1, te je

yn =
xnan+1

2n−1
= a1

n−1∏

i=1

xi + 1

2xi

prirodan broj. Me�utim, kako je xi+1
2xi

6 1 za sve i, niz (yn) ne raste, odakle
zakǉuqujemo da je on poqev od nekog qlana konstantan. Dakle, za svako do-
voǉno veliko i, npr. za i > N , vaжi xi+1

2xi
= 1, tj. xi = 1, xto je ekvivalentno

sa an+1 = 2an.

Pretpostavimo da je x2 = 2020 . . .202 za neki prirodan broj x. Broj x mora1B.1.
biti paran, tj. x = 2y, pa imamo 4y2 = 2020 . . .202. Deǉeǌem sa 2 sledi 2y2 =
1010 . . .101, xto je nemogu�e, jer je leva strana parna, a desna neparna.
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Dru ı̄o rexeǌe. Kvadrat celog broja uvek se zavrxava jednom od cifara 0, 1, 4, 9, 6
ili 5. Nikad se ne zavrxava cifrom 2.

U prvom krugu odigrano je 500 meqeva (nakon qega ostaje 501 uqenik),1B.2.
u drugom 250 (ostaje 251 uqenik), u tre�em 125 (ostaje 126 uqenika), u
qetvrtom 63, a nadaǉe redom 31, 16, 8, 4, 2, 1 meqeva. Ukupan broj meqeva je
500 + 250 + 125 + 63 + 31 + 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 1000.

Dru ı̄o rexeǌe. U svakom mequ ispada po jedan uqenik. Da bi ostao samo jedan
uqenik, treba da ih ispadne 1000, tj. da bude odigrano 1000 meqeva.

Ako prvi monah laжe ponedeǉkom, iz ǌegove izjave tada sledi da nedeǉom1B.3.
govori istinu, xto znaqi da utorkom laжe. U tom sluqaju izjava drugog
monaha je istinita, pa i on laжe ponedeǉkom, xto je nemogu�e. Prema
tome, prvi monah zaista jeste lagao u nedeǉu, a poxto u ponedeǉak nije
lagao, jeste u subotu.

Drugi monah je u utorak rekao da laжe ponedeǉkom. Ako je to istina, onda
on laжe i nedeǉom, xto je nemogu�e. Prema tome, on je lagao u utorak, a
laжe i sredom. Za tre�eg monaha ostaje kao jedina mogu�nost da laжe
qetvrtkom i petkom. Ponedeǉkom ne laжe nijedan.

Levu stranu jednakosti oznaqi�emo sa L, a desnu sa R. Za X ⊆ U = A∪B∪1B.4.
C ∪D, sa X = U \X oznaqavamo komplement skupa X (u odnosu na U). Tada
za X,Y ⊆ U vaжi X \ Y = X ∩ Y . Koriste�i osobine komplemenata imamo

L = (A ∪B) ∩ (C ∩D) ∩
(
(A ∪ C) ∩ (B ∩D)

)

= (A ∪B) ∩ (C ∪D) ∩
(
(A ∪ C) ∪ (B ∩D)

)

= (A ∪B) ∩
[(
(C ∪D) ∩ (A ∩ C)

)
∪
(
(C ∪D) ∩ (B ∩D)

)]

= (A ∪B) ∩
[(
A ∩ C

)
∪
(
C ∩B ∩D

)]

=
(
(A ∪B) ∩ (A ∩ C)

)
∪
(
(A ∪B) ∩ (C ∩B ∩D)

)

=
(
C ∩B ∩A

)
∪
(
C ∩B ∩D

)
=

(
C ∩B

)
∩
(
A ∪D

)
= (B \ C) ∩ (A \D) = R.

Dru ı̄o rexeǌe. Jednakost dokazujemo pomo�u tablice pripadnosti:

A 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈
B 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ ∈ ∈
C 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈
D 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈

A ∪B 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈
C ∩D 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈
A ∪ C 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈
B ∩D 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈

(A∪B) \ (C∩D) 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ ∈ 6∈ ∈ ∈ ∈ 6∈ ∈ ∈ ∈ 6∈
(A∪C) \ (B∩D) 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈

L 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ 6∈L 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ 6∈
B \ C 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈
A \D 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈ ∈ 6∈
R 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ 6∈R 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈ 6∈
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Podsetimo se da je trougao sa stranicama a, b i c, gde je a 6 b 6 c:1B.5.

• oxtrougli ako je a2 + b2 > c2;

• pravougli ako je a2 + b2 = c2;

• tupougli ako je a2 + b2 < c2.

Oznaqimo sa P povrxinu datog trougla, a sa a, b i c redom stranice koje
odgovaraju visinama 5, 4 i 3. Tada je 5 · a = 4 · b = 3 · c = 2P , tj. a = 2P

5 ,

b = 2P
4 i c = 2P

3 . Pri tome je a < b < c. Kako je

a2 + b2 =
4P 2

25
+

4P 2

16
=

41P 2

100
<

4P 2

9
= c2,

dati trougao je tupougli.

Ve�e je 4100. Zaista, 2100 + 3100 < 2 · 3100 <
(
4
3

)3 · 3100 <
(
4
3

)100 · 3100 = 4100.2B.1.

Sa PA oznaqava�emo povrxinu mnogougla A, a sa OA ǌegov obim.2B.2.

A B

CD

M

N

1

1

1

2

1

2

1

2

1

2Po Pitagorinoj teoremi je AM = AN = 1
2

√
5 i MN = 1

2

√
2,

pa je OAMN = 2
√
5+

√
2

2 , dok je PAMN = PABCD − PAMB −
PAND − PCMN = 1− 1

4 − 1
4 − 1

8 = 3
8 . Sledi da je

r =
2PAMN

OAMN

=
3/2

2
√
5 +

√
2
=

2
√
5−

√
2

12
.

Apscisa x preseqne taqke zadovoǉava jednaqinu 3x−m = (m+ 1)x2 + x+ 1,2B.3.
tj.

(m+ 1)x2 − 2x+m+ 1 = 0. (∗)
Dakle, ova jednaqina treba da ima samo jedno realno rexeǌe.

(1◦) Ako je m 6= −1, onda diskriminanta D = 4 − 4(m + 1)2 jednaqine (∗)
mora da bude nula, odakle je m = 0 ili m = −2.

Za m = 0 date funkcije su y = 3x i y = x2 + x + 1, a dodirna taqka
(1, 3);

za m = −2 to su y = 3x+2 i y = −x2 + x+ 1, a dodirna taqka (−1,−1).

(2◦) Ako je m = −1, date funkcije su y = 3x + 1 i y = x + 1, a (jedini)
presek taqka (0, 1).

Prema tome, odgovor je m ∈ {−2,−1, 0}.

Oznaqimo d = NZD(a, b) i a = da1, b = db1, pri qemu je NZD(a1, b1) = 1.2B.4.
Tada je NZS(a, b) = da1b1, pa data jednaqina postaje da1b1 − d = 2019, tj.
d(a1b1 − 1) = 2019 = 3 · 673 (broj 673 je prost). Imamo slede�e mogu�nosti.

(1◦) d = 1, a1b1 = 2020 = 22 · 5 · 101. Poxto je NZD(a1, b1) = 1, par (a1, b1) =
(a, b) moжe biti (2020, 1), (505, 4), (404, 5) ili (101, 20).

(2◦) d = 3, a1b1 = 674 = 2 · 337. Par (a1, b1) moжe biti (674, 1) ili (337, 2), a
odgovaraju�i parovi (a, b) su (2022, 3) i (1011, 6).

(3◦) d = 673, a1b1 = 4. Mora biti (a1, b1) = (4, 1), pa je (a, b) = (2692, 673).
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(4◦) d = 2019, a1b1 = 2. Mora biti (a1, b1) = (2, 1), pa je (a, b) = (4038, 2019).

Ukupno ima 8 rexeǌa: (2020, 1), (505, 4), (404, 5), (101, 20), (2022, 3), (1011, 6),
(2692, 673) i (4038, 2019).

Istinitost izjave se meǌa samo prilikom oglaxavaǌa laжǉivog papagaja.2B.5.
Prilikom 2019 izjava nakon prve (zakǉuqno sa 2020-tom) svaki papagaj (pa
i laжǉivi) bi se oglasio taqno 2019

3 = 673 puta, te �e 2020-ta izjava pred-
stavǉati negaciju prve - ,,Pera nije laжov”. Me�utim, to znaqi da je pa-
pagaj koji je izrekao 2020-tu izjavu negirao 2019-tu, te je on laжov, a to je
isti onaj papagaj koji je zapoqeo igru. Drugim reqima, laжov je optuжio
Peru da laжe, xto znaqi da Pera ne laжe.

Ako je |A| = k, onda je |P(A)| = 2k i odatle 1 = |P(A) \A| > |2k − k|.3B.1.

Me�utim, za k > 2 vaжi 2k − k > 2. Ovo se lako dokazuje indukcijom po k,
jer je 22 − 2 = 2 i 2k+1 − (k + 1) = (2k − k) + (2k − 1) > 2k − k za sve k. Prema
tome, k > 2 je nemogu�e, te mora biti k 6 1.

Po uslovu zadatka je razlika x2 − x deǉiva sa 10k. Sledi da je, za svako3B.2.
n = 2, 3, . . . , razlika xn+1 − xn = xn−1(x2 − x) tako�e deǉiva sa 10k, xto
znaqi da brojevi xn i xn+1 imaju isti k-tocifreni zavrxetak. Odavde
sledi (npr. indukcijom po n) da svi brojevi x, x2, x3, x4, . . . imaju isti k-
tocifreni zavrxetak.

Iz date jednaqine kvadriraǌem sledi (4 sin3 x− sinx)2 = cos2 x = 1 − sin2 x,3B.3.
xto nakon razvijaǌa daje jednaqinu po sinx:

0 = 16 sin6 x− 8 sin4 x+ 2 sin2 −1 = (2 sin2 x− 1)(8 sin4 x+ 1).

Drugi faktor nije nula, pa mora biti 2 sin2 x− 1 = 0, tj. sinx = ± 1√
2
.

(1◦) U sluqaju sinx = 1√
2
polazna jednaqina daje cosx = 1√

2
, tj. x = π

4 +2kπ

(k ∈ Z);

(2◦) u sluqaju sinx = − 1√
2
polazna jednaqina daje cosx = − 1√

2
, tj. x = 5π

4

+2kπ (k ∈ Z).

Prema tome, opxte rexeǌe je x = π
4 + nπ (n ∈ Z).

Dru ı̄o rexeǌe. Deǉeǌem sa cosx datu jednaqinu moжemo zapisati kao tg x(4 sin2 x−
1) = 1. Kako je sin2 x = tg2x

tg2x+1 , odavde dobijamo ekvivalentnu jednaqinu po
tg x:

tg x

(
4 tg2x

tg2x+ 1
− 1

)

= 1, tj. 3 tg3x− tg2x− tg x− 1 = 0,

xto se faktorixe kao (tgx− 1)(3 tg2x+2tgx+1) = 0. Jedino realno rexeǌe
je tg x = 1, tj. x = π

4 + nπ (n ∈ Z).

(b) U svakom mequ ispada po jedan uqenik. Da bi ostao samo jedan uqenik,3B.4.
treba da ih ispadne n− 1, tj. da bude odigrano n− 1 meqeva.

Odavde sledi i deo (a): za n = 2020 bi�e odigrano 2019 meqeva.
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Dru ı̄o rexeǌe gela (a). U prvom krugu biva odigrano 1010 meqeva, a prolazi 1010
uqenika. U drugom krugu bi�e odigrano 505 meqeva i osta�e isto toliko
uqenika. U narednim krugovima bi�e odigrano redom 252, 126, 63, 32, 16,
8, 4, 2 i 1 meqeva, xto je ukupno 2019.

Neka se prave BM i CD seku u taqki E. Trouglovi MAB i MCE su podu-3B.5.

A B

CDE

M
N

darni (jednaki uglovi i MA = MC), pa
je CE = AB = 2CD, tj. DE = CD. Sledi
da je taqka N teжixte trougla ACE, pa je
EN = 2

3EM .

Ako je sada P (MAB) = P (MCE) = P ,
imamo P (EDN) = 2

3P (EDM) = 1
3P (ECM) =

1
3P i P (CDNM) = P (ECM)− P (EDN) = 2

3P , odakle sledi tvr�eǌe.

Uglove trougla oznaqavamo uobiqajeno sa α, β, γ, a stranice naspram ǌih4B.1.

redom a, b, c. Po kosinusnoj teoremi je cosα = b2+c2−a2

2bc , a po sinusnoj sinα =
a
2R . Odavde je

ctg α =
cosα

sinα
=

R

2abc
(b2 + c2 − a2)

i sliqno

ctg β =
R

2abc
(c2 + a2 − b2), ctg γ =

R

2abc
(a2 + b2 − c2).

Sada, ako je npr. ctgγ−ctgβ = ctgβ−ctgα, tj. ctgα+ctgγ = 2ctgβ, mnoжeǌem
sa 2abc

R
dobijamo (b2+c2−a2) + (a2+b2−c2) = 2(c2+a2−b2), tj. a2 + c2 = 2b2, pa

a2, b2 i c2 zaista qine aritmetiqki niz.

Oznaqimo d = NZD(a, b) i a = da1, b = db1, pri qemu je NZD(a1, b1) = 1. Tada4B.2.
je NZS(a, b) = da1b1, pa data jednakost postaje

da1b1 + d = da1 + db1, tj. 0 = da1b1 − da1 − db1 + d = d(a1 − 1)(b1 − 1).

Sledi da je a1 = 1 ili b1 = 1, tj. a = d | b ili b = d | a.

Primetimo da je
(
x1 −

√
2018

)2
= 2019, tj. x2

1 − 1 = 2x1

√
2018.4B.3.

Kvadriraǌem dobijamo (x2
1 − 1)2 − 4 · 2018x2

1 = x4
1 − 8074x2

1 + 1 = 0, pa je x1

nula polinoma
P (x) = x4 − 8074x2 + 1.

Naī̄omena. Qetiri nule dobijenog polinoma P (x) su x1,2,3,4 = ±
√
2018±

√
2019.

Inaqe, formulacija kakva je data na takmiqeǌu dopuxta i trivijalno
rexeǌe P (x) ≡ 0.

Neka je x1 realno rexeǌe date jednaqine. Imaginarni deo broja P (x1) je4B.4.
−6x2

1 + 9x1 − 3, pa je 0 = −6x2
1 + 9x1 − 3 = −3(2x1 − 1)(x1 − 1), odakle sledi

x1 = 1 ili x1 = 1
2 . Lako se proverava da je zaista P (12 ) = 0, te je x1 = 1

2 .
Sada deǉeǌem sa 2x− 1 = 2(x− 1

2 ) nalazimo

P (x) = (2x− 1)
(
x2 − (2 + 3i)x− 1 + 3i

)
.
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Ostaje da se rexi jednaqina f(x) = x2 − (2 + 3i)x− 1+ 3i = 0. Dopuǌavaǌem

do kvadrata dobijamo f(x) =
(
x−1− 3

2 i
)2
+ 1

4 , odakle sledi
(
x−1− 3

2 i
)2

= − 1
4 ,

tj. x = 1 + 3
2 i± 1

2 i.

Tako dobijamo sva tri rexeǌa: x1 = 1
2 , x2 = 1 + i i x3 = 1 + 2i.

Naī̄omena. Jednaqina f(x) = 0 se moжe rexiti i primenom uobiqajene formule

za rexeǌa kvadratne jednaqine: x2,3 =
2+3i+

√
(2+3i)2−4(3i−1)

2 = 2+3i±
√
−1

2 =
2+3i±i

2 . Ipak, to je u ovom rexeǌu izbegnuto jer, strogo uzevxi, kvadratni
koren na skupu C nije definisan.

Gomilu na kojoj je broj kolaqi�a deǉiv sa tri nazva�emo x̄̄rojnom.4B.5.

U poqetnom staǌu sve gomile su trojne. Ovo svojstvo �e zauvek ostati na
snazi. Zaista, podelom trojne gomile na dva jednaka dela, kao i spajaǌem
dveju trojnih gomila, opet se dobijaju trojne gomile. Kako “gomila” sa
samo jednim kolaqi�em nije trojna, Marko je ne�e mo�i napraviti.
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OKRUЖNO TAKMIQEǋE – REXEǋA ZADATAKA

Za poqetak, iz x♦(y − x) odmah sledi |x− 1| 6 1, pa mora biti x > 0.1A.1.

Oznaqimo |x − 1| = d > 0. Tada je x = 1 ± d, ali iz uslova x ♦ (y − x)
dobijamo i d + |(y−x) − 2| 6 1, tj. |(y−x) − 2| 6 1 − d. Odavde sledi d 6 1 i
1 + d 6 y − x 6 3− d.

Na isti naqin, iz uslova x♦ (y + x) dobijamo 1 + d 6 y + x 6 3− d.

Me�utim, sada iz y + x 6 3− d i y − x > 1 + d sledi 2x = (y + x)− (y − x) 6
(3− d)− (1 + d) = 2− 2d, tj. x 6 1− d. Prema tome, x = 1− d, y − x = 1 + d i
y + x = 3− d, odakle dobijamo y = 2.

Neka je k broj crvenih brojeva unutar jednog perioda duжine d. Posma-1A.2.
trajmo brojeve

a+ 1 a+ 2 . . . a+ d
b+ 1 b+ 2 . . . b+ d
c+ 1 c+ 2 . . . c+ d.

U svakoj vrsti ove tabele ima po k crvenih brojeva, xto ukupno daje 3k
crvenih brojeva. S druge strane, svaka od d kolona sadrжi po jedan crven
broj. Dakle, d = 3k.

Odgovor je unija duжi KM i LN , gde su K, L, M i N redom sredixta1A.3.
stranica AB, BC, CD i DA. Ove taqke zaista zadovoǉavaju uslov zadatka:

A B

CD

K

L

M

N
O

X
Y

Z

npr. za X na duжi KM vaжi AX=BX i CX=DX.

Pretpostavimo da X nije na duжima KM i LN . Bez
smaǌeǌa opxtosti, X leжi unutar △OMD ili na
duжi OD. Neka je CX ∩OM = {Y } i DX ∩BY = {Z}.
Kako je AY = BY i CY = DY , imamo nejednakosti
trougla:

(i) AX+CX = AX+XY +CY > AY +CY = BY +DY ;

(ii) BY +DY = BZ + Y Z +DY > BZ +DZ;

(iii) BZ +DZ = BZ +XZ +DX > BX +DX.

Kombinovaǌem ovih nejednakosti sledi AX + CX > BX +DX.

Dru ı̄o rexeǌe. Oznaqimo sa x, y, z i w redom rastojaǌa taqke X od pravih DA,
AB, BC i CD. Po Pitagorinoj teoremi uslov AX+CX = BX+DX postaje

√

x2 + y2 +
√

z2 + w2 =
√

y2 + z2 +
√

x2 + w2.

Kvadriraǌe obeju strana daje
√

(x2 + y2)(z2 + w2) =
√

(y2 + z2)(x2 + w2),
xto ponovnim kvadriraǌem postaje (x2 + y2)(z2+w2) = (y2+ z2)(x2 +w2), tj.

✟✟✟x2z2 + x2w2 + z2y2 +✟✟✟y2w2 = x2y2 +✟✟✟x2z2 +✟✟✟y2w2 + z2w2 ⇒
x2w2 − x2y2 − z2w2 + z2y2 = 0 ⇒ (x2−z2)(w2−y2) = 0.

Prema tome, x = z ili y = w, xto znaqi da taqka X leжi na jednoj od dve
sredǌe linije kvadrata. S druge strane, ako je x = z ili y = w, sve gorǌe
jednakosti trivijalno vaжe.
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Odgovor je ne.1A.4.

Pretpostavimo suprotno. Me�u datih 2020 brojeva bar jedan, a najvixe dva
su deǉiva sa 210 = 1024. To znaqi da je najmaǌi zajedniqki sadrжalac za
oba skupa deǉiv sa 210, pa svaki skup sadrжi taqno po jedan broj deǉiv sa
210. Prema tome, u jednom skupu nalazi se broj 210k, a u drugom 210(k + 1)
za neko k ∈ N. Me�utim, taqno jedan od ta dva broja je deǉiv i sa 211.
Sledi da �e najmaǌi zajedniqki sadrжalac u samo jednom od dva skupa
biti deǉiv sa 211, xto je kontradikcija.

Odgovor je F = 3 i dostiжe se samo za trojku (x, y, z) = (1, 0, 2).1A.5.

Kako je max{x, 1 − y} > x, max{y, 2 − z} > y i max{z, 3 − x} > z, imamo
F > x + y + z. Sliqno vaжi F > (1 − y) + (2 − z) + (3 − x) = 6 − x − y − z.
Sabiraǌem sledi 2F > 6, tj. F > 3. Ova vrednost se dostiжe samo ako u
svim navedenim nejednakostima vaжi znak jednakosti, a to je samo ako je
x = 1− y, y = 2− z i z = 3− x. Odavde lako dobijamo (x, y, z) = (1, 0, 2).

Svaki broj oblika2A.1.
22 . . .22
︸ ︷︷ ︸

2n

11 . . . 11
︸ ︷︷ ︸

22n−4n

zadovoǉava uslov zadatka. Zaista, on je oqigledno deǉiv sa 11, a zbir i
proizvod cifara su mu jednaki 22n.

Druga jednaqina je ekvivalentna sa ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd = 15
2 . Sada je2A.2.

(a−1)(b−1)+(a−1)(c−1)+(a−1)(d−1)+(b−1)(c−1)+(b−1)(d−1)+(c−1)(d−1)

= ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd− 3(a+ b+ c+ d) + 6 = − 3
2 ,

pa je bar jedan od brojeva a−1, b−1, c−1 i d−1 negativan, odakle sledi
tvr�eǌe.

A

B

C

D

K

L

X

Γ

γ

Neka prave XA i XD redom ponovo seku kruжnicu γ2A.3.
u taqkama K i L. Potencije taqaka A i D u odnosu
na kruжnicu γ daju nam AB · AC = AX · AK i DB ·
DC = DX ·DL.

S druge strane, homotetija sa centrom X koja slika
krug Γ u γ preslikava pravu ℓ u pravu KL, te je KL ‖
ℓ. Odatle je AK

DL
= AX

DX
, pa je AB·AC

DB·DC
= AX·AK

DX·DL
= AX2

DX2 .

(a) Za i = 0, 1, . . . , n oznaqimo sa Si zbir elemenata u prvih i kolona. Bar dva2A.4.

1 i+1 · · · j nod ovih zbirova su kongruentna po modulu m, recimo Si i
Sj (i < j), te m | Sj −Si, To znaqi da je zbir svih brojeva
u kolonama od (i+1)-ve do j-te deǉiv sa m. Bilo koji put
koji obilazi sva ova poǉa (takav postoji: videti sliku)
zadovoǉava uslov zadatka.

(b) Upiximo u poǉa prve vrste jedinice, a u sva ostala
poǉa nule. Zbir brojeva na svakom putu je izme�u 1 i n, pa nije deǉiv sa
m.

29



Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po broju taqaka n. Ono vaжi za n 6 5.2A.5.
Zaista, ako ima 5 taqaka A,B,C,D,E i svake dve povezuje duж, moжemo
obojiti duжi AB,BC,CD,DE,EA jednom bojom, a preostale duжi drugom.
Pretpostavimo da je n > 6 i da tvr�eǌe vaжi za maǌe od n taqaka. Odaber-
imo taqku P iz koje izlaze 4 duжi, recimo PA,PB, PC, PD (ako takve taqke
nema, moжemo docrtati nove duжi). Po induktivnoj pretpostavci, moжemo
obojiti sve duжi osim ove qetiri tako da uslov zadatka bude zadovoǉen.

Ako su me�u taqkama A,B,C,D svake dve spojene, onda izme�u skupa {P,A,
B,C,D} i skupa svih ostalih taqaka nema duжi, pa ova dva skupa moжemo
obojiti nezavisno. S druge strane, ako nema npr. duжi CD, onda PA i PB
bojimo jednom bojom tako da PAB ne bude jednobojan trougao, a PC i PD
drugom bojom. Ovo bojeǌe zadovoǉava uslov.

A

B CD D′

E

F
Oznaqimo BC = a, CA = b i AB = c.3A.1.

Neka krug ADEF ponovo seqe stranicu BC u
taqki D′. Iz potencije taqke B je BA · BF =
BD ·BD′, tj. 2

3c
2 = 1

3a·BD′, xto nam daje BD′ =
2c2

a
. Sliqno imamo CA · CE = CD · CD′, tj. 1

3b
2 = 2

3a · CD′, xto nam daje

CD′ = b2

2a . Najzad, iz uslova a = BD′ + CD′ = b2+4c2

2a sledi 2a2 = b2 + 4c2.

U naxem sluqaju je BC = 26.

Kako je |z|2 = zz i |w|2 = w, sabiraǌe datih jednaqina daje3A.2.

4 + 2i = zz + zw+ww + zw+ z +w = (z +w)(z +w) + z +w = |z +w|2 + (z +w).

Ako oznaqimo z+w = a+ bi, dobi�emo 4+2i = a2+ b2+ a+ bi, odakle je b = 2
i a2 + b2 + a = 4, tj. a ∈ {−1, 0}. Ispita�emo oba sluqaja.

(1◦) a = 0. Tada je z + w = 2i, tj. w = 2i − z, pa je z + w = −2i. Sada prva
jednaqina daje 2 + 6i = z(z + w) + w = 2i − (1 + 2i)z i odatle z = −2 i
w = 2− 2i.

(2◦) a = −1. Tada je z+w = −1+2i, tj. w = −1+2i− z, pa je z+w = −1− 2i.
Sada je 2+6i = (−1−2i)z+w = −1+2i−(2+2i)z i odatle z = − 3+4i

2+2i =
−7−i

4

i w = 3−9i
4 .

Prema tome, rexeǌa (z, w) su (−2, 2−2i) i (−7−i
4 , 3−9i

4 ).

Za poqetak, ako je broj 3 806 130 qetvorocifren u osnovi b, onda je b3 63A.3.
3 806 130 < b4. Gruba ocena daje 40 6 b 6 160 (zapravo, 45 6 b 6 156).

Broj 3 806 130 se rastavǉa na proste qinioce kao 2 · 3 · 5 · 172 · 439. Neka
je on qetvorocifreni palindrom u osnovi b, tj. 3 806 130 = 〈x, y, y, x〉b =
x(b3 + 1) + y(b2 + b) = (b + 1)

(
(b2 − b + 1)x + by

)
. Imamo b + 1 | 3 806 130, xto

daje kao jedine mogu�nosti b ∈ {50, 84, 101}. Ostaje samo malo raquna:

3 806 130 = 〈30, 22, 22, 30〉50 = 〈6, 35, 35, 6〉84 = 〈3, 70, 11, 46〉101.

Dakle, odgovor su brojevni sistemi sa osnovama 50 i 84.

Zamenom mesta y i x dobijamo xf(f(y)) = f(f(x)+f(y))
f(x+y) = yf(f(x)), odakle je3A.4.
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f(f(x))
x

= f(f(y))
y

= c konstantno, tj.

f(f(x)) = cx za sve x.

Sledi da je f bijekcija i da vaжi f(cx) = f(f(f(x))) = cf(x). Sada zamenom
(x, y) = (1, 1

c
) u jednaqinu iz zadatka dobijamo

f(f(1) + f(1
c
)) = 1 · f(f(1

c
))f(1 + 1

c
) = 1 · c · 1

c
f(1 + 1

c
) = f(1 + 1

c
).

Bijektivnost daje (1 + 1
c
)f(1) = f(1) + f(1

c
) = 1 + 1

c
, odakle je f(1) = 1.

Sledi c = f(f(1)) = 1, pa je f(f(x)) = x. Najzad, umetaǌem y = f(x) u
polaznu jednaqinu dobijamo f(x + f(x)) = xf(x)f(x + f(x)), pa je xf(x) = 1,
tj. f(x) = 1

x
za sve x.

Lako se proverava da je funkcija f(x) = 1
x
zaista rexeǌe.

Oznaqimo skupove sa A i B.3A.5.

(a) Posmatrajmo k = min{|x− y| | x i y su iz istog skupa}. Neka su a, b ∈ A
takvi da je b − a = k. Odaberimo element c ∈ A \ {a, b}. Postoje m i n (ne
nuжno razliqiti) u skupu B takvi da je a+ c 6 2m 6 a+ c+1 i b+ c 6 2n 6

b + c+ 1, a tada je 2(n−m) 6 b − a+ 1 = k + 1. Dakle, ako je k > 1, onda je
0 < n−m 6

k+1
2 < k, protivno izboru broja k. Prema tome, mora biti k = 1,

ali tada postoji broj m ∈ B takav da je 2m ∈ {a+ b, a+ b+ 1} = {2b− 1, 2b},
pa je m = b, xto je kontradikcija. Dakle, odgovor je ne.

(b) Odgovor je ga, a uslove zadovoǉavaju A = {1, 3, 5} i B = {2, 4, 6}.

Neka su a1 < a2 < a3 < . . . elementi skupa S i neka je a = an. Posmatrajmo4A.1.

x = a1+a2+ · · ·+an−1 + an+1+ · · ·+am, gde je m > n.

Oqigledno je f(x) > m−1 i f(x+an) > m. S druge strane, kako je x <
∑m

i=1 ai
i x+ an <

∑m+1
i=1 ai, imamo f(x) = m− 1 i f(x+ an) = m. Prema tome, broj x

zadovoǉava uslov zadatka (za svako m > n).

Direktno se nalazi a2 = 7
2 , a3 = 10

3 i a4 = 13
4 . Indukcijom se jednostavno4A.2.

dokazuje da je an = 3n+1
n

. Zaista, ako je an−1 = 3n−2
n−1 , onda je

an =
4n2 · 3n−2

n−1 − 1
3n−2
n−1 + 4n2 − 2

=
4n2(3n− 2)− (n− 1)

3n− 2 + (4n2 − 2)(n− 1)
=

(3n+ 1)(2n− 1)2

n(2n− 1)2
=

3n+ 1

n
.

Prema tome, a2020 = 6061
2020 .

Dru ı̄o rexeǌe. Izraz za an je ekvivalentan sa

1

an − 1
− 1

an−1 − 1
=

1

4n2 − 1
=

1

2(2n− 1)
− 1

2(2n+ 1)
.

Sumiraǌem po n = 2, 3, . . . , 2020 dobijamo 1
a2020−1 = 1

a1−1 + 1
6 − 1

8082 = 2020
4041 , tj.

a2020 = 6061
2020 .

Poxto je ∢IBC = 1
2∢ABC = ∢KCB, trapez BCKI je jednakokrak. Xtavi-4A.3.
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A

B C

D

I K

L

M

P

xe, vaжi ∢CIK= ∢ICB = ∢KCI, pa je IK =
CK = BI. Poznato je da je MI = MB = MC,
pa je M centar opisanog kruga trapeza BCKI
i MK ⊥ CI.

Oznaqimo sa P sredixte duжi KL. Kako je
∢CLK = ∢IKL = ∢LKC, qetvorougao IKCL
je romb, pa je ∢IPK = 90◦ = ∢IDK. Sledi da
je qetvorougao JDKP tetivan, pa je ∢CDP =
∢KDP = ∢KIP = 90◦ − ∢MKI = 90◦ − ∢MCK,
tj. DP ⊥ MC, qime je tvr�eǌe dokazano.

Broj 14!! · 33!! je deǉiv sa 211 i sa 55, ali ne sa 56. Sledi da se ovaj broj4A.4.
zavrxava s taqno pet nula:

N = 53999 · 14!! · 33!! = 22a 6b3 493 6c9 d96 8e4 f10 6g4 h00 000.

Ovaj broj je deǉiv i sa 9 i 11, pa nam kriterijum deǉivosti ovim brojevima
daje 9 | 82 + S i 11 | S − 52, tj. S ≡ 8 (mod 9) i S ≡ 8 (mod 11), gde je
S = a+b+c+d+e+f+g+h. Odavde je S ≡ 8 (mod 99), pa zbog 0 6 S 6 72 sledi
S = 8.

Daǉe, kako 64 | N/105, xestocifreni zavrxetak 106 g4h ovog broja je deǉiv
sa 64. Pri tome znamo da je h 6= 0, pa zbog deǉivosti sa 4 imamo h ∈ {4, 8}.
Ako je h = 4, onda bi iz S = 8 i 8 | g44 sledilo g ∈ {1, 3}, ali ni-
jedan od zavrxetaka 106 144 i 106 344 nije deǉiv sa 64. Ovo kao jedinu
mogu�nost ostavǉa h = 8, a zbog S = 8 sledi a=b=c=d=e=f=g=0. Sve u
svemu, ,,izraqunali” smo:

53999 · 14!! · 33!! = 220 603 493 609 096 804 010 604 800 000.

Dokaza�emo indukcijom po M da, ako je a2 6 a1 = M , onda je duжina niza4A.5.
najvixe 3M+1

2 . To je taqno za M 6 2. Pretpostavimo da je M > 2 i da
tvr�eǌe vaжi za a1 < M .

(1◦) Ako je M
2 6 a2 6 M , onda je a3 < a2, pa je duжina niza poqev od a2 ne

ve�a od 3a2+1
2 6

3M−2
2 . Ukupna duжina je najvixe 3M−2

2 + 1 < 3M+1
2 .

(2◦) Ako je 2 6 a2 6 M
2 , onda je a4 < a3 6 M−2, pa je duжina niza poqev od

a3 najvixe 3a3+1
2 6

3M−5
2 , a ukupna duжina najvixe 3M−5

2 + 2 < 3M+1
2 .

(3◦) Ako je a2 = 1, dobija se niz M, 1,M−1,M−2, 1,M−3, . . . duжine ⌊ 3M+1
2 ⌋.

Indukcija je zavrxena. Prema tome, kako je a2 6 a1 6 2020 ili a3 6 a2 6

2020, niz ima najvixe ⌊ 3·2020+1
2 ⌋+1 = 3031 qlanova. Ova duжina se dostiжe

za niz
2019, 2020, 1, 2019, 2018, 1, 2017, 2016, 1, . . . , 5, 4, 1, 3, 2, 1, 1.

A B

CD

X

a

b

h1

h2

Ako je AB = a i BC = b, a h1 i h2 redom visine iz1B.1.
temena X u trouglovima XAB i XCD, onda je h1 +
h2 = b i PXAB + PXCD = 1

2ah1+
1
2ah2 = 1

2ab =
1
2PABCD.

Na isti naqin vaжi i PXBC+PXDA = 1
2PABCD. Prema

tome, PXDA = PXAB +PXCD−PXBC = 15+17−16 = 16.
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Kako je zbir prvih pet cifara ne ve�i od 5 · 9 = 45, posledǌa cifra je 61B.2.
ili 8.

Ako je posledǌa cifra 6, jedina mogu�nost je broj 999996.

Ako je posledǌa cifra 8, prvih pet cifara mogu biti qetiri devetke i
sedmica nekim redom (5 mogu�nosti), ili tri devetke i dve osmice (

(
5
2

)
= 10

mogu�nosti).

Prema tome, traжenih brojeva ima 1 + 5 + 10 = 16.

Kako je ∢A = 40◦, imamo ∢LAB = 180◦−∢A
2 = 70◦ = ∢LBA. Prema tome,1B.3.

A

B CL

O7040 60

3070

trougao LAB je jednakokrak i LA = LB, a
kako je tako�e OA = OB, prava LO je sime-
trala duжi AB. Pri tome su trouglovi LOA
i LOB podudarni (tri para jednakih stra-
nica), pa je ∢AOL = ∢BOL = 1

2∢AOB =
∢ACB = 30◦.

Dobijeni sedmocifreni broj, koji leжi izme�u 2 020 000 i 2 020 999, mora1B.4.
da bude deǉiv sa 8 · 9 · 11 = 792. Kako je 2 020 000 = 2550 · 792 + 400, jedini
takav broj je 2551 · 792 = 2 020 392.

Dru ı̄o rexeǌe. Neka je traжeni broj 2020abc. Cifra c mora biti parna. Kriterijumi
deǉivosti sa 9 i 11 daju 9 | 4+a+b+c i 11 | 4+a−b+c. Sledi da je a+b+c ∈
{5, 14, 23} i a−b+c ∈ {−4, 7}. Pritom se brojevi a+b+c i a−b+c razlikuju
za 2b, te moraju imati istu parnost.

Ako je a−b+c = −4, mora biti a+b+c = 14, odakle sledi b = 9 i a + c = 5,
pa je abc ∈ {194, 392, 590}. Proverom nalazimo rexeǌe 2 020 392.

Ako je a−b+c = 7, mora biti a+b+c = 23, odakle sledi b = 8 i a+ c = 15, pa
je abc ∈ {788, 986}. Proverom ne nalazimo nijedno rexeǌe.

Oznaqimo sa a i b redom brojeve radnika u prvoj i drugoj smeni, a sa n1B.5.
broj planiranih dana. Uslov zadatka nam daje jednaqine

6n(a− b) = 240, na = (n+ 2)(a− 5), nb = (n+ 2)(b− 4).

Razvijaǌem druge i tre�e jednaqine dobijamo 2a− 5n− 10 = 2b− 4n− 8 = 0,
tj. a = 5

2 (n+2) i b = 2(n+2), tako da prva jednaqina postaje 240 = 6n· 12 (n+2),
tj. n(n+ 2) = 80. Jedino rexeǌe ove jednaqine u skupu prirodnih brojeva
je n = 8. Sledi da je a = 25 i b = 20, tj. u prvoj smeni ima 25 radnika, a u
drugoj 20.

x

y y=xU prvom i tre�em kvadrantu je xy > 0, pa mnoжe-2B.1.
ǌem sa xy uslov zadatka postaje x < y.

U drugom i qetvrtom kvadrantu je xy < 0, pa
se mnoжeǌem sa xy meǌa znak, tj. uslov zadatka
postaje x > y.

Traжeni skup je prikazan na slici (ose i prava
x = y ne pripadaju skupu).
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Trocifreni brojevi sastavǉeni od cifara a, b i c su abc, acb, bac, bca, cab2B.2.
i cba, a ǌihov zbir je 222(a+ b + c). Jedini broj deǉiv sa 222 izme�u 2700
i 3100 je 222 · 13 = 2886, odakle zakǉuqujemo da je a+ b+ c = 13.

Cifra a ne moжe biti 9 (sledilo bi abc = 922, xto otpada). Ako je a = 8,
mogu�i brojevi abc su 814 i 832. Prema tome, odgovor je 832.

Oznaqimo ∢CAB = α, ∢ABC = β i ∢BCA = γ. Pretpostavimo da trougao2B.3.
ABC nije jednakostraniqan: recimo, α 6= β. Iz tetivnosti qetvorouglova
ABDC i BCEA sledi ∢BDC = 180◦ − α i ∢CEA = 180◦ − β, pa su to dva
razliqita ugla svakog od trouglova BDC, CEA i AFB. Me�utim, ovo je
nemogu�e, jer je (180◦−α) + (180◦−β) > 180◦.

Iz datih jednaqina imamo2B.4.

0 = x2 − y2 + xz − yz = (x− y)(x+ y + z),

0 = xy − x− y + 1 = (x − 1)(y − 1),

0 = x2 − z2 + xy + yz = (x+ z)(x+ y − z).

Druga jednaqina daje x = 1 ili y = 1.

(1◦) Ako je x = y = 1, tre�a jednaqina daje z ∈ {−1, 2}.
(2◦) Ako je y 6= x = 1, iz prve jednaqine je x+ y + z = 0, tj. z = −1− y, xto

zamenom u tre�u daje −y(2 + 2y) = 0, tj. y ∈ {−1, 0}.
(3◦) Ako je x 6= y = 1, iz prve jednaqine opet sledi z = −1−x, xto zamenom

u tre�u daje −(2 + 2x) = 0, tj. x = −1 i z = 0.

Ovako smo dobili pet rexeǌa (x, y, z): (1, 1,−1), (1, 1, 2), (1,−1, 0), (1, 0,−1)
i (−1, 1, 0). Direktno se proverava da su to zaista rexeǌa.

(a) Ako su jedan ili oba broja a i b neparni, broj ab − 5a + 7b �e tako�e2B.5.
biti neparan. Poxto je na tabli samo jedan broj paran, nikada ne�emo
zapisati drugi paran broj, pa tako ni broj 2020.

(b) U stvari, svi novonastali brojevi dava�e ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3.
Zaista, kad god makar jedan od brojeva a i b daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa
3, broj (a+7)(b−5) = ab−5a+7b−35 bi�e deǉiv sa 3, tako da �e ab−5a+7b
davati ostatak 2. Prema tome, ni broj 2019 nije mogu�e dopisati.

Neka je K podnoжje visine iz D u trouglu SAD. Poxto je △SAD ∼= △SAB,3B.1.

A

B

C

D

K

M

N

Staqka K je ujedno i podnoжje visine iz B u
△SAD. Ugao θ izme�u strana SAD i SAB za-
pravo je ∢BKD.

Po uslovu zadatka, ako su M i N redom sre-
dixta ivica AD i BC, trougao SMN je jed-
nakostraniqan, tj. SM = SN = MN = a. Kako
je AM = 1

2a, Pitagorina teorema nam daje SA =
√
5
2 a. Daǉe, povrxina trougla SAD je 1

2SM ·AD = 1
2a

2 = 1
2SA·DK, odakle je

DK = BK = 2√
5
a = 2

√
5

5 a. Kako je BD = a
√
2, ugao θ nalazimo po kosinusnoj

teoremi u △BKD: cos θ = KB2+KD2−BD2

2KB·KD
=

4

5
+ 4

5
−2

2· 4
5

= − 1
4 .
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Prve dve cifre a, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} mogu se odabrati na 5 · 6 = 30 naqina.3B.2.
Me�u xest uzastopnih brojeva ab0, ab1, . . . , ab5 taqno dva su deǉiva sa tri.
Tako�e, taqno dva me�u ǌima (ab0 i ab5) su deǉiva sa pet. Prema tome,
traжenih brojeva deǉivih sa 3, kao i onih deǉivih sa 5, ima po 60.

Kroz taqku O nacrtajmo prave p i q redom paralelne pravim AB i BC. Oz-3B.3.

A B

CD

O

P

a/2

x y

naqimo rastojaǌa taqke P od pravih p i q redom sa x
i y. Tada je x2 + y2 = r2 i

PA2 + PB2 + PC2 + PD2

=
(
(a2+x)2+(a2+y)2

)
+
(
(a2−x)2+(a2+y)2

)

+
(
(a2−x)2+(a2−y)2

)
+
(
(a2+x)2+(a2−y)2

)

= 2a2 + 4x2 + 4y2 = 2a2 + 4r2.

Dru ı̄o rexeǌe. Imamo PA2 =
(−−→
PO+

−→
OA

)2
= PO2+OA2+2

−−→
PO ·−→OA = r2+ 1

2a
2+2

−−→
PO·−→OA.

Sabiraju�i ovu i analogne jednakosti za PB2, PC2 i PD2 nalazimo

PA2 + PB2 + PC2 + PD2 = 4r2 + 2a2 + 2
−−→
PO ·

(

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿~0
−→
OA+

−−→
OB+

−−→
OC+

−−→
OD

)
= 2a2 + 4r2.

Ako uvrstimo (a, b, c, d) = (n, n+3, n+1, n+2) u datu jednaqinu, dobi�emo3B.4.

cos 3x− cos(2n+3)x = 2 sinnx sin(n+3)x

= 2 sin(n+1)x sin(n+2)x = cosx− cos(2n+3)x,

odakle imamo cosx = cos 3x. Kako je 0 = cosx − cos 3x = 2 sinx sin 2x, moжemo
da zakǉuqimo da je x = kπ + π

2 ili x = kπ za neko k ∈ Z.

S druge strane, ako uvrstimo (a, b, c, d) = (n, n+2, n+1, n+3), dobi�emo

cos 2x− cos(2n+2)x = 2 sinnx sin(n+2)x

= 2 sin(n+1)x sin(n+3)x = cos 2x− cos(2n+4)x,

pa imamo i cos(2n+2)x = cos(2n+4)x. Sada x = kπ+ π
2 moжemo da iskǉuqimo,

jer je tada cos(2n+2)x− cos(2n+4)x = 2 sinx sin(2n+3)x = ±2.

Kao jedina mogu�nost ostaje nam x = kπ. To i jeste rexeǌe zadatka, jer je
tada sin ax = sin bx = sin cx = sin dx = 0.

Znamo da n i S(n) daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 9, tj. S(n) = n − 9k3B.5.
za neki ceo broj k. Data jednaqina postaje n(n − 9k − 1) = 2020, pa broj
n(n − 1) = 2020 + 9nk = 1 + 3(673 + 3nk) daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3.
Me�utim, ovo je nemogu�e jer, kada n daje ostatke 0, 1 i 2 pri deǉeǌu sa
3, broj n(n− 1) daje redom ostatke 0, 0 i 2.

Prema tome, jednaqina nema rexeǌa.

Dati skup delimo u qetiri podskupa:4B.1.

{6}, B = {2, 4, 8, 10}, C = {3, 9} i D = {1, 5, 7}.
Traжena preslikavaǌa slikaju 6 u 6, zatim B u B ∪ {6} (xto se moжe
uqiniti na 54 naqina), C u C ∪ {6} (32 naqina) i D bilo gde u A (103

naqina). To ukupno daje 54 · 32 · 103 = 5 625 000 preslikavaǌa.
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A

B

C

D

M

NTrouglovi BAC i DAC su podudarni, pa su ǌihove4B.2.
odgovaraju�e teжixne duжi BM i DM jednake. To
znaqi da je MBD jednakokraki trougao, a MN ǌegova
visina, tj. MN ⊥ BD. Na isti naqin se dokazuje i da
je MN ⊥ AC.

Zapisa�emo jednaqinu u obliku (x− 3) log2 x = −x2 + 4x− 3 = (1− x)(x− 3).4B.3.
Oqigledno je x = 3 jedno rexeǌe. Za x 6= 3 deǉeǌem sa x − 3 dobijamo
log2 x = 1− x, tj.

f(x) = 1, gde je f(x) = x+ log2 x.

Vidimo da je jedno rexeǌe ove jednaqine x = 1. S druge strane, funkcija
f(x) je strogo rastu�a, pa je f(x) > 1 za x > 1 i f(x) < 1 za 0 < x < 1, tako
da drugih rexeǌa nema.

Dakle, jedina rexeǌa su x = 1 i x = 3.

Oznaqimo ∢ACP = α i ∢BCQ = β = 45◦−α. Kako je ∢CQP = 45◦+β = 90◦−α,4B.4.
sinusna teorema u △ACP i △CPQ daje AP

sinα
= CP

sin 45◦ i PQ
sin 45◦ = CP

sin(90◦−α) =
CP
cosα , tj.

AP = CP
sinα

sin 45◦
= PQ

cosα

sin 45◦
· sinα

sin 45◦
= PQ sin 2α.

Na isti naqin dobija se i BQ = PQ sin 2β = PQ cos 2α. Sada se jednakost
AP 2 +QB2 = PQ2 svodi na trivijalnu: sin2 2α+ cos2 2α = 1.

A B

C

D

P Q

45α β

Dru ı̄o rexeǌe. Neka je D taqka simetriqna taqki A u
odnosu na pravu CP . Tada je △CPD ∼= △CPA,
pa je DP = AP . Xtavixe, ∢DCQ = 45◦ −
∢PCD = 45◦ − ∢ACP = ∢QCB. To zajedno sa
CD = CA = CB i CQ = CQ daje △CQD ∼=
△CQB, pa je DQ = BQ.

Najzad, iz ∢PDC = ∢PAC = 45◦ i ∢CDQ = ∢CBQ = 45◦ sledi ∢PDQ = 90◦.
Sada je PQ2 = DP 2 +DQ2 = AP 2 +BQ2.

Iz jednaqine sledi da broj x3 + (x + 1)3 = 2021 + 9y daje ostatak 5 pri4B.5.
deǉeǌu sa 9. Me�utim, kub celog broja pri deǉeǌu sa 9 uvek daje jedan od
ostataka 0, 1 i 8, pa x3 + (x+ 1)3 moжe dati samo ostatke 0, 1, 2, 7, 8. Prema
tome, jednaqina nema rexeǌa.
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DRЖAVNO TAKMIQEǋE – REXEǋA ZADATAKA

Ako je npr. a = b, onda je b+c = c+d, tj. b = d, a odatle c+d = e+a, tj. c = e,1A.1.
ali onda je d+ e = a+ b, tj. e = a, pa je a = b = c = d = e. Istom zakǉuqku
vodilo bi i b = c itd. Zato nadaǉe smatramo da je a 6= b 6= c 6= d 6= e 6= a.

Neka je (bez smaǌeǌa opxtosti) a < b. Ako je b < c, onda je b+c > c+d > d+e,
odakle dobijamo b > d i c > e, ali tada iz b(c+ d) = d(e+ a) < b(c+ a) sledi
d < a. Sada iz a(b + c) = d(e + a) < a(e + b) sledi c < e, xto je kontradik-
cija. Dakle, b > c. Nastavǉaju�i na sliqan naqin, zakǉuqujemo da vaжi
a < b > c < d > e < a > b, a i to je nemogu�e.

Prvi igraq ima pobedniqku strategiju. On u svoja prva dva poteza treba da1A.2.
obezbedi da cifre 3 i 9 budu iskorix�ene. Tada je drugi igraq prinu�en
da u svom posledǌem potezu upotrebi cifru 1 ili 7. Me�utim, prvi moжe
da se svojim tre�im potezom pobrine da i ovako dobijeni brojevi budu
deǉivi sa 3. Dovoǉno je da drugome prepusti broj koji daje ostatak 2
pri deǉeǌu sa 3. Ako je iz svake klase ostataka dostupna bar po jedna
cifra, on to svakako moжe posti�i, a u jedinom preostalom sluqaju, kada
su iskorix�ene qetiri cifre 0, 3, 6, 9, moжe da upotrebi cifru 2.

180− 180

r

60

r

n = 6r
k = 2r
ℓ = 3r

Neka je n = 6r. Traжeni n-tougao ima1A.3.
sve uglove jednake 180◦− 60◦

r
. Poqnimo

od pravilnog 2r-tougla. Kako je ǌe-
gov unutraxǌi ugao jednak 180◦− 180◦

r
,

dovoǉno je na svaku ǌegovu stran-
icu nakalemiti jednakokraki trapez
sa uglom na osnovi 60◦

r
. Jedan ovakav

trapez moжe se sklopiti od tri tro-
ugaona odseqka pravilnog 3r-tougla,
qime je konstrukcija primera gotova.

Dati broj je jednak M = x3+ax2+bx+c, gde je x = 10n+1. Neka je M =1A.4.
(y− 1)y(y+1). Kako je (x−1)x(x+1) < x3 i (x+3)(x+4)(x+5) > x3 +10x2, mora
biti x+ 1 6 y 6 x+ 3. Tada imamo

x(x+1)(x+2) = x3+3x2+2x = 10 . . .030 . . . 0020 . . .000,

(x+1)(x+2)(x+3) = x3+6x2+11x+6 = 10 . . .060 . . . 0110 . . .006 za n > 1,

(x+2)(x+3)(x+4) = x3+9x2+26x+24 = 10 . . .090 . . . 0260 . . .024 za n > 1.

Vidimo da za n > 0 jedino sluqaj y = x+1 daje rexeǌe. Ostaje da ispitamo
n = 0 i tada nalazimo jox jedno rexeǌe: x = 12 i M = 1716.

Prema tome, jedina rexeǌa (n; a, b, c) su (0; 7, 1, 6) i (n; 3, 2, 0) za n > 0.

Ako Maksim odabere taqku P u sredixtu duжi AB, onda koju god taqku Q2A.1.
da Mina odabere, vaжi PPQA + PPQC = PPQB + PPQC = PPBC = 1010. Sada
Maksim moжe uzeti jedno od temena A i C kao taqku R tako da obezbedi
povrxinu PPQR > 505.
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A B

C

P

Q

R

S druge strane, ako je AP = k · AB (0 6 k 6 1), Mina
moжe da odabere taqku Q tako da je PQ ‖ AC. Tada �e
biti PPQR = PPQA = k · PBQA = 2020k(1− k) 6 505 (jer je

k(1− k) 6
(
k+(1−k)

2

)2
= 1

4), nezavisno od izbora taqke R.

Prema tome, odgovor je 505.

Napiximo datu jednakost kao kvadratnu jednaqinu po z: z2− (x+y)z+(x2+2A.2.
xy + 2y2 − 1) = 0. ǋena diskriminanta mora biti nenegativna:

D = (x + y)2 − 4(x2 + xy + 2y2 − 1) > 0, tj. 7y2 + 2xy + (3x2 − 4) 6 0.

U dobijenoj kvadratnoj nejednaqini po y determinanta opet mora biti
nenegativna, pa je 4x2 − 28(3x2 − 4) > 0, tj. 5x2 6 7. Sledi da je x > − 7√

35
.

Pri tome, za x = − 7√
35

vrednosti y = 1√
35

i z = − 3√
35

su jednoznaqno odre-

�ene.

Pretpostavimo da je (pn) jedan takav beskonaqan niz. Brixu�i poqetne2A.3.
qlanove po potrebi, moжemo da smatramo da su svi qlanovi ve�i od 3.

Ako je p1 ≡ ǫ (mod 3) za ǫ = ±1, onda mora biti i p2 = 2p1 − ǫ ≡ ǫ (mod 3) (u
suprotnom je p2 = 2p1 + ǫ ≡ 0 (mod 3)), pa indukcijom sledi pn+1 = 2pn − ǫ i
odatle

pn = 2n−1p1 − (2n−1 − 1)ǫ za sve n ∈ N.

Me�utim, tada za n = p1 po Fermaovoj teoremi vaжi pn ≡ 0 (mod p1), pa je
pn sloжen broj, xto je kontradikcija. Dakle, traжeni niz ne postoji.

N

N

N N

N

N

Xest poǉa a1, b2, b8, h8, g7, g1 zadovoǉavaju2A.4.
uslov zadatka. Zaista, svih 6 poǉa su crna, pa je od
jednog do drugog uvek potreban paran broj poteza,
ali dva poteza ni u jednom paru nisu dovoǉna.

Pretpostavimo da je mogu�e odabrati 7 poǉa. Tada
u bar jednoj polovini table, recimo levoj (kolone
a-d) ima bar 4 poǉa. Podelimo ovu polovinu na
tri grupe poǉa:

(1◦) vrste 1 i 2, (2◦) vrste 3, 6 i 7 i (3◦) vrste 4, 5 i 8.

Unutar jedne grupe, od svakog poǉa do svakog drugog stiжe se u najvixe
tri poteza - jedini izuzetak su poǉa a1 i b2 iz grupe (1◦). Prema tome, oba
ova poǉa moraju biti me�u odabranima. Sliqno, i poǉa a8 i b7 moraju
biti me�u odabranima, ali to je nemogu�e, jer se od poǉa b2 do poǉa b7

moжe sti�i u tri poteza.

Prema tome, odgovor je 6.

Imaginarni deo desne i leve strane date jednaqine je3A.1.

−b = b

1009∑

k=0

(−1)k
(

2020

2k + 1

)

a2019−2kb2k.
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Kako je
(
2020
2k+1

)
= 2020

2k+1

(
2019
2k

)
paran broj za svako k, ova jednakost uzima oblik

−b = 2A · b za neki ceo broj A, pa mora biti b = 0. Sada se jednaqina svodi
na a2020+|a|−a = 22020, odakle je a2020 6 22020, tj. |a| 6 2. Proverom dobijamo
da je jedino rexeǌe z = a = 2.

Oznaqimo sa (x, y) poǉe u x-toj koloni sleva nadesno i y-toj vrsti odozdo3A.2.
nagore. Potez znaqi skok sa poǉa (x, y) na (x+3, y+2) ili (x−2, y−1). Pri
svakom potezu veliqina A = 5y − 3x se uve�ava za 1.

Poǉa (6, 1), (7, 1), (8, 1), (8, 2), (1, 7), (1, 8), (2, 8), (3, 8) su ,,izolovana” - sa ǌih
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7

pauk moжe napraviti najvixe jedan potez. Na os-
tatku table minimalna vrednost A je −11 na poǉu
(7, 2), a maksimalna 29 na poǉu (2, 7), tako da pauk
moжe da napravi najvixe 40 poteza. Ovaj broj pos-
tiжe tako xto poqne sa poǉa (7, 2) i igra proiz-
voǉno sve do poǉa (2, 7).

Dru ı̄o rexeǌe. Oznaqimo poǉe (7, 2) brojem 0, a za n > 0
brojem n oznaqimo sva poǉa do kojih se moжe sti�i s nekog poǉa oznaqenog
brojem n− 1. Dobijamo tablicu kao na slici. U ǌoj se nalazi i osam izo-
lovanih poǉa, a najve�i broj koji se pojavǉuje je 40 na poǉu (2, 7).

Zamenom mesta p i q ako je potrebno, moжemo da smatramo da je p = q+δ > q3A.3.
i (an . . . a0)p = (a0 . . . an)q ± 1, uz (moжda slabiji) uslov n > 2q−1 − 1.

Imamo pn < (an . . . a0)p 6 (a0 . . . an)q + 1 6 qn+1, tj. (p
q
)n < q. S druge strane,

(
p

q

)n

>

(

1+
δ

q

)n

= 1 +
nδ

q
+

(
n

2

)
δ2

q2
+ · · · > 1 +

nδ

q
, odakle je δ <

q2 − q

2q−1 − 1
.

Me�utim, odavde za 2 6 q 6 5 sledi δ = 1, dok se za q > 6 jednostavnom
indukcijom dokazuje da vaжi 2q−1 > q2− q+1, te tada nema rexeǌa: zaista,
ako to vaжi za q, onda je 2q > 2(q2 − q + 1) > q2 + q + 1, tj. vaжi i za q + 1.
Dakle, q 6 5 i p = q + 1.

Preostale sluqajeve ispitujemo ruqno. Za (p, q) = (6, 5) ili (5, 4) imamo
n > 15, odnosno n > 7, xto nije mogu�e, jer je u oba sluqaja (p

q
)n > q. Za

(p, q) = (3, 2) u obzir dolazi samo n = 1, tj. ±1 = (ab)3 − (ba)2 = 2a − b,
odakle je a = b = 1 i m = 4. Najzad, za (p, q) = (4, 3) mora biti n = 3, tj,
±1 = (abcd)4 − (dcba)3 = 63a+13b− 5c− 26d > 63 · 1+ 13 · 0− 5 · 2− 26 · 2 = 1, te
je jedina mogu�nost (a, b, c, d) = (1, 0, 2, 2) i m = 74.

Jedina rexeǌa su m = 4 = (11)3 = (11)2 + 1 i m = 74 = (1022)4 = (2201)3 + 1.

Neka je O centar opisanog kruga k trougla ABC. Poxto je ∢AOB = 2∢ACB3A.4.
= ∢APB, taqke A, B, O i P leжe na istom krugu γ. Taqka O je sredixte
luka APB ovog kruga, pa je PO spoǉaxǌa simetrala ugla APB. Ne uma-
ǌuju�i opxtost, smatra�emo da je P na kra�em luku AO kruga γ.

S druge strane, kako je ∢PaBP + ∢PAPb = 2∢CBP + 2∢PAC = 2(∢APB −
∢ACB) = ∢APB, vaжi APb ‖ BPa. Ako prava PaPb seqe pravu AB u taqki
K, po Talesovoj teoremi imamo AK : KB = APb : BPa = AP : PB, odakle
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A B

C

K

M

N

O
P

Pa

Pb

k

γ

sledi da i K leжi na spoǉaxǌoj
simetrali ugla APB. Dakle, prave
AB, OP i PaPb imaju zajedniqku
taqku K.

Sada potencija taqke K daje KM ·
KN = KA · KB = KP · KO, odakle
sledi da taqke M , N , O i P leжe
na jednom krugu. Pri tome je O sre-
dixte luka MPN , pa je PO spoǉax-
ǌa simetrala ugla MPN . To znaqi da je ∢MPK = ∢OPN , a tako�e je i
∢KPA = ∢BPO, odakle sledi ∢MPA = ∢BPN .

Postoji. Jedna takva funkcija je f(x) = sin x
2 . Zaista, tada je f ′(x) = 1

2 cos
x
2 ,4A.1.

f ′′(x) = − 1
4 sin

x
2 i, uopxte, indukcijom sledi da za svaki ceo broj k > 0 vaжi

f (2k)(x) =
(−1)k

22k
sin

x

2
i f (2k+1)(x) =

(−1)k

22k+1
cos

x

2
,

te je u oba sluqaja |f (n)(x)| 6 1
2n .

Odmah imamo f(1) = 1, a iz uslova zadatka za (m,n) = (2, 1) dobijamo f(2) ∈4A.2.
{1, 4}.
Pretpostavimo prvo da je f(2) = 1. Uslov zadatka za (m,n) = (x, 1) i (m,n) =
(x, 2) daje (x+1)(x+2) | f(x)−1 za sve x ∈ N, pa kako je f(x) 6 x2 < (x+1)(x+2),
mora biti f(x) = 1.

Ostaje sluqaj f(2) = 4. Tada uslov zadatka daje x+1 | f(x)−1 i x+2 | f(x)−4
za sve x ∈ N, pa je f(x)− x2 deǉivo sa (x+1)(x+2), te zbog f(x) 6 x2 sledi
f(x) = x2 za sve x.

Dakle, odgovor su funkcije f(x) ≡ 1 i f(x) ≡ x2.

Dovoǉno je dokazati da su potencije taqaka O1 i O2 u odnosu na opisani4A.3.

A

B

C

D

E

F

K

M

O1 O2

P
Q

R

krug trougla PQR jednake, tj. da je O1P ·
O1Q = O2P · O2R.

Oznaqimo sa K i M redom podnoжja nor-
mala iz taqke E na prave O1D i CD.
Taqke D, K, P i Q leжe na istoj kruж-
nici, pa je O1P ·O1Q = O1K ·O1D. Tako�e,
i taqke D, E, M i K leжe na istoj kruж-
nici, pa je O1K ·O1D = O1M ·O1E. Najzad,
zbog △O1MA ∼ △O1AE je O1M · O1E =
O1A

2. Prema tome, O1P · O1Q = O1A
2.

Analogno vaжi O2P · O2R = O2A
2 = O1A

2, odakle sledi tvr�eǌe.

Poqnimo ispitivaǌem broja magiqnih skupova k duжi s krajevima u taq-4A.4.
kama P1, . . . , P2k na krugu obojenim naizmeniqno crveno i plavo. Oznaqimo
ovaj broj sa ck. Taqka P1 se moжe spojiti samo s nekom taqkom Pj druge
boje, te j mora biti parno: j = 2i (i = 1, 2, . . . , k). Na skupovima taqaka
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{P2, . . . , P2i−1} i {P2i+1, . . . , P2k} ima ci−1, odnosno ck−i magiqnih skupova
duжi. Dobijamo relaciju

ck =
∑k

i=1 ci−1ck−i, uz uslov c1 = 1,

xto je poznata rekurentna relacija za Katalanove brojeve: ck = 1
k+1

(
2k
k

)
.

U naxem sluqaju svaka taqka skupa D = {A1, A2, A2n+1, A2n+2, A4n+1, A4n+2}
moжe biti spojena samo s taqkom druge boje i druge parnosti indeksa,
dakle, s drugom taqkom skupa D. Taqke skupa D se mogu ovako (tj. ,,magiq-
no”) povezati na 5 naqina:

(1◦) ako su to duжi A2A2n+1, A2n+2A4n+1, A4n+2A1, one dele ostalih 6n− 6
taqaka na tri skupa od po 2n − 2 taqaka, te tada ima c3n−1 magiqnih
skupova duжi;

(2◦) ako su to duжi A1A2, A2n+1A2n+2, A4n+1A4n+2, oqigledno ima c3n−3 ma-
giqnih skupova;

(3◦) svaki od preostala tri naqina daje po cn−1c2n−2 magiqnih skupova.

Ukupan broj magiqnih skupova je c3n−3 + 3c2n−2cn−1 + c3n−1.

A B

CD

E

x
x

x

45◦

45◦45◦

45◦

45◦

Trapezi ABCD, ACBE i DEBC su jednakokraki,1B.1.
jer su tetivni. Iz AC ⊥ BD dobijamo 2∢CAB =
∢CAB + ∢ABD = 90◦, tj. ∢CAB = 45◦. Tako�e je
∢ABE = ∢BEC = ∢DEA = 45◦ (uglovi nad jedna-
kim tetivama AE, BC i DA). Daǉe, ako oznaqimo
∢EAB = x, onda je i ∢CED = ∢EDB = x (uglovi
nad jednakim tetivama CD i EB). Sada je zbir
uglova u trouglu ABE jednak 3 · 45◦ + 2x = 180◦,
odakle je x = 22,5◦.

Prema tome, uglovi trougla ABE su ∢A = 22,5◦, ∢B = 45◦ i ∢E = 112,5◦.

Ako je n > 1, svaki od sabiraka je paran, pa je i dati broj paran (i ve�i1B.2.
od 2) i samim tim sloжen.

Ako je n = 1, dati broj je jednak 21! + 2020! + 7, xto je deǉivo sa 7 (i ve�e
od 7) i samim tim sloжen broj.

Neka je d = AC, a h1 i h2 redom visine iz temena B i D u △ACB i △ACD.1B.3.
Tada je PABCD = 1

2d(h1 + h2), pa je stranica traжenog kvadrata a =
√
d · h,

gde je h = h1+h2

2 .

2h
d

h1

h2

A

B

C

D

X Y Z

T

d h

a

Duжinu a lako konstruixemo. Odabe-
rimo taqke X, Y i Z u tom poretku
na pravoj tako da je XY = d i Y Z =
h. Neka normala iz Y na XZ seqe
polukrug nad preqnikom XZ u taqki T .
Tada je Y T =

√
Y X · Y Z = a.

Ispita�emo za koje vrednosti p, q, r, s, t je F = ⊥. Znamo da je (x ⇒ y) = ⊥1B.4.
samo ako je x = ⊤ i y = ⊥. Dakle, mora biti

(
(p ⇒ q) ⇒ t

)
= ⊤ i

(
(r ⇒ t) ⇒

(s ⇒ t)
)
= ⊥. Iz druge jednakosti sledi da je (r ⇒ t) = ⊤ i (s ⇒ t) = ⊥, a
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odatle je opet s = ⊤ i t = ⊥, xto zbog
(
(p ⇒ q) ⇒ t

)
= (r ⇒ t) = ⊤ daje i

(p ⇒ q) = r = ⊥. Najzad, odatle je p = ⊤ i q = ⊥.

Sve u svemu, F = ⊥ samo za (p, q, r, s, t) = (⊤,⊥,⊥,⊤,⊥). Sledi da iskazna
slova q, r i t imaju жeǉenu osobinu, dok je p i s nemaju.

Putaǌa koja zavrxava u krajǌoj desnoj koloni sastoji se od dva poteza1B.5.
nadesno i k 6 5 poteza nagore. Za dato k ovakva putaǌa ima k + 2 poteza
me�u kojima se pozicije dva poteza nagore mogu odabrati na

(
k+2
2

)
naqina.

Ukupnu vrednost A dobijamo sabiraǌem za k = 0, 1, . . . , 5: A =
(
2
2

)
+
(
3
2

)
+
(
4
2

)
+

(
5
2

)
+
(
6
2

)
+
(
7
2

)
= 1+3+6+10+15+21 = 56.

Putaǌa koja zavrxava u krajǌoj gorǌoj vrsti sastoji se od pet poteza
nagore i j 6 2 poteza nadesno. Za dato j ovakva putaǌa ima j + 5 poteza
me�u kojima se pozicije j poteza nadesno mogu odabrati na

(
j+5
j

)
naqina.

Ukupnu vrednost B dobijamo sabiraǌem za j = 0, 1, 2: B =
(
5
0

)
+
(
6
1

)
+
(
7
2

)
=

1+6+21 = 28. Ve�e je A.

Kamion u kome nema slona moжe se odabrati na 4 naqina, a slonovi se mogu2B.1.
rasporediti u preostala tri kamiona na 6 naqina. Ostaje da rasporedimo
ǉude.

(1◦) Ako u jednom kamionu ima troje ǉudi, to mora biti kamion u kome je
Persa. Ovo troje ǉudi mogu se odabrati na

(
6
3

)
= 20 naqina, a ostalo

troje se mogu rasporediti na 6 naqina. To je 20 · 6 = 120 naqina.

(2◦) Ako se u dva kamiona vozi po dvoje ǉudi, jedan od tih kamiona je
Persin, a drugi se bira na 3 naqina. Persini pratioci se mogu
odabrati na

(
6
2

)
= 15 naqina, dvoje putnika u drugom kamionu na

(
4
2

)
= 6 naqina, a preostalo dvoje se mogu rasporediti na dva naqina.

To je ukupno 3 · 15 · 6 · 2 = 540 naqina.

Ukupno ima 4 · 6 · (120 + 540) = 15 840 naqina.

Ako stranice trougla oznaqimo sa a, b i c, imamo2B.2.

a+ b > 2
√
ab > 2

√
2P .

Na isti naqin imamo i a + c > 2
√
2P i b + c > 2

√
2P . Sabiraǌem ove tri

nejednakosti dobijamo 2O = 2(a + b + c) > 6
√
2P , xto kvadriraǌem daje

O2 > 18P .

Naī̄omena. U stvari, vaжi i jaqa nejednakost: O2 > 12
√
3 · P .

Sabiraǌe datih jednaqina daje kvadratnu jednaqinu y2 − (2p− 1)y + p2 = 02B.3.
qija su rexeǌa

y1 =
2p− 1 +

√
1− 4p

2
i y2 =

2p− 1−√
1− 4p

2
.

Da bi ova rexeǌa bila realna, mora biti p 6 1
4 . Xtavixe, iz prve jedna-

qine nalazimo x = 1 ±√
y + 1, xto moжe biti realno samo ako je y1 > −1.

Ovaj uslov se moжe zapisati kao 2p− 1 +
√
1− 4p > −2, tj.

√

1− 4p > −(2p+ 1).
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Ako je p > − 1
2 , ovo je automatski taqno. Ako je p < − 1

2 , kvadriraǌem
dobijamo 1− 4p > (2p+ 1)2, tj. 4p2 + 8p 6 0, odakle je p > −2.

Prema tome, skup traжenih vrednosti p je interval [−2, 14 ].

Pretpostavimo da nikoje tri date duжi ne qine trougao. Neka su date2B.4.
duжi u neopadaju�em poretku a1 6 a2 6 · · · 6 a8. Tada je po pretpostavci
a3 > a1 + a2 > 200, a4 > a2 + a3 > 300, a5 > a3 + a4 > 500, a6 > a4 + a5 > 800,
a7 > a5+a6 > 1300 i a8 > a6+a7 > 2100. Ovo je kontradikcija, qime je dokaz
zavrxen.

Vidimo da su za n > 4 svi sabirci osim drugog (3!) deǉivi sa 4, pa je dati2B.5.
broj paran, a nije deǉiv sa 4, te ne moжe biti kvadrat.

Za n = 3 dati broj je 21! + 2020! + 12 i deǉiv je sa 3, a nije sa 9, pa opet
nije kvadrat.

Za n = 2 dati broj je 21! + 2020! + 8 i deǉiv je sa 8, a nije sa 16, pa ni on
nije kvadrat.

Najzad, za n = 1 dati broj je 21! + 2020! + 7 i deǉiv je sa 7, a nije sa 49, pa
ni on nije kvadrat.

Dati broj se moжe zapisati kao 111(1000x+y) i deǉiv je sa 111 = 3 ·37. Ako3B.1.
je on kvadrat prirodnog broja a, onda je i a deǉivo sa 3 i 37, tj. deǉivo
je sa 111. Me�utim, proverom vrednosti a ∈ {111, 222, . . . , 999} ne nalazimo
nijedno rexeǌe, xto znaqi da rexeǌa nema:

1112= 12321, 2222= 49284, 3332= 110889, 4442= 197136, 5552= 308025,
6662= 443556, 7772= 603729, 8882= 788544, 9992= 998001.

Drugo rexeǌe. Potpun kvadrat se uvek zavrxava jednom od cifara 0, 1, 4, 5, 6, 9.
Cifra y ne moжe biti 0 (broj nula na kraju mora biti paran), ne moжe
biti ni neka od cifara 1, 5, 9 (inaqe bi bio oblika 4k + 3), kao ni cifra
6 (inaqe bi bio oblika 4k + 2). Dakle, mora biti y = 4. Me�utim, nijedan
od brojeva 111444, 222444, . . . , 999444 nije potpun kvadrat, xto se direktno
proverava.

Posmatrajmo neki trougao ABC sastavǉen od jediniqnih trouglova. Sabe-3B.2.

A B

C
rimo brojeve u temenima ovih jediniqnih trouglova.
Rezultat je po uslovu zadatka deǉiv sa 3. Pri tome su:

− brojevi u temenima A, B i C raqunati po jednom;

− ostali brojevi na duжima AB, BC i CA raqunati
po 3 puta;

− brojevi unutar trougla ABC raqunati po 6 puta.

Prema tome, i zbir brojeva samo u temenima A, B i C je deǉiv sa 3.

Oznaqimo sa ~a, ~b i ~c jediniqne vektore duж datih triju pravih, a sa ~v3B.3.
jediniqni vektor duж traжene prave ℓ. Treba da vaжi |~v ·~a| = |~v ·~b| = |~v ·~c|.
To se moжe zapisati kao
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~v · (~a±~b) = ~v · (~a± ~c) = 0

za neki od qetiri izbora znakova ±, xto znaqi da je ℓ zajedniqka normala
na (nekolinearne) vektore ~a±~b i ~a±~c. Kako svaki izbor znakova ± daje po
jednu takvu pravu, postoje taqno 4 traжene prave ℓ.

Oznaqimo x =

√

6 +
√

6 + · · ·
√
6 (2018 korena). Traжena nejednakost se moжe3B.4.

zapisati kao √

3−
√
6 + x√

3− x
>

1√
6
. (∗)

Za poqetak, primetimo da je izraz iz zadatka definisan, jer je

x <

√

6 +

√

6 + · · ·
√

6 +
√
9

︸ ︷︷ ︸

2018

=

√

6 +

√

6 + · · ·
√
9

︸ ︷︷ ︸

2017

= · · · =
√

6 +
√
9 =

√
9 = 3.

Nejednakost(∗) kvadriraǌem i mnoжeǌem sa 3 − x > 0 postaje 3 −
√
6 + x >

1
6 (3− x). Ovo se zamenom t =

√
6 + x svodi na 6(3− t) > 9− t2 = (3− t)(3 + t),

tj. 3 + t < 6, xto je taqno.

Igraq koji zatekne piona na sedmom redu pobe�uje u narednom potezu. To3B.5.
znaqi da gubi igraq koji bude prinu�en da postavi piona na sedmi red, a
to �e biti samo ako su ve� svi pioni u xestom redu. Prema tome, pobednik
je onaj nakon qijeg poteza su svi pioni u xestom redu.

Podelimo pione u qetiri para. Brankina strategija je da, kad god Anka
pomeri piona iz jednog para, ona na isti naqin pomeri i drugog piona iz
tog para. Ovako �e, sve dok ne budu svi pioni u xestom redu, nakon svakog
Ankinog poteza Branka imati svoj. Dakle, pobedi�e Branka.

Dati izraz je jednak4B.1.

sin 10◦ sin 30◦ sin 50◦ sin 70◦ sin 90◦

=
1

2
sin 10◦ sin 50◦ sin 70◦ =

1

4
sin 10◦(cos 20◦ − cos 120◦)

=
1

4
sin 10◦ cos 20◦ +

1

8
sin 10◦ =

1

8
(sin 30◦ − sin 10◦) +

1

8
sin 10◦ =

1

16
,

xto je racionalan broj.

Dru ı̄o rexeǌe. Za svaki od uglova ϕ ∈ {10◦, 50◦,−70◦} vaжi sin 3ϕ = 3 sinϕ−4 sin3 ϕ =
1
2 . Drugim reqima, svaki od brojeva x ∈ {sin 10◦, sin 50◦,− sin 70◦} je rexeǌe
jednaqine

8x3 − 6x+ 1 = 0,

a po Vijetovim formulama proizvod tri rexeǌa ove kubne jednaqine je − 1
8 .

Prema tome, sin 10◦ sin 50◦ sin 70◦ = 1
8 , odakle sledi da je vrednost izraza iz

zadatka 1
16 .

Leva tablica je poznati primer magiqnog kvadrata sa brojevima 1, 2, . . . , 9.4B.2.
Primer za deo (a) dobijamo zamenom ovih brojeva sa a+d, a+2d, . . . a+9d, a
primer za deo (b) zamenom brojevima 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33:

44



4 9 2

3 5 7

8 1 6

(a)

a+4d a+9d a+2d

a+3d a+5d a+7d

a+8d a+d a+6d

(b)

21 33 12

13 22 31

32 11 23

Brojevi x2 + x i y2 + y su parni, pa je broj u prvoj jednakosti neparan, tj.4B.3.
a = 0. Tako�e, x3 − x i y3 − y su deǉivi sa 3, pa broj u drugoj jednakosti
nije deǉiv sa 3, tj. b = 0. Dati sistem se sveo na

{

x2 + y2 + x+ y + 1 = 5c,

x3 + y3 − x− y + 2 = 2c.

Iz prve jednaqine je c > 0, pa je

−3 > 2c − 5c = x3 − x2 − 2x+ y3 − y2 − 2y + 1 = f(x) + f(y) + 1,

gde je f(t) = t(t − 2)(t+ 1). Kako je f(1) = −2 i f(t) > 0 za t > 2, mora biti
f(x) = f(y) = −2, tj. x = y = 1. Tada je c = 1 i (x, y, a, b, c) = (1, 1, 0, 0, 1) je
jedino rexeǌe zadatka.

Trougao oznaqavamo sa ABC, podnoжje visine iz A sa D, a sredixte stran-4B.4.
ice BC sa M . Posmatrajmo taqku A′ simetriqnu taqki A u odnosu na M .
Tada je AD = ha i AA′ = 2ta, a kako je ABA′C paralelogram, vaжi i

α

ha ta

ta

π−α

A

B C

A′

MD

∢ABA′ = ∢ACA′ = 180◦ − α, xto znaqi da taqke B i
C pripadaju kruжnim lukovima nad tetivom AA′ sa
periferijskim uglom 180◦ − α.

Poqnimo konstrukciju crtaǌem trougla ADM u
kome je AD = ha, AM = ta i ∢ADM = 90◦. Zatim
preslikajmo taqku A simetriqno u odnosu na M , do
taqke A′. Sada konstruiximo kruжni luk nad duжi
AA′ kao tetivom i periferijskim uglom 180◦ − α.
U preseku ovog luka sa pravom MD dobijamo taqku C. Najzad, taqku B
nalazimo simetriqno taqki C u odnosu na M .

Rexeǌe postoji pod uslovom da je ta > ha i jedinstveno je do na simetriju.

Primetimo da je p(n) 6 n za sve prirodne brojeve n. Zaista, ako je n =4B.5.
ak . . . a1a0, onda je

p(n) = a0a1 · · · ak 6 10kak 6 n

(jednakost vaжi samo kada je n jednocifren broj). Me�utim, iz 0 6 p(n) =

n2 − 21n− 40 6 n sledi 22 < 21+
√
601

2 6 n 6 11+
√
161 < 24, pa u obzir dolazi

samo n = 23. To zaista jeste rexeǌe.
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