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3anuc o HoBom Camy

Wwmnosanran rpan kyarype u typusma Ha IlysaBy, Ha obOponmuma Ppymre
lNope, HoBu Can u3 romuee y roawHy CBe BUIIE I(BeTa. | pal KOju NPy:Ka PYKE
CBUMAa KOJU KeJle Ha YKUBajy y Pa3HOJIMKOCTH, YMETHOCT! U yJpyamHoctu. [Ipen-
CTaB/ba pacCKpIie HajBAKHUJUX E€BPOICKUX IIyTeBa, APYMCKUX U sKEJIE3HUUKUX,
ITO 3HAYAJHO MNONPUHOCU WHAYCTPUjCKOM, KyJTYPHOM U IPUBPEIHOM DPA3BUTKY
rpanga. arac je, mocisie cBux Hemaha KOje je CTOMYKM MOQHEO, CABPIIEH CIOj UCTO-
puje u OyayhHOCTH, TPAIUIMOHAIHOT U CABPEMEHOr HAYWHA *KUBOTA.

Muoru muamu jbyau Ta 30BY ,,CTYIEHTCKU T'pan’ jep je mociaenmuX MEeIeHu]a
IOCTAO MOIyJaapaH n300p 3a HACTABAK IIKOJIOBAkA U JKUBOTA [TOCJIE CPEIIHe MIKOJIE.
CurypHOo 3aTO HmITO IPYy’ka BeJIrke MOryhnHOCTH Kako 3a u3bop ¢aryaTera, TaKO
U 33 OCTBApEmE MJIAAUX Y MOrIeny MOCHOBHUX mpuinka. OHO yumMe rpaj JaHAC
MOJK€E [a Ce MOXBAJIU jecTe OrPOMAH TYPUCTUYKU MOTEHI]aJl, YHUBEP3UTETCKO
sxapumre ca 10 dparynrera, MEOroOpOjHN IPUBATHU (DAKYJITETU U CTPYUHE IIKOJIE,
KyJTypHe MaHu(pecTanuje Koje MprBiade JbyIe Ca CBUX MepuaujaHa, 0ajKOBUTH
MapPKOBU U KYIAJIUIITA.

Kpernumo onx mcropujcror naciaeba m GorarcrBa Koju ocamkaBajy rpal y Haj-
bomem ceeray, a to cy Hymas m IlerpoBapamuucka tBpbhasa. YupaBo 3ajemHo
4yyHEe HEPACKUAWBY caBpiueny uenwuny. [lerpoBapanuuacka tBpbhasa, cMmemTeHa Ha
xamenuToM 6pny m3Han IlynaBa, jenna je on mHajBehux m HajouyBaHujux TBphaBa
y EBpomnu, rpabena y GapokuoMm BojHOoM ctuiay. Vcmon wme ce Haja3e BOjHE NPO-
cTopuje u Iyravky Xomauim y Jak 4 uusoa (oko 16 kM myskume), usrpabena kaxo
Ou ce BOjCKa 3aIITUTUIA O HENPHUjaTe/ha UM MOLJA O KUBU y muMma. 1BpDhasa je
MO3HATa MO T3B. ,,IUjAHOM caTy‘ urMja MaJia Ka3aJbKa MOKA3yje MUHYTE, a BEJIUKA
care, KaKo Om mabapu u M3gasera Mo JIOIIEM BPEMEHY MOIJIU A3 BUIE KOJUKO je
catu. Car je mokson 3a rpan ox napuite Mapuje Tepesuje. [lanac ce na Tsphasu
onp:kaBajy MHOroOpojue Mauudecranuje kao mro cy ,EXIT“ my3uuku decruBa,
MMO3HAT MUPOM CBETA.

Hajsumu opramum Ayromomue mokpajune BojBomuua cmemTenu cy y 3rpaau
BanoBume kojy momymnapuOo 30BY ,,Mepmepna nemoruna“ m ,,Jlaba ma Ilymasy
jep joj pacany xpacu mepMepHu kameH ca ocrpBa bpau. To je jemna on HajMoHy-
MenTasHUjuX rpabeBuna caBpemenor mnoba, usrpabena 1939. romune.

Hosocabanu ce moceGuHO moHOCEe je3rpoMm rpana koju kpacu Tpr caobome, Ha-
crao y 18. Bery. Y cpemumry ce Hana3u cunomeHuk Cseroszapy Muwuseruhy, a Ha
3amagHoj ctpanu ['pancka kyha ca ymeyaT/buBUM jOHCKUM WM KOPUHTCKUM CTYOOBU-
Ma, Kommja rpancke kyhe y I'pany. Ha cympornoj crpanu I'pancke xkyhe masasu
ce karonaunuka llpkBa mmena Mapwujunor, a Ty je u Xoren ,,BojBomuna“, 3rpana
npBo HaMmeHcku m3rpabena 3a xoresn jom 1854. rommume. Onx Tpra cmobone, Ha
KOM ce Hajuemhe okymsmajy Hosocabamwm, anum m Typuctu, nporexke ce jemHa On
HajCcTApUjUX TPAACKAX yiuna — 3Mmaj JoBuHa yiauna. Memranu cy je HaszuBaau
,MarasuaCcku COKak“ 300T MHOIITBA 3aHATCKUX U TPrOBUHCKUX panmu. Ha kpajy
yJIMIEe HaJIa3u ce OPOH3aHU CIOMEeHUK JoBany JoBamoBuhy 3Majy, medjem meCHUKY.
Jom jemna onm Hajcrapujux yiauna y rpany jecte lyHaBcka yawmna ca mobpo mo-
3HaTuM [lyHaBckuM nmapkoM. Ty ce Hamnasze My3ej Bojsomure u Mcropujcku my3ej.
Y IlyrHaBCKOM mapKy ¥ DAHAC ;KABE MO3HATU CPICKM mecHunu. HoBocabauu cy ce
NOTPYaInIN na ce He 3abopaBe, M3rpaauBIIM cnoMeHuke u oucre bypu Jakmwuhy,
Mupocnasy Autuhy m Bpanry Pamuuesuhy.



Pasnor 360r kor ce kasxke na je Hosu Can npaBu €BpPOICKU KyJITYPHU LEHTAD
jecTe MHCTUTYIM]a Koja je Hajcrapuja ose Bpcre y Cpbuju, a Tto je Cpucko Ha-
ponuo mo3zopumire, ocuoBano 1861. romuue. Taxkobe je 1864. romune u3 Ilemre y
Hosu Can mpememreno cemumre Matuie cpricke, jeiHe Ol Haj3HAYAJHUJUX Ha-
[MOHAJIHUX KyJATypHuX ycranoBa. Tako je HoBu Can mocrao meHTap CpICckKe KyJ-
Type y 18. u 19. Bery, 36or uera ra uvecro Ha3uBajy ,,Cpucka Artuma“. U mo
[aHAC je OCTao jelaH Ol Haj3HAUAjHUJUX HeHTapa Kyiarype He camo CpbOuje Beh
u EBpome, o yemy cBemoum u TO mTO je m3abpan 3a OMIaIUHCKY TPECTOHUILY
Espomne 3a 2019. ronuny n EBponcky nmpecroruny kynarype 3a 2021. ronuny.

O IIpupomao-MaTeMaTUYKOM (GaKyJITETY

Ose romuue IlpupomHo-mMareMaTuyku GaryJITET CIABU IOJA BEKA HOCTOjamba.
TokoMm memecer rommHa pana, jenaH OL HajCTApPUjuX (akryaTeTra Y HUBEP3UTETA
y Hosom Cany je crekao yrien jemme on Bomehux BUCOKOIIKOJCKUX yCTAHOBA
Ha YHUBEP3UTETY y HOTJIENy OCTBAPEHUX pe3yarara y oOpa3oBamy W HAYUHO-
UCTPAKMBAYKOM pamy. 1o Cy yjeaHO M HeroBU OCHOBHM 3aJalyl — Pa3BOj HAYKE,
yHanpebuBame crBapasamrTBa, Te KOHCTAHTAH pal Ha OCUTYDamy KBAJUTETA U
crapmapaa o0pa3oBHOr mporpaMa.

IIpuponno-maremaruukn dakysarer je Beh rommuama, Kao KpequOuiaaH mapT-
Hep, IPUCYTaH y HAIMOHAJHUM, & CBe BUIIE Yy MeDhHyHapOIHUM UCTPAKUBAYUKUM U
uHOBaInoOHUM npojektuma. O rkommereHnuju ucrpaskusada ca [IM®P-a cBemoun u
momartak ma ce Mmeby 30 HajumTUpaHUjUX UCTpaKkUBadva ca Tepuropuje Bojsonune
Hasasu dak 20 npodecopa u capanuuka ca [IM®-a. Ha IIM®-y ce 3ua na mayka
He cMe OuTu 3aTBOpeHa 1 KceHo(poOuuHa m na 6e3 ykmpyumBama y MebhyHapomae
TOKOBE 3acTapeBa M HecTaje. 3aTo je jemaH on OCHOBHUX npuopurera Paryii-
TeTa NPUBJIAYEHE EKCTEPHOT (UHAHCUpAHma KPO3 yUeCTBOBame y MeDhyHapomauMm
IIPOjEeKTUMA, jep Y OBOj YCTAHOBU IOCTOJU CBECT Ha je TO MyT Ka TyTOPOYHOj OIp-
JKMBOCTU U OCUTYpPalbhy BPXYHCKUX HAYYHUX pe3yarara. ¥y HOCIEABUX D TOIUHA
Ha [IM®-y je peamusoBano mpexo 60 mehyHapomumx mpojekara, a TPEHYTHO Ce
uMmInIeMeHETUpa 16.

Mucuja ®axynrera y momeny obpasoBama je Aa CTYAeHTUMa OMOTYyNU Haj-
BUINE akaleMCKe cTapmapzae u obe3benn cTuname HAYYHUX 3HAWHa U 3Bama KOja
Ccy y Ccriamy ca morpebama caBpemeHOr u riaobasHor TpskumTa pama. Ha ITM®-
Yy ce HacTaBa CHPOBOAU Kpo3 Bume ox 50 akpeguTOBaHUX CTYIWUjCKUX IpOTrpaMa.
Csakm je ycarjameH ca peajiHUM TOoTpebama 3a 3all0CIeHeM MIaanX KaldpoBa,
ma je mocaemuuno u guniaoma [IM®-a rapant Oyayher snakmmer 3amomnbaBama y
OKBUDPY CTeueHUX KoMmunereHnuja. Tpeba ucrahu BaxHOCT 0OBOra He caMO 3a OKBUPE
Hame npskaBe. Pan ma IIpuponHo-maremMaTnykoM GaxyITeTy jeé XapMOHU30BAH Ca
CBETCKUM U €BPOICKUM CTAHIAPANMA y HAYIU U 00Pa30Bamy U TUME C€ CBPIICHIM
CTYIEHTHMa OBOT' (pakKyITeTa OTBapajy BpaTa y CBET.

VlcTo Tako, MHTEpHAIIMOHAJIM3AIN]A U [VIODAIHO IOBE3UBALE HUCY BaKHU CaAMO
y HDOMEHY HayJHO-UCTPAKUBAUKOL panaa. JemaH On mMIepaTuBa OOpPa30BHOL CHU-
creMa 21. Bexa je MoOumHOCT by nu, nodapa u uneja. IIM® je yrmyden y eBponcke
U CBETCKE IMpOorpaMe akKaIeMCKe MOOMIHOCTY U pa3MeHe Ha cBuM HuBomMa. Crpa-
Temkn monapskaBajyhu mobmanoct, ®akysareT moamikKe KOMIIETEHIIMje HACTABHUKA
U CTyOeHATa, KOJU CY KOHKYPEHTHU, MYJITUKYJITYPAJIHO OCBEIINEHN ¥ CIOCOOHUju
3a CHAJIAYKEH-€ Y CBe 3aXTEBHUjOj apEHU BUCOKOIIKOJICKOT oOpa3oBama y EBpomn



u cBetry. /IBamecer mpBu Bek je epa 3Hama, MOIyNHOCTM W M3a30Ba, HOCTYIHUX
CBUMa OHHMAa KOjU Cy CIPEMHU na UX IIPUXBATE.

O IlemapTMaHy 3a MaTeMaTUKY Y MHOOPMATUKY

lemapTMaH 3a MaTeMaTHUKy ¥ MH(POPMATHUKY IPEACTAB/bA MOIEPHY BUCOKOO-
Opa30BHY MHCTUTYIXjY KOja MOCTOjU U Aeayje y okBupy IlpuponHo-mareMaTmaror
¢arynrera, Yuusepsurera y Hosom Cany. Coje muoroopojue arrusaoctu Ile-
mapTMaH peaJusyje Kpo3 HaCTaBHU, OOPA30BHU U CTPYYHU IPOIEC C jeIHE CTPAHE,
Ka0 ¥ KPO3 Pa3HOBPCTAH HAYYHO-UCTPAKUBAUKN DAL C APYre CTPAaHe.

Jenan onm OCHOBHUMX nuJ/beBa nemapTMaHa je yHanpebuBame M IPOMOBHCAH:E
MaTeMaTHKe 1 NHPOPMATUKE KA0 HAyUYHUX AUCHUIIMHA. Kpo3 panx ca cTyaeHTuMA
noceOHO ce moacTUYe Pa3BUjarhbe MHUIKUjATUBE U CIIOCOOHOCTU 33 CAMOCTAJIHO pe-
maBame npobiemMa, pa3Brjame CIOCOOHOCTY JIOTUYKOT MUNLBEHA, aJii U IPUMEHA
CTEYEHUX 3HAKA Yy MOIEIUPABLY U PemlaBamhy NPAKTUYHUX IpobiieMa.

HacraBue u Hayune akTuBHOCTU [lemapTMaHa 3a MATEMATHUKY M MHPOPMATUKY
IpaTe eBPOICKE U CBETCKE TPEHAOBE U3 00JaCTU MaTeMaTUKE U UHPOPMATUKE IITO
ce orJyiesia Kpo3 MOepHe 1 (PJIeKCUONIIHE CTY AMjCKe IporpaMe, ajlu U KPO3 aKTUBHO
yuemhe Ilemaprmana y MHOrmM MeDyHAPOITHVMM HIPOjEKTHUMAa M KPO3 YIAHCTBO
y pasHuM peHoOMUpaHuM MeDhyHApOIHUM acolujanujaMa W opranuzanujama. le-
mapTMaH 3a MaTeMaTHKy U UHPOPMATUKY W3BOAU YKYIHO IBAHAECT CTYIUjCKUX
mporpaMa: Tpu OporpaMa OCHOBHUX AKaIEMCKUX CTyIuja (TPOTOMUIIEYU IPOrpa-
Mm Maremaruka m Pauynapcke Hayke, u yerBoporomumsu nporpam Mudopma-
[MOHE TEXHOJIOrHU]je); jelaH IPOrpaM MHTErPUCAHUX aKaAeMCKUAX CTyauja (meroro-
numsy nporpam Macrtep npodecop mareMaTuke), HeT IporpamMa MacTep akalgeM-
ckux cryauja (mBoromumeu nporpamu Marvemaruka, Ilpumemena MaremMaTuka,
Pauynapcke Hayke — Macrtep, jensoroaumsu nporpaMm MEGopManurone TexHoaoru-
je — MacTep, Kao M jeqHOroaumIBu cTyaujcku nporpaMm Applied Mathematics — Da-
ta science, koju ce peasu3yje HA €HIVIECKOM jE3UKY); TPU IPOrpPaMa ITOKTOPCKUX
akameMcKux cryauja (rporomummu nporpamu Maremartuka, JlokTOopcka MmKOIa
maremaTuke u VHpopMaTuKa).

HacraBHunu, acucreHTu, capaiHUIM ¥ CTYIEHTM CBUX HUBOA CTYAWja HAIIET
IlemapTMaHa cy mpu3HATH y MeDhHyHApOIHOj HAYYHO] 3ajeIHUIM M DPABHOIPABHO
y3uMajy ydemhe y pa3HUM €BPOICKAM HAyUYHO-UCTPAKUBAYKUM IPOjEKTUMA.

[Tocebna nmaskma ce mocsehyje pasBojy HAYYHOr TOAMJIATKA M MHTEH3UBAH DAl
ca OynyhuMm ncrpaskuBadynMa — CTYIEHTUMAa HOKTOPCKUX CTyauja. Pam ca miiaamm
UCTPAKMBAYNMA Ce OIBUja KPO3 HAYUYHE CEMUHADE, OPraHU30BakhE JETHUX IIKOJIA
U paguoHWNA 33 JOKTOPAHIE M3 LEeJOr PEerMOHa U IONCTUNAH-€ MJIAIAUX UCTPaKU-
Baya Ha aKTUBHY MeDhyHaponny capanmy u ydenihe Ha MeDyHapomHmM MaTeMa-
TUYKUM KOHTpecuMa. bpojre akTuBHOCTU Ha [lemapTmaHy Be3aHe Cy 3a OPTaHU30-
Bame rocryjynumx mpenaBama eMUHEHTHUX CTPYYHAKA M3 MHOCTPAHCTBA, OPraHU-
30Bame M3y3eTHO nocelleHnX Hay4YHUX KOH(EpeHIMja, CTYyIUjCcKe OOpaBKe HAIINX
UCTPaKMBAYA HA CBETCKUM YHUBEP3UTETUMA, KA0 ¥ PA3B0O] CIENNjaIN30BAHUX JIa-
OopaTopuja U IeHTapa M3BPCHOCTU. [lemapTMaH 3a MaTeMATUKy U UHPOPMATUKY
0Oe3 mmieMe naHAC NPENCTAaBI/bA jeIHY O HAYYHO HAJIPOAYKTUBHUJUX WHCTUTYIV-
ja ma Yuusepsurery y Hosom Camy, a pasHOBpPCHa U IUPOKO PaACIPOCTPAHEHA
capanma ca MHOIOODOJHMM yIJIENHUM HAYYHUIUMA U PDEHOMUPAHUM YHUBEDP3UTE-
TVMa MUPOM CBeTa oMorylhiaBa Jasru HAPeOak U apupMaiujy.
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P RABHA KOMVCUJA

3a TAaKMUUYEHA M3 MaTEMAaTUKE yUEHUKA CPeMbUX MIKOJIA,
mKoJicka roquaa 2018/2019.
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. Matuh np Msan, Bapyx komern, CAII

. Munocasmesuhi Musom, 'umuasuja ,,Cserozap Mapkosuh ¢, Hum
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1. Aro Basor Kpucruna, [IM®, Hosu Can



OINIIMITVHCRKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE
YUEHUKA CPEIILUX IITIKOJIA, 19. 1. 2019.

IIpBu paspen — A kareropuja

1. Hexra cy AAy, BBy u CCy Bucune ANABC, a H meros opronenrap. AKo cy
M u N cpemumita nysxu AAg mu CCy, nokazatu na tauke M, N, By u H nexe Ha
UCTO] KPY KHUIIH.

2. Hahu cBe mapose peasnux OpojeBa a u b TakBe ma 3a cBe peajiHe OpojeBe
T U Y BaXKU jeTHAKOCT

lax + by| + |bx + ay] = (a+ )|z + y].

(3a peasan 6poj t, ca [t| osnauasamo majsehu neo Gpoj xoju Huje Behm ox ¢.)

3. Hokasatu ma ce y mpaBuiasoM ocMmoyriy Ay AsAsAy A5A¢ArAg nujaronase
Ay Ag, A3A7 u A5 Ag ceky y jeIHOj TAUKWU.

4. Hahu cBe mpuponue 6pojeBe n Ttakse na cy n — 4, 2n+ 2 u 4n + 1 nornyHn
KyOOBMU.

5. Y nomynapuoj urpu ,, MunosnoBan“ Ha HekuM nossuma tadie a X b (a,b € N)
HaJla3e Ce MUHE, & Ha CBAKOM IIPEOCTAJIOM IIOJbY je ymucaH OpOj HmeMy CyCeTHHX
[oJba HA KOjuMa cy MUuHE (IO CyCeTHMM MOJbUMA TIOAPA3yMeBaMO I0Jba KOja UMajy
Gap jenno 3ajemauuro teme). Mcnuratu na au moctoje 6pojeBu a u b u pacmopen
MuHa Ha Tabaum a X b takBu na tavysHo 2019 mosma HeMmajy MUHY U Oa je Ha CBUMA
BUMa yOoucaH Opoj:

Ilpyru pa3spen — A kareropuja
1. OgpenuTu MakCUMAaJHYy BPEIHOCT M3Pa3a
|82 — 22 — 3
Ha unTepsaay z € [0, 1].

2. [TocToju nu GeckoHAUYAH HU3 MPUPOIHUX OPOjeBa KOjU Cy CBU MOTILYHU KBa-
ApaT, U CBAKU 4JjIaH TOr Hu3a moues on Tpelier je jemnak 30upy nperxomgHa aBa?

3. Kpy:xuuna je ynucana y jemnaxkokpaku tpamne3 ABC'D u momupyje oCHOBULY
CD y rauku L, a kpake BC u AD y raukama K u M, pemom. Y Ko0joj pasmepu
npasa AL memu my:x MK?

4. OppemuTu cBe KOMIIJIEKCHE OpOjeBe z U w TAaKBE Ha BaKU

|z +2w+wW=2+6i m |w|* + ZwW + 2 = 2 — 4i.



5. HazoBumo xpcmom Tabay cauumeny on yauje jemme Tabie aX 1 u jenne tabdie
1 x b koje nmajy Tauso jenHo 3ajenuuuko nose (a,b € N). Ckyn Hekux mo/ba Takse
TabJe HA3UBAMO N08E3aHa 004GCM AKO CE M3 CBAKOT IOJba y TOM CKYIy MOxke qohum
O cBakKor apyror mosba kpehiyhu ce camo mo cycennunM moJbuMa YHYTAD YOUEHOT
ckyna (IO CyCceIHUM IOJUMA HOAPA3YMEBAMO II0Jba KOja UMAjy 3ajeJHUUKY CTPa-
HULY ). 3a 3a4aT nNpupomaH Opoj n, oapemutu OpOj HAUMHA HA KOje ce OpojeBu

1,2,...,n MOry ymoucaTu y HEKX KPCT €a 1 0Jba (KPCT HUje YHAIpex GUKCUDPAH),
cBaku OpOj y TAUHO je[HOM TOJLY, y3 YCJIOB Ha 3a cBako k, k € {1,2,...,n}, moma
y KojuMa cy ymucanu 6pojesu 1,2,..., &k uuHe moBesany 00JIACT.

Tpehu pa3zpen — A kareropuja

1. Ha jemaoMm on mcedaka mojie MPWKA3aH je Oeo T-oce u rpadura (QyHKITje

(@) tgr +ctgar — 2
r=—-——-
472 —Tx + 3
Koju je To uceuax?
s I s
4 A 1

2. Y NABC raurka D je cpemumre crpanune BC. Taurka P uwa mysxu AD je
takBa na Baxku CP = AB. [lpasa CP ceue nysx AB y tauku Q. lokaszatu: AQ =
PQ.

3. Heka cy k, n u d mpupomau Opojesu. Ozmaummo ca Ay 6poj k-TOpku
(a1,as,...,a) neaux 6pojeBa TAKBUX Aa BAKU

nza =2a=2...2a,=20 umw a+ax+---+ar=d.

Osuaunnmo ca By 6poj k-topru (b1, be, ..., by) HeHeraTUBHUX enuX OGPOjeBa TAKBUX
& BaKU

bi+bas+---+b,<n u by +2by+---+ kb, =d.

Joxra3zaTu:
Aq = Bq = Bpn—a.

4. Jlatu cy pa3auduTu OPpUPOIHU OPOjeBU ai,ds,...,ad100- 3a & = 1,2,...,100,
Opoj b; je mobujen momaBameMm OPOjy a; HajBeher 3aje IHUUKOT HEIUOIA OCTATIUX
99 6pojesa. Komuko najuame melhy GpojeBuma b; Moke OUTU Pa3IUUUTUX !

5.

a) JlokazaTu ma mocToju GECKOHAYHO MHOTO NPUPOAHUX OpojeBa KOju ce He

MOTY TPEACTABUTU Y ODIUKY
"

pl+q

3a Heke IpocTe bpojeBe p, ¢ U 7.



b) IHoka3zaru ga mocroju caMo KOHAYHO MHOTO IPUPOINHUX OpOjeBa KOju ce He
MOT'y IPEACTABUTU Y OOJIUKY

R A SRR s A

3a HEKU Ipuponan opoj i, ¢ > 1, u Heke nmpocTe OpojeBe p1, P2, ..., D;-

YerspTH pa3pen — A kareropuja

1. Y rmerpaenpy ABCD Bucuna u3 temena D manma y ymyrpammoct AABC,
a mmwocan ADAB, ADAC u ADBC 3armnanajy ¢ nmwocau AABC mebycoGuo
noxynapue muenapcke yriose. Axo Bawu P(AABC) = 21, P(ADAB) = 15,
P(ADAC) =13 u P(ADBC) = 14, uspauynaru 3anpemuny rerpaenpa ABCD.

2. Osmauumo Gpoj uudpapa 6poja n y mexamHom 3amnucy ca bre(n). Ha mu mo-
CTOjU peasiHa KOHCTAHTA ¢ TAKBA M& 34 CBAKU IPUPOIAH OpOj N BaKu:

bre(1) + bre(2) + -+ -+ bre(n) <cen 7

3. Y mekoj 3emisut mocroju 101 rpax. CBaka aBa rpana Ccy moBe3aHa HAjBUIIE
jemHOM ayTOOYCKOM JIMHMjOM, IPU YEMY Cy CBe ayToDyCKe JIMHUje jeITHOCMEpPHE.
W3 cBakor rpana msnasm TadvHO 25 JUWHUja M Y CBakM yia3um TadHo 25. /lokazatu
Ia ce U3 CBAKOI rpama Moxke cruhu (y3 mpecemama ako je MOTPeGHO) y CBaKu
APYTHU.

4. Hat je neroyrao ABCDE y xkom Bazku CD = AB + AE. Heka cumerpaia
ABAE ceue BE y tauku P, meka je Q tauka wa C'D Taksa na Baxku CQ = AB, u
vera cy X m Y cpemumra ny:xu BC u DFE, pecuexktusuo. Heka je T tesxumre y

AZ
ANAPQ n vera YT ceue AX y tauku Z. Hahu 7x ¥ ¢yuruuju on AB u AE.

5. Heka cy a, b, ¢, d Hemerarusau peannu OpojeBu 3a Koje Baku a+b+c+d = 1.
O3zraunmo
B B2+ +d?>—bc—cd—db
= 3 .

M

ITokasaTu HEejeTHAKOCT

Va+M+Vb+e+Vd<2.

Ilpeu paspen — B kareropuja

1. Ox mudapa 1,9,0,1,2,0,1,9 tpeba cacraButy yerBOpoundpper Gpoj meruB
ca 3 (cBaky mudpy CMEMO KOPUCTUTU OHOJUKO IIyTa KOJUKO IIyTa j€ HABEAEHA).
Koju je:

a) HajBehwm TakaB Gpoj;

b) uerspru HajBehin Takas Gpoj?
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2. Y wmectry lopwe 3yne mpuawmkom momuca 3019. je duio 3 MyIIKapamna, a

on mux je 90% 6wmmo maabux om 75 rommma, HOK je KO sKEHCKOT CTAHOBHUIITBA,
96% oOwmno maabux on 75 romura. Ha caenehem nomucy 3029. ycTaHOBIBLEHO je ma
ce ykynaH O6poj cranmoBHuka moBehao 3a 300, mok je 6poj ocoba ca 75 u Buie
roguHa OMO MCTHU Kao Ha MPETXOAHOM MOIMCY, aJi Calaa MPeIACTaBba 7% YKyIHOT
CTAHOBHUINITBA. KOJMKO je YKyIHO CTaHOBHUKA MMaJo ['opme 3yle Ha IPeTX0THOM
monucy 30197

3. lla nu mocToju Tpoyrao ca CTpaHWIaMa a, b U ¢ 3a KOje BaKu
a,b,c>2019 u |a]+[b] <|c|] ?

(3a peanan 6poj t, ca [t| osnauasamo Hajsehu neo Gpoj koju muje sehu oxn t.)

4. Ako jenua Gena m ABe pPHE KpaBe MONACY CBY TPaBY HA JIMBAAU 33 5 HeIE/ha,
a Tpu Oesie 1 YeTHpPU LIpPHE KpaBe IONACY CBY TPaBy HAa JUBAIU 3a 2 HeIelbe, 3a
KOJIMKO Helesba Ne CBYy TpaBy Ha JIMBAIU MONACTU jemHa mpHa kpasa? Cmarparu
Ia KpaBe mcTe D0je macy TpaBy MCTOM OpP3MHOM, na je MOYEeTHA KOJIWYWHA TPaBe
Ha JUBAaOM YBEK WCTA, U Ja TpaBa Ha JUBAAX pacTe (UKCHOM OP3UMHOM CBE OO
TPEHYTKa KaJ je CKPO3 IOojeneHa.

5. 3a mpaBOYTaOHUM CTOJIOM je IOCTaBJLEHO OCAM CTOJUIA, YEeTHPU C jenHe
CTpaHe W YeTWPU HaCIpaM BuX ¢ apyre crpaxHe. Ha kosuko Haumua je moryhe
pacmopeauT 0OCMOpPO TpUjaTesba 3a OBUM CTOJIOM, a na nputoM Axna u Dane we
cene jemHo Hacupam apyror, a Becua u ['opan ceze jenno nopen apyror? (IToznaro
je ma cBu mpumjaremu nMajy MehycoBHO pasmmunTa MMeHa.)

Ilpyru pa3spen — B kareropuja
1. Torazatu ma je 6poj
2013 - 2015 - 2017 - 2019 + 16

IIOTIIYH KBaAparT.

2. OgpeanTu CBe BPEOHOCTU PEAJHOr mapamerpa k TakBe na BaKU:

(Vo € R)(ka? — dkx + k* + 2k — 3 > 0).

3. IIea mpBera Bucuue 5 u 10 MeTapa cy Ha jeZHAKOM pacTojamy on banmepe ca
ynumunoMm pacseroMm. OBa mBa ApBeTa mpaBe ceHke myskuue b m 15 merapa. Koauko
je Bucoka bGammepa?

4. OnpenuTu cBe BPEAHOCTU PEANHOr IapaMeTpa @ 3a KOje CUCTEM jeIHaduHA
(z+y)? =12;
22 +y?=2(a+1)

Ma TaYHO ABa pPellema.



5. Y nonynapuoj urpu ,, MunosnoBan“ Ha HekuM nossuma tadie a X b (a,b € N)
HaJla3e Ce MUHE, & Ha CBAKOM IIPEOCTAJIOM IIOJbY je ymucaH OpOj HmeMy CyCeTHHX
[oJba HA KOjUMa Cy MUHE (IO CyCeTHM MOJbUMA TOAPA3yMeBaMO I0Jba KOja UMajy
Gap jenno 3ajemauuro teme). VcmuraTu na au moctoje 6pojeBu a u b u pacmopen
MuHa Ha Tabam a X b takBu ma tavysHo 2019 mosa HeMmajy MUHY U Oa je Ha CBUMA
BUMa yOucaH Opoj:

Tpehu paspen — B kareropuja
1. Hahwu cBe mesne 6pojese n 3a koje Bakn 0 <n < 90 u

sin 80° + sin 50° — sin 20° = V2 sinn°.

2. Ha kpaky AD tpaneza ABCD wuzabpana je tauka M. Ilokazatu ma apyra
3ajeqauuka Tauka N KpyskHUNA onucanux oko NABM u ACDM npunana Kpaky
BC.

3. Heka cy a u b mpupomuu 6pojesu 3a koje Basku H3(a,b) = 10 m H31(a, b+
2) = 12. Uspauynatu
H3(a,2b) + H3(a, 3b).

4. 3a TpaBOYraOHUM CTOJIOM j€ IOCTABJEEHO OCAM CTOJIUNA, YETUPU C jedHe
CTpaHe M YeTWpU HACIpaM Bux ¢ apyre crpane. Ha konmko mauwmua je moryhe
pacmopeauT OCMOPO MpHUjaTesha 33 OBUM CTOJOM, a nda nputoM Axa u Dane cene
jemno macmpam npyror, a Becma u l'opan jemuo mopen mpyror? (Ilosmato je ma
cBu npujaresu nMajy mMmehycobro pazmuunra uMeHa.)

5. Heka cy a, b u ¢ nosutuBau peasnu Gpojesu, a,b,c # 1. Axko Baku
log, 2018 + log,, 2018 = 2log; 2018,
MOKa3aTu:
a) log, 2019 + log, 2019 = 21log, 2019;

b) a? = (ac)oe:’.

Yerspru paspen — B kareropuja

1. Konuko uma 6pojeBa ca 6ap derupu mudpe KOju Cy mesbuBu ca 9 m Mory ce
cacrasutu ox mudapa 1,9,0,1,2,0,1,9 (cBaky undpy cMEMO KOPUCTUTU OHOJIUKO
IyTa KOJIMKO IIyTa je HaBeleHa)?!
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2. OgpeanTu CBe BPEOHOCTU PEAJHOr Mapamerpa m 3a Koje jeTHAUnHA
(m+1)a? —3mz+4m =0
“Ma [BA PA3JIMUNTA PEaHa pellemha Koja cy mpurom oba seha om —1.

3. YerBopoyrao ABCD je uCTOBpEMEHO M TETUBAH U TAHTEHTAH, U IPUTOM 34
werose crpanune Baku AB — CD = BC — AD. Ioka3zatu na je mujaronasa BD
NMPEYHUK KPYKHUIE omucane oko yerBopoyriaa ABCD.

4. OgpenuTu cBe BPEAHOCTU PEAJHOT IapaMeTpa ¢ 3a Koje jeaHadmHa
2% — 3ax? + (20° +5)r —2a® +3 =0
nuMa 3 peajiHA pellelkha KOja UMHE apUTMETUUYKY IIPOTPECU]Y.

5. Osmaunmo 6poj nupapa 6poja n y gexanHoMm 3amucy ca bre(n). Iokaszaru:

bre(1) + bre(2) + - -+ 4+ bre(99...99) = 2019-99...99 —11...11 4+2019.

2019 nyra 2019 nyra 2019 nyra

OKPYKHO TAKMUNYEIBE U3 MATEMATUKE
YUEHUVKA CPEOIBLUX IMTKOJIA, 23. 2. 2019.

IIpBu paspen — A kareropmuja
1. Y ckyny nenux 6pojeBa pENIUTH jeTHAYUUHY

623 + Ty? + 82° = 66677888.

2. Jlat je teruBan neroyrao ABCDFE. Heka cy tauke F', G, H u I cpenumra
nysku BC, CD, DE u EA, pecnektusuo. Heka ce npase FG u HI cery y Tauku
J, ampaBe AC' nu HI y tauku K. Ilokazatu na ce tauka K Hajla3y Ha KPY/KHUIU
onucanoj oko AFCJ.

3. Koauko pemema mMa jeqHavmHa
x —2019{z} = 2019

y ckymy peasnux 6pojesa? (3a peasan 6poj x, ca |x| o3mauaBamo HajBehim meo
6poj roju muje Behu on z, a ca {x} ozmauaBamo Bpemuoct x — |x].)

4. Tatu cy wromBekcHu uyerBopoyriaoBu ABCD u PQRS, npu uyemy TemeHa
ueTrBopoyraa PQRS nexke Ha cTpaHuIiaMa WiIv y YHYTPANIKOCTU UYETBOPOYTJIA
ABCD. Ha nu 36up mujaronana derBopoyria PQRS moske 6utu Behiu on 36upa
nujarouasa yerBopoyriaa ABCD?

5. /Ipa urpava HaM3MEHUYHO ynucyjy jeman ox Opojesa 473, 523, 573, 623, 673,
723, 773, 823 nau 873 y HEKO cJI000AHO MOJbe Tabiauie 3 X 3, Ipu YeMy CBaku Opoj
MOske 6T mckopurnhen camo jeqaoM. [IpuToM npBu urpad y mpBOM ITOTE3y HE CMe
youcaty 6poj y nmenTpastao mome. rpa ce 3aBpimasa kana jegan oo urpava qoouje
36mp 2019 y Oumo KOjoj BPCTU, KOJOHM UM AWjarOHAJNN 4Yhja Cy CBa TPU MOJHA
ONMyHWEeHa, 1 Tana Taj urpad nobebhyje. Yroauko ce mesna Tabauna MOMyHU a HUKO
He ocTBapu Taj 30up, mobenHuk je apyru wurpad. Koju mrpad mva nobemHUYKY
crparerujy?
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Ilpyru pa3spen — A kareropuja
1. Y cryny peajHux OpojeBa PEmIUTU jeTHAUUHY :

sinz — vsinzx 1
cosx — \/cos ’

2. OgpenuTu MakcuMasial Opoj Tavaka y paBHu MeDy Kojuma cBake Tpu duHe
TeMeHa IIPaBOYTJIOT TPOYIJa.

3. Ila nu mocToje nmpupoaun 6pojeBu m u n 3a koje Baku n < 2019 u
am
{—J =|ar| 3acBea=1,2,...,2019 7
n

(3a peanan 6poj z, ca |z| o3nauaBamo Hajsehu neo 6poj koju Huje Behu ox x.)

4. Y cKymny HEHETaTUBHUX pPEaJHUX OpOjeBa PEMUTU CUCTEM jeTHAUNHA:

avb —c = a;
bvc —a =b;
c/a—b

C.

5. Y mKoau ce ogp:kaBajy TakMudema u3 m upeamera. VI3 cBakor mpenmera
ce TakMuun mk y4eHuUKa (MCTU YUEHUK Ce MOKE TAKMUUUTU W3 BUIIE MPEIMETa).
IlokaszaTu ma ce yYEeHWIM MOTY Pa3MeCTUTU y k YUMOHUIIA HA TaKaB HAYUUH Oa Yy
CBAaKOj YYMOHUIIM MOCTOjU Oap MmO jemaH TakMuyap u3 CBAkKOor on mocrojehimx m
npeaMera.

Tpehu pazpem — A kareropuja
T
1. Ba cBe = € {O, 5} JOKA3aTU HEjeTHAKOCT:

cos(sinx) > sin(cos x).

2. Keanparna tabauna ¢gopmara 6 x 6 je monymena 6pojeBuma +1 Ha Takas
HA4YMH [Oa, 33 CBAKO MOJbe Tabiuie, IpOou3BOL OpOjeBa yNUCAHUX y TOM IOJBY U
cBUM BeMy cycennuM nossuMma usuocu 1. (Ilox cycennum mosmsumMa nozpasymMeBaMo
nosma Koja mMajy 6ap jemHo 3ajemmmuro Teme.) JlokazaTu ma je y CBAKOM TIOJLY
Tabaune ynucan 6poj 1.

3. 3a garu ckyn Tadaka y mpoctopy S, ozaauumo ca £(S) Ckyn cBUX Tadyaka y
IPOCTOPY KOje Jieske Ha O6ap jenHoj mpaBoj Kpo3 aBe Ttaure ckyma S. Heka ce ckyn
S cacToju om yeTWpU Tadyke KOje HUCY CBe y mcToj paBHHU. [lokaszatu ma je Opoj
Tavyaka Koje He npunaznajy ckymy £(£(S)) komauan m oxpenutu Taj 6poj.

4. Hahu cBe memapue nmpupoaHe OpojeBe N 3a KOje BasKu

n=2019p(p(...o(n)...).
—_————

10 myTa
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5. 3a mo3uTmBHE peasiHe GpojeBe a, b U ¢ HOKA3aTU HEjeTHAKOCT:
\/a+2b+3c L \/b—|—20+3a L \/c+2a+3b >3
3a+2b+c 3b+2c+a 3c+2a+b

UerBpTH; pa3pen — A kareropuja

1. Y ckyny peasHux OpojeBa PEmUTH jeTHAYNHY:

.232

2z2+2:c—4r4 —
z+1

2. Y rerusuom uerBopoyray ABCD Baxu AB =3, BC =6 u AACD je jenna-
rocrpanuvan. Heka je O menrap onucane Kpy:kHuile oko dyersopoyria ABCD, a
FE upecek mujaronana AC u BD. Uzpauynatu £ DOE.

3. Heka je A ckyn npupoanux 6pojeBa Takas Ja CBU OpojeBu Mamu o1 256, Kao
U CBU CTENEHW ABOjKe, Hpunanajy ckyny A (mpeocrasu npupomau 6pojeBu MOry
a He Mopajy mpunanaru ckymy A). [locmarpajMo cana GeCKOHAYAH HU3 KOJU CE
nobuja ako cBe Opojese u3 cKyna A mpeTBOpMMO y OMHADHU 34IUC U UCTIUAMIEMO UX
jeman m3a npyror y pacryhem moperky. Jlokazatu ma y oBOM GECKOHAUYHOM HU3Y
nocroju 2019 y3acronmrux mudapa on kojux je tauno 1000 jemuuuma.

4. ITara je mupepennujabunna ¢pyurnuja f : R — R roja uma Gap aBe pasiau-
uyure peanne uHyise. Jlokazatu na pyurmmja 2019f(z) + f/(z) nma 6ap jemmy peanmy
HYJIY.

5. Ha ckyny npupomuux OpojeBa Behux on 9 mepunumemo ¢ysrmujy [ Ha
caenehn Haumu: aKo je €1Cz...C5 (§ = 2) merannu 3amuc Opoja m, tana je f(n)
IpuponaH 6poj Koju ce mobuja 3aMeHOM CBUX IOojaBa Iudpe c¢; y 6pojy n nuppom
€2, ¥ 3aMEHOM CBUX INOjaBa mudpe co y Opojy n mudpoMm c1; YKOIUKO C€ HAKOH
oBe omnepanuje nojasu Boxeha myna y pesyaryjyhem 6pojy, ona ce 6Gpume. (Ha
npumep, f(2375342) = 3275243 u f(502305) = 52350.) Hahu cse npuponse Gpojese

n

KOjU Ce MOI'Y jaBUTU KaO BPENHOCT M3Pa3a m
n

IIpBu pa3spen — b kareropuja
1. Ogpemuru ckymosBe A u B 3a koje Basku ciaenehux mer ocobuna:

e AUB=1{1,2,3,4,5,6};

2¢€ A\ B;

3e B\ 4;

AN{4,5,6} = o;

Bn{l} =2.
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2. Bermen xohe ma npoBanan mmudppy Ensapma Hurme. Hbemy je mosmarto
na mmdpa DpencraBba HEKy nepMmyTanujy cioBa y m3pa3dy TRICKORTREAT, m na
Cy TPUTOM NPBO U MOCIEIHE CIOBO mMUpEe jeaHaKu. KOIMKO YKYIHO HOCTOjU
moryhHaoctu 3a TakBy mudpy?

3. Y rmerusuoMm uerBopoyriy ABCD Baxu LADB = 50° u £CDB = 60°. Ha
npasoj AC je omabpana tauka M 3a xojy Bawu LAMB = 70°. Ila au ce tauka M
waJsiasu usmeby tavaka A u C, wiau je ussan aysxu AC?

4. Jlloxazatu na je 6poj 102°19 — 9991 nemus ca 81.

5. N3 jemnor TeMeHa OmTPOYTJIOr TPOYIJa HOBYYEHA je BUCUHA, U3 APYTOT
TEKUIIHA OY:K, a 13 Tpeher cuMerpasia yHyTPAIIbLEr yria. 1e Tpu mpaBe UMajy
Tpu npeceuyne rtauke. J/lokazaTrm ma Tpoyrao KOME Cy Te€ TadyKe TEeMEHa He MOKe
OUTH jemHAKOCTPAHUYAH.

Ipyru pa3spen — B kareropuja
1. Y ckymy peaJyHUX OpojeBa PEIINTU jeTHAUNHY:

5x n Tx _q
224+3c+6 2+Tr+6

2. Y xomBerkcuoMm uyerBopoyray ABCD Baxu AB = BC = CD, a werose au-
jarouaie ce cexy y tauku O. Axo Baxu 24 AOD = {BAD + £CDA, nokasatu na
je ABCD powm0.

3. Tpu momahwune 3oka, Joka u [loka cy ma mujanu mobuiae 9 3aTBOpeHUX GOIA
C MJIEKOM, 1 y BUMa je, pemoM: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 u 26 mermunurapa MIEKa.
Ha kosmko Haumna oHe Mory momenuTu oBe Gome m3meby cebe (6e3 orBapama
foma), a ma mpu TOMe CBaka nobuje mcty 6poj Gouma u UCTy KOJUYUHY MIiera?

4. Y cryny peanHux OpojeBa PEIIUTHU jeTHAUUHY:

Jr+24+3x+1=z—3.

5. Heka je a nmpuponaun 6poj koju nma 2019 mudapa u gemus je ca 9. Heka je b
30up nudapa Opoja a, Heka je ¢ 36up mudapa 6poja b, u Hexa je d 30up nupapa
opoja c. Oapemnutu 6poj d.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Uspauynaru:

2
arcctg b + arctg 3

(Pememe npukasatu y 0GIUKY €KCIUIUIUTHE OPOjeBHE BPEIHOCTU U3PAKEHE y CTe-
[NEHUMa WM DaAnjaHuMa. )

2. Hahu cBe tpojre (p,q,r) npoctux GpojeBa 3a Koje BaKu

p? — qr = 2500.
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3. Pemury Hejennavummy:
22— 22 +3< V4 — 22,

4. Y rouBercHoM uerBopoyray ABCD mysu kKoje crnajajy cpeauinTa HACIPaM-
HUX MBUIA MMajy ay:kuHe 2 u 3 u MehycobHo 3akmnanajy yrao ox 45°. Mspauynaru
noBpiuHy dyerBopoyriaa ABCD.

5. Y cBakKOM TEMEHY IPABUJHOL N-TOYyTJa je ynucan O0poj 1 mnu —1, npu yemy
HUCYy cBUX N OpojeBa jemuaku. [IpousBonx 6pojeBa ynucaHux y Ma Koja 3 y3aCTOMHA
temena uzHocu —1. OppenuTy 30up CBUX ymnucaHux OpojeBa 3a:

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

1. Y omrpoyraom AABC yraosu kon temena A, B u C o3nauenu cy ca «, 3
u v, peaoM. AKO BaxKu
4sina+5cos 8 =6

5sin 8+ 4cosa = 5,
OZIpeIUTH 7.

2. Heka je D ckyn cBux peaJyHuX OpojeBa 3a Koje je m3pa3l

lo <CO )
S .
g2 \/5

nepurucan. O3HAUNMO
A = min 2019 — z?|.
zeD
Iokazatu na je A mpuponan 6poj u ma je mpocT.

3. Ila su mocToju HIpUPOJAH OpOj M 3a KOjU BAKU

361 | n®+4n—15 7

4. Y mecry Home 3yme cBaku TemedoHCKH OpOj nMa et mupapa Koje cy mope-
bare y crporo pacryhem nim cTporo onanajyheM noperky, ¥ IpUTOM IpBa udpa
uuje 0. Konnko MakcuMaaHo TejeOHCKUX OpPOjeBa MOKE MOCTOjaTH Y TOM MECTY 7

5. Ilar je mapamnenorpam ABCD ca omrpum yriom kox remena A. Ha npasuma
AB u BC' cy youene, penoM, Tauke L u K pasznuuure ox Tauke B, TakBe na BasKu
KA=AB u LC = CB. Ioraszaru na je neroyrao AKLCD rerusamn.
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P KABHO TAKMMWYEILE I3 MATEMATHVRE YUEHUEKA
CPEOILUX IIKOJIA, 16. 3. 2019.

IIpBu paspen — A kareropuja
1. [laT je moamnHOM
P(x)=anz™ + -+ a1z + ag

ca nenobpojuuM rkoedunujenTrMa. Ako mosuHoM P uma nse paszanumre 1esr006poj-
He HyJle KOje HUCY MO3UTUBHE (M MOKIA jOUI HyJia OCUM OBe NBE€) U IPUTOM BasKU
P(1) = 2, norazatu:

a) ag = 0;

b) D s @i = Doy i

2. Y AABC raure O u [ mpencrapipajy UeHTAp ONUCAHE U YINCAHE KPYKHUIE,
pemom. Heka je O; nenrpamHocuMerpuyna ciauka tavke O y OTHOCY HA Taury I,
u Heka je I meHTpasHOCHMMeTpUUHA cauka Tavke | y omaocy Ha Ttaurky O. Aro O
JIeKM HA BUCUHM U3 TeMeHa A a [1 ey Ha BUCUHU U3 TeMeHa B, mokaszartu ma je
AABC jemHakoCTpaHUYAH.

3. IlokasaTu mga mOCTOju OECKOHAYHO MHOIO IapOBa PAa3IUMYUTUX IPUPOTHUX
6pojesa (m,n) TakBux ma je 36up cBUX memuiana 6poja m? jemHak 36Upy CBUX
nmenunana 6poja n2.

4. Csaka Tauka mpocropa je obojeHa jemmom on Tpu 6oje. lokazaru ma ce
MO}e onmabparu jenHa onx Te Tpu OOje TakBa [nga, 3a CBAKM IO3UTWBAH peajiaH
Opoj 7, mOCTOju TPOyrao HOBPIIMHE T YKja Cy CBa TPU TeMeHa obojeHa n3adpaHoM
bojom.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja
1. [laT je moamnHOM
P(z) = 2”9 + 20182%°'7 + 2016z + 2015.

Hahwu cBe mesne 6pojeBe n Takse na

P(n) | P(P(n) + 1).

2. IMat je n-enementan ckyn X. Heka cy Y7,Ys, ..., Y, pazauunty noackynoBu
ckyna X TakBM Ia 3a cBe {,j, ¢ # j, Baxu |Y; NY;| < 2. Oppenntn MakCHMAaIHy
moryhy Bpemnoct 6poja k.

3. Har je TeruBHu uyerBopoyrao ABCD. Hera je E cpemumre aujaronaJie
AC. Heka ce mopmana u3z D ua OjnepoBy npasy 3a AABC u mopmasia u3 B Ha
Ojneposy mpaBy 3a AADC cery y tauku F. Heka je G Tauka Ha nysxku FF Taksa
na Baxku GF = 2GFE. Hokazatu: GB = GD.
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4. Hexka je p npocr 6poj obunuka 4t + 1. Heka cy (a1,b1), (az,b2), ..., (ak,br) cBu

ypebenu naposu npuponnux 6pojesa (a,b) 3a koje Basku a < b < b up|a®+bv>
Ilorazaru:

by +bo+--+bp =2(ar +as+ -+ ag).

Tpehu pa3penm — A kareropuja
1. Hu3s (zp,)nen meduuucan je ca 1 = 16, xo = 3, 3 = 2019 u, 3a n € N,

1
Tp — 5 38 Tntl,Tn+2 7& Oa
anrS = xn+1$n+2

0, UHaYe.

HoxrazaTu na nocroju npuponas 6poj n 3a Koju Baku x, = 0, 1 OApeIUTH HAjMambe
TaKBO 7N.

2. Hahwu cee 6ap uerBOopoumdppene npuponre 6pojeBe m 3a kKoje mocroju b €
{1,2,...,9} ca cmemehiom ocobunom: ykommko b ymumemo m3meby Guno koje nse
nmudpe 6poja m, UM JONUIIEMO Ha IOUYeTaK MM Kpaj Opoja m, Tako nobujeH 6poj
j€e YBEK TOTILYH KBaIPAT.

3. Ha crpanunama AB, BC, CD u DA napanenorpama ABCD nate cy, penowm,

tauke P,Q, R, S, pa3nuuure on temena, takse na je PQRS npaBoyraonuk u PQ >
PS. 11 PR o AB
. Horazatm: —— > ——.
HASATE pg 7 AD

4. llar je xBagpar ABCD. Pa3spexemo xBagpar ABCD wua yerupu momxynap-
Ha KBanpaTa (10 Ay:KUMa KOje HACTA]y CIajameM CPEeIUINTa HACIDAMHUX WUBUIA).
ITorom omabepumo jemasH o4 TAKO HACTAIUX KBAAPATA U PA3PEKEMO ra HA dUe-
TUpM HoxyJapHa KBanpara. 1lorom omabepumo jeman on (yKyHHO cexaMm) Tako
HaCTaJUX KBaJApaTa X Pa3pekeMo ra Ha YeTWpPU NOAyJapHa kKBanpara. HazoBu-
MO k6a0-n00esoM KOJIEKIU]y KBaIpaTra Koja ce nobuja MOHABJ/LAIHEM OBOT IOCTYII-
Ka KOHauaH O6poj myra. JlBa KBagpara y KBAIA-NIONEIU Cy CYcedHa AKO CTPAHUIA
jemHOr om BUX canpsku crTpamury apyror (moryhie je m ma ce cTpaHWIE IOKJIA-
najy). Kaskemo ma je kBan-mozmena 6aaarcupana akKO je KOIUYHUK CTPAHUANA CBAKA

1
IBa CycenHa KBaOpaTa jemHak 1, 2 uiau 3 Onpenutu HajMawmu npuponan 6poj k

TakaB Oa KBaJIpaTe CBake DajaHCUpaHe KBaA-TOaese MO:keMo obojutum ca k Goja
a J1a IPUTOM OBa CyCeIHa KBaApaTa yBek Oymay o0ojeH:M pazamuutuM Gojama.

YerBpTH pa3pen — A Kareropuja

1. Hat je omrpoyrau NAABC. Heka cy AAg, BBy u CCy merose Bucune, Aj,
By u Cy cpemumrra crpanuna BC, AC u AB, pecnexktuBuo, a O IeHTAp ONUCAHE
kpyskuune. Jorazatu na je obum AAygByCy mawu ox 2(0A; + OB; + OCh).

2. Hat je mpupoman 6poj n. OgpeauTy KOJUKO IOCTOjU KOHAYHUX HU30BA
(a1,a2,...,a;) (rme t € N nHuje ymampen ¢uxcupano) koju uciymasajy ciaezneha
TPpU yCJIOBA:
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e aj,ag,...,a; € {1,2,...,n};
e 3acse j, 1 <j<t—1, Baxu aj < ajqpq + 1;

e He mocToje j m k, 1 < j <k <t—1, 3a Koje BaXN ar < @ = Gp41-

3. 3a mpupoman 6poj n 03HAYMMO ca T, OpPOj KOju ce mobuje y3aCTOMHUM
3aIUCUBABLEM CBUX HPUPOIHUX OpojeBa on 1 no n jeman m3a Apyror (HOpP. XTi4 =
1234567891011121314). Osunaummo ca f(n) ocrarak npu nesmemy Opoja z, ca 11.
Ia au mocrtoje mpupomau O6pojeBu t U ng TakBU Aa 3a cBe n € N, n > ng, BaKHU

fint1t) = f(n)?

4. Hahwu cse dpynrmuje f : Rt — RT TaxBe ma 3a cBe HO3UTUBHE peasHe OpojeBe
T U Y BaEN

f@)+ fy) = (F(f (@) + F(f () f(zy),

¥ Ja IPUTOM CaMO KOHAYHO MHOIO CJIMKA U3 KOoJOMeHa uma Bume (Tj. 6ap 2)
OPUTHUHAJIA.

IIpBu pa3pen — b kareropuja
1. ara cy cnemeha Tpu mckasa 0 IpUPOAHOM OPOjy n:
® aKO je n IeJbUB ca 3, OHIA je IapaH;
e 1 je mebuB ca O W HelapaH je;
® 1 HUje NEeJbUB Ca 3 WU N HUje NEeJbUB ca b.

O npeauTu Koje CBe OCTaTKe Npu Aeibeny ca 30 MOry MMaTy OHU IIPUPOAHU OpOojeBu
n 3a KOje Cy TayHa NBa O HaBedeHA TPU MCKa3a, a jenaH HeTadaH.

2. Ilar je AABC. Ha crpanunama AC u BC cy onmabpame tauke M u N,
pemom, taksBe ma Baxku AM = BN. Kpyskuune omucane oko AANC u ABMC
ceky ce jom y tauku P (mopen taure C). Ilorasaru ma je mpasa C'P cumerpana
yrua kon temena C.

3. 3a mpuponan Opoj n KaxkeMo na je 3200an aKO mUPpe Koje yUecTBY]y Y
HBErOBOM 3allCy MOYKEMO Pa3duTu Ha gBe IPyIle TakBe Oa Cy 30MpoBU nudapa y
trM rpynama mebycobuo jennaku (Hnp. 6poj 121 jecte sromam jep y jemHy rpymy
MOMKEMO CTABUTU [BE jeIUHUIlEe a y APYyry nu¢py 2, u taga Baxu 1 4+ 1 = 2; 6poj
2019 mmje sroman jep he, npm Ma kakBOM pa3bujamy, rpyna y kojoj je uudpa 9
nvaTty Behin 36up mero mpyra rpyma).

a) Ogpemuty HajMamu OpupozaH Gpoj n TakaB ma cy oba Gpoja n u n + 1
300 IHU.

b) Ila am mocroje TP y3acTONHA NPUPOAHA Opoja KOjU Cy CBU 3rOTHUT!
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4. IMara je ¢pysEITja
axr + 2

3z —1
a

fz) =

Onpemutu cBe Moryhie BpeAHOCTH PEANHOr mapaMeTpa ¢ TAKBE A4 34 CBE PEaJHe
BpemHOCTH % 3a Koje je f(x) medpummmcano Bakum na je u f(f(z)) medpunucano u

f(f(z)) ==

5. Jlara je kBagparHa pemetka 4 X 4 caunmerna on 16 Tayaka (BUIETH CIUKY ).
Konuko mma npasoyraonuka ca temenuma y osuM tadkama? (Keampare takobe
CMaTpaMO CIEHUjAJHAM CJIydajeBAMa IpPaBOYTaOHUKA. )

Ilpyru pa3spen — b kareropuja

1. Koju 6poj je Behu,
log;2019 wmmm 4+ 4/log; 18171 7

2. Ama Ha mmjanu npouaje mmuTe.

e [IpBor cara je mpomaja 4eTBPTUHY OpoOja CBUX MU3HETUX MUTA U jOUI jeIHY
YETBPTUHY NUTE.

e JIpyror cara je npoJaJja NeTUHY OPOja NIPEOCTAINX IUTA U jOII jeAHY IEeTUHY
nure.

e Tpeher cara je mpomasa 4yeTBpTUHY Opoja IPeOCTAJIMX NUTA U jOUI jeNHY
YETBPTUHY NUTE.

e UeTBpTOr cara je mpomasia YeTBPTUHY OpoOja MPeoCcTaJ X MUTA U jOII jeIdHy
YETBPTUHY NUTE.

e [leTor cara je mponaJsia meTuHy OpOja IPEOCTAIUX NUTA U jOUI jeIHY HEeTUHY
nuTe.

Ako ce 3ua ma je Ama ca cobom monesna 1meo Opoj mUTa, Kao U Ia je Y TOKY CBAKOT
cara Aua mponaJa 1eo Opoj muTa, OOPEaUTU KOjU je HajMamu Moryh O6poj mura
KOju je AHa MOrja IOHETU Ha MUjally.

3. Pemuru Hejennaunny:

2 + 4z + 6 < 5(x + 6).
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4. Y yuyrpammoctu NAABC y koM Basku { BAC = 60° u L ABC = 20° youena
je Tauka @ 3a kojy je ucnymeno £LQAB = 20° u £QCB = 30°. [loka3zaTu ga Tauvka
Q mpunana cumerpaau £ ABC.

5. Y mecty Cpenme 3yue cBaku TeiaedoHCKu Opoj mMma meT mudapa kKoje cy
nopebane y Hepactyhem unn Heonanajyhiem moperky, U IpuToM OpBa nudpa Huje
0. Konuko MakcuMaJsiHO TeaeGOHCKUX OpojeBa MOKE MOCTOjaTH Y TOM MECTY !

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Hahwu 306up cBux tpomudppenux OpojeBa KOju y CBOM HEKATHOM 3aIlUCy
canps;ke caMo HemapHe mudpe.

2. Pemutu jennaumny
(n4 —on? + 19)n3+14n2+33n -1

y CKymy mneaux Opojesa.

3. Y 3aBHCHOCTH OJ PeasHOr mapameTrpa k, OIPeAnTH KOJUKO pemema (T, Yy, 2)
Yy CKyIly peaJHUX OpojeBa mMMa jeTHAYNHA

Va2 — 6xz 462 +922 — 1824+ 9+ |22 + ky — 2 + 2| + (z + 2y + kz — 1)20199316 —

4. Y IlekapTOBOM KOOpIUHATHOM cucteMy cy mare Tauke O(0,0), A(0,1), B(2,0)
n C(4,0). Hahwu cBe morylie koopanuare tauke M TakBe na Basku

LOMA=4CMB n AMAO =4LMBC.

5. [lokaszaTu ma je 3a cBaKM IpUpPOIaH Opoj m, n > 3, nuppa meceruna Opoja
3" mapHa.

Yerspru paspen — B kareropuja
1. Konmko mMa KOMIIJIEKCHUX OpoOjeBa 2z 3a KOje BayKu

22009 (1 1)2019 _ 1 7

2. la gu 6poj obauka
200...0019,

rje HyJla UMa IPOU3BOJLHO MHOIO aju 0ap naBe, Moske OuTu mempuB ca 20197

3. Y jemmom rpany skuBe UCTHMHOMLYTIN (KOjU yBEK TOBODE WCTUHY), JA:KOBU
(rkoju yBer nay) m HopMadmu (KOju HEKaka JakKy & HeKala roBOpe MCTUHY). Y
CYIHULIU CY CE€ 3aTEKJIM TY/XKUJIAL, OpAHWIALl U ONTY/KEHM, IPU YeMy je IO3HATO
na je mehy muma jeman uctuHosmmyOal, jeJaH JaxKoB U jedaH HopMaJal (aJaud Huje
mo3HaTO KO je kK0). [Ipurom cyq uma mokase ma je 3J0YMH HOYMHUO UJIU ONTYKEHMU,
WU TYKUJIAIl, UIX OpaHuUiIall, ¥ Takohe je mo3HaTo mJa 0coba Koja je MOUYMHUIA
3JI04YMH Huje jJa:xkoB. Ibux Tpojuna cy uzjaBunu cienehe:
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e Onry:xenu: ,,Ja cam HeBuH. “
e DGpanwmnam: ,,OnryskeHu je HEeBUH.
o Tywxunam: ,,OnryskeHu je Kpus. ¢

Kako cyn HEuje ycmeo ma moHece mpecyay, MO3BAH je MHCIEKTOD W3 APYLOr rpama.
OH je omnyumo ma he paspemwTu He caMO KO je KpuB, Hero u kKo je (om Tpu
aKTepa) MCTUHOMYOAI, KO Ja:KOB, a KO HOpMmaJan. Hajupe je murao caenmehe:
» Ty:Kuroue, jecre nu KpuBM 3a 0Baj 3imoumn’ ¢ Ty:Kumal je oAroBOpuo, HAKOH Yera
WHCIEKTOD U Aajhe HUje MMao CBe KeJbeHe MH(opMaIluje, ma je MOCTABUO IPYIo
nmuTame: ,bpanuode, ma U je Ty:KUIJIAIl KPUB 3a oBaj 3ioumH?!“ Dpanmmarn je
OATrOBOPMO, U TO jé MHCIEKTOPY OWJIO MOBOJFHO A CA3HA CBE IITO I'a j€ 3aHUMAJIO.
OapemuTu KO je KPUB 3a MOUMELEHU 3JI0YUMH, KA0 W KO je MCTUHOJbYOall, KO JIaKOB
a KO HOpMaJiall.

4. Har je Hu3 (a,)52; mepuHUCAH Ca

a, = sin®> mv/n? + n.

Onpemutn
lim a,.
n—oo
5. [la nmu mocToju yeTBOpPOyrao Koju mMma ciaenehy ocobmHY: YKOIUKO ObpumiIe-
MO Ma KOjé HeroBO TeMe, yMeCTO OOPUCAHOT TEMEHa YBEK MOMKEMO 01abpaTu HeKYy
APYry TAUKy Yy PABHU U HA Taj HAUUH JOOUTU YEeTBOPOYIrao IMOLyAapaH MOJIA3HOM?
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PEIMTEIHA 3AIJATARKA CA OIIIITVMHCROI' TAKMMYEIHLA N3
MATEMATHUARE YYJEHUKA CPEIILUX IITKOJIA, 19. 1. 2019.

IIpBu paspen — A kareropuja

1. Heka je K cpemumre crpanune AC. Tanma je KN
cpemma muanja y AAC,C, na sazu KN || AC,, Tj.
£LKNH = 90°. Aunasnorao nobujamo L KM H = 90°, a 3ua-
Mo u AKByH = 90°. Ilakae, KpysKHUIA HAJ TPEYHUKOM
KH nponaszu kpo3 tauke N, M u By, uume je TBpheme
MOKa3aHO.

2. 3a y = —, HOCTABJLEHN YCJIOB ce cBoau Ha |(a —
b)x] + [(b — a)z] = 0. Yronuko 6u 6pojesu a m b Guian
PA3JMYUTH, OBO HE OU GUJIO UCTIYH-CHO HIP. 3a T =

o)
(tana 6u Basuno |(a —b)z] + [(b—a)z] = |1] + [-1] = Om 2019 1A 1
0+ (—1) = —1#0). Idakae, MOpa BaykUTU a = b, IIa yCIOB

3amarka nocraje |a(z+y)| = alz+y]. Bupajyhn 0<z+y < 1 gobujamo |a(z+y)| =
a-0=0, omarne crequ 0 < a(z 4+ y) < 1, nakue a > 0.

3a a = 0 3axTeB 3amaTKa OoUMIIemqHO Baku. lIpermocraBumo cana a > 0. Kako
3a 0< z+y < 1 mopa Bakutu |a(z +y)| = alz+y] =0, 1j. 0<alz +y) <1,
caemu ¢ +y < %; obparHo, yroauko omabepemo 0 < x +y < %, IIOCTABJLEHU YCJIOB
ce ceomm Ha alz + y| = |a(z +y)| =0, onakue cremm z +y < 1. Jpyrum peunma,
yeanoBu 0<z+y<lul0<o+y< % CY €KBUBAJIEHTHU, OJAKJIe clenu a = 1.

Iaxne, jemuna pememna cy naposu (a,b) = (0,0) u (a,b) = (1,1).

Ao A 3. Ilpso pewemwe. IlpaBa A3zA7; je oca cumerpuje mo-
CMaTpPAaHOT OCMOYTJIa, Ia Ce y OMHOCY HAa HY IUjaroHaJa
pr 4, Ay Ag npecaukasa y mujaronany AsAg. Omarne caemu na
ce OBe [BE MUjaroHaJjie CeKy OaIll Ha OCU CUMeTpHje, Tj. Ha,
majaroranau AzA7, mTo je u Tpebasio MOKa3aTH.

Zpyeo pewewe. Karko cy uerBopoyrnosu AijAsAzAg u
A1AgA7As jemHakokpaku tpamnesu, Baku Aj;As || AsAg u
A 7 Az As || AsAi, omarkme cmemu AgA; 1l AszAs, Tj. AgAr je
Bucuna y NAAzAgAg. Anasorno je AgAs BuCuHA TOT UCTOT
rpoyraa. Komauno, kako je Taj Tpoyrao jemHaKOKpak (ca
ocuoBunoM AgAg) a AzAr je merosa cuMmerpadia yriaa (mTo
ciremu Hp. u3 nmomymapuoctu NAAzA;Ags =2 NA3A;Ag, Kojy mobujamo mo craBy
CCY), zarkmyuyjemo na je AsA; rakobe Bucuna y AAsAgAs. Hakie, mocmarpane
Tpu mujaroHaje ce ceky y oproueHtpy AAszAgAs.

As Az

Om 2019 1A 3

4. Ozmaumvo F = (n —4)(2n + 2)(4n + 1) = 8n® — 22n? — 38n — 8. Ilo ycaosy
3amaTka, u F' Mopa 6utu motnyH Ky6. Kako je F' mapam Opoj U OUUTIeTHO BaKuU
F < (2n)3, ciema F<(2n—2)3 = 8n® —24n?+24n—8, mro ce csomm Ha 2n% —62n<0,
a omakie nobujamo n < 31. Omgmax Bumumo ma je n = 31 jemno pememe (31 —4 =
27=33,2-31+n=64=43uw4-31+1=125=53), a muperrno ce mcnpobasa ma
MamUX pelemha HeMa.
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5. a) Ogrosop: ma. Onabepumo o = [[3[3[H[3[3[%, . . H3[3[H3[3[#*
2 u b= 2020, 1 pacnopeIMMO MUHE KaO0 || 3 |33 3 |3 |3 [HE 3 B
Ha IPTEXKY Tope.
b) Oarosop: na. Onabepumo a = 3 v [6] 4 ]3] 4 |50 ]30 3 58 [ 3 [R5k X3 TIEED
b = 3026, 1 pacCHOpPEIUMO MUHE KAO Ha W[ 4 36 58 90D DEREITES « o o KR
R[4 54 [RE[ 4[4[ 4[4 1341415 E4]4 %

uprexy noiue. (OGjammeme: y OpPBUX
5 KOJIOHA MMaMO YKyIHO 5 moJjpa 0e3 Om 2019 1A 5
vuHa. IIpeocranux 2014 nmoma Oe3 mMu-
Ha Cy rpynucana y mnapose um pacunopebena y mapenuoj 3021 kosoHM Tpema
npukazaHoM o6paciy. )

¢) Omrosop: me. IIpema ycioBy 3amaTka, y OBOM Clly4ajy OU CBAKO IOJbE KOje
HeMa MUHY MOPAaJIO MMaTH TAYHO jeTHOT Cycena Koju HeMa MuHy. /lakie, cBa mospa
KOja HeMajy MUHY Ha Taj HAUYWH OU Ce MOrJja T'PyNuCcATH y MapoBe, Ma CIeIu 1a
X YKyIHO He Moyke Omtu 2019, mTo je Hemapan Opoj.

Hanomena. VicnocraBma ce ma 3a cBe 6pojeBe on 1 mo 8, ca m3yseTrroM Opoja
7, mocroju Tpaskenu pacnopen. llose npukasyjemo (Heke moryhe) KOHCTpyKnuje
3a IpeocTaje ciaydajeBe.

SI[I#[1]]- « « [[F[1[1[#[1]
a=1, b=3-1009 + 2 = 3029

S[2[[2[#2[% - - - H2[2[
a=1,b=2-2019+ 1= 4039

T[S R 3 3 FIEIEE

oGS E "7 T b

a=2,b=2-2019+1 = 4039
o305 0 S e S [ 3 FIEEEEE
(66366665, . . ¥ G6[6HO6]6/%
.'r'.r'6:'.:‘6:‘.¥ 6.; E.ﬂ‘.ﬁ:‘f 6.;‘.
J‘}‘J}}‘J‘}}J‘J‘#{ J‘}#.J‘.!‘J';..!‘

a=4, b=2020

FIREIE R FIEIEAE

[ Q[[S[[[5 + - - KIS

S 33 8 0 3 3 3 FIEIEE

ke
a=3, b=2-2019+1=4039

Ilpyru paspen — A kareropuja

1. Tlocmarpajmo ¢ymrmajy f(z) = 822 — 2x — 3. Hbeme mysme cy y Taukama
Vi : . .

Ty = 2i176+96 = %307 Tj. o1 = —% u Ty = %, wTo 3HayM ma je ¢pyurmuja f(z) HA

cerventy [0,1] najnpe neraruena 3a z € [0,3), a motom mosutueHa 3a z € (3,1].

W3 ocobuua xBangpaTHe (QyHKNUje 3HAMO Oa Ce HeH MUHUMYM JOCTYDKE y TAUKU
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%ﬂ =4 = %, ¥ Taj MAHUMYM HU3HOCU 8-6%1—2-%—3 = %—
1—3 = —1-3; narne, makcumywm uspasa | f(z)| 3a x € [0, 3)

uzHocw 3+ 5. 3a x € (3,1] ¢pynrumja f(z) je nosmTuBHA 1

pactyha, ma JocTmwie MaKCUMyM 3a & = 1, 1 Taj MAaKCUMyM
mzgocu 8-12 —2.1—3 = 3; 0BO je yjemHO U MAKCUMyM
uzpaza |f(z)| 3a z € (2,1]. Ilakie, MakcUMaIHA BPeJHOCT
u3pasa U3 moCTaBKe Ha uHTepBasy z € [0,1] usHocu 3 + %
U DOCTWKE Ce 3a & = %.

2. He moctoju. IlpermocTaBuMO CYmpOTHO, Oa TaKaB
HU3 noctoju. MoskeMo mpermocTaBuTH, 6€3 yMamema OIl-
mITOCTA, Aa Yy TOM HU3Y IOCTOjU HemapaH Opoj: 3amcra,
aKo OW CBU YJIAHOBU OWJIM MAPHU, Tada OU OHU CBU OWIN
nemuBu ca 4 (jep cy HOTIyHM KBaIpaTu), Ia OUCMO Ie-
JLEHEM CBUX WJIAHOBA TOr HM3a ca 4 moOuiay HOB HU3 KOjU
takobhe mcnymaBa MOCTABILEHE YCJIOBE; IOHABJHAKEM IIO-
CTYIKa 10 mOTpebu mobujaMo HU3 y KOM Ce TojaBibyje bap
jeman HemapaH OpOj.

ITonceTrumo ce, cBu HemapHU KBaApaTH najy ocTrarax 1
npu gemeny ca 4. Hexa je a jeman Hemapas 4iaH mocMa-
TpaHOT HU3a, U Heka cy b, ¢ u d Hapemua Tpu wiana. AKO
6u u b 6uo Hemapan, Taxa 6u ¢ (momceTumo ce, ¢ = a + b)
IaBao OCTATakK 2 MpU Aeberny ca 4 ma He O0u Morao OuTu
MOTIYH KBaapaT, KoHTpaaukiuja. Jlakmae, b je mapan 6poj,
a Taza je ¢ HemapaH Opoj, Te je u d memapaun 6poj. Ho,

23

Om 2019 2A 1

cana u3 ¢,d =1 (mod 4) cnenn na 6v HApEIHUW YJIAH HHA3a MOPAO JABATU OCTATAK

2 nmpu mememy ca 4, KOHTPAAUKIIA]a.

<

K

Y

y O 3. Heka ynucana Kpy:KHUIIA JOAUPYj€ OCHOBUILY
AB y tauku N. Ozumauumo x = AM = AN = BN =
BK ny =CK =CL = DL = DM. Heka AL u
NL ceky MK y taukama X u @Q, pexoMm. Kako Basxku
ANAXM ~ AALD, umamo MX —

MX _ AM T

DL ~— AD = z+y>’

Tj. MX = 2L: gako Bazm ALXQ ~ ALAN, y3

x4y’
npuMery TasiecoBe TeopeMe MMaMO XTQ = f—f@ =
! B%:%:Fyva‘j.XQ:%:MX.CHeﬂH
Om 2019 2A 3 MX=iMQ=1iMK, 1j. MX : XK =1:3.

4. Kako Baxn |2|? = 27 u |w|? = ww, cabupamem

OATUX jeTHAKOCTH HOOUjamMo

442i=z2Z+ 2wt wou+zZu+ 240 =2F+w)+0EZ+w)+z+w

(z+W)Z+w) +2z+T =z +T|* +2+W.

Osuauumo z + W = a + bi, vme a,b € R. Taga n3 nocnenme jemaakoctu nodujamMo
a?+b> +a+bi =4+2i, onakne ciemu b =2 u 3atuMm a? +a = 0. Haxre, a = 0 nan

a=—1.
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Pasmorpumo npso cayuaj a = 0. Taga nmamo z+w = 2¢, na 3aMeHOM W = 21— 2
uw=2—2z2=—2{—2Yy OpPBYy jemHadyunny mobujamo

24+ 6i=|2* +2(—2 —2) + 2 — 2 = 2i — z(1 + 2i).

OnaBne cienu z = % = 2uw=2-—2.
Hexka cana Baku a = —1. Tama umamo z4+w = —1+42¢, ma 3amesom w = —142i—z
nuw=—-14+2i—2=-1—2{—% y upBy jemsauuny nooOujamo

2+6i =22 +2(-1—-2i—Z) —1+2i—2=—1+2i — 2(2+2i).

_ _3+4i  _ (3+49)(2—-29) _ 6-6i+8i+8 _ _ T+i _ 3-9i
Onasne ciuemu z = ot = - = — = Touw= "7
. ) _ . _ [ T+i 3-9i
Ilakre, mocroje mBa pemema: (z,w) = (—2,2 — 2i) n (z,w) = (—3%, =57).

5. lTpumeTrumo, Tabie a x 1 u 1 X b npeacrasmajy cuenujaine ciydajeBe KpCTO-
Ba; TakBe KpcroBe liemo 3Batu wmpagme (BepTUKAJIHE, PECICKTUBHO XOPU3O0H-
rauue). Kox ocramux kKpcroBa mpecek aBejy Tabiu KoOje ra CadumbaBajy Ha3u-
Bahemo yenmap xpcma, n Takse kpcroBe hemo (HakoH ynucusama OGpojeBa mpema
YCIOBY 3aJaTKa) HEJIUTU HA TOPUIONMAANE, BEDMUKGANE WIU UeHmpaane, Y 3a-
BUCHOCTHU OJI TOTa na Jjiu je Opoj 1 ymucan, pecmeKTUBHO, HErAe Y XOPU3OHAJHO]
KOMTIOHEHTU aJIi BaH IEHTPA, HErJe Yy BEPTUKAJIHO] KOMIIOHEHTU aJIM BaH IEHTPA,
nam Oam y HeHTpy.

3a 3amar Opoj n, mOoCMaTpajMO CBE KPCTOBE MONyH-eHe OpojeBrMa mpeMma
VCIIOBY 3alaTKa, 1 HeKa je A Opoj xopusontamaux mrpadtu mehy muma, B Opoj
[EHTPAJHUX KPCTOBa, a C' 6POj XOPU3OHTAJIHUX KPCTOBA. 300r cuMeTpuje, yKyIaH
6poj Tpasken y mocrtasiu uznocu 24 + B + 2C.

Onpenumo Hajupe 6poj A. [Ipumerumo na je cBaku Opoj on 2 HaLALE YIUCAH
y IOJbe UM HEMOCPEIHO JEeBO MM HEIOCPEAHO IECHO o1 DJIOKa KOju umHe Opoje-
BU Ipe mera. Ha Taj HAUMH MOXEMO CBAKO] XOPU30HTAJHOj] MTPAPTHU MONYHEHO]
O6pojeBuma npuapy:RuTH HU3 ciaoBa L u R myskwmue n — 1, a nputoMm je jacHO 1 ma
13 CBAKOI TAKBOT HM3a MOKEMO j€IHO3HAUYHO PEKOHCTPYUCATU MOJA3HY ITPadTy.
HNaxme, A=2""1

Cnuuno pauynamo u 6poj B. Bpoj 1 je ymucan y menrap, a cBaku cienehn
Opoj je ynucan uiau y TOpmeM, Wik Y AeCHOM, U y JOHmEM, WU Y JIEBOM ,, Kpaky
(y jemmosmauno ompebemom mosmy). Ilpurom, on cBux oBux moryhnoctu Tpeba
OZy3€T! OHE KOje PEe3yNTUPajy XOPU30HTAJHOM UJIN BepTUraIHOM mrpadrom. Cee
3ajemno, mobujamo B =471 — 24 =4n~1 _2n,

Konauno, mocmarpajmo camga xopu3oHTagHe KpcTtoBe. Heka je y meHTpy 6pOj
k, k # 1. Tama cy 6pojeBu on 1 mo k cBu Ha xopusoHTasu, na Ha Beh Buben
HAUMH U3padyHaBaMoO na 3a mux moctoju 2F~! moryhmoctn; 3a mapemsux n — k
fpojeBa CIMYHO KAO paHUje BUAUMO Aa mocToju 4" % moryhuoctu ox xojux Tpeba
OZy3eTH OHEe Kala Cy CBU oBu OpojeBm mopebamm ma xopusomrasu, mTo je 27 F
pacnopena. Cse 3ajenno, ako je y meHrpy 6poj k, ykynan 6poj moryhuoctu Tana
usnocu 28-1(4n—F — gn—k),
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Cana “MaMO CBe IITO je HEOIXOMIHO Ia IPUBEAEMO PAUyH KPajy:

2A+B+20=2"+(4""1—-2") +2 (Z 2k =tk — 2%’6))
k=2

=41 4 on (zn:@nk - 1)) =41 42" <§ 2! —(n— 1))
=0

k=2
_ 4n—1 + 2n(2n—1 —1—n+ 1) _ 4n—1 4 2n(2n—1 _ n)

Tpehu pazpenm — A xareropuja

1. [Ipumerumo:

_tgac—&-ctgx—?_tgx‘f'tg%—? tg?x —2tgz +1 (tgx —1)2
C 4a? —Tr+3 4x2—Tx 43 (42 —Tx+3)tgr (4o —3)(z—1)tga

f(x)

Kako Bamn 3 < m < 4, 1j. 3 < Z <1, mspas (4o — 3)(z — 1), 7j. 4(z — 3)(z — 1),

UMa HEraTWBHY BPEIHOCT 3a & u3 okomuse tauke 7. C apyre crpame, (tgx — 1)2

u tgx Cy HeHeraTuWBHM 3a T U3 OkoJmHe Tauke 7. IIpema Tome, ¢pynrmmja f(z) je
HEeraTWBHA 32 T W3 OKoJmWHe 7 1 ¥ # 7. Oxrosapajyhn uceuak je oHaj koju je matT

Ha CJIUNN CKPO3 IECHO.

2. TTocmarpajmo Tauky P’ HEHTPAIHOCUMETPUYHY TAUKU
P y ommocy ma taury D. Yersopoyrao BPCP’ je mapane-
sorpam, na Bazku BP' || PQ. Kako je AABP' jemmarorpaxk
(36or BP' =CP = AB), cnetu LAPQ = {AP'B = AP AB =
£LPAQ, Tj. AQ = PQ.

3. Iloka:xumo majupe Ay = By. IloBomHO je morazatu na
je mpuapy:kuBame

(01,02, b)) = (br+bat . Abr, b+ +bey b1 +06,08) 0019 3A 2

bujekruja namehy ckyma k-TOpKU KOje ypauyHaBamo y By u
ckyna k-Topku koje ypauynaBamo y Agz. U 3amcra, oBO nako ciaemu m3 n > by +
bo+- - +bpg=2by+--+bp.>...2bp_1+b,=2b,>0mu

(b1+bo+...4+bp)+(ba+...+bp)+ -+ (bg—1+bg) + b = b1 +2bs+ -+ -+ kb, = d.
Hoxraskumo cana u By = By,_q. [lokazahemo na je mpuapykuBame
(bl,bg,...,bk) — (bk_l,bk_g,...,bg,bl,n—bl — ... —bk)

bujernuja namely ckymoBa k-TOpKU KOje ODPOjUMO C JieBe, ONHOCHO OECHE CTPAHE.
N zawmcra, OBO JIAKO ciiequ U3 YMELEHUIE Oa CyMa CBUX KOODAWHATA y Kk-TOPKU C
JecHe cTpaHe m3Hocu n — by, mTo jecte He Behe om n, u

br—1+2bg—o+--+ (k=11 +k(n—0by —...—bg)
:k:n—b1—2b2—-~-—(k—2)bk,2—(/€—1)bk,1—kbkzkn—d.
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4. Moxe 99, mup. 3a a1 = 1 uw a; = 2t — 2 3a ¢ = 2,...,100. Taga nmamo
by=by=3ub,=a;+1=2i—13a1>3.

Hoxraxxumo cana na meby 6pojeBuma b; yBek mopa Outu 6ap 99 paznmumTux.
Y3mMumo, 6e3 yMamema ONIMTOCTH, a1 < ag < -+ < a190. O3HAUMMO

di = HB.Z[(GJ,GJQ, N T P TR PR 7a100)~

Heka je dy majsehin mebhy OpojeBuma d;. CBu 6pojeBu OCUM MOKIA G CY IEJbUBU
cady, ma3saj>inij#kBaku a;j —a; >dp =>d;, Tj. bj > a; > b;. Hakxue, cBux
99 6pojesa b; 3a i # k cy paszauuuTu.

5. a) Ilpso pewewe. Hera je n Hemapan mpupoman 6poj. YKOJIUKO Ou ce OH
MOTa0 mpencraButu y obauky p? + ¢", Taga 6 MOPAIIO BAKUATA p = 2 WA ¢ = 2.
Y upBoMm ciaydajy nMamo n = 29 4 ¢" = 27 = 2 (mod ¢), na ako 3a n ogabepeMo
6poj obmmka 3F + 2, 3a mera Ou MOpPANO BAKUTH ¢ = 3; OmaTie OH CJEIUIO
3F+2 =243 =843, 1j. 371 =243 a omaBae mmamo r = 1, mTO je
uwemoryhe (r mopa 6urm mpoct 6poj). akie, Hujeman 6poj obamka 3% + 2 ce
HEe MOxke npexncraButu y obaury 29 4+ ¢". Pasmorpumo cama cayuaj q = 2, Tj.
n = p? +2". Tana, 360r r > 2, Bazxknu n = p*> = 0,1 (mod 4). Ilakre, HUjenan 6poj
KOjU Iaje OCTaTak 2 MauM 3 IpU Aejbelny ca 4 ce He MOe NPEeACTABUTU y ODIUKY
p?4+2m.

[IpuMeTrMO 12 YKOJUKO 3a N y3MeMo 6poj obimka 9' + 2 3a mpousBosbaH He-
HeraTuBaH 1eo 6poj I, Bawu n =32 +2un=1+2=3 (mod 4), ma ce oH He MOe
IPenCTAaBUATH HU ¥ 00anKy 29+ ¢", Hu y obuauky p? + 27. Kako mocToju GeckoHavHO
MHOTO OpojeBa OBOr OOJIMKA, OBUM je TBphHeme MOKA3aHO.

Lpyeo pewemwe. Hera je n mpupoman 6poj odsauka 6k + 5. Yroauko O6u ce o
MOTao mpeacTaButu y obaury p? + ¢", Tama Ou MOPAJIO BAKUTUA p = 2 Uau q = 2
(amm He 06a). Y npsoM ciydajy umamo 29 = 2 (mod 6) u omatie 5 =n=294¢" =
24¢" (mod 6), Te cana u3z ¢" = 3 (mod 6) nobujamo na je jenuna moryhuoct g = 3.
Y mpyroum cayuajy mmamo p® + 2" =n =5 (mod 6); jemma moryhmoct je r = 2, a
akKo je r memapas TpocT 6poj, mmamo 2" = 2 (mod 6) u omma 5 = p? + 2" = p? + 2
(mod 6), Te y oBom ciydajy mMopa BasuTu p? =3 (mod 6), Tj. p = 3.

Ilakne, cymmpajMo: ako ce 0Opoj n obmumra 6k + 5 MOke TpencTaBUTU Y
TpaskeHOM OBJIMKY, TaJa MOPAa BAKUTH jeqHo om: n =23 +3" =3"+8, n=p? 422 =
p?+4mmmn = 32427 = 2749 (ur # 2). [Ipumernmo, ako 61 JOTATHO BAKMAIO N = 7
(mod 8), rana cy cBa oBa Tpu ciyuaja Hemoryha (upsBu ce csomu 3" =7 (mod 8),
anu JeBa CTpaHa je yBek 3 miau 1 mo Momyy 8; ApyrTu ce cBomu Ha p° = 3 (mod 8),
ajay MOTIYHU KBaApaTWU HUKAIA HE Aajy OcTaTak 3 Ipu Aebemy ca 8; tpehu ce
ceomu Ha 7 =9 (mod 8), roe cmo kopuctuiu 2" = 0 (mod 8) 360r r # 2). Haxkie,
[OBOJBHO j€ YTBPAWUTHU Oa MOCTOju OECKOHAUYHO MHOTO OpojeBa obawmka 6k + 5 koju
[ajy ocraTrak 7 IpU AeJbelmy ca 8, a TaKBU Cy CBU OpojeBm obawmra 24 + 23.

b) Cpaku mpuponan 6poj obmuka 4k ce Moxe mpeactasutu y obnuky 22 + 22 +
.-+ + 22; cBaku mpupozaH 6poj obmmka 4k 4+ 1 3a k > 4 Moe ce IpeICTABUTU
y obmury 2% + 22 + ... + 22 4 23 4 32; cBakmu mpuponam 6poj obmuka 4k + 2 3a
k > 8 mome ce mpemctaBuTtu y obmuky 2% 4+ 22 4+ ... 422 423 4 32 4 23 4 3%
cBaku mpupopan 0poj obaura 4k + 3 3a k > 12 mowke ce mpencTtaBUTH y OOIHUKY
22422 4. 422423432423 432423+ 32 Jlakse, mOCTOjM CaMO KOHAYUHO MHOTO
NpUPOIHUX OPOjeBa KOju ce He MOT'Y MPEeACTABUTUA Y ODJIMKY TPaKeHOM y MOCTABIN
3a,1aTKA.
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YerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. Heka je S momuoskje Bucune uz D. He-
ka cy Aj, By u (7 momHOxkja HOpMaJsia u3 S
pemom Ha BC, AC u AB. Ha ocHOBY Teo-
peme o Tpu HopMmausie, u DAy, DBy u DCy cy
vHopmastae, penom, va BC, AC u AB. Opna-
tine, £DA1S, {DBS u £DC1S cy nuenapcku
yrioBu ¢ usunama BC, AC' u AB, na cy ouwu,
Mo yCJOBY 3amaTka, MebhycobHO momymapHu;
o3rauymmo ux ca . Cana no craBy YCY uma-
Mo ADSA, 2 ADSB; = ADSC; (cBu umajy
3ajeqHUYKy crTpaHuny DS, jemam mpas yrao,
u jeman yrao 6). Onparie ciequ SA; = SBy = Om 2019 4A 1
SCi1 =7 (1j. S je meHTAp KPY:KHUIE yIUCAHE

y AABC, jep je S ymyrap AABC) u DAy = DBy = DC; = h, a takobe un
o P(ASAB) _ P(ASAC) _ P(ASBC) _ r _ :
7 = cosf. Cana maamo PADAR) — P(ADAC) — P(ADBC) — h = cosf (jep cy r m

h, pecnekTuBHO, BucuHe y oarosapajyhum tpoyraosuma ma AB, AC u BC), na
caemn P(ASAB) = 15cosf, P(ASAC) = 13cosf u P(ASBC) = 14 cosf, a onarie
21 = P(AABC) = P(ASAB)+P(ASAC)+P(ASBC) = 15cos0+13 cos +14 cos § =
42cosf. Ilobujamo cos = 1, 1j. 0 = 60°, u P(ASAB) = 2, P(ASAC) = £ n
P(ASBC) =T1.

N3 ropwmux omuoca caequn u AB : AC : BC = 15 : 13 : 14 (jep ASAB,
ASAC u ASBC cBu mMmajy BUCUHY 7, a TOBPIIUHE CYy UM Yy HABEIEHO] MPOIOP-
mju). Osmauumo AB = 15z, AC = 13z u BC = 14z. V3 Xeponosor obGpacua
miamo 21 = P(AABC) = V2lz-7x-8r-6x = 8422, omakme cmemum © = %, Tj.
mnp. AB = . Cana nvamo h = %DBAB) = 30 — 4, u ouma us ADSC, no-

2

~—

=

Gujamo DS = hsinf = 4sin60° = 2v/3. Konauno, 3anpeMuHa TeTpaenpa M3HOCH:
V= DS-P(AABC) _ 24321 _ 14\/§
= 3 =73 = :

2. TakBa koHcTtaHTa He mocToju. IIpermocTaBMMO CympOTHO: HEKa je ¢ jemHa
TakBa KOHCTaHTA, M 03HAUMMO T, = cn — (bre(1) + bre(2) + - - - + bre(n)). ITo mper-
[OCTABLM, CBAKU YiIaH HU3A (Zp)neN je mosuruBan. O3HAUUMO Y, = Tpt1 — T =
¢ —bre(n + 1). IloyeBmu on HEKOT MHAEKCA N BaxH Y, < 0, Ia je 01 TOr UHAEKCA
HU3 (2, )nen OManajyhm, camMmum TuM, OBaj HU3 je OTpaHWYEH OMO3r0. Kako Baskn
Yn — —00, & HU3 (Tp)neN j€ OTPAHUYEH OL03T0, Baskuhie U y, +2, — —00 3a n — 00,
anua Y, + Ty = Tpy1, MTO je KOHTPATUKIN]A.

3. Ilocmarpajmo gBa rpana, Anatun u bocunerpan. O3naunmMo ca & CKyI CBUX
rpamoBa y Koje ce Moske ctuhu u3 Anatuna (e 06aBe3HO AUPEKTHO), yrLyuyjyhu
u Anartum; Heka mux uma n. V3 cBakor rpana mu3nasu 25 JUHUjA, AU CBE OCTAjy
yHyTap cKyna ./, Tj. HUjelHa He uie Hamose (jep OM ce y CyIPOTHOM U OO TOT
rpajga BaH ckyna &/ moryio ctuhu u3 Anartvaa, ma 6u, mo ZeUHUIMU CKyTa &7,
n Taj rpan 6uo y memy). Jakme, yHyTap & YKyIHO MMa Ta4yHO 25N JIMHUja, ajin
jacHO je ma UX YKyIHO He MO:Ke OUTU BUIIE O (g), na ciaemu 25n < (g) = @
1j. n > 51. Anasorno, ckyn % rpanosa u3 kojux ce moske mohu no Bocumerpana,

yrpyuyjyhu u cam Bocumerpan, uma 6ap 51 emement. Ilpema tome, ckynoBu &7

)
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u % wMmajy 3ajeIHUYKN €JIEMEHT, M HPEKO mera ce Moxke nohum u3 Anarusa y
Bocunerpan.

4. Ilpeo pewewe. Oznaunmo AB = CQ = b u AE = DQ = e. VI3 nmo3uare

ocobuHe cuMeTpaje yria uMaMo }Ii—B =48 _ b _ g—c Heka ce XY u PQ ceky y

E AFE e
Tauku R. Tama mmamo:

7P @_eﬁ—i—bﬁ elﬁ—l—bﬁﬁ_e(ﬁ—i—lﬁ)—kb(ﬁ—i—@)
* b+e b+e N b+e

2%RX + 2bRY

b+e

)

Ia KaKo BEKTOp C JIeBe CTpaHe JekM Ha npasoj PQ, a BEKTOD C JIECHE CTpaHe
snexm Ha npaBoj XY, ciaenu ga oba Ta BekTopa Mopajy outu 0 ; Apyrum pedmma,
R?’ = —RQ u eRX = —bRY, onmakne cuemu na je R cpemumre mysxu PQ, rao

U 118 BayKU IIPOIMOPIM]a % = g. Cana npumehyjemo u ma cy tauke A, T u R
KOJIMHEApHE U 18 BarKy % = % IIpumenom Menenajese Teopeme Ha AAXR n

npaBy Y Z mobujamo:

@K R AL by 1
R )

ﬁ_ 2e 2AF
ZX b+e AB+ AE’

omakJe ciienau

Om 2019 4A 4

Lpyeo pewewe. O3naunmo AB = CQ =bu AE = DQ = e, u meka je S cpeaumire
nyxu PQ. Ilame, Herka npasa kpo3 E mapanenna ca CD ceue npaBy QY y Tauku
K, a nmpaBa kpo3 B mapasenna ca CD ceue npaBy QX y tauku L. Ouurienno
Baxku ANYQD ZAYKE u AXQC 2 AXLB, onakne cnemu KY =YQ, LX = XQ,
KE =QD =eu LB = QC = ). Kako je AP cumerpana £BAFE, cnemu % =
¢ = K2 V3 opora u KE || CD || LB cnemu APEK ~ APBL, onakne po6ujamo
AKPE ALPB, 1j. tauke K, P u L cy konuneapue. ame, XY je cpenma nuHUja
ALQK, na kako je S cpemumnre xy:xu PQ, ciemu mna S npunana npaBoj XY (TJ

PQ u XY ce cexy y Tausu S). ¥3 10, u3 XY || LK muaamo 25 = ££ = LB — 0,
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HOCManajMo cana NAY X. Heka napanena uz S ceue YZ y G. I3 ASGT ~

NAZT cnemnn ﬂ = ig = 1, Tj. GS = ZA Z[ane 1/13 AYGS ~ AYZX mobujamo

ZX_XY_XS+SY_ b bre _b+e
Gs — 8y T~ T sy +1— +1===, 1j. TA— . IHaxkime,

ﬁi 2¢ 2AF
ZX b4+e AB+ AE’

5. O3gaYnMO S:\/l;—l—ﬁ—i—\/a. Bawu S? = b+ ¢+ d+ 2vbe + 2Vbd + 2v/ed <
b+ct+d+(b+c)+(b+d)+(c+d)=3(0b+c+d) <3, e umamo S < /3.
Hpumernmo, 6M = (b — c)? + (¢ — d)* + (d — b)?. IlpuTtom Baku

(b=’ = (Vo+ Vo) (Vb= ve)* = (b+ c+ 2Vbe) (Vb — Ve)?
<204 ) (Vb — Ve)? <2(Vb — e)? = 2b + 2¢ — 4Vbe

u, anasnoruo, (¢ — d)? < 2c+2d — 4vVed u (d — b)? < 2d 4 2b — 4+/db, ma cabupamenm

caenu
2
a+M<(1—b—c—d)+§(b+c+d—ﬁ—@—¢d?)
g17%(b+c+d+2\/%+2\/£+\/cﬁ):1—%52.

S2<2—- 5. Hakon

0, a oBO jecte

Ocraje mokasary mejennaroct (/1 — $52+5<2, 1j. 1/1 —

KBagpupama ocraje 1 — 18% < 4 —45 + S% 1j. 452 — 125 +
3an0BosbeHO 3601 452 — 128 +9 = (25 — 3)? > 0.

1
3
9>

Ilpeu pa3pen — B kareropuja

1. a) Hajsehu 6poj xoju ce moske cactasutu on oBe yetupu mudpe je 9921;
KaKO je OH NIeJbUB Ca 3, TO je YIPaBO TPAKEHU OATOBOD.

b) Ykonuko Ha mpBe gBe mo3unmje cieBa craBuMo ase Hajsehe mudpe, Tj. 99,
kako 3 | 949, 3akmyuyjemMo na Ha npeocrale ABe nosunuje Mopajy mohu ase uuppe
unju je 36up nenus ca 3 (kako 6m meo Gpoj 6wo memwuB ca 3), a WTO OCTABILA
moryhuoctu 21, 12 u 00. Haxrie, 9921, 9912 u 9900 cy majseha tpu yerBOopoundpe-
Ha Opoja mespuBa ca 3 KOja ce MOT'y CACTABUTU O MOHY heHux mudapa, na ciaenn oa
geTBpTU HajBehu Opoj mMa Ha Apyroj nozunujn nudpy paznuuury ox 9. Creneha
Hajseha mudpa Kojy MOKEMO CTAaBUTH HA APYTYy MNO3UIU]y je 2, Ia yKOJIWKO Ha
rpehy mosumujy crasumo nudpy 9 (¢ nmmem na 6poj Gyne mro Behwu), Ha yeTBp-
Ty mosunujy ouza mopa mohu muppa 1 (36or memmsoctu ca 3). akie, oAroBOp
je 9291.

2. OszmaunMo ca z ykynaH OpOj CTAHOBHMKA Ha mnperxomHoM mommcy 3019.

Myumapaua je dumo g, a on Bux je 10% umaso 75 wau BuIe TOAWHA, IITO UMHU
% 11033 = 75. Kemna je 61/1310 VEYIHO 2, a o Bux je 4% uMaJso 75 Wiy BUIIe TOIMHA,

8
3 4 _ T 3z _ 3lzx
MTO YUHU ¥ * 7557 = 200 [akne, ykynno je oumno 5 + = ocoba ca 75 unnm

200 — 400
Bume roamHa. Kako osaj Opoj mpexncrtasma 7% HoBe momysamuje, Koja je 3a 300

Beha on crape, umamo jennaunny i’ngé = %O(:r +300), wro ce ceoau Ha 3z = 8400,

1j. x = 2800. Harae, 'opme 3yue je ma monucy 3019. umano 2800 cTraHOBHUKA.
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3. Ilocroju. ¥Y3mumo mup. a = b = 2019,9 u ¢ = 4039. Karko Baxu a + b =
4039,8 > ¢, mocToju Tpoyrao ca crpaHunamMa a, b u c. Mebyrum, nmamo |a|+|b| =
2019 + 2019 = 4038 < 4039 = |c|, Te oBako omabpanu 6pojesu a, b u ¢ ucmymasajy
yCJOBe 3amIaTKa.

4. Ogrosop: 20 memesma. Heka je a moueTHa KOJIWUMHA TpaBe HA JUBAIUA, & b
KOJIMYMHA TPaBe Koja M3pacTe y TOKy jemue Henesbe. O3HAUMMO ca p U ¢, PEOOM,
KOJIMUMHY TpaBe KOjy y TOKy jenHe HemeJhe Momace jenHa Oesia, OMHOCHO IIPHA
KpaBsa. Y CJIOBe 3aJaTKa Cana MOKEMO IPeBecTH y jenHauuse a + 50 = 5(p + 2q) u
a+2b = 2(3p+4q). VI3 npse jennaunue caemyu p = M
y Opyry mobujamo a+2b = 6~w+8q, mro ce ceoau Ha ba+10b = 6a+30b—20q,
Tj. a+20b = 20q. Mebhytum, 0oBO 3HAUM ynpaBo maa je KOIuvyuHa TpaBe obe3bebhemna
Ha JmBaIu TOkoM 20 Henes/ba TAYHO NOBOJbHA Na jedHa IpHA KpaBa nace 20 Hexema,
YyyMe je 3a1aTaK pEeIIeH.

, TIa yBpPIITaBaHEM OBOTr'a

5. Crpany 3a Becuy u ['opana moxkeMo nzabpaTtu Ha 2 HAUUHA, MO3UIU]Y EHUX
Ka0 mapa Ha 3 HauuHa U BUX0B MehycoOHM pacnopen Ha 2 HAUMHA, Tj. IbUX MOKEMO
pacmopenuTu Ha 12 Haunna. Axko Ama u Bane ceme ca cympoTHe cTpaHe y OIHOCY
Ha Becny u I'opana, moskemo ux pacmopemuty Ha 12(= 4 - 3) mauuHa; ako AHa u
Bame ceme ca ucte crpane kao Becua m ['opan, MO:keMO X pacmopenuTyd Ha, 2
HauuHa; ako Aua u Bane cezme ca pa3iuuuTUX CTpaHa, Tana MO3UNU]Y HA CTPAHU
roe cy Becna u T'opan moskemo omabpary Ha 2 HauuHa, 3aTUM KO Ne O BUX
ABOje OUTU HA TOj MO3UIUWjU HA 2 HAYMHA, M KOHAYHO MO3UIU]y 3a APYTy OCODy
ma 3 mauuna. lakne, Any u Banmera mosxeMmo pacnopemuru Ha 12+2+2-2-3 = 26
HaurHa. 3a ocrtaiga 4 rocra mocroje 4 caobomHa MecTa, TAKO Oa HBUX MOMKEMO
pacnopenutu Ha 4! Haunna. Konauno, ykynan 6poj pacnopena je 12-26-4! = 7488.

Ilpyru paspen — B kareropuja

1. TTocmarpann u3pas MosxkeMo 3amucaTu y obauky (2016 — 3)(2016 — 1)(2016 +
1)(2016 + 3) 4+ 16. Muoskehu 1. sarpany ca 4. a 2. ca 3. nobujamo na je Taj uspas
naJbe jeTHaK:

(2016% — 3%)(2016% — 1%) + 16 = 2016* — 10 - 2016% + 9 + 16 = 2016* — 10 - 2016 + 25
= (2016% — 5)2,

IITO je u Tpebayio NOoKa3aTH.

2. ITa 6u mocmarpaHu m3pa3 OMO IO3WUTWBAH 33 CBAKU peajaH Opoj x, Koepu-
nujent y3 Bogehwu unanm Mmopa Outu mo3utusBaH, Tj. k > 0, 1 IMCKPUMUHAHTA MOpa
OuTHM HeraTuBHA, Tj.

0 > (4k)* —4k(k* +2k —3) = —4k> + 8k* + 12k = —4k(k* — 2k —3) = —4k(k+1)(k—3).
Nmajyhiu y Buny pamuju ycaos k > 0, oo ce csomu ua (k+ 1)(k —3) > 0, Tj.

k € (—o00,—1) U (3,00). Bynyhu na mac 3anuMajy caMo mo3uTuBHE BpenHoctu k,
KOHAYHO pelremne 3anarka je k € (3,00).
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3. Heka je d pacrojame on npse-
Ta mo Oammepe, a h Bucuma OaH-
nepe. Umamo h : (d+5) =5:5m
h:(d+15) = 10 : 15. Omartae caenn
d+5:hmd+15:%h,naﬂo6m— {
jamo h + 10 = %h u h = 20. Harme, ° d 5 ‘ d 5
Oannmepa je Bucoka 20 merapa. On 2019 21 3

4. Ilpso pewewe. [TpumeTnmo, axko
je (x,y) jemHo pelreme IOCMaTPAHOT CUCTEMa, OHAA Cy Pellena U napoBu (—z, —y),
(y,z) n (—y, —z). Kako cucrem mMoOpa mMaTu TAYHO IABA DELIEHA, HEKU OJ OBUX
napoBa Mopajy outu jemHaku. ¥ cayuajy (x,y) = (—z,—y) mobujamo x =y = 0,
IITO OUWIJIENHO HUje pememe. Y cayuajy (z,y) = (—y,—z) mobujamo z = —y,
Tj. * +y = 0, ma ouursenHo Hu oBO Huje pememe. Jlakue, ocraje (z,y) = (y,x),
tj. = y. Taga ce mpBa jemmaumna ceomm Ha (22)% = 12, 1j. = = +/3(= ¥),
a uw3 apyre omma mobumjamo 2(a + 1) = 222 = 6, 1j. a = 2. Ilakme, jemu-
HA TaKBa BPEIHOCT HapaMeTpa a jecTe ¢ = 2, W Tala CHUCTEM HUMa PeleHa

(x,y) € {(\/37 \/g)v (_\/: _\/g)}

Apyeo pewewe. Ony3umameM Apyre jeqHaduse onx npse gobujamo 2xy = 10— 2a.
Y cayudajy a = 5 caemuino 6u x = 0 uiau y = 0, Te OuCMO yBpHITABAILEM OBOTA Yy
npBy jemmaunny nobuiu 4 pemema: (x,y) € {(0,2v/3), (0, —2v/3), (2v/3,0), (—2v/3,0)}.
Ilakne, Bpemuoct a = 5 HaMm He oaroBapa. Hamasme mpernocrasmamo a # 5. Tana
MOKEMO U3PA3UTU Y = 5;—“ YBpmraBameM 0BOra y APYry jemHAUMHY I00MjamMo
22+ (22)2 = 2(a+ 1), 1j. 2* — 2(a + 1)2* + 25 — 10a + a* = 0. YBeaumo cmeny
2?2 = t. Jla 6u mpeTxoiHa jeIHAUMHA MMAaJa TAYHO IBA pelleHha 33 T, jeIHAYMHA
HAKOH cMeHe: t2 — 2(a+ 1)t 4+ 25 — 10a + a?> = 0 MOpa UMATK TAYHO jeJHO pelle-
e t, IITO 3HAUM na WeHa AUCKpuMuHaHTa Mopa outwy 0. JIuckpumuHaHTa M3HOCU
4(a+1)%2—100+40a —4a? = 48a— 96, a je oHa jemHaxa Hy U jemnunO 3a a = 2. Tama
uMamo t = w =3 u omarie xr = i\/i = i\/g, a IOTOM U Y = % = i\/g. Ilarie,
jemmHa TakBa BPEAHOCT TapaMeTpa a jecte a = 2, U Tala CUCTEM UMa PEIICHa

(z,y) € {(V3,V3),(=V3,-V3)}.

5. a) Oxmrosop: na. OnabepuMo a = 3 [3[38] 3[R [3¥[x 13|19

_ — 3 3 3 LI 3 3
ub=2-2019+ 1 = 4039, u pacnopenu- i g‘: gﬁ g: :f.iﬁ E.ii
MO MUHE Kao Ha Uprexy rope. (3ampaso,
moryhe je Ha Ouno xakBoj Tabau a X b,
rme cy @ u b moBOBHO Benuku OpojeBu, T | 06| 08 406 | 106 08 | 0F | 20 08 |3 398 | 10398 | 9
omabparu npousBosmsHux 2019 mossa koja i*, gf‘, gfi,. g: o :“ g fi,, gi:
HUCY Ha uBUNK U MeDy KojuMa HUKOja OBA |6 |5[26 3306 e S RE K% 3 336 336336 30 3 33

Cy cycenHA a CBa MPEeoCTaJia MoJba
HUCY CyCEIHA, U Ha CBA IPEOCTAJa IO0Jb On 2019 25 5

IIOCTAaBUTN MI/IHe.)
b) Oxrosop: me. [Ipema ycioBy 3amaTka, y OBOM Ciydajy OU CBAKO IOJbE KOje
HEMAa MUHY MOPAJIO UMATH TAYHO jeTHOT Cycena Koju HeMa Muny. Jlakie, cBa mosma
KOja HeMajy MUHY Ha Taj HAUYWH OW ce MOrja TPYyNUCATH y HapoBe, Ia CIeIu aa
ux yKynHo He Moxke Outu 2019, mTo je Hemapan 6poj.
¢) Omrosop: ma. OmaGepumo a = 4 u b = 2020, u pacnopeauMO MUHE KaO Ha
OPTEXRY HOJIE.
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Hanomena. VicnocraBma ce ma 3a cBe 6pojese on 1 mo 8, ca m3yserroMm OGpoja
7, IOCTOjU TpaskeHW pacmopeld. Bumeru pememe 5. 3amaTka y NpBOM paspeny A
KaTeropuje, Ka0 1 HAIIOMEHY IIOCJE Pellena.

Tpehu pazpen — b kareropuja
1. Basxn
sin 80° — sin 20° + sin 50° = 2sin 30° cos 50° + sin 50° = 2 - % -sin 40° + sin 50°
= 25sin 45° cos 5° = v/2sin 85°,
ma je n = 85 jeAMHO pememe 3aTaTKA.

2. Heka je N mpyra Tayka mpeceka HOCMaTPDaHUX
kpyskauna. oBomuo je mokazatu L BNM + LCNM =
180°. U1 3amcra, Ha OCHOBY TETUBHOCTU UETBOPOYIJIOBA

BNMA nu NCDM wumamo

| . ABNM+ £CONM = (180° — £BAM) + (180° — £CDM)
( | =360° — ({(BAM + £CDM)
On 2019 3B 2 = 360° — 180° = 180°,

mTo je u Tpebaso moKazaTu.

3. Uz H3(a,b) = 10 zakmyuyjemo ma je 5 majsehm memapan 3ajemauuru
menunan 3a a u b, ma je 5 Hajsehu HemapaH 3ajeIHUYKU OEJUNAI U 32 a U 2b.
Hakne, na 6ucmo uspauynanu H3I(a,2b), tpeba jom yrBpautu najsehin cremen
nBojke koju genu 1 a u 2b. I3 H3(a,b) = 10 3akmyuyjemo ma cy GpojeBu a u
b memusu ca 2, amu Hucy oba ca 4. C mpyre crpane, uz H3(a,b + 2) = 12 3a-
KJbyUyjeMo na je a memus ca 4, na b uuje memus ca 4. Ilakie, a u 2b cy memuBu
ca 4, anu 2b nuje memwus ca 8, ma caemu H3(a,2b) =4 -5 = 20.

Couuno, uz H3I(a,b) = 10 caenu ma a u b HUCY MCTOBPEMEHO HELUBU Ca 3, a
vz H3d(a,b+ 2) = 12 caenu na je a nemus ca 3, onga b Huje memus ca 3. Hakie,
a n 3b cy nmemusu ca 3, anu 3b Huje memus ca 9, na u3 rora u H3(a,b) = 10
no6ujamo H3I(a, 3b) = 30.

Haxne, H31(a,2b) + H3(a, 3b) = 20 + 30 = 50.

4. Crpany 3a Becuy u ['opana moskemo nzabpartu Ha 2 HAUMWHA, TO3UIU]Y EBUX
Ka0 Iapa Ha 3 HauuHa U BUX0B MehycoOHM pacnopen HA 2 HAUMHA, Tj. IbUX MOKEMO
pacmopenuTu Ha 12 mauuna. Pacnopemumo cana Any u Banmera. Ha crpanu roe cy
Becna u ['opan nmocroje mBa ciobomua mecra, na no3urujy Ane u Banera Mmoxkemo
omabpaTy Ha ABa HAUYMHA, & 3aTUM U KO e celeTu ¢ Koje cCTpaHe Ha [Ba HAUMHA.
Harme, mux MoxkeMo pacmopemuty Ha 4 HaumHa. 3a ocrajga 4 rocrta mocroje 4
ciobomHa MeCTa, TaKO Ja BUX MOxKeMo pacnopeautu Ha 4! mauwmna. Komauno,
yKynan 6poj pacmnopena je 12-4-4! =1152.

5. a) I[TomHOM®MMO 0G€ CTpaHe HMOYETHE jeTHAKOCTHU Ca 10805 2019. Kopucrehn
¢opmyny log, 2018 - logyy5 2019 = log, 2019 (u camuro 3a log, 2018 u log, 2018)
oaMax JoOMjaMo TPaKeHy jeIHAKOCT.
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b) V3 nouerne jennakocTu cienu

blogar 2018+log, 2018 _ b2 log; 2018 _ (blogb 2018)2 _ 20182

Capna omatie nobujamo

2 _ (201810%2018‘1)2 — (20182)10g2018a _ (bloga 2018+log,, 2018)10g2018a
— bloga 2018-logyg,5 a+log, 2018-logygi5 a bH»Iogc a _ (blogb c+log,, a)logc b

1 1 log, b log, b
:(bOgbC.bOgba) og,. :(ca) og, ,
mTo je m Tpebayo MOKA3aTH.

Yerspru paspen — B kareropuja

1. lIpumeruno, 1+9+0+1+2+0+ 149 = 23. Ila 6u cacraBmeru Opoj 6uo
nepuB ca 9, u meros 36up nudapa Mopa obutu nempus ca 9. akmie, 30up mudapa
OpojeBa kKoje mocmarpamo Mopa m3nocuTtu 9 mnm 18, Tj. Hemckopumherne udpe y
30upy Mopajy maBatu 14 wan 5. Heucropumrhenux nudapa, mo ycioBy 3anaTKa,
Moxke Oomtu HajBume 4. I[IpumernMo na HukOje 4 HUTM Mame OJ OBUX Iudapa He
Mory nasartu 36up 14 (3aucra, y ToMm ciyuajy 6u mehy muma mopasna Gutu nudpa
9, u jom HajBuIe Tpu UPpPe Koje y 30upy majy 5, anu 6poj b ce He MOke TOOUTH
kKao 36up Tpu ox oBux mudapa). Hame, 6poj 5 ce ka0 30Up HaAjBUIIE YETUDPU OL
OBUX nudapa Moxke HoO6uTH Ha jemnHozHadan Haumu: 2+ 1+ 1+ 1. Onarie, jequnn
HA4YMH Ja OJ OBUX Indapa cacTaBUMO Oap ueTBopouudpeH 6poj nemus ca 9 jecre
na ombammmo muppe 2,1,1,1 u 6poj cactaBumo on npeocrtanux mudapa: 9,9,0,0.
Ha npBoj nosunuju cinesa mopa 6utu nudpa 9, a 3a HapeaHe TPU NO3UNKje UMaMO
3 moryhuoctu (y 3aBUCHOCTM O TOra Ha KOjOj O BUX je mpeoctasa muppa 9).
ITakne, mocTtoje yrymHO 3 TakBa 6poja: 9900, 9090 u 9009.

2. ITomrro pemema Tpeba ma Oy oy peasHa U PA3IAYATA, TUCKPUMUHAHTA MOPA

6utu mosurusHa, Tj. 0 < (3m)? — 16(m + 1)m = —Tm? — 16m = —m(7m + 16),
onmakje mobujaMo m € (—%,O). Hexa cy z; u 2 pemema HOCManaHe jenHaYMHe.
W3 BujeroBux ¢popmyna umamo i + To = B Kako ob6a pemema

m—+1 m+1
Tpeba ma Oymy Beha om —1, 6pojeBu 1+ 1 u x5 + 1 Mopajy OUTH TO3UTUBHM, IITO
sHaun (r1+1)+ (x2+1) >0 nm (24 —|—1)(x2—|—1) > 0. Onarne umamo 0 < z1+z2+2 =

3m bm—+2 _ 3m 8m—+1 :
m+1+2 ey} nl<xixot+ri+re+1= m+1+m+1+1 ey . IIpBa HejemnakocT

ce ceoam HA M € (—oo,—1) U (—%,oo)7 a apyra Ha m € C
(=00, —1)U(—%,00). llakne, ysumajyhn npecex cea Tpu
nobujeHa ckyma 3a m, no0ujaMo na je KOHAUHO PeIleHe

3anaTKa: m € (*%,* )u (*§,0)~

3. Y CBaKOM TAHIMEHTHOM 4YeTBOpOyriy Basku AB +
CD = AD + BC, nma cabupameM OBe jeIHAKOCTU C
OHOM gJaToM y mocrasmu gobujamo 2AB = 2BC, Tj.
AB = BC. Anasormo, AD = DC. Cana u3 crasa A B
CCC pobujamo AABD = ACBD, onakne 3akpydyje-

Mo LDAB = £DCB. Ho, kako je uerBopoyrao ABCD

takobe teruBan a LDAB u ADCB cy nBa merona Om 2019 4B 3
HaCOpaMHa yria, muxoB 306up m3uocu 180°, ma caemu




34

na cy £DAB u £DCB upasu yruaosu. lakmne, tauke A u C nexke HA KPYKHUIU
Han mpeynukoM BD, mTo je u Tpebaso moKaszaTu.

4. Hera cy x1, T3 U T3 pemema MOCTABbEHE jefHaUuMHe, T1 < X2 < r3. U3
BujetoBux ¢opmyna mmamo x1 + T2 + 3 = 3a, 122 + T1T3 + ToT3z = 20> +5 n
12923 = 2a% —3. Kako pemema Tpeba 1a YuHE apUTMETUUKY IPOIPECHU]Y, MOKEMO
3amnucaTt 1 = To—d u T3 = T2+d 3a Heku peasan 0poj d, d > 0. Tanxa ce mperxonuae
Tpu PopMyIe CBOAE HA

3z9 =3a, 325 —d>=2a>+5 wum x5 — x9d® =2a% - 3.
I3 mpBe o1 BUX OaMax H06mjaMo xp = a. JIpyre mBe ce OHma CBOXE HA

25 —2a>+3  a®—2a®+3
9 - a ’

d?> =323 —2a> -5=3a>-2a*-5=a>-5 u d*=

Ilame, yBpmTaBameM To = @ y jeOHAYNHY U3 IOCTABKE 3a0aTKa NOOUjaMo

0=a®—3a®+ (2a> + 5)a — 2a® + 3 = 5a — 2a* + 3,

oJakJe clIenu a = _5ii 35"’24 = _51:7, Tj. a = —% unn a = 3. Y cay4dajy a = —%
caemuio 6u d? = (—%)2 —-5= —%9 < 0, ma mocraBJ/beHa jeAHAUMHA HEe OU MMaJia CBa

peasHa pemema. Y cayuajy a = 3 umamo d? = 3% -5 =4 (u d®> = % =4,
ITO je mcTo), Tj. d = 2; mocTaBLeHa jemHaunHa Taaa riaacu z° — 92 423z —15 = 0,
U BeHa pemema ¢y r1 =23 —d=3—-2=1,29=3ux3=x0+d=3+2=05.
Ilakne, jenuHa TakBa BPEAHOCT mapaMeTrpa a jecte a = 3.
5. BpojeBu koju y meranHOM 3amucy uMajy TadvHO k nudapa Cy yIpaBo CBU
npupomau 6pojeBu ox 10...0 mo 99...9, Tj. onm 101 mo 10F — 1, u mux uma
k — 1 oyra k myra
(10F — 1) — 10*~! +1 = 10* — 10*~!. IIpema Tome, rpymumyhu jemnaxe caGupke
nooujamo:

bre(1)+bre(2) + - - + bre(99...99)

2019 oyra
2019 2019 2019 2019 2018
= k(0¥ — 1087 = > k107 = Y T k10F7T = k108 =) (k4 1)10"
k=1 k=1 k=1 k=0 k=0
2018 2018
= 2019 107" + 3 (k — (k +1))10% = 2019 - 102" — Y " 10*
k=0 k=0
102019 -1
=2019 - (10%°* — 1) 42019 — ————— =2019-99...99+2019 — 11...11,
9 S—— ——

2019 nyra 2019 nyra

mTO je U Tpebaso MOKaA3aATH.
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PEIIIEIHLA 3AIATAKA CA ORPYRHOI' TAKMUYEIHA N3
MATEMATHUARE YYJEHUKA CPEIILUX IITKOJIA, 23. 2. 2019.

IlpBu pa3penm — A kareropuja

1. Jlara jegmavyuHa HEMa pelrema y CKymy meaux Opojesa. Ilocmarpajmo je-
OQHAYVHY IO MOIYJY 7. Y TOM ciydajy IeCcHa CTpaHa jeTHAUYWHE je KOHIDYEeHTHa
ca 4. Ilokazahemo na meBa crpaHa HUKaJ HUje KOHIPDYEHTHa ca 4 mo Moxyry 7.
C o63upom #a 6 = —1 (mod 7) mu 8 = 1 (mod 7), seBa crpana je mo Monyuiy 7
KOHrpyeHTHa ca z° — x°. Ipumerumo, 03 = 0, (£1)% = £1, (£2)? = 4£8 = +1
(mod 7) u (£3)% = +£27 = F1 (mod 7); maxme, TOTTyHN KyGOBU MO MOIYIy 7 MOTY
furu KoHrpyeHTH camo ca —1, 0 u 1, ma cienu ma 2> — 3 Mome mo Monymy 7 GuTu
rourpyentao ca 0, 1, 2, —1 u —2, Te He Moxke Outu KOoHrpyertHo ca 4. Tume je

3a0aTaK peIleH.

2. Kako je ITH cpemwa suauja y ANAED, cue-
mu IH || AD, Cununo, FG || BD. Hakne, LIJF =
£ADB. Kako je neroyrao ABCDFE rteruBan, cie-
m LADB = LACB. Cseygynuo nmamo £KJF =
LIJF = LACB = LKCF. Ilakmie, 4eTBOPOYyrao
KFCJ je rermBan, Tj. tauka K ce Hajga3um Ha
KpysKHUIU ommcanoj oko AFCJ.

3. 36or {z} € [0,1), jacHO je ma cBa pemema
x Mory Gutm camo y mHTepBaay [2019,4038). Yse-
mumo cMmeny x = 2019 + ¢. Tana saxu {z} = {t},
ma ce moyerHa jexHaurHa cBomu Ha ¢ = 2019{t},
rae t € [0,2019). U3 zanuca t = [t| + {t} moBujamo

[t] = 2018{¢}, Tj. {t} = %. Kako |[t] moxke ysumatu Bpemaoctu 0,1,2,...,2018,

Ox 2019 1A 2

B 3a CBaKy on oBux Moryhuaoctu mobuhemo jemrnosnauno ompebheny
Bpexnnoct {t}, ca usyserkom cayuaja [t| = 2018: maume, Tana 6u

A cremuno {t} = 28 =1, mTo je memorylie 360r zaxresa 0 < {t} <
QP 1. ITpema ToMe, 3akibydyjemMo na noOujeHa jeTHAYNMHA UMA YKYIIHO

2018 pemema mo ¢t (u o cy: 0, 1+201—18, 2+ﬁ, 3+ﬁ, cee

2017+ %)7 na u noJsias3Ha jenHaumHa nMa YEynHO 2018 pemema.

4. Ogrosop je morepnan. Heka je, Ha mpumep, 4eTBOPOYyrao
ABCD powmb6 ca remernnma A(1,0), B(0,50), C(—1,0) u D(0, —50).
c A Heka cy tauke P u (Q mobGujene y mpeceky mpase y = 49 ca
pomGom ABCD (rzme je P mecno on ), a tauke R u S y npecery
npase y = —49 ca pomGom ABCD (rme je R neso oxn S). Tana
je PQRS mpaBoyraoHuK u 3a 30Up HEMOBUX OUjarOHAJA BaKU

PR+QS > 2PS = 2-98 = 196, amu AC+BD = 2+100 = 102 < 196.

—

)
nn

5. [To6ebhyje npBu nrpau. O Tpeba y NpBOM MOTE3y & yIIU-
. 2019
mre 6poj 673 y yraomo mome (mpurom mpumeTmmo, 673 = =52).
D Ipyru wurpay rtaza MOpa Aa yOuiie CBOj Opoj, penumo x, y
HEKO Of mosba b min ¢ (YKOIMKO TO HE yYWHU, Tala OU HEeros
Ox 2019 1A 4

Opoj Ouo y MCTOj BPCTU, KOJOHU WU OUjATOHAJNU CA YIUCAHUM
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6pojem 673, na 6u npsu urpad y ciaenehem moresy morao kom- | g
mrerupatu 30up 2019 ynucuBameMm 6poja 2 - 673 — x ma Tpehe
[I0Jbe; MPUMETHMO, aKO je T HEKU O] MO3BOJLEHUX OpojeBa ca
cnmucka, Tana je u 6poj 2-673 —x nossosmen). [Ipsu urpay noTom c
Tpeba ma Ha He3zay3eTo on mosa b m ¢ ynume Opoj 2 - 673 — x.

ITocsne oBor moresa, rme ron ma Apyru wurpad ymwume cBoj Ha- Qg 2019 1A 5
pemau 6poj, pernumMo ¥y, oH he OUTU y MCTOj BPCTHU, KOJOHU WU

[UjaroHasm ca ynucanuMm Opojem 673, ma he mpeu urpau (ymucusamem 6poja
2673 — y ma tpehe nome) mMolin na kommirernpa 36up 2019 n noGenn.

Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Jla 6u neBa cTpaHa Ouna Je@UHUCAHA, MOPa BaxKUATU sinx,cosz > 0 u cos x —
Veosz # 0 (a To ce cBomu Ha cosx # 0 u cosx # 1). Hakon mocrasmama oBux
yCJIOBa, jeqHAYWHA Ce CBOIU HAa Sinx — v/sinx = cosx — y/cosx, Tj. sinx — cosx =

vsinx — \/cosx, 1 KOHAYHO
(Vsinz — y/cosz)(Vsinz + v/cosz) = Vsinxz — /cos z.

IIpernocraBumo npBo Vsinz — y/cosz = 0. Opatie ciaemu sinx = cosz, Tj.
x =7 +km, k € Z, ama 360r ycnosa sinx,cosz > 0, mpeoctaje camo x = 7 + 2k,
ke Z.

IMpernocraBumo cama Vsinx — y/cosx # 0. Tama ce ckpahuBamem ropma je-
MHAKOCT CBOIM Ha Vsinz + y/cosx = 1. Osnaunmo a = vsinz u b = \/cosz. Tana
npeoctaje a + b = 1, npu uyemy GpojeBu a u b ucnymasajy 0 < a,b < 1 (uejemua-
Koctu ¢y crpore 36or cosz # 0,1, a omna u sinz # 1,0). Mebyrum, onna Basku
a+b>a*+b* =sin® xr + cos? z = 1, kKoETpaIUKIH]a.

Ilakme, kOHaYHA peEIIeHa YMHE CAMO OHA MOOUWjeHA y HMPBOM CIIYYajy, Tj. T =
T +2km3a ke Z.

2. Temena Ma KOI' IpPaBOyraOHUKA 3a0BOJHABAjY D
HaBeJeHU yciaoB. JlokaxknMo na Huje moryhe omabparu G
5 rTauaka ca omnmcanoMm ocobuuoM. IIpermocraBumo
cynporo. Heka je AB majay:ka oy y CKYIy CBUX
Oy:KU Yunje cy Kpajime Tauke mMehy 5 youeHMX Tadaka. A B
Tana Tpu mpeocTaje Tayke MOpajy OUTU HA KPY/KHU-
1 4uju je IPEYHUK AB, Te ce Gap IBe O HUX HAIa3e

Ha ucrtoM ayKy AB. Heka je pacmopen Tauaka Ha JIyKy
A—C—D—B. Taga Baxu LACD = LACB + £BCD =
90°+4BCD > 90°, na je AACD Tynoyrau, KOHTpa K- Ox 2019 2A 2
nuja.
W3 naBenenor cienu na je TpaskeHU Opoj Taudaka jenHak 4.

3. Oarosop: TakBu 6pojeBu nocroje. Mebhy cBuM paznoMimma MamUM O T YU

cy mmernuorm He Behu on 2019, mexa je 7 majsehm. Usmeby 7 u m mema HmjenHor

pPAa3JIOMKAa 2 3a a < 2019. lIpyrum peunma, usmeby “% u am HeMa HUjeIHOT IeJIOT
6poja b, omakne crem || = |2] 3a cBe a = 1,2,...,2019. Ilakne, 6pojeBu m u

N UCIYHaBajy YCJIOBE 13 IIOCTABKE.
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4. Y cayuajy ma je jemaH on a,b,c jemmak 0, smako BEOMMO Oa U IPEOCTANA
aBa Mmopajy ourum 0, mro maje jemno pememe. [IpermocraBumo cama ma cy a,b,c
nosuruBun. M3 npse jemmaumme ciaemu Vb > 1 (y cymporHom 6m smeBa crpama
buna Mama o1 a), u caudHo u3 apyre u tpehe /¢ > 1 u /a > 1. He ymamyjyhn
ommTocT, y3mMuMo a = max{a,b,c}. VI3 apyre jemmaumue mmamo a = b(y/c — 1) <
a(y/c — 1), omarse caemm ¢ > 4 (crora m a > ¢ > 4). VI3 npBe jennaunne mMamo
c = a(\/E -1)> c(\/B — 1), omarne caemu b < 4. Mebhyrum, cana u3 tora u b =
c(va—1)=24(V4—1) =4 crenn na ce y mocnemmsoj HejemmakocT Mopa moctuhin
jemHaroct, Tj. a =b=c=4.

Iaxkme, cucreM uMa nBa pemema: a =b=c=0ua=5b=c=4.

5. Omabepumo k TakMuyapa u3 OPBOr IPEIMETa U PACIOPEAUMO UX Y PA3iIu-
yure yynoHuie. 3atuM Mehy mpeocrannM ydeHUIuMa onadepuMo k TakMudapa m3
APYTOT MpeaMeTa U pacnopeauMo UX y paziaunuure yunonune. Hacrasmajyhu oBaj
OCTYIAaK YKYIHO M IIyTa, Tj. 38 CBaKW OX M IpeaMera (rae yCcJlIOB Aa Ce U3 CBa-
KOI' IpeaMeTa TakMuuu mk ydeHUKa rapaHTyje na hemo y CBAKOM KOpPakKy UMaTHU
MOBOJLHO TPEOCTANNX YyUYEHUKA Na OUCMO HANPABUIUA TPasKeHU u360p), mobujamo
Tpa:KeH! PAa3MEIITa).

Tpehu pazpenm — A xareropuja

1. Kako je Ha moMeHyTOM MHTepBaiy cos omnazajylia ¢yHKIMja, U3 TOTa U IO-
3HaTE HejeqHAKOCTHU sint < ¢ mobujamo cos (sinz) > cosz. VI3 ucre mejemmarocTu
omnMax nobujamo u sin(cosx) < cosz. Ce 3ajenno, cos (sinx) > cosx > sin (cosz).

2. Osnauumo Gpojese ynucane y onpebennm mosmu- al|lb|lc|d
Ma mocMarpane tabiuie kao Ha cannu. llpumenyjyhn el flglh
YCJIOB M3 IOCTABKE 3a M0Jba Y KOjUMa Cy yIUCAHU OPO- i |7k
jeBu a, b, e u f, mobujamo abef = 1, abcefg = 1, m|n|p|gq

abefij = 1 u abcefgijk = 1. Muoxkehu oe uerupu je-
maakocTu mobujamo atbtc?et f4¢%i%%k = 1, omakne cie-
m k= 1. Ha ananoran mauumn nobujamo p=q=10=1.

Capna, nmocmarpajyhu mosma y kojuMa Cy yOUCAHU
OpojeBu ¢ u j, nobujamo efiymn = luefgijkmnp =1, a Ox 2019 3A 2
MHOMKEH-eM OBUX jemmarocty ciaemu e f2i%j2m2n2gkp =
1. OnaBne, gkp = 1, a ¢ o63upom Ha k = p = 1, ocraje g = 1. Anasoruo, h = 1,
kao u j = n = 1. llpumenyjyhu ycnoB Ha moma y kKojuma cy 6pojeBu a u b, n
muO%ehn Te jemmarxoctu, mobujamo a?b’e?f?cg = 1, ma 36or g = 1 cnemu ¢ = 1.
Awnanoruo, d =1, kao u t = m = 1. Canga u3 yciaoBa 3a moJbe y KOM je ynucan 0poj
k mobujamo f =1 (jep cy Ha CcBUX OocTajux 8 moJba jeAUHUIE), IOTOM U3 IIOJbA Y
KOM je ymucas 6poj ¢ nobujamo b =1 (jep cy Ha cBUX ocTaiaux 5 mosba jeAuHUIE),
aHAJIOTHO nobujamo e = 1, u KoHA4HO @ = 1 (M3 ycIoBa 3a MOJbe Ha KOM je YIUCAH
6poj a).

Kako y cBuMm obenexeHrM mosbuMa MOPajy OUTH ynucaHe jeIMHUIE, HA aHaJIO-
raH HAYWH TO BAKMU U 33 OCTATAK Tadiuie.

3. Hoxkasxkumo Hajupe cienehe momohuo TBpheme: ako ce y HEKOM CKYIy Tadaka
T Hanaze cBe Tauke C HEKe ABE MUMOMJIIA3HE IpaBe a u b, 1 ako cy a u f mapaJjeine
paBHU TakBe Ja Baxku a C a u b C B, rana ce y ckymy /(1) masaze cBe Tauke
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npocropa ¢ Moryhum msyserkoMm Taudaka paBHu o u (§. Heka je X mpoussossHa
Tayka MpocTopa Koja He nexku y aU[. O3Hauumo ca v pasan onpebery npasom a
u TaukoM X, u HeKa ce ¥ u b cexy y Tauku B (Mmopajy ce cehu 36or v #Z ). Tana
y pasHu v npaBa X B mopa cehu npaBy a y Hekoj Tauku A (mpase He MOry OuTu
mapaJjieJlHe jep CBe IpaBe KOoje Cy MapaltieJHe C MPABOM a4 a CEeKy Ce C IpaBoOM b
Mopajy aeskaru y pasau 3, nok X ¢ ), na kako A, B € T, cnequu X € T. Tume je
nmomohuo TBpheme morazano. [Ipurom, 1ako ce Buam ma CBE TAYKe IPOCTOPA OCUM
Tavaka u3 aU [ yIpaBo U jeCy CBe Tauke KOje MOI'Y ,,T€HePUCATH “ TAUKe C MPaBUX
a n b (mopexn, HAPABHO, BHUX CAMUX) — JOK, QKO Cy IpaBe ¢ U b KOMIJIAHADHE,
OHE ,TeHepuIlry “ uuTaBy pasad muma oapebeny (u HumTa cem Tora).

O3Ha4YnMO
TauKe U3 CKy- [
ma S maror y ¥

HoCTaBOU  Ca
A, B, C u [ —
D. Cgym £(S) -7
je yHmuja mpa-

Bux AB, AC, l’/
AD, BC,BD, ——L_ |
CD. Hera cy

m u 7' mapa- Ox 2019 3A 2

JIeJTHE pAaBHU

KOje canpike

mumomnastae npase AC m BD, zatum p u p/ mapaJiesHe paBHU KOje CaIp:Ke MU-
Momaasae npase AB u CD, um Haj3an o um o mapaJieJHe PaBHU KOje cCaapike
mumonnasue npase AD u BC, cse pecnekrusao. Osmauummo 7/ NpNo = {4},
mNpNo ={B'}, 7N nNne ={C'turnp Nno={D'} (rj. AB'CD'A'BC'D je
napasesonunen). [Ipumernmo, mopen tavaka A, B, C u D, tauxe A’, B, C' u
D' npencraBiajy jeauHe 4eTUPHU Tadke KOje ce HaJa3e y IpeceKy HeKUX TPHUjy O
pasuu T, ™, p, p', 0 m ¢’. Ba cBaky APYry Tauky y IPOCTOPY MOMKEMO Onabparu
jeman on maposa pasuu {7, 7'}, {p,p'} nmmu {o,0’} rue uujenna pasam y Tom mapy
He caJp:kM YOUeHy TauKy; Ipema ImoMohHoM TBphemy ¢ moueTka, CBe TaKBe Tauke,
naksie, npunanajy ckymy £(£(S)), a mpema KOMEHTApPy € Kpaja OPBOT HACyCa, TAUKe
A", B', C' u D' aucy y crymy £(¢(S5)).

Ilaxne, TpaskeHn OPOj Tayaka jecTe KOHA4YaH, U m3HOCH 4.

4. Y samaTky hemo Buime myTa KOPUCTUTHU ciaenehe: ako 3a mpupoaae 6pojese a

u b Basu a | b, Tana Baxku u p(a) | ¢(b) (3amcra, ako a u b 3anKUmEMO TPEKO CBOJUX

npocTux (arropmsammja, a = piips?---pet mw b = piipy’ - ~p£kq?lq32 cooq), Toe

‘ b k i —ovi Tl i—1
Baxkm 3; = oy 3a i =1,2,...,k, Tama mmamo sf((ag = Hizlpf “ 1Lz q}’ (¢ —1) €

k

N, wro cMo u TBpAMIN).

YBemumo morammjy ©F(n) = ¢(p*1(n)) u ¢ (n) = p(n). Osmauumo n = 3 -
6737 - k 3a (k,4038) = 1 u o, > 1. Iokaxumo Hajupe k = 1. Ako To Huje, oHIA
2| (k). Taga umamo @(n) = 3%71-2.673571.672 - p(k) = 26-3%.673°~1. 7. o(k),
a m3 tora caemn 27 - 3% - 7 | p(n). Omarne mobujamo 28 - 3% = (27 - 3% - 7) | p2(n),
a omatie mame 28371 | p3(n), mro mosnaunm 28 | 3 (n). [Ipumenom dyrEIAIE P
jom 7 myTa ma oGe crpame mobujamo 2 | ¢1%(n), mTo moBOomM MO KOHTpaIMKIM]e.
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Iakse, n ce 3amucyje kao n = 3 - 673°.

Hokasxxkumo o = = 1. [IpernocraBumo cymporHo: 6ap jeman on O6pojeBa « u
B je sehu on 1. Pamuhemo cayuaj o > 2, ca mamomenoM na ce ( > 2 pemasa
anasorso. CJIMUHO Kao y MPBOM Jeny, pauyramo ¢(n) = 26.3%.7.673°~1. Onarne
mvamo pemom 25 -3% .7 | p(n), satum 27 - 3% | p?(n), ma 27-3%71 | p3(n) m 273972 |
¢*(n). U3 Tora saxmyuyjemo 27 | ¢*(n), a morom u 2 | ¢!%(n), mro mornoso nosomm
1o koHTpamuknuje. lakme, jenuno pememe je n = 2019.

5. [Ipumennmo HejenuakocT uzmehy apuTMeTuvke U reOMETPUjCKe CPEIVHE HA
caenehu HauuMH:

[a+2b+3c a+2b+ 3c < 2(a + 2b+ 3¢)
3a+2b+c¢  \fla+t20+3c)Ba+2b+c) (a+20+3c)+ (3a+2b+c)
_ 2a+4b+ 6¢
~ 4dla+btco)’

CabupameM OBOra M IBE aHAJOTHE HEjeTHAKOCTH H00ujaMo

\/a+2b—|—36 \/b+26—|—3a \/c+2a+36

3a+2b+c+ 3b+20+a+ 3c+2a+b
2a +4b+6¢c  2b+4c+6a  2c+4a+6b
~ 4a+b+e)  4la+b+c)  4dla+bte)

)
mTo je m Tpebasio JOoKa3aTu.

YerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. /la 6u mecua crpana Ouna mepuHmcana, mopa BaxuTtu T # —1. IlocTaBmena

jemmaumma ce cpomm Ha 2% 12 (z + 1) = 24732 a mmomehu obe crpame ca 2,
npumehyjemo za je oBo exsusanentuo ca 20+ (z41) = 2227 (222). TIpumernmo
na je ¢yEsmuja f : t — 20t crporo pacryha (zamcta, mmamo f'(t) = 22 In2 -
o -t 4+ 2" =2 +1421n2 4 9t° > 0), ma Tume u unjektusHa. OnaTae ciaeau aa Mopa
BasknTH =+ 1 = 222, Te cy pelnema IOCTABILEHE j€IHAUNHE Ty = &7”4“4'2 = lTi?’,

Tj. 21 =11 x5 = f% (06a ucnymasajy yciaos x # —1).

2. Kako LABD u £CBD wusnoce no 60° (360r jenxa-
KOCTU IepU(PEPUjCKUX YIIIOBA), 3aKbydyjemo na je BD
AE AB 1

cumerpasa £LABC, na omatie cuenu 5C = 56 = 3

Heka je F' cpemumre nysxu AC. Tanma us mperxommor ¢
UMaMO % = 2, a KaKO BKU U % =2 (jep je AACD
jemHarocTpaHudaH), mo obpaTtHoj TaxecoBoj Teopemu
nvamo EO || AD. Opatne ciemu {FOE = {FDA =

30°, a onma £LDOFE = 150°.

3. 3a 3amuc cBUX NPUPOIHUX OpOjeBa ca He BUIIE B A

on k buHapHUX mudapa, YKOIUKO OpoOjeBe 3ammcyjemo Ox 2019 4A 2
yrmyuyjyhu u Bonehe myne (monymasajyhiu no tauno
k mudapa), morpe6uo je ykymmo 2Fk mudpapa, u ox Tora taumo mona (tj. 2871k)
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HyJIa ¥ TAYHO [I0JIa je IMHUIA; BOneNux HyJa Ha NPBOj MO3UIU]U CIE€BA UMA yKYIIHO
2F=1 (mocne npee Bonehe myse mamame Moske nmohu 6mio kKoju omabup mmdapa 0 u
1 3a mpeocrany k—1 nosunujy), Ha APYroj MO3UNUJU CIEBA UMa YKYIIHO k=2 (Tanma
cy mpBe mBe madpe Hyse ma Gupamo octasge Ha 2F7? maumma) WTH., Tj. YKOIHUKO
n3bpumemo Bonehie Hyse mpeocraje HaM yKYIIHO

k
2k -y b =2k — (2P 1) =2k - 1) +1

=1

uckopumhenux nupapa.

Kako ce y ckymy A Hanaze cBu npuponnu 6pojeBu Mamu on 256, 3a HUXOB
samuc morpebuo je ykymuo 28 -7 + 1 = 1793 mudapa, u mMeDy muMa uMa TauHO
27 .8 = 1024 jemmuume. Ilocmarpajmo mpsux 2019 mudapa HM3a u3 moctaske. Y
weMy cy, nakiae, 6ap 1024 jemunune. Takobe mpumervMo m ma y OKBUPY HU3a U3
nocraske Moskemo mporahu 2019 yzacromnux mysna (ma mpumep, 6poj 22019 canpsn
2019 y3acTonHEX HyJa, a [0 YCJIOBY 3a4aTka ce Haja3u y ckymy A). IIpumernmo
[a, YKOJIMKO yOUunMO Ipon3BoJraH 0ok ox 2019 y3acronHux mudapa IoCMaTpaHOT
HU3a, Ma Taj OJOK TOMEPUMO 3a jeTHO MECTO yIECHO, Opoj jeauHuna y OJOKYy mpu-
JIMKOM OBOT IOCTYIIKA MOK€ Ce€ IPOMEHUTHU HajBumre 3a 1. /lakie, Kako y MOJa3HOM
6sory mmamo Oap 1024 jemmuune, a y HEKOM KacHUjeM OJOKY HEMaMO HUjeIHy je-
OVHUILY, HA OCHOBY OIIMCAHOI CJeIu & y HEKOM OJoky m3meDy oBa nBa mMopa
noctojatu Tavyno 1000 jemunHUIa.

4. Tocmarpajmo ¢ymrnujy g(z) = €2°192 f(x). ®ynrmmja g(r) je Takobe mu-
¢epennujabunna Ha R m mma nBe pasznuuure Hyse. V3 Pomose Tteopeme 3a-
kmyuyjemo na ¢pymkmmja ¢'(x) mma Gap jemmy peammy mymy. Mebyrmwm, ¢'(z) =
e20192(2019f(z) + f'(x)), onmatne ciemn ma u dymxmaja 2019f(x) + f/(z) mma Gap
jemHy peajHy HYIy.

5. IlpernocraBumo % = k € N. Heka cy a u b upBe mBe mudpe caeBa y

s-romupperom 6pojy n. IIpumernmo,

(10a +b)10°"2 < n < (10a + b+ 1)10°~2

(10b +1)10°72 < f(n) < (10b+a + 1)10°72,
3 4yera cJjiuean
10a + b k< 10a+b+1
10b+a+1 10b +a

Jlesa mejemnakoct ce comu Ha (10 — k)a — k < (10k — 1)b a mecma ma (10k — 1)b <
(10 — k)a+ 1, 1j. 3ajenHo mmamo

(10 — k)a — k < (10k — 1)b < (10 — k)a + 1.

Pasmorpumo npso cayuaj b > 0. 3a k > 4 umamo 10k—1 > (10— k)9+ 1, wro je
KOHTPAIUKTOPHO mecHo] Hejemuarkoctu. Ocraje k < 4. [Ipumep 3a k = 1 mobujamo
pemmo 3a n = 11. 3a k = 2 umamo 8a—2 < 196 < 8a+ 1, omakie caemu 196 =0, —1
(mod 8) m 196 < 8-9+1 = 73, a 3a mra BuaMO na Huje Morylie; makmie, HE MOKEMO
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KOHCTpyucaTtu npuMep 3a k = 2. 3a k = 3 umamo 7a — 3 < 29b < 7a + 1, onakie
caemu 290 = 0,—1,—2 (mod 7) u 29b < 7-9+ 1 = 64, 3a mTa BUAUMO Ha HUje
moryhe, Te HU OoBOEe HeMa pemema. 3a k = 4 umamo 6a — 4 < 39b < 6a + 1, mTo
je moryhe camo 3a b=1wu a =7. ¥ ToMm cayuajy, HEKa je x Opoj Koju ce mobuja
KaZa y Opojy n ca obpucaHe mpBe aBe nudpe 3aMeHUMO CBe Hojase nudapa 1 u
7 undppom 0; mera je A O6poj Koju ce mobuja Kama, CIUYHO, 3AMEHMMO CBE MOjaBe
uudpe 7 mudppom 1, a cBe ocrane mudpe nmudpom 0; a B Opoj xoju ce nobuja rana
cBe mupe paszauunte on 1 3amernmmo nuppom 0. Moskemo 3anncaru

n="7-10"14+10°24+7A4+B+x u f(n)=10"1+7-10°24+ A+ 7B +z.

Yenos n = 4f(n) ce comm wa 3 - 10571 + 34 = 27-10°"2 + 27B + 3z, mTo maje
10" '+ A=9-10°"249B +2x, 1j. 10°°2 + A = 9B + z. Ilo KOHCTPYKIUjU Baxn = <
10°~2, ma cremu B > 0; MmeDyTum, Tada Ha TO3UIW)U IIpBE HEHYyJIa NU(Gpe 3AeCHA Y
Opojy B Ha mecHOj cTpaHM jeIHAKOCTM MMaMo Iudpy 9 a Ha JIeBOj cTpaHu IUPPY
0, kourpanuknuja. lakne, konauno, au 3a k = 4 He moxkemo Halim omgrosapajyhe
n.

Cana pamumo ciayuaj b = 0. I3 ropenobujene nejenunaroctu nmamo 10 — 2k <
(10—k)a—k < 0 < (10—k)a+1 < 91—9k, Te crenu k € {6,7,8,9,10}. 3a k =6,7,9,10
uMamo npumepe, penom, n = 108,105,405, 10. IIpernocraBumo cana k = 8. Tana
nvamo 2a — 8 < 0, ma crnemu a € {1,2,3}. Takohe Basku s > 3, jep 3a Gpojese

al_ — a9 — 10, Jle¢pmrumumo cama Gpojese x, A u B cIMYHO Kao y

a0 a
HpeTXOI[H(J;l(\/I i‘lacycy (z mobumjamo 3ameHoM cBux mojasa muppe a mmdpom 0, A
nobujaMo 3aMEHOM CBUX mojaBa mu¢pe a muppom 1 a ocranux nudapa nudpom 0,
a B nobujamo 3amenoM cBux mojasa mu¢pe 0 mudpom 1 a ocranux mupapa mudpom
0; cBe TO y Gpojy n ca obpucane npse ase mudpe). Taxa Bawu n = al0*~ ! +ad+x
u f(n) = al0*"2+aB + x, ma ce ycaos n = 8f(n) ceomu Ha

[170 BaEKM

2010572 + aA = 8aB + Tx.

IIpernocraBumo na ce n 3apmasa muppom 0. Tana, no mepuuunuju 6pojesa x, A
u B umamo 10 | z, A u 10t B, anu 0BO je y KOHTPAIUKIUJU C TOPHOM jeAHAKOMm Ny
(cBu cabupuu cem 8aB cy memwusu ca 10, a 8aB To Huje jep ce B 3aBpmasa nuppom
1ua€{1,2,3}). IIpernocraBumo cana na ce n 3appmasa TupoM a. Tana mMamo
10 | z,B n 101 A, mro je omeT KOHTPAIMKIUja ¢ TOPHOM jenHakomny jep 10t aA.
Hajzanm, mpernocTaBuMmo na ce n 3aBpmaa mudpom pasnamuuroMm on 0 u a. Tana
vvamo 10 | A, B u 101z, u mouoso kourpamuknuja. Ciaenu ma He HOCTOje Pellena
3a k= 8.

IIpema cBemy, jearHe BpeIHOCTU M3pa3a % Yy CKyIly IpupomHux GpojeBa cy:
1,6, 7,9 u 10.

IlpBu paspen — b kareropuja

1. U3 uerBpTor ycaosa (y3 mpBu) mobujamo ma y ckymy A mory Gutm camo
6pojesu 1, 2 u 3. 3 tpehier ycuosa umamo 3 ¢ A, a u3 mpyror 2 € A. Ilamwe,
u3 mocienmer yciaosa umamo 1 ¢ B, a xako 1 € AU B, caequ 1 € A. Tume
cMo jemmosnauno maentudurosaau ckyn A: A = {1,2}. Y ckyny B mopajy Gutn
cBu OpojeBu 3, 4, 5 u 6, kako 6u OWMO UCHyHEH MPBU yCJaoB. V3 mpyror yciaosa
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jom mmamo 2 ¢ B, a u3 nocuemmer 1 ¢ B. Ocraje, makie, jenusHo moryhe B =
{3,4,5,6}.

2. Ilpumerumo, cnoBa T u R y TpaskeHO] mupy ce jaBsbajy IO TPU IyTa, a CBa
IpeocTalia CJIOBa IO jenHoM. Jlakiie, KakO IPBO M NOCIENIH€ CJIOBO MOpPajy Outu
UCTO, IO YCJIOBY 3aJaTKa TO MOopa outu jemuo ox cioBa T uau R. [IpermocraBumo
na mudpa moumme u 3aBpmasa ce ciaoBoMm T. Tanga yHyTap mudpe mpeocraje
yrymuo 10 cnoBa, mehy rKojuma ce R jaBspa Tpu myTa a mpeocTaJia CIOBA IO jeTHOM;
[aKJ€e, OHU Ce MOI'y HCIEPMYTOBATU HA 13—0!! Ha4YMHA, UITO je U yKynaH 0poj moryhwux
mudapa Koje HouMmy U 3aBpimasajy ce ca T. Yko-
JUKO mMu(pa MOYUIe CIOBOM R, padyH je IOTIyHO
aHAJIOTaH, T€ y TOM cCJIydajy mobujamMo jOIl HUCTO TO-
suko moryhuocru. Ilakne, ykynmHO nmocroju 2 - 13—0!! = 1?0!
moryhuoctu xoje Bermen Ttpeba na mncmpoda.

3. N3 reruBHoctu yerBopoyria ABCD noGujamo
LACB = LADB = 50° u LCAB = ACDB = 60°.
I[Ipernocrasumo ma je tauka M wussan myxu AC. Axo
6u Baskmo pacmopen A — C — M, rmama 6u LACB
6uo cmomammu 3a ABCM, nma Ou MOpPaJO BaKUTU
£LACB > LAMB, mro je memoryhe (Ta mBa yria
usnoce 50° u 70°, pemom). Cnnuno, ako 6u Baskuo pa-
cunopen C — A— M, cnenuno 6u LCAB > LAM B, ouer
memoryhe. Hakme, npeocraje jenumro moryhuocrt ma je
tauka M na myxu AC. Ox 2019 1B 3

4. TlpumeTnmo,

10%°19 ~ 9991 =100...00—-9991 = 99...90009 =9 - 11...10001.
N—_—— N—— N—_——
2019 2015 2015

Iakie, na O6u mocmarpanu 6poj 6mo memuB ca 81, HOBOJBHO je jOII IOKA3aTU O je
6poj 11...10001 nemus ca 9. Kako meros 36up nudapa nzuocu 2015-1+1 = 2016,

2015
ITO jecTte mesbMBO ca 9, ciaenu na je m taj Opoj memuB ca 9, umme je 3amarak

perIeH.

5. Heka je AD Bucuna, BE texumna nyx, a CF
cuMerpata yraa y omrpoyriom AABC. Herka ce AD
u BE cery y tauku R, AD u CF y tauku @), a BE
u CF y rmauku P. IlpernocraBumo cymnpoTtHO TBphe-
By 3a7aTKa, Tj. 1a je APQR jennakoctpanuvan. Kako
Basku £CQD = 60° u £QDC = 90°, cnemu £QCD =
30°. Kako je CF cumerpasa yria, omarie mobujamo
L£QCFE = 30°, a rako Bazku u LCPE = 60°, cuemu
£LPEC = 90°. Cana youaBamo AABE =~ ACBE (360r
BE 2 BE, AE 2 CE u {AEB = LCEB = 90°), na je

Ok 2019 1B 5 AABC jemnakokpak, a Kako Bell 3HaMO na HeroB yrao

ron Temena C usnocu 60°, 3akmyuyjemo na AABC mo-

pa Outu jemmakoctpanumvan. Mebhyrum, Tana ce mpase AD, BE u CF ceky y
jemHOj TauKu, KOHTPAAUKIMja C MPETIOCTABKOM 33 IaTKA.
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Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. YBemumo cmeny z2 + 3z + 6 = t. Jemuauuna ce cBomm Ha £ 4 t+41 =1, Tj.

Szt + 2022 + Tat = t? + 4tx (y3 ycnose t # 0 u t + 4z # 0), mTo Je €KBUBAJICHTHO
ca t2 — 8tz — 2022 = 0. Ilememem obGe cTpame ca x? (y3 HOCTaBbame yCIOBA

22 # () jenmaumHa ce majme CBOIM HA ( )2 8t 20 = 0, na yBobemem HOBe cMeHE

k= % nobujamo k% — 8k — 20 = 0. Peme}ba OBe KBaJpaTHE jefHAuUuHE Ccy Ki/o =
8+ 82;4-(*20) _ 8:&:\2/144 :i:127 . ky +212 — 10 u ky = 8—212 — 9 3a k=10
mocie Bpahama cmene nmamMo 2 —|—3x+6 =t=kFkr =10z, 1j. 2 =72 +6 = 0, unjum

(= 7)2 46 _ 7i5

penraBameM I00ujaMo Ty = , Tj. x1 =6umaze=1. 3a k=-2
nocisie Bpahama cMeHe UMaMo & +3x+6 =t= kgc = 2z, 1j. 22+ 5246 = 0, unjum
pemaBameM nobumjamo 3,4 = 5iv252 46 — 752i1, Tj. v3 = —2 u x4 = —3. Csa
gyeTupy n0o0UjeHa penema WUCIYyHAaBajy yCIOBe Ne(PpUHUCAHOCTHU, [Ia OHU 3aUCTa
jecy pelrema MoJia3He jeTHAYNHE.

2. Osnaunmo L BAC = a, LBDC = 3, LAOD = 0,
£LOAD = x u £LODA = y. Tama umamo u {BCA =
a (jep je AABC jemnakokpak), a u LDBC = 8 (jep
je ABCD jemnakokpak), kao u £BOC = 6 (ynakpcan
ca LAOD). I3 ABOC umamo 6 = 180° — o — 3, a u3
ANAOD unmamo 6 = 180° — x — y, omakye caemu o + =
z + y. Hasme, yciaoB 3amarka ce mpeBomu y 20 = « +
z+ f + 1y, mTO y3 3aK/bydak U3 MPETXOIHE PEUECHUIE
naje 20 = 2(a + B), 1j. § = a + f; cana NOHOBO u3
ABOC mobujamo 6 = 180° — 6, tj. § = 90°. Ilakne, mujaronase BD u AC cy
mebycobuo mHopmasue, tj. BO u CO cy Bucune y AABC u ABCD, penom. Kako
Cy OBU TPOYTJIOBU jeTHAKOKPAKU, (bUXOBE BUCUHE U TEKUIIHE TY5KU CE TOKJIAIAjY,
na caenu na je O cpemumre nysxxku AC u BD. [Ipema Tome, y uerBopoyriay ABC D
OUjaroHajie Cce IOJIOBE, Ia je OH IapaJiejorpaM, a KaKO Cy AujaroHaJje joIl U
mebhycobuo HOpMaJHe, Taj mapaJjejgorpam je pomo.

Ox 2019 25 2

3. Y mocmarpanux 9 6oma ykymHo uMa 126 memmauTapa MJeKa, ma CIEIU 13
cBaka nmomahwuna Tpeba ma mobuje mo 3 Gome ca YKymHO 42 menuiaurpa MIEKA.

[Mocmarpajmo momahwuiy koja je mobuma Gomy ca 26 menmiaurapa Miaeka. Y
npeocraJie nBe 0OoIe OHa MMa YKYOHO jom 16 memuiaurapa, mTo je Moryhe camo
Ha caeneha nea mauwmua: 2+ 14 uau 5+ 11. [IpernocraBuMo Hajupe 1a BayKu IPBU
cayuaj. Taga ona nomahwuria Koja je mobusa 601y ca 23 AeMUIUTPA Y TPEOCTATIUM
neema fomama nMa yKymHO 19 menmiurapa Mieka, mTo je (01 HemoxesseHnux 6orma)
moryhe nobutu camo xkao 8+ 11; rana tpehoj momahunu ocrajy 6oue ca 5, 17 u 20
memumrapa Mmieka. Jlakiae, y OBOM Ciydajy, y 3aBUCHOCTH OJ TOra Koja je ,,mpBa
Koja ,,apyra“, a koja ,rpeha“ momahwna, umamo 6 HaurHa monene (KOIUKO UMa
v nepMmyTanuja ose Tpu nomahuie). CauyHO, YKOIUKO IPETIOCTABUMO 14 je IpBa
nomahwura nobuna 6ote ca 5, 11 u 26 menmuanTapa MIeKa, Taga BUIUMO 13 OHA KOja
je mobuna 6omy ca 23 mermuauTpa Mopa mxobuTu jomr 6ore ca 2 u 17 genuaurapa, a
tpehoj onna ocrajy Gome ca 8, 14 u 20 mermnurapa mieka. lakie, 1 oBIe mMamMo
6 HaurHa mozese (OHET y 3aBUCHOCTU OJ mepMyTtanuje gomaliuma).

I[Ipema Tome, yrymHO mocToju 12 HaumHa ma momese OOe y CRIAIy C yCIOBAMA
3a1aTKa.
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4. ITomuzamem o6e crpane jenuauuse Ha Tpehu crenen (rkopucrehinm nuenTUTET

(a+b)® = a® + 3ab(a + b) + b3), nobujamo

r+2+3Ve+2V3z+1(Va+2+ V3z+1)+3zx+1=2 -3,

Tj.

3Vr +2V3z +1(Vx +2+ V3r+1)= -3z —6.

W3pas y 3arpamm mpeacTraBsba MOHOBO JIEBY CTPAHY IOJIA3HE jeAHAYMHE, A OH
Mopa Outu jemHak v/x — 3; yBpmraBameM OBora (M mememeM obe crTpaHe ca 3)
JOJIA3UMO IO

Vo +2V3z+1Vr —3=—(z+2).

Hanomenumo, nocienma jeqHaYNHA HUAJjE €KBUBAAEHMHKAG C TOJA3HOM (CaMo je me-

Ha [OCJIEAMIA); TO 3HAUM Na 3a CBako HaDeHO pememe Te IOCHeNme jenHaunHe

MOPaMO TMPOBEPUTHU O JIM OHO 3aUCTA 33A0BOJHLABA U TMOJA3HY jeIHAUUHY.
IMomuzamem obe cTrpane mocienwme jenHaunue Ha Tpehwu crenen mobujamo

(x+2)Bx+1)(x —3) = —(z +2)>

Jenmuo pememe je ouuraenHo r = —2. JIupekTHO ce mpoBepaBa Aa je TO 3aUCTa

pememe u monasHe jenHauune (06e crpade msuoce +/—5). Ilox mpermocraBkoM

T # —2, ckpahuBamem = + 2 ca obe crpame octaje (3z + 1)(x — 3) = —(x + 2)2,

1j. 322 — 9x + 2 — 3 = —(2% + 4 + 4), mTO je exBuBasenTHO ca 4’ —4r +1 = 0.
. . 4ty /(—4)2—44

Pemapamem oBe KBaJpaTHE jeTHAUMHE NOOMjaMO T = % = 4*#0 = %

IIpoBepumMoO na au M OBO pemene McnyrbaBa nonasny jenuaunny. Ha sneBoj crpanu

,ZIO6I/IJaMO \/ +2+ \/3 7—&—1—2 2, a Ha NECHOj CTpaHu ,/f— = ,/—5, mna

T = 5 Huje pememe MOJa3He jeIHaUnHe.
I[aKJIe jemuHO pememe je r = —2.

5. Kako je 6poj a memus ca 9, u 30up meropux nupapa Mopa OUTH HeJbUB Ca
9, Tj. 6poj b je memwuB ca 9. Oparie, u3 ucror pasiora, u O0poj ¢ je mewus ca 9,
a MOTOM 3akKjpbyuyjemMo na je u 6poj d memus ca 9. Ilame, kako 6poj a mma 2019
mrdapa, a cCBaka merosa nudpa Moske 6utu HajBume 9, ciaenn na 6poj b m3HOCH
Hajsume 2019 -9 = 18171. Bpoj ¢, marne, n3nocu HajBume 1 +8+9+9+9 = 36
(jep nudpe y 6pojy b Ha YeTBPTOj U IETOj MO3UNUjU 3[AECHA, AKO YOIIITE IIOCTOje,
n3HOCe HajBumme 8 U 1, TUM pemoM, HOK Cy ocrtase nuppe Hajsume 9), a onna 6poj
d moxke Oouty HajBume 2+ 9, 1j. HajBume 11. lakmie, o6jenumaBameM n00MjeHUX
3akJ/pydaKa KOHCTaTyjeMo na je d 6poj koju muje Behu oxn 11 a koju je messus ca
9; mpema Tome, jemuHa MoryhuocT je d = 9.

Tpehu pa3pen — b kareropuja
1. N3pauyHaBamo:

tg(arcctg 5) + tg(arctg %)

2
tg (arcctg 5 + arctg 3) =

1 — tg(arcctg 5) tg(arctg %)
1 2
GereEn T3 _ 3+3 _#
=1__ 1 2~ 7]_1.2- 13-~
ctg(arcctg5) 3 5 3 15
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N3 5 > 1 u uumenune na je arcctg omamajyha ¢ymrumja, modbumjamo 0 < arcctgh <
arcctgl = 7. Camuno, kako je arctg pactyha ¢ymrmja u 0 < % < 1, mobujamo
0 < arctg% < arctgl = 7. Jlakse, u3pa3 y TOCTaBIM Ce HAJA3U y UHTEPBAIY
uzmeby 0 u 7§, ma Kako HmEroB TAHTeHC M3HOCU 1, BpeAHOCT TOr u3pasa je 7

4 (T.]
peu je o yray on 45°).

2. Ouursnenso, p > 3 (jep Ou y CynpOTHOM JIeBa CTpaHa OUIa Mama Ol JeCHe),
ma Kako je p mpocT 6poj, caema p = 1 (mod 3). Omarae mmamo p? = 1 (mod 3).
Tarobe mmamo n 2500 = 1 (mod 3), Te yKONMMKO MOCTABILEHY jeIHAUMHY TPAHC-
dopMumemMo y oOIuK
p? — 2500 = g,

JeBa CTpaHe je nespuBa ca 3, ma To Mopa Outu u mecHa. Kako cy ¢ u r mpocTtu
OpojeBu, jeman on mux mopa ourtu 3. IIpermocraBumo, 6e3 ymamema ONIITOCTH,
na je To q. [Ipumernmo 2500 = 502, ma ce JeBa cTpaHa MOXke (GAKTOPUCATH KAO
pasnuka KBaapara, mocie dera upeocraje (p — 50)(p + 50) = gr = 3r. Kako je r
npoct 6poj, umamo camo ciaenehe nse moryhuocTu.

e p—50=3, p+50=r: Caemu p =53 u r =103, mro jecy npoctu 6pojeBu ma
“MaMO jeTHO PeIIeHe.

e p—50=1, p+50 =3r: Crenu p =51, mro HKUje mpocT OpPOj, TEe OBIE HEMAMO
pemema.

Y3umajyhu y 0063up u TO mAa ¢ U r MOTYy 3aMEHUTHU yJOTe, MOCTOje YKYIHO IBe
TPOjKe Koje 3a10BosbaBajy yciose 3amatka: (p,q,r) € {(53,3,103), (53,103, 3)}.

3. 3a ;meBy cTpaHy HOCTaBJLeHE HejemHaumne mmamo 2 — 2z + 3 = (22 — 2z +
1)+2=(x—1)2%+2 > 2, a3a necay nmamo V4 — 22 < V4 = 2. Ilakne, jemuna
MoryhHOCT je ma u JieBa M mecHa cTpaHa oOyny jemaake 2. MeDhyrtum, uz uzsobhema
maJionpe npuMmehyjemo ma je jmeBa crTpaHa jemHaka 2 camMo 3a * = 1, a mecHa je
jemnaka 2 camo 3a x = 0. Ilakie, HUKaga He MOTy 0bDe cTpaHe UCTOBPEMEHO OUTU
jemHake 2, ma MOCTAaBJ/LEHA HEjeTHAUMHA HEMA PEelIekha.

4. OsnauuMo cpemumTa crpanuna AB,
BC, CD, DA ca M, N, P, Q, penowm,
u Hera ce nysku MP (mysume 2) u NQ
(mysxume 3) cery y tauku O. Taga cy M N,
NP, PQ, QM cpemwme munuje y ANABC,
ABCD, ACDA v ADAB, penou, na Baxu
P(AMBN) = iP(AABC’)7 P(ANCP) =
1P(ABCD), P(APDQ) = 1P(ACDA) n
P(AQAM) = 1P(ADAB). Cabupamem Ok 2019 3B 4

OB€ YETUPU jeIHAKOCTHU HOOUjamMo

P(AMBN) + P(ANCP) + P(APDQ) + P(AQAM)
1

= J(P(AABC) + P(ACDA) + P(ABCD) + P(ADAB))

- i -2P(ABCD) = %P(ABCD)-



46

Omarne cnem u P(MNPQ) = 1 P(ABCD). Takobe 360r youeHNX CpeImUX JIHU-
ja mmamo MN || AC || QP u NP | BD || MQ, na je M NPQ napanenorpam. Heka
je h BucumHa moByuena m3 tauke P mHa mujaromasy N@Q. Tana 36or yraa om 45°

_pPo _ M _ 1 : :
nmamo h = N Y (cpemmy jemHakocT HOOHjaMO HA OCHOBY YWHCHUILE

na ce mujaroHajie napasiesorpama nosose). Onparie uzpauynasamo P(MNPQ) =
2P(ANPQ) = 2- 95" = 3. & = 2 na xomauno u P(ABCD) = 2P(MNPQ) =

2 VAR
3v/2.

5. a) IlocmarpajMo mecToyrao ca yNHCAHUM OpOjeBUMa KOJjU WCIyH-aBajy
ycioBe 3anaTka. Kako HUCY cBU OpOjeBU MCTH, TOCTOjE ABa CyCeOHA TEMEHA TAKBA
na je y jemHom on mux ynucan 6poj —1 a y mpyrom 1; meka cy to A u B, pemom,
v Heka cy Hapenna temena C, D, Eu F. Taga y C mopa 6uru 1 (na 6u npousson
6pojesa y A, B u C 6uo —1), na 3atum y D mopa 6utu —1 (36or B, C' u D),
noroM y E mopa 6urn 1 (36or C, D u F), u konauno u y F mopa 6uru 1. IIpema
ToMe, 36up m3nocu —1 4+ 1+ 1+ (-1)+1+1=2.

b) Kao y meny non a) namasumo temena A; u Ay y kojuma cy ynmucanu 6pojeBu
—1 u 1, pemom. Taga y Temeny Az Mopa 6utu 6poj 1, ma onma y temeny Ay 6poj
—1, ma y temeny As 6poj 1, y Ag 6poj 1, y A7 6poj —1 ura. llpumehyjemo na ce
obpasall moHaB/ba, Tj. [a je Y TEMEHUMAa YWjU UHIEKC maje ocTaTak 1 mpu Oesbemy
ca 3 yBek ynucan 6poj —1 (apyrum peunma, Ha cBakoM Tpeliem Temeny), a y cBUM
ocramuMm temenuma 6poj 1. Ilpema Tome, y %, Tj. 673 Temena je ymucau OpOj
—1, a y nmpeoctaaux 1346 temena Opoj 1, ma 30up cBUX ynucaHuxX OpOjeBa U3HOCU:

673 (—1) + 1346 - 1 = 673.

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

1. KBanpupajmo obe jeqHAKOCTM JaTe y MOCTaBIM U MOTOM uX cabepumo. Jlo-
oujamo:
61 = (16sin® o + 40 sin a cos B + 25 cos® B) + (25sin® 5 + 40 sin 8 cos o + 16 cos o)
= 16(sin? o + cos® a) + 25(sin? 3 + cos® ) + 40(sin o cos B + sin 3 cos @)
=16+ 25+ 40sin(o + §) = 41 + 40sin(180° — ) = 41 + 40sin .

Oparize mvamo siny = 81241 — 20 —

pT o= %, 1j. v = 30° wau v = 150°. Ipyra moryhuoct
ormama 36or ycaosa na je AABC omrpoyrau, ma ocraje v = 30°.

2. Jla 6u m3pa3 y mocTaBi|l OMO HeduHMCAH, MOpa Ba:EuTH log,(cos %) > 0,
Tj. COS% > 1. Ho xako, mo meduHMOMju (yHKOMje COS, JIeBA CTPaHA HE MOXKE

T T

outu Beha om 1, ocraje cos = 1, Tj. 7= 2km 3a meko k € 7Z, Te ocraje
D = {22k : k € Z}. llpema Towme, 3a x € D, 6poj 2 Mome 6utu 8-0%, 8-1%2, 8-22...
Kako mmamo 8- 152 = 1800 < 2019 < 8- 162 = 2048, majMama BpemHOCT M3pasa
12019 — 22| mocTmske ce 3a x = 2v/2- 16 u usnOoCH 2048 — 2019 = 29, WTO jecTe mpocT
Opoj.

3. Bawm n? +4n — 15 = n?2 +4n+4 — 19 = (n + 2)?2 — 19, ma momTo OBaj
6poj Tpeba ma Gyme mesmus ca 361 a mmamo 361 = 192, cmenm ma je mocmarpaHu
6poj memus u ca 19. Omma 19 | (n + 2)2, ma momTo je 19 mpocT 6poj, mobujamo
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u 19% | (n +2)2. Ho, Tama u3z osora u 361 | (n + 2)%? — 19 cremu 361 | 19, mTo je
ounryenHa KoHTpanuknuja. lakie, TakaB 6poj He MOCTOjU.

4. IIpebpojMo MPBO KOJIMKO MAKCUMAJHO MOKe OWUTU TakBUX OpojeBa uuje cy
nudpe y omanajyhem moperky. CBaku Takas Opoj je jemnosHauHo oxapeben ona-
6upoMm mer (pazaumuurux) mudapa Koje ra cauummasajy (HAKOH mTo cy nudpe
onabpane, 6poj nobujaMo BWUXOBUM COpPTUpameM y onaznajylieM moperky), ma
nomTo uMmamo 10 mudapa Ha pacmosaramy, TAKBUX OpojeBa mMa (150). IIpeGpojmo
canma oHe OpojeBe umje cy muppe y pacryhem moperky. Cindro kKao MaJionpe,
U cBaku TakaB OpOj je jemmosHauno oapeberu omabupom mupapa kKoje ra cadum-
BaBajy; IPUTOM cala Ha paclojaramy MMaMo caMo 9 mudapa oI KOjUX MOKEMO
6upatu 5, jep meby omabpanum nuppama He cme Guru 0 (ako Ou Guia, oHxa 6u
oHa, 300r pacryher noperka, MopaJja mhu Ha moderak TeledOHCKOr Opoja, IITO
je 3abpameHo ycioBoM 3amarka). Jlakige, y OBOM Ciaydajy MMAaMO (g) 6pojesa.
Yxynan pesyiarar je: (150) + (g) = 2524126 = 378
TesiepOHCKUX OpojeBa.

5. I3 CL = CB pobujamo {CLB = LCBL =
180° - L ABC = 180°— £ ADC, na tauke A, L, C n
D nesxe na uctoj kpyskHUIU (360r CyImIEeMEHTHO-
cTu nepueprjcKuX yrioBa HAL UCTOM TETUBOM
¢ pasnmuuuTux crpana). Ha cauuvan Hayws, u3
AK = AB nobujamo {AKB = {ABK = 180° —
£ABC =180° — LADC, na u tauxke A, K, C u D
JIesKe Ha UCTOj KpysxHunu. /lakime, cBUX mer taya-
ka A, K, L, C u D nexe HA UCTO] KPYyKHUIM, IITO
je u Tpebajio mokaszarTu. Ox 2019 4B 5

PEITIEIHA 3AITATAKA CA NPRKABHOI' TAKMAYEIHA 3
MATEMATHWARE YYEHUKA CPEIILUX IITIKOJIA, 16. 3. 2019.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

1. Hera je x jemua nenobpojua myaa moaunoma P. Tama mmamo 1 —z | P(1) —
Pz)=2-0=2,1j. 1—z € {-2,-1,1,2}, a omariue caemu x € {—1,0,2,3}. Karo mo
yCJIOBY 3amaTka P uMma mBe pas3aumuymre HEMO3UTUBHE IEJ0OPOjHE HyJe, TO MOPajy
outu —1 u 0. Caga mmamo 0 = P(0) = ag, mro pemasa neo mox a), u raxobe

0=P(-1) = Zai(—ni =>"a; - a;

2li 2ti

omakye nmobujamMo m meo nox b).

2. Osznauumo yriuose konx temera A, B u C ca «, 8 u v, penom.

Iokazxkumo Hajpe BA = BC. IlpernocTaBuMO CyIpPOTHO: 6€3 yMameHa OIIITO-
cru, Heka Basku BC > BA. Heka je s cumerpana crpanune AC. Tauke Au B cy y
KCTO]j MOy PABHU C UBULOM S, a 360r BI; || s (jep je BI; BucuHa), y TOj MOy pPABHU
je u Tauka I,. Hame, ¢ obsupom ma LCAI = § > 3 = LACI, nobujamo CI > Al,
onakie ciaemu na je u tauka I y Toj momypasuu. MebDyTum, KAko § cAIp:EU TAUKy
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O, a taure I u I; cy nearpannocumerpuyre y onuocy ua O, one 6u Mopajie 6Gutu
V pa3auuuTuM DOJaypaBHUMa, KOHTpamuknuja. lakme, BA = BC. Opmarne ommax
ciaenu u ma cy tauke B, O, I, O1 u I; cBe ronuneapse (Ha BucuHEN 13 B), a Kako
je O1 ma Bucunu u3 A, cnemu na ce Op noknana ca H, opromearpom AABC.

Cana hiemo mokazartu C, c
na ce tauke O u I mo-
kiaanajy. IlpermocrasBu-
MO CYIOPOTHO. Y CBAKOM
Tpoyray cy upase AO
u AH ocmocumerpuune A Ad B
y ommocy ua Al (mTo Ip 2019 1A 2
ce JIAKO BUIU U3pady-
maBajyhu ma oba yria
LCAH n £BAO wm3noce mo 90° — 7). Heka je X ocHOCMMeTpHMYHA CIIMEA TadKe
O y ommocy na Al (X mpumana mpasoj AO;). Y cayuajy X # O; npumehyjemo
na nmpasa Al mposasu kpos I, mTo je cpemumite my:xu OO, a Takobhe mposasu
u kpo3 cpemumre my:xu OX, ma cunemu Al || O1X, anmu oo je memoryhe jep ce
oBe zIBe mpase cexy y Tauku A (a mpuToM ce, MO IPETHOCTABLU, HE IIOKJIANA]Y).
Ocraje moryhuocr X = Oy, amu taga nmamo £AIO = 90°, omakne ciaenu na 6u
I mopano 6utu cpemumre ocHoBuiie AC, mto je omer rouTpamuknuja (jep je I
neHTap ynucade kpyskuune). Jakie, npernocraska qa ¢y O u I pasmuyuure Tauke
BOIU y KOHTpamuKnujy, na ce O u I Mopajy mokgamaTu, a OfaTie IUPEKTHO CJeIu
na je AABC jemnakoCTpaHUYAH.

3.3am=4un=>5unmamo m? =42 = 16 u n? = 52 = 25, a 36upoBU AeaUIAIA
oBa nBa Opoja m3moce: 1 +24+4+4+8 416 = 31 u 1 + 5+ 25 = 31; marue, map
(m,n) = (4,5) yuju jenan TpaskeHU mAp.

Hexa je p mpousBosLad IpocT 6poj pasnuuut on 2 u 5. Bpoj 16p? uma crenehe
nemuone: 1,2,4,8,16,p,2p, 4p, 8p, 16p, p?, 2p?, 4p?, 8p?, 16p?, u wUXOB 36UP M3HOCH:
(1+2+4+8+16)(1+p+p?) =31(1 +p+p?). Bpoj 25p? uma crenehe menmorne:
1,5,25,p, 5p, 25p, p?, 5p?, 25p%, u muxos 36up msmocu: (1 + 5+ 25)(1 + p + p?) =
31(1 + p + p?). lpema Tome, cBaku map obmura (m,n) = (4p, 5p) 3a mpocT 6Gpoj p
pas3auuuT o 2 u 5, UCIyHaBa MOCTABJHFEHU YCJIOB, T€ TAKBUX IIAPOBA 3aUCTa, UMAa
GeCKOHAYHO MHOTO.

4. IlpernocraBuMo CynpoTHO TBpDemy 3amaTka: MOCTOjU IO3WTUBAH DeajaH
Opoj ¢ TakaB Ma HUKOje TPU IPBEHE TaUuKe He 00pa3yjy Tpoyrao moBpINUHE ¢, OPO]
Z TakaB Oa HUKOje TPU 3€JeHe Tauke He 0O0pa3yjy Tpoyrao MOBPIIMHE zZ, U OPOj p
TaKaB a HUKOje TPU IIaBe Tauke He 0Opa3yjy Tpoyrao nospmuse p. [locroju 6oja
KOjoM cy obojeHe Gap mBe Tauke; 0e3 yMamema ONIMTOCTU, HEKa je TO IpBeHa, U
Heka cy A u B nBe npsene tauke. [locMarpajMo CKyI CBUX TAdyaka Ha yAAJLEHOCTU
% on mpaBe AB; Te tauke ¢popmupajy mmiamamap %;. Hujemma onm tux tadara
He cMe OuTK IpBeHa, MHade Ou Ta Tayka ¢ Taukama A m B ¢opmumpana nupBeHU
TPOYrao MOBPIIMHE €, IMTO je CYHPOTHO HPETIOCTABIM; HAKJE, CBAaKA TAYKA HA
HIUIMHOPY %) je mau 3eneHa, wiau maasa. Heka cy X, Y u Z Tpu KoJuHEapHe
Tayke HA NUJIMHIPY %) TakBe Oa je mpaBa p KOja WX Caap:ku mapaJenHa ca AB, u
na nputoM Baxku XY =Y Z =d > max{zp}AB| 1, HupuxaeoBoM npuHInLy, 0ap
ZBE OJ OBE TPU Tauke Cy ucte 6oje, permmo (6e3 ymamema ommroctn) 3eaene. Te
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IBE 3eJIeHe TauKe Cy Ha pacrojamy d uiau 2d, ma CIUYHO KAO IPU IMOYETKY JOKa3a

: : 2z 2z
KOHCTaTyjeMO Ia CBe Tayke KOje Cy Ha YAaJbeHOCTU = ONHOCHO 3% O IpaBe p
YMHE IMUJIVHIAPD ng TaKaB Ja HUJeOHa TaYKa Ha HUJIUHIPY %2 HE CME 6I/ITI/I 3€JICHAa.

Kako nmamo
2z 2z 2zc 2c

o7 B < ’
24 =4 ° max{z,p}|AB| ~ |AB]

clenu na ce MUIWHAPU 6o 1 61 cery. Hbuxos mpecek cy nBe mapaJsense mpase, a
KaKO Tauke y NMPECeKy He cMejy Outu Hu 3eseHe (300r 6»), Hu upsene (36or %),
clenu [a CBe TadkKe Ha TUM ABEMAa MapajeHuM IpaBrMa Mopajy ouru miaase. Me-
DyTum, ako je pactojame namehy TuX npaBux penumo h, Tana 0gabupPOM IBE TAUKe
Ha jemHoj mpaBoj Ha MehycobHO] ymasmeHocTu 27”, u Tpehe Tpom3BObHE TAUKE HA
OPYTroj mpaBoj, mobujaMo TpU IMJIaBe Tayke Koje 00paldyjy TPOyrao MOBPIIUHE P,
KOHTpaIuKNuja ¢ npernocTtaBkoM. lakise, Mopa mocTtojatu 00ja Koja UCIyHaBa
yCJOBE 3a1aTKA.

Ipyru pa3pen — A kareropuja
1. 3a cBaku 11eo O6POj N UMaMO:
P(P(n)+1) = P(1) =1+ 2018 + 2016 + 2015 = 6050 (mod P(n)).

IIpema Tome, ma 6u GMO UCIYHEH HOCTABJLEHU yCIOB, Mopa Basxkutu P(n) | 6050.
MebyTumM, mpumerumo ma 3a n = 2 azwu P(n) > 22019 > 6050, a 3a n < —2 Basm
P(n) < —22019 < —6050. Iakne, jemure moryhuoctu cy n € {—1,0,1}. Ilupextro
m3pauynasamo P(—1) = —1—2018 — 2016 + 2015 = —2020 1 6050, P(0) = 2015 6050
n P(1) = 6050. Takxe, jenuHo pememe je n = 1.

2. Moryhe je moctuhu k =1+n+ (g) + (g) Y3UMameM CBUX MOJCKYIOBA CKyIa
X rapmunagaoctu He Behe on 3. Iloka:kuMO ma je OBO U MakCUMaJHA MOTylia Bpe-
naocT O6poja k. IloBosbHO je moka3ary ma y omabpanoj xojeknuju Y1, Ye, ..., Yy 3a
MaKCHUMaJIHO k HeMa cKymoBa kapamHaJsaoctu Behe on 3. IlpermocraBumo cympo-
THO: HEKa je HOp. Y7 kapaunaanoctu 6ap 4. Heka cy 721,25, ..., Z; cBU TpOUIaHU

MONCKYyNOBU CKymna Yi; mux mMa b6ap 4. Kouek-
uuja Z1, 2o, ..., 2, Yo, ..., Yy Takobhe 3amoBosbaBa
ycaoBe 3anaTka a oOyxBara Bume o k CKymoBa,
mITO je KOHTPAOWKIMja ¢ MaKCUMaJIHOIMNy Opoja
k. Tume je moka3 3aBpImeH.

3. Hexka je O nenrap kpyskHuie k omucane OKo
uersopoyriaa ABCD, ueka cy B’ u D’ Tesgkumra
ANABC u NADC, pemom, u Hera je P tauka Ha
npasoj FO takBa na Basxku pacnopen E—O—Pu
EP =3FO. U3 obparue TanecoBe Teopeme mma-
Mo D'O || DP n B'O || BP, na xako no nepunu-
muju tauke F 3mamo D'O L BF u B'O L DF,
ciequ DP 1 BF u BP | DF. Ilakne, P je opto-
nearap ABFD, na cnemu FP 1 BD. U3 obpa-
tHe Tasecose reopeme mvamo u GO || F'P, na u3 Ip 2019 2A 3
oBor u nperxoauor caemqu GO 1 BD. Ho, kako
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cy Tauke B u D wa kpyxuuimu k a O je meH meHrap, omasne ciaemu na je GO
cumerpaina gyxu BD, ma nobujamo GB = GD.

4. IllpumeTnMo Hajupe ma 3a cBe i u @', i # i, Baxky a; # ay: 3aUCTa, y CympoT-
HoM 6u caemuio p | (af + b))% — (aZ +b2) = b7 — b2 = (bi — by)(bi + byy), wToO je
uemoryhe 360r 0 < b;, by < § u b; # byr.

Umamo p | 2(a? +b?) = (b; — a;)* + (bi + a;)?. Osmaummo ca ¢; pazaugy b; — a;, a
ca d; onaj ox Gpojesa b; +a; u p — b; — a; xoju je mamnu ox &. Jacuo, p | ¢ +dF n
OpojeBu ¢; u d; Cy mO3UTUBHU U He Behm ox "2;1; nomatHo, u3 d; —¢; € {2a;,p—2b;}
mobujamo d; > ¢;, ma, CBe 3ajemHO, 3aKmydyjeMo na je (¢;,d;) jeman oxn ypebenux
naposa (a;,b;).

Hame, 3a 1 # i’ umamo ¢; # ¢y: 3aUCTa, y CAyda]y ¢; = Ci = ¢ UMAJHA OUCMO

a?+(a; +c)> =a? + 02 =0=a? + V% = a? + (ay +¢)* (mod p),
omaKJe ciemu
0=a?+(a; +¢c)? —a? — (ay +¢)* = (a; — ap)(a; + air) + (a; — ay)(a; + ay + 2¢)
= 2(a; —ay)(a; + ay +¢) = 2(a; — ay)(a; + by)  (mod p),
amu oBO je memoryhe jep p {1 a; — ay (360r a; # ay) m p t a; + by (36or 0 <

a; +by <545 =p). Maxne, au3 cy,ca,...,Cp MOPA YMHUTH IEePMyTamujy Opojesa
ai,as,...,a;. Omarie ciaemu

k k k

k k
Zbi - Zai = Z(bi —a;) = Zci = Zai,
i—1 i—1 im1

i=1 i=1

omaKjIe mMaMo Tpa:keHO TBpDheme.

Tpehu paspen — A kareropuja

1. [Ipumerumo na 3a Tpy1,Tpio 7 0 uMamo

Tn41Tn42Tn43 = TpnTln41Tn42 — 1.
Heduanmmnmo vHU3 (Yn )nen ca y1 = 16 -3 -2019 = 96912 u

{yn—l, 3a Y = 1;
Yn+1 =
0, vHaJe.

I[IpumeTniMo ma BaXmM Y, = TpTp41Tp42. Jlakie, HajMamu Dpuponar 6poj n 3a
KOju Basku T, = 0 jecTe ympaBo HajMamu IPUPOTAH OPOj N 38 KOJjU BAKUA Yp—o = 0;
u3 pedpuaunuje HU3a (Yn)nen caemu ma ce 0 y TOM HU3Yy OPBU IIyT HOjaBbYje 3a
Yogo13 = 0, ma je Tpaskenm oxrosop n = 96915.

2. Heka je m ©poj koju ucmymasa yciaoBe u3 mocraBke (y3 oxrosapajyhy
BPEIHOCT b), M 3a0UMIUMO M = G1G3.-.Gn, n = 4. Ilo ycaoBy 3anarka, 6poje-
BU G105 ...ba, ¥ a1as...a,b Mopajy Gutu jemmarxu k? u (2, mexum pemom. Ilper-
IOCTABUMO NPBO | # k, u y3mumo, 6e3 ymamema ommroctu, k < [. Tana Baxu

81 > 9|b—ay,| = |a1a2...ban—a1a2...anb|:l2—k2

> (k4+1)2—k*=2k+1>2-102 +1 > 201,
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kouTpamukmuja. lakme, ocraje | = k, a omartne a, = b. Caga umamo

k* =ajay...bb=bb=11b=3b (mod 4),

onakie ciaenu na 3b naje ocrarak 0 uau 1 npu nemewy ca 4 (jep HOTIYHU KBAAPATH
MOT'y HAaBATH CAMO Ta ABA OCTATKA), A 3armydyjemo b € {3,4,7,8}. Ilame, nmamo
k? =b (mod 5), ma Kako MOTIYHU KBAAPATH TIPU AEHEHY Ca b MOTY JABATH CAMO
ocratke 0, 1 u 4, jequna moryhuoct koja ocrtaje je b= 4.

ITocmaTpajmo cama 6pojese a1as . ..a,_144 1 ajas . .. 4a,_14, Koju Mmopajy outu
noTmyHM KBagpartu, permmo k¥ u 13 (mexmm pemom) u ky < I;. Ilocremma madpa
6pojesa ki u l; Mopa Outn jenuaka 2 v 8 (jep UM ce KBAAPAT 3aBpHIABA TUPPOM
4). Y cayuajy ki # 1y mmamo I3 — k1 > 4, na Baxku (CIM4HO Kao rope)

450 =90 -5 > |90(an_y — 4)| =12 — k?

>
> (k1 +4)2 —k? =8k; +16 > 8-10% + 16 > 816,
roHTpaauknuja. Jlakme, ocraje 1 = ki, a omarne a,_; = 4. Cama mocmarpajmMo
6pojese aias . ..a, 2444 u ajay . ..4a, 244, v Hexa cy omu jemnaru k3 u [3 (HekuM
pemom) u ky < lo. mamo k3 = 12 = 44 (mod 100). Caga mocmaTpamo aBomuppene
3aBpuieTke OpojeBa umja je nuppa jeauHUIa 2 Uan 8 1 NIPOBEPABAMO ABOIU(PEHE
3aBpIIeTKe HUXOBUX KBAAPaTa, KAKO je Mpukaszano y ciaenehoj tabauiu.

ke 02 08 12 18 22 28 32 38 42 48
k3 04 64 44 24 84 84 24 44 64 04
ky 52 58 62 68 72 78 82 88 92 98
k2 04 64 44 24 84 84 24 44 64 04

Iakne, nBormdpenn 3appimerak 6pojesa ko u ly Mopa 6utn u3 ckyna {12, 38,62, 88}.
Y cayuajy ko # ls mmamo Iy — ko > 24, u onga

4500 = 900 - 5 > |900(an_o — 4)| = 12 — k2

(ko +24)% — k3 = 48Ky + 576 > 48 - 102 + 576 > 5376,

A\VARR\VS

rouTpaauknuja. Ilakae, ocraje ly = ky, a onarie a,_o = 4.

Konauno, noraszahemo na 6poj aj ...4444, tj. 4444+ 100004, Hurana HUje TOT-
myH kBaapar. IlpernmocraBumo cympotso, Tj. 10000A+4444 = 2. Bpoj t Mmopa 6utn
napas, pemamo t = 2t;. [ocae nemema ca 4 octaje 25004 + 1111 = 2. MebyTuw,
JIeBa CTpaHa Maje OCTATAK 3 IPU Ieihemy ca 4, ma He MOyKe OUTU MOTIYH KBaaparT.

2 R C

Iakie, He mocTOju HUjenaH IPUPOAAH OPOj M TPasKEH
y MOCTaBIH. @

3. Hera je B’ mpecek mopmase uz P va AB u HOp- ‘
mage 3 S wa AD. NIz £LB'PS = 90° — £ B'PQ = {BPQ

w LB'SP = 90° — {B'SR = A{DSR cmemu AB'PS ~ | ‘ /
ABPQ = ADRS (nocnensma HOLYyNAPHOCT CJEAU U3 je-

muakux yraosa m PQ = RS). Omarne mmamo PB' = Zlp 2019 3A 3
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%'BPHSB/:%'DS<DS~ Cana,
AD? = (AS 4+ DS)? = AS? +2- AS- DS + DS? > AS? + DS?

2
> AS? 4+ SB? = AB”? = AP? + PB"? = AP? + (jjg : BP) ,

omakje mobujamMo

PS 2
PR? . AD?* > (PS? + PQ?) (AP2 + (PQ : BP) )

> (PS-AP+ PS-BP)?> = (PS- (AP + BP))? = PS*- AB?

(usmeby mpsBor u apyror pema cmo ropuctuiau Komwu—IIIBapuoBy HejemHakoct);
IaKie, };—g > ﬁ—lB).

4. Ilpumerumo na, noaaszehu on ksampara ABCD, mocne asa paspesuBamba
y Tako nobujeHoj kBag-monenu (KOja IPUTOM jecTe DaslaHCUpaHa) MOCTOje TPU
kBazaparta Mebhy kojuma cy cBaka IgBa cycelHa, ma Cy 3a DOjeme Te KBaI-ToJeiie
morpebue 6ap 3 6oje, Tj. k > 3. Horaxnmo na cy 3 06oje m HOBOJbHE, Tj. na ce
cBaka OaJlaHCHMpaHa KBaA-Tonesia Moxke obojurtu ca 3 Ooje.

Heka temena kBanpara ABCD umajy xoopmunate (0,0), (0,1), (1,1) u (1,0).
Kpamparn y cBakoj kBam-momenm mmajy CTPaHUNE MY:KUHE 5 38 HEHETaTHUBAH
neo 6poj m (He Hy)KHO WCTU 3a CBE KBaJIpaTe Te KBAL-IONEJE), U IPUTOM Ce
[EHTAp KBaIpaTa CTPaHUIE 2% HaJla3W y TaUYKU (zmﬁﬂjﬁ) 3a HEKe HelapHe
opojese ¢ u j. OBo ce mako mokasyje mHIykmujoMm: 3a kBaapar ABCD tBpama
jecre mcnmymeHa, a OPUIMKOM jeIHOT pa3pe3uBama O] KBaApaTa CTPAHUIE 2% c
LEeHTPOM Y (v, 2.Jﬁ) n06UjaMO UeTUpH KBaJpaTa CTPAHUNE yrr C HEHTPUMA y

(gmFr £ 2,,,}”7 T 2,,,}” ), Tj. ¥ (2271,};12, gﬂié ), TO 3aBPUIABA UHAYKIW]CKA KOPaK.

Cana hemo xoucTpyucaru Gojeme IpOU3BOJLHE DajlaHCUpAaHe KBAIL-IOLese Ca
3 6oje. Hazosumo 6Goje 0, 1 m 2. Ksaapar ¢ menTpom y (Wﬁ,wjﬁ) (merosa
crpaHMIa je ) obojuhemo Gojom (—1)™(i — j), rae Gojy padyHaMO IO MOZIy-
ay 3. [okaxxmMo nma OBakKBO OOjeme HCIyHaBa ycjaoBe 3anarka. llocmarpajmo
IBa cycenHa KBaapara (pemuMo jelaH mopel APYrOr; aHAJIOTHO je ako je jenan
M3HAL OPYror). AKO Cy OHM jemHAKAX CTDAHUIA, DELrMO 2%, Tamza UMajy IeH-

Tpe Yy (2mi+172w?+1) u (2mi+1 + %7#)7 Tj. (%v#)a u obojenn cy 0oja-
ma (=1)™(i — j) m (=1)™(i + 2 — j), mTo cy ouwmriemHo pazamuure Goje. Axro

Cy OHU DPAa3JINYUTUX CTPAHUIA, PEIUMO 2% u Qm% (Mopajy 6utm mBa y3acTON-

Ha CcTeleHa ABOjke 360r HaJIAaHCUPAHOCTHU), TALA KUMAjy LEHTDPEe y (Qm%, QWfﬁ) u

j 1 1 j 1 (2043 2j%1 ; : o
(Qm%i(ﬁi om+2 )7 2134»1 :t om+2 )7 TJ' (277;L+2a 2;7n+2 )a u O6OJeHH Cy 6OJaMa (71)m(27‘7)
u (—1)™T1(2(i — j) £ 34 1) (3mamm npencrasmenn ca ,+“ ce Mory GupaTu He3aBuU-
CHO jemaH OX Apyror); apyra 6oja ce mo moxyiy 3 ceomu Ha (—1)™(i —j F 1), Te
Cy u y OBOM ciyuajy 60je pazmuuure. Tume je 3am1aTak PEIICH.

YerBpTH pa3zpen — A kareropuja

1. Heka je H opronenTap mocmarpasor tpoyriaa. Ydersopoyrao ACyH By je
tetuBan, AH je meros npeunuk a ByCy merosa Terrusa (Koja IPUTOM CUTYDPHO HUje
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npeunur 300r omrpor yrua kox A), ma mmamo AH > c
ByCy. Amanoruo, BH > AqgCy u CH > AgBy. Taxobe

je mossaro AH = 20A,;, BH = 20B; u CH = 20(}.
Opatriae cnemu BoCo+ AgCo+AgBy < AH+BH+CH = By A,
2(0A; + OBy 4+ OCh), mro je u Tpebaso JoKa3aru. 2

2. Ogrosop: mocroju (n + 1)! — 1 TakBux HU30BA.
Jloka3s cipoBOAMMO MHIYKIM]OM IO n. 3a n = 1 nMa-

MO CaMO jemaH TakaB HU3 (je[HOWIAHU HU3 YUjU je je- A @ G B
nuan wiaf 1). [Ipernocrasumo cana na tepheme Basku Ip 2019 4A 1
3a n — 1, 1 DIOKaKUMO Ta 33 N.

Hexra je (a1,az,...,a:) jeman takas mm3. Ilo ycaoBy 3anartka, cBaku ciaenehn

WIAH je WJIU He Mamu OI IPETXOMHOT, mian Mamu TayHo 3a 1. [lomeammo HU3 Ha
OJIOKOBE y3aCTONHUX YJIAHOBA HA TAaKAB HAYMH Oa CBAKMU OJIOK YMHU omanajyhu
Hu3 (1 Taga TO MOpajy OWTU y3aCTONHU HPUPOLHU OpojeBu) u na GIOKOBU Oymy
Oy:KUuHE KoJmke ron je moryhe. TBpaumo ma je mpBU ejieMeHT cBakor ciemeher
Gisoka cTrporo Belim Oon IpPBOTr eJeMEHTa NPETXOMHOT OJOKa. 3aucTa, YKOJIUKO
TO He Ou Owo cayuaj, Tama Ou ce mpBu ejeMeHT ciaeneher OJsoka Halaszwo u y
nperxonHoM 070Ky (jep 6u Guo He Beliu om MPBOr eeMEHTa IPETXOAHOr OJIOKA,
u Takobhe, 300 MaKCUMAJHOCTU OJIOKOBa, OMO OW HE MamU O MOCIEIILEr eJie-
MeHTa NPEeTXONHOr OJIOKa, Ia KOHCTATAIMja ClIenu W3 YUHEHUIE na Cy OJIOKOBU
CACTABJLEHN OJ Y3aCTONMHUX OpojeBa), Te BUCMO MMaJn KOHTpaIuKImjy ¢ Tpehinm
ycaoBoM u3 moctaBke (rme 6u k + 1 Gusna mosunmja moderka ciexeher Gioka, a
k mosunuja 3aBpImeTKa NpeTxomHor). M36pojMo cala KONMKO MOCTOjU TParKeHUX
HU30Ba ca ejgeMeHTuMa u3 ckyna {1,2,...,n}. YKoauko ce y WUMa He IIOjaBJbY-
jée eJeMeHT n, TAKBUX MMa, [0 MHAYKTUBHO] IpermocTasiu, n! — 1. YKoauko ce y
BYMa [I0jaBJbyje €JIEMEHT N, TaJa OH MOPa OUTU HAa MOYETKY HIOCielmer OJI0Ka, U
Taj mocienmu 60K Moske OGutu Hemrto on caenehier: n, (n,n—1), (n,n—1,n—2),

. (nym—1,...,1), tj. n moryhuoctu. Ao je Taj Guok u jenunu nocrojehiu, To
maje jomr m TpaskeHMX HU30Ba. AKO HUje, OpucameM TOr MOCIenmer OJIOKa mo0u-
jaMoO HEeKM O TpasKeHUX HU30Ba ca ejeMeHTrMa u3 ckyna {1,2,...,n — 1}, kakBux
nma n! — 1, 1 Ha CBAKW O HUX MOKEMO JONUCATUA MPOU3BOJLAH OX HABEIEHUX N
osnokoBa. /lakne, koHAUAH pe3yJiTar je:

=1 +n+Mm-1In=nl—-1+n+nl-n—n=nll+n)—-1=Mn+1)-1,

mTo je m Tpebasio moKa3aTu.

3. Oarosop je meraTuBaH.

Iokaskumo npso caenehe nomohuo tepheme: f(n) = f(n+22) xax rox 6pojesn
n+1 u n+22 umajy jennak 6poj mupapa. Hexa 6GpojeBu n+1 u n+ 22 nmajy no k
madapa. Craema T, 400 = (n+22)+10%(n+21)4+10%% (n+20)+- - -4+1021% (n4+1)+102% 2, ,
omarye modujamo

22
Tnpo2 = Y ()P (n 4 i) + (1) 2, (mod 11).
=1

22 . .
IIpema TOMe, 33 MAPHO k MMAMO Tpio2 = y ;g (n+1) + 2, = 22n+ % +x, =2,

(mod 11), a 3a HemapHO k UMAMO Xy q29 = Z?il(—l)”_i(n—i—i) +a, =114z, =z,
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(mod 11). Haxrie, 3aucra Baxu f(n) = f(n + 22) xax rox 6pojesu n+ 1 u n + 22
uMajy jemHak Opoj mudpapa.

Horazahemo canma nma, yroamko OpOjeBM TpPaKEHU Yy IIOCTABLUU IMOCTOjE, Ta-
ma u 3a omabup t = 22 mocroju oaroeapajyha BpPemHOCT ny TakBa na yCJIOBU
13 mocTaBke Oynmy 3amoBosbeHu. Heka cy t m ng Hekum OpOjeBU KOjU MCHYHaBajy
mocraB/beHe yciaoBe. MoskeMo mpermocTraBuTy, 0e3 yMamema OnmrocTu, ¢t > 22
(jep ako t mcmymaBa IOCTaBJbEHE YCJIOBE, TAla U CBAKU HEMOB yMHOKAK KCILY-
BaBa TE YCJIOBE, I1a MOKEMO oJabpaTu TOBOJLHO BEJIWK yMHOKAK). Heka je s mo-
BOJLHO BEJWK MpUpoaaH 6poj (KOHKpeTHO, MOBOJLHO je ma Bakm 1051 — 10° > 2t
u 10° > ng). Tepaumo ma 3a cBe mpupomre Opojese n, n > 105! pawm
fn+22) = f(n) (apyrum peumma, 3a 6pojeBe t U Ty MOMKEMO Y3€TH BDPEIHO-
ctu 22 u 10°T!, pecnexrusro). Heka je n mpomsBosman mpupogan 6poj, n > 105HL,
Yoummo majMamu 6poj m u3 maTepBaga [10°,10°T1) koju npu mememy ca t maje
KCTU OCTATAK Kao U O6poj m (Takas 6pOj MOCTOjU TOIITO je Ay:KUHA TOT MHTEPBAJIA
sBeha on t). Tana, no uzbopy 6poja t u nedpununuje pyurumje f, Basku f(m) = f(n)
u f(n+22) = f(m+22). Bpoj m + 22 takobe mpunama urtepsaiy [10°,10°T1) (jep
je Taj maTepBan myskuse cap 2t m t > 22). To 3maun na 6pojeBu m + 1 u m + 22
nmajy jemHak 6poj mudapa, te ciemu f(m + 22) = f(m), ma cse 3ajemrHO MMaMO:

f(n+22) = f(m+22) = f(m) = f(n).

Tume je TBpama mokasaHa.

Ilakne, moskemo y3etu t = 22, u Heky ozarosapajyhy Bpexnnoct ng. Hera je z
HeKM mpupogan 6poj obmaka 1028~ — 3 u 2 > ny. Tama mMopa Basuru f(z + 22) =
f(2), amm, ¢ gpyre crpane,

Toi09 = (2 4+ 22) +10%% (2 4 21) + 10225 (2 + 20) + - - - + 101927 (2 + 3) + 10772k (2 4 2)
+ 1021~2k—1(2 + 1) + 1022~2k—2$2
=@+22)+(z+2)+ -+ (24+2) = (2 +1) + 2
22-23
=21z +T—1—(z+1)+xz5—2z—2+mz

=(-2)-(-4)—24=z,=6+2, (mod 11),

KOHTpaauknuja. TuMe je 3amaTak peIIeH.

4. Osraunmo f(1) = ¢. Ybanyjyhu « = y = 1 y 3amary jemmakoct mobujamo
2¢ = 2f(c)c, omakue caemu f(c) = 1. Ybauyjyhu camo y = 1 mobujamo f(z) +c¢ =
(f(f(z) + D) f(x), 7j. f(f(z)) = fgfg;‘ —1 = 475 Osmaummo ca A cryn cBux
cauka ¢yurnuje f. V3 mperxonue jemmakocTm ciaemu na 3a cse © € A mmamo

f(z) = £. Baskn u obpaTHO: aKO je 3a HEKO T UCHymEeHo f(r) = £, Tama uMaMo

[(5) = f(f(x) = G = T T T € A. Hakne, mmamMo ma © € A ako U CaMmo
axko ¢ € A. ¥YBpctumo cana y mouerHy jemnaumny f(f(x)) = ﬁ (1 ucro 3a y),
unmMe nobujamo f(z) + f(y) = (ﬁ + ﬁ)f(xy) = Wf(xy) OMaKJe CJeau
flzy) = @)/ W) )f(y . Cana, ako ysmemo 7,y € A (mogcerumo ce, tana Baxy f(r) = £
u f(y) = ) 13 IperxojHe jenHakoctu nobujamo f(xy) = chy = zy, OJlaKJIe UMAMO

—EA aOHIIaI/IxyEA.
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3uamo ga ¢ € A. Ako je To u jemuru eseMeHT ckymna A, Tana je f KoHCTaHTHA
¢yurimmja f(z) = ¢, u ybanusameM oBOra y NOJA3HY jeIHAUUHY MMaMoO 2¢ = 2¢ - ¢,
omakie caema ¢ = 1, tj. jemno pememe je f(z) = 1.

IIpernocraBumo cana na f Huje KoHCTaHTHA QyHEOMUja. Tana nocroju 6ap jenan
peastal 6poj z pasauunr on 1 y ckyny A. Orna cienu na cy cBu 6pojeBr 06IMKA
28, k€ N, y ckyny A, mro 38aun na ckyn A campsu GeCKOHAYHO MHOTO pa3Jiu-
uuTUX peasHUX OpojeBa. [lokaskumo Hajupe na je y ToM cayuajy [ wHjeknuja.
IIpermocTaBuMO CympPOTHO: 3a Heke pazmumuure & 1 y uMamo f(z) = f(y). Heka je

w1, Wy, W3 ... HA3 peasHnx 6pojesa TakBux xa cy spexsoctu f(wi), f(ws), f(ws)...
_ Hwf@)  fenfw)
(&

c

cBe pasnuumre. Tana nvamo f(wgx) wiY); HakIe, 3a

cBako k, BpemHOCT M ce HaJIa3W y CKymy ciauka (yarnuje f amu mma dap
nBa opuruHaJa (TO Cy WipT U WgY), WTO je y CYIPOTHOCTU CA YCJIOBOM 3a,JATKA.
Caenu na f mopa 6urtu unjexnuja (ako Huje koHcranTHa QyHEmuja). Cana umamo
[(56) = 1 (F@) = 355Gy = f@), Te crem &5 = ¢, a omatne f(z) = ¢ 3a
cse z. IIpoBepomMm ce mobuja ma u OBO pelleHm€ 3a10BOJbaBA IOYETHY jeTHAYUUHY
(3a IPOU3BOJBHY BPEIHOCT C).

Ilakne, cBa pemema mocraBibeHe (yHKUMOHANHE jemHauuse cy: f(z) = 1 m

f(z) = £ 3a mpousBosmHo ¢ € RT.

IIpBu paspen — b kareropuja

1. IIpernmocraBuMmo ma cy TadHa NOpBa ABa MCKa3a, a Tpehwum Herauan. 360r
OPyTror uckasa, n je Henapasx u nessus ca 5. Cana, na 6u tpehu ncka3 buo mHerayas,
n Mopa 6utu nemus ca 3 (u memus ca b, mro cmo Beli perknu). Mebhyrum, kako je
n OeJpUB ca 3 a HemapaH je, cJenu Na MMILIUKAINU]a U3 MPBOT MCKA3a HUje TadHa,
KOHTPa,AUKIN]a.

Heka je cama merauan nmpBu ucka3, a TauvHa npeocrana asa. Omer m3 apyror
3aKBYyUIyjeMO Oa je n nesbuB ca b u HemapaH. V3 rpeher ciaemu ma n Huje nesbuB
ca 3 (jep jecre memus ca b, ma ocraje camo oBa moryhaoct). Mebyrum, Tana
je JieBa cTpaHa MMILIMKAIMje W3 IPBOT MCKAa3a HETA4YHA, 14 YUTABA UMILIMKAILN]a
jecTte TavHa, Tj. y OBOM CJydYajy Cy Ta4yHa CBa TPU UCKa3a, ONET KOHTPAIUKIjA.

Konauno ocraje moryhuoct na je merayan Apyru HUCKa3, a IpPeOCTaa aBa
rayna. [IpermocraBumo na je n memuB ca 3. 3060r mpBOr MCKasza N MOpa OUTH
napaH. Tana je npyru uckas cBakako HeradaH. Ila 6u tpehu Ouo ravan, n HE cMme
6uru nemus ca 5 (jep Beh jecre memus ca 3). 36upHO, makie, y OBOM CIydajy
n Mopa butu memuB ca 6 a He cMe OUTU AeLUB ca 5, ma mpu aememy ca 30 maje
Heku on ocraraka 6, 12, 18 wau 24. KoHauHo, pa3MOTpUMO Ciaydaj Kama n HUje
neswuB ca 3. [IpBu u tpehu uckasu cy tama ayromarcku tadnu. Ipyru mckas je
HETAYaH WJIM aKO je n mapaH 0poj, Wiau ako Huje mesmus ca b (unum 06a). Y npsom
noxcaydajy moryhm ocranu mpu mesmesmy ca 30 cy 2,4,8,10,14, 16, 20, 22, 26,28, a
y apyrom 1,2,4,7,8,11,13,14,16,17,19,22, 23, 26, 28, 29.

Haxrne, y3eTto cBe 3ajenno, npu nememy ca 30 6poj n Moske maBaTu OUIO KOjuU
octatak ocum 0, 3, 5, 9, 15, 21, 25 u 27.

2. Kako je uerBopoyrao APNC rterusan, ciaemu £ PAC = 180° — LPNC
£PNB. Aunanoruo, {PBC = {PMA. Opnatne, o craBy Y CY mmamo AAPM
ABPN cy nomgynapuu o craBy ¥ CY. Onarne je Bucuna u3 P va AM nomxynapHa

21l
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Bucuau u3 P wa BN; mebytum, oBO cy ympaso pa-
crojama Tauke P om kpakoBa yria kon temena C,
ma Ttavka P ek HA CHMETPAJU yrila KO TEeMEeHa
C, mro je u Tpebayo MOKa3aTH.

3. a) Hera je n sroman npupoman 6poj Takas ma
je u ©6poj n + 1 3roman. Jacuo je ma 306up mudapa
6uo kor 3romHor Gpoja mopa Ourtum mapan. lakie,

e nocuenma uudpa Gpoja n mopa Outu 9 (jep 6u y
P cynporHOM 30up mudapa 6poja n+ 1 6uwo 3a 1 Behn
IIp 2019 1B 2 on 30upa nupapa 6Gpoja n, ma He Ou 0ba oBa 306mpa

MorJia 6uTu napHa). Jeauau qouudped 3rogan 6poj
KOju ce 3apiaBa nudpom 9 je 6poj 99, anu nmamo 9941 = 100, a 100 Huje 3ronan
6poj; maksie, TpasxeHu 6poj n je Gap TpomudpeH. Y KOJUKO 3ammmeMo n = ab9,
tama umamo n+ 1 = a(b+1)0 (ounto, b < 9, jep a99 He Mmoxke 6Gutu 3roman). Ia
6u u n un+ 1 Ouau 3rogau, Mopa BayxkuTu a +b =9 mw a = b+ 1, a omarie ciaenu
a=>5mub=4. [Harmne, HajMamu TpaskeHu O6poj n je 549.

b) Kao mro cmo mobunu y memy moxm a), na 6u u n v n + 1 Guiam 3ronHu
OpojeBu, n ce Mopa 3aBpmaBary nuppom 9, a Ha UCTM HauuWH, na Ou u n+ 1 u
n+ 2 ounan 3rogau Opojesu, n+ 1 ce Mopa 3aBpmasaru nuppom 9. OBo oyuriegHO
Huje Moryhe, ma cieaud na TPOjKa TPaKeHa y MOCTABIU HE MOCTOjU.

4. [Iprnmernmo na je ¢pyHriumja f nepuHmMcaHa 3a CcBe peajiHe apryMEHTE OCUM

3a 5. llakne, xa 6u f(f(z)) 6uno ne¢uancano, jenpaumna f(z) = 5= He cMe MMATH

. 1 _ 1 : ax+2 1

HUjeqHo pememe 'y ckymy R\ {s-}. Jemmauwmna f(r) = 5, Tj. 501 = 3g» CBOM
ce Ha 3a’z +6a = 32 — %, mTO je ekBuBasenTHO ca (a?— 1)z = —2a — 3% Y cayuajy
a = +1 ounrsenHO HEMaMO HUjeTHO pememe = (ITO CMO U kejenu). 3a a # +1

—2a— - . . . . 1
UMaMO T = ——%, U JeIMHU CJydaj KOju HaM OBJEe OJroBapa jecTe na T Oyne ;- ,
. —2a—- . .
Tj. 3% = —>—3%, WTO Ce CBOAX Ha a’?—1=—6a?>—1, Tj. a =0, a oBo je mHemoryhe

jep 3a a = 0 m3pa3 U3 NOCTaBKe HUje Ne(UHUCAH.
Ilakne, ocraje a = £1, mu Tpeba jom mpoBepuTu ma Ju 0OE OBE BPEIHOCTU

3a a 3aMCTa UCHOYHAaBajy yCJIOBe M3 mocraBke. 3a a = 1 mmamo f(x) = 32‘*_21 u
42 +2 Tx . B
f(f(2)) = 35— = &= =, w10 je u Tpaxeno. 3a a = —1 umamo f(z) = 3;”112
Ml 12 R .
u f(f(x)) = % = 32t — 7 mTO je M TpasKeHo.
3z+1 3z+1
Iakime, mocToje nBe TpaskeHe BPEAHOCTU 4, U TO ¢y a = 1 u a = —1.

5. MI36pojMo mpBO mpaBOYraoOHUKE Ca CTPAHUIIAMA MapaIeli-
HuM mBrnama pemerke. CBaku TakaB IPaBOYraoOHUK je onpeben
omabupoM OBa HacCIpaMHA TEMEHa, Tj. OBE TadyKe O IIOCTOje-
hux 16 koje HECY HA MCTOj XOPU3OHTAIN HUTU BepTuKaau. IIpBy
TayKy MOXeMo onadparu Ha 16 HauymHa a apyry Ha 9 Hadm-
Ha (mocse mpBe Tauke mpeocTaje jom 9 Tauaka Koje HUCY HA
KICTOj XOPU30HTAJIYU HUTU BEPTUKAIU C H>OM), T1a TPAKEHUX Iapo-
Ba Tadyaka MMaMO % = 72 (menumo ca 2 jep pemocien Tava-
ka HUuje Ouran). KoHauHo, oBuM omabuprMma HapoBa HACIPAMHUX TEMEHA CBAaKU

IPaBOYTAOHUK CMO 3ampaBo ybOpojamu asa myTa (jep CBaKM MPABOYTAOHUK UMA

. \\‘.
Ilp 2019 1B 5
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ZBa mapa HACIPaMHUX TEMEHA), IIa 6POj IoCMaTpaHUX IPaBOyraoHuKa usnocu 36.
Ilame, mmaMo jom u 4 ,,MCKOMmeHA“ KBagpaTa CTpaHUIE \/2 (koja cToje monx
yraom ox 45° y OmHOCY HA MBUIE DEIIeTKe), Ka0 U 2 KBAApPATa CTPAHUIE V5.
KoHauHO, MOCTOje jommr u aBa ,MCKOIIEHA “ IPABOYTAOHWKA Uuje Cy CTpaHuIe /2
u V8 (Ha caunu je NpUKA3aH jeNaH TAKAB NPABOYTAOHUK U JENAH HEIOCPEIHO
IPETXOIHO MOMEHYT KBAAPAT).
Hakie, pememe 3anatka je: 36 + 4 + 2 + 2 = 44 npaBOoyraoHuka.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Wimawmo 18171 = 9-2019 = 32-2019, ma caemu log; 18171 = logy 32 +log; 2019 =
2 + logs 2019. ¥YBemumo cmeny t = logs; 2019. Tana Tpeba ymopenuTtu 6pojese t
ud+ 2+t U3 35 =729 < 2019 < 2187 = 37 cmenu 6 < t < 7. Iloxazahemo
HejemHakocT t < 44+ v/2+4t, 1j. t —4 < /24 t. HakoH kBagpupama mIpeocTaje
nokazatu t2 — 8t + 16 < 2 +t, Tj. 2 — 9t + 14 < 0. KpaapaTtna ¢yHKmaja c jiese

@ = 955 g je merarusma 3a t € (2,7); KaKo

CTpaHe uMa HyJe y TadKaMma 5
Bawku 6 < t < 7, TpaskeHa (yHKIMja je 3amcTa HeraTuBHa 3a t = log; 2019, na ciaenu

na je mebhy mocmarpana agBa 6poja Behu 4 + 4/logs 18171.

2. Heka je Ana Ha moueTky mMaJia n nura. Hakor mpsor cata joj je ocrano =1

nuTa, HAKOH IPYTOr CATa %3”4_1 - %, 1j. 32=2 mura, makon Tpeher cara %3”5_2 — %,
rj. 22 ppra, makoH WyeTBpTOr caTa %9"2_011 — i Tj. 27%553 nuTa, & HAKOH IIeTOr
cara %% — %, Tj. % nuta. CBu oBu uszpasu tpeba ma Oymxy 1eau Gpojesu,
OJaKJIEe JIAKO BUAUMO Ja Mopa Basgutu n = —1 (mod 4, 5,20, 80, 100), Tj. n+1 mopa
OuTy messUBO CBUM HaBemenuM Opojesuma. Kako sasku H3C(4, 5,20, 80,100) = 400,
nocaenmu yciaos je eksuBasenTtad ca 400 | n + 1, Te Hajmawu moryh 6poj mura

koje je Ana moria nmonetu usznocu 399.

3. Tlouernn ycaos je  +6 > 0 (tj. * > —6). Homajmo obBema cTpaHa-
Ma jemmaumne uspas 4(z + 6). Ilobujamo 2 + 4xv/x +6 + 4(x + 6) < 9(z + 6),
tj. (z + 2V +6)? < 9(x + 6), mTo ce cBoma Ha |r + 2v/x +6| < 3T +6, Tj.
“3vVr+6<x+2vVr+6 <3vVxr+6.

Pemnmvo npso vejemnaunny —3vx + 6 < x +2v/x + 6, 1j. —5v/x + 6 < z. Ona je
YBeK 3a10Bo/beHa 3a T > 0, 10K 3a o < 0 HakKOH KBagpupama octaje 25(x +6) > 2
(Mema ce 3HaK HejeTHAKOCTH), Tj. 12 —252—150 < 0; PyHKIUja HA JTE€BOj CTPAHM UMa
25i\/2252W _ 25§35

HyJle y TadyKaMa , ma je 3a x < () HemO3WTWBHA HA WHTEPBAIY
x € [—5,0). Harse, pemene mocMaTpane HejeqHaunue je x € [—5, 00).

Pemmmo cazna mHejemnauuny =4 2v/7 + 6 < 3vx + 6, 1j. 2 < vz + 6. Ona je yBer
3am0BOMmeHa 32 = € [—6,0], 0ok 3a x > (0 HakOH KBagpupama ocTtaje 72 < z + 6, Tj.
7?2 — x — 6 < 0; pyHENUja HA JI€BOj CTPAHU WMa HyJe y TadKaMa &7@ = 1—3255,
na je 3a x > 0 meneraTuBHa Ha unrepBaay x € (0,3]. Hakue, pememe mocmarpane
Hejemaaumue je x € [—6, 3].

Cge 3ajenHo, pelleme HejeIHAUUHE U3 IOCTABKE je:

x € [-5,00) N[—6,3] =[5, 3].

4. Osnpaummvo ca C' u A', penom, IOMHOKja HOpMaJia U3 Tauke () HA CTPAHUIE
AB u BC. Baxu LACB = 180° — 60° — 20° = 100° u LACQ = LACB — £QCB =
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100° — 30° = 70°. Oparie,
LCQA = 180° — LACQ —
LCAQ = 180° — 70° — 40° =
70° = LACQ, na caenu ma je
ANACQ jemnakokpak, Tj. AC =
AQ. O3nauumo ca S cpenumire
nyskun  CQ. W3 mperxomsor
cnenu na je AS Bucuna y Ip 2019 2B 4

ANACQ, n takobe cumerpaia

yraa kox temena A. Cana mpumehyjemo ma AASQ u AAC'Q wnmajy cse yriose
jenHake, Kao M 3aje IHUYKY Xunotenysy AQ, na cy omu nonxyaapau. Onmartie ciaenm
QC' = @QS. C nmpyre crpame, y mpasoyriaom ACA'Q yrao wonm temena C jen-
Hak je 30°, ma zakmyuyjemo CQ = 2QA’; kako je S cpemumre ny:xu CQ, umaMo
QS = QA’. Uz osora u panujer QS = QC’ caemu QA' = QC’, anu oBO 3HAUM 1A
je Tauka () jemHako ymajheHa O KPaKOBa yria KOJI TeMeHa B, Te oHa mpumamga
CHMEeTpaJii TOT yTJIa.

5. Ako cy cBe nudpe ucre, TakBux 6pojesa uma 9 (csu ocum 00000, jep oH He
MCIymaBa ycJaoBe 3amaTka). Haname mocmarpajmMo GpojeBe koju mmajy Gap nse
pasnuuute nugpe.

IIpeGpojMO TPBO KOJIMKO MAaKCHMAJHO MOKEe OUTH TakBUX OpojeBa uuje Cy
nmudpe y Heomanajyhem noperky. CBaku takas 6poj je jeanosnauno onpeben onxa-
6upoM mer nudapa Koje ra caunmasajy (HakoH WTo cy uudpe oxnabpane, 6poj mo-
fujaMo HUXOBUM COPTUpPAmEM y Heomanajyhem mopetky), u npurom Meby mudpa-
Ma He cMme 6utn 0 (ako 6u 6una, onna 6u oHa, 360r Heonanajyher noperka, Mmopana
vhu Ha moueTak TeaePOHCKOT Gpoja, MTO je 3a0PAH-EHO YCIOBOM 3a1aTKa ). AKO je
O6poj cauumeH Ol caMo IBe pa3andure udpe, oHe GpopmMupajy jenan on ciaenehnx
obpaszana: npBo jenua nudpa, a morom dyerupu ucre (Belie om mperxomue); npBo
nBe ucre, a moroM Tpu ucre (Behe ox mperxomHux); IPBO TPU UCTE, & HOTOM jOII
BE WCTe; IPBO YEeTUPU MCTe, a moToM jour jenua Beha. /lakime, om nBe ¢uxcupa-
He nudppe MoxeMo HampasuTu 4 TenedoHCka Opoja, a Kako Te 2 muppe MOXKEMO
onmabparu ma (5) mauuma, Tux rereonckux Gpojepa mma 4 - (3). Axo je 6poj ca-
YuBeH OX TPU pasinuure nudppe, oHe popMmumpajy jeman ox ciremehwmx obpasana:
34141, 143+1,14+1+3,242+1, 24+1+2 uau 1+2+2, mro je 6 moryhroctu, a
KaKO Te Tpu Iudpe MoKeMo onabpary Ha (g) HaUYMHA, TO naje 6 - (g) Opojesa. Ako
je 6poj caunmeH o1 YeTUPU pasnuuunte mudpe, one popmMupajy jeman on ciaenehnx
obpazama: 1+14+14+2, 1+1+2+1,14+24+14+1umm 24141+ 1, na TtakBux
opojeBa uma 4 - (Z). U xomavHO, OHUX KOjUMa Cy CBe NU(PPE PA3IUIUTE UMa (g)

IIpe6pojmo cana one 6pojese umje cy uudpe y sepacryhem nmoperry. Pesoxn je
IIOTIYHO UCTHU, caMO Tpeba uMmary y Buay na cana umamo 10 mudapa y onrunajy
(jep oBme Gpojesu Mory canpskatu u tudpy 0), ma mobujamo jom 4 - (120) +6- (130) +
4. (140) + (150) TenedoHCKUX OpojeBa.

Yiynan pesyarrar je: 9+4- (5) +6- (5) +4- (3) + (3) +4- () +6-(5) +4- () + (5) =
9 4 144 + 504 4 504 + 126 4 180 + 720 + 840 + 252 = 3279 Tenedorcrkux Opojena.
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Tpehu pazpen — b kareropuja

1. ITomro moctoju ykymHo 5 HemapuHux nudapa: 1, 3, 5, 7 1 9, on HUX MOKe-
MO cacTaBuTé yKymHO 125(= 53) Tpomm¢perux 6pojea. 3a cBaky on 5 HemapHUX
nudapa, IOCTOjU YKYIHO 25 MOCMATpaHUX TPONM(PPEHWX OpojeBa KOju MMajy Ty
uu¢py Ha MecTy jemuHunna. Vcro Baxku m 3a mudpy meceTuna U MudpPy CTOTHUHA.
Haxkne, rpynumyhu 36upoBe HA MECTy CTOTUHA, NECETUIA U jeAUHUIA, U3PAUY-
HaBaMoO ma Tpaskenu 36up mamocm: 100-25-(1+3+5+7+9)+10-25-(1+3+5+
7T4+9)+25-(1+3+54+7+9) =62500 + 6250 4+ 625 = 69375.

2. Jla 6u m3pa3 c jyeBe crpaHe O6mo jemHak 1 3a 1es0OPOjHY OCHOBY M II€JIO-
OpOjHM EKCIIOHEHT, MOpa Ba:KUTHU jemaH on ciaemehux ycioBa: ekcmoueHT je 0 a
OCHOBA je Pa3IuvyuTa O HyJe; OCHOBA je 1 a eKCIIOHEHT IPOM3BOJHAH; OCHOBA j€
—1 a exkcnonent mapan 6poj. Pasmorpumo cama oBe moryhHocTr moHaoco6.

e 13 +14n% +33n =0 u n* —9n? 4+ 19 # 0: Umamo 0 = n3 + 14n” + 33n = n(n? +

14n + 33), na cy, nopen n = 0, pemema jom u n = —lddy 1242*4'33 = _lgis,

Tj. n = —3 u n = —11. JlupekTHO Ce IpOBepaBa Aa CBa OBA pEIIeHa 3aNCTa
ucmymasajy u yciaos nt — 9n? + 19 # 0.

o n* —9n? +19 = 1: Jemmaumna n* — 9In? + 19 = 1 ce ysohemenm cmene n? =t

9+v92-4-18 __ 943
2 20

t = 3. C o63upom Ha N = ++/t, oBzme He mobujamo menro6pojHA pemema 3a n.

e n* —9n? 419 = —1 u n® + 14n? + 33n je mapan 6poj: Jemmaumua n* — 9n? +
19 = —1 ce yBobemem cmeme n? = t comu Ha t> — 9t + 20 = 0, umja cy
pemema t = %7”3;*4'20 = %, Tj. t = b unt = 4. Y npsoMm ciyuajy He
nobujamMo 1eao0pojHa pelema 3a 1, JOK y ApYyroM nobujamMo n =2 un = —2.
IIpumehyjemo ma 3a o6e oBe BpemmocTy u3pas n° + 14n? 4 33n jecre mapan
Opoj, ma TO jecy pelema jeHAYNHE U3 ITOCTABKE.

Iakne, pemena nonasue jemaauune cy: n € {—11,-3,-2,0,2}.

cBomu Ha 12 — 9t + 18 = 0, umja cy pemema t = Tj. t=06mu

3. [loTKOpeHy BETMUUHY MOMKEMO TpaHCchopMucaTé Ha ciaemehm mauwmm: 2 —

6xz 4+ 62 + 922 — 182 +9 = (2 — 32)2 + 6(z — 32) + 9 = (z — 32 + 3)2, na je npsu
cabupak 3anpaso |z — 3z + 3|. [Ipumerumo ma cy cBu cabuplu HEHEraTHUBHU, IIa Aa
6u muxoB 36up 6wo 0, cBu Mopajy Outu jemuaku Hysau. I[lpema Tome, jenHaumsa
13 MIOCTABKE je 3ampaBo eKBuBaJeHTHA cienehem cucremy:

T —3z=-3;
20 + ky — z= -2
r+2y+kz= 1.

: 1 : k
lIpBy jemmaumHy MOMHOKEHY ca —3 NOJAMO APYTO]j, & MOMHOKEHY Ca 5 IOJaMO

Tpehoj, unMme ce oHE CBOIE HA %x +ky=—-1mu %x + 2y =1 — k. IlpBy onm mBe

IoCTIe mheHABE eHe jeqHAUNHe TOMHORIMO ca — X3 i nomamo cienehoj, umve ce

5
104@52731@(@ = 8754]“, tj. (10 — k? — 3k)y = 8 — 4k. IIpema TOMe, TOPHU

OHA& CBOIU HA
CHCTEM je eKBUBAJICHTAH Ca

r—3z=-3;

gx—l—ky =—1;
(10 — k2 — 3k)y = 8 — 4k.
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3a 10 — k% — 3k # 0 cucTem UMa jeIMHECTBEHO pemiere (U3 MOCIeIme jeIHaunHe
padyHaMmo ¥y, U3 IPEeTXOIHE T, a TOTOM M3 UpBe z). V3pa3 ma nesoj crpanu je 0

324/(=3)244:10
30 k — (=3) _ 347

— 5, Tj. 3a k= —-5mu k= 2. IHaxne, 3a k # —5,2 cucrem
UMa jeIWHCTBEHO pememe. 3a k = —5 mocienma jenHavmHa ce cBoau Ha 0 = 28,
Ta CHUCTEM Tajma HeMa pelema, a 3a k = 2 mocienma jefHauYnHA je UCIYHEeHa 3a
Ma Koje y (u 3a cBako y MoskeMo Halim oxrosapajyhe = u z), na cucreMm Tana uMma

OEeCKOHAYHO MHOTO peniema.

4. Heka cy (z,y) roopmunate tauke M. W3
ycaosa 3anarka ciaemau AMAO ~ AMBC, na mo-
6ujamo %—g = MB — g—g; mrro. ce (H&;RO? KBa- A,
IpUpama) CBOIA Ha M;ﬁyty = ;22:_2_4_1%2 = 4, )
a omapme mMamo cuctem 16 — 8z + 22 + y2 =
42 + 4y m 4 — do + 2 + y? = 42 + 4% — Sy + 4. o > e
OnysumameM TpBe jedHauyWHE ON Apyre no0u-
jamo 4z — 12 = —8y + 4, 1j. @ = 4 — 2y. 3a- Zlp 2019 3B 4

MEHOM OBOTa HIIp. Yy APYTY jeIHAYUHY T00UjaMo

4 —4(4 —2y) + (4 —2y)? + 3% = 4(4 — 2y)? + 4y*> — 8y + 4, mTO TMOCTE cpebu-

Bama maje —15y% + 64y — 64 = 0. PemaBamem oBe jemHaumse mK06GHjaMo Yij2 =

_64iv%§0_4'15'64 = _6_4%16, Tj. Y1 = % uys = %. OBuM BpemHOCTHMMA OATOBapPAajy
16 _ 4

—4_ 16 _ 4 —4_ 16 _ 4
1’1—4 5—51/11'2—4 3 — 3-

Hakme, mocTtoje mBe MOryhnHOCTH 3a KOOpIWHATE TakBe Tauke M: (%, %) u
4.3

5. IIpumernvo ma mo momymy 10 Bam 3% =27 =7 (mod 10), 3* =7-3=21=1
(mod 10), 3> =1-3 =3 (mod 10), 3° =3-3 =9 (mod 10), 3" =9-3 =27 =7 (mod 10)
1 nasbe ce octamu mo moxyay 10 (Tj. mocrenme mudpe cTenena TpojKe ) IePUoIMIHO
noHaBajy (mepuoxn je 7,1,3,9). IIpernocrasumo na ce 6poj 3" 3appmasa mudpama
ab, Tj. 3" = 100k +10a+b. Tana umamo 3" = 300k +30a + 3b, Te cy mociemme aBe
mdpe 6poja 3" ucre xao mocrenme ase mappe Gpoja 30a+3b, a ako je a mapam
6poj, mpernocienma mudpa je, gakiae, UCTe MAPHOCTU KAO U IPETIOCIeqha nuppa
6poja 3b (yronuko je 3b jemmommdpen Opoj, cMarpaMo ma My je NPeTIOCIeNmha
mudpa 0). 3a monasuu crenen Tpojkre (Tj. 27) uMamo na je mpeTnocienma mdpa
mapHa, a Kako b MoOke ys3uMmaTu camo BpemHoctu 7, 1, 3 m 9, m Kako y OBUM
cayuajeBuma 3b usnocu 21, 3, 9 m 27, pemom, BUAMMO nOa je U NPETIOCIEARHA
nmudpa 6poja 3b yBek mapHa, Ia IO TBPAKLU U3 IPETXONHE PEUEHUIlEe BUIUMO Ia
he Ta mapHOCT mpernocienme mudpe U HALABE OCTATA OYyBAHA, Tj. CBU OpOjeBU
3" 3a n > 3 uMajy napry nudpy meceTHna.

YerBpTH; pa3pen — b kareropuja

2019 ‘2019

1. U3 jenmakoctn z =1 caemn 2?9 = 1, a onma u |z = 1, omakie
nobujamo |z|?°Y = 1. Ha uctu mauun cremu |z + 1| = 1. Bamummmo z = a + bi,
a,b € R. Jemmaxoct |z| = 1 cBoma ce ma a? + b? = 1, nok ce |z + 1| = 1 cBomm me
(a+1)2 +b% = 1. OmysumameM TPETIOCTeIIHe jeHAKOCTH O MOCIeImhe 1001jaMo
2a+1=0, 1j. a = —%. Cana mmamo (—%)2 +b2 =1, 7j. b = %, OJlaKJIe CJIEan
b= i?. Haxrne, jenuuu moryhu kanauaaT 3a 6pOjeBe KOju UCTYHaBA]y TPaKEHU
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YCIIOB Cy 2 = —% :I:i@. Y ToMm cayuajy mMaMo z + 1 = % :I:i@ uonma (z+1)3 =
(3550 = (3)° £3-(3)° i +3- 3 (P22 (F0)° = § £ 380 - 3 3 = -1,
na omatie (z + 1)2019 = ((z +1)%)%™ = (—1)5" = —1, mro me omrosapa yciosy.

IIpema Tome, He TOCTOjU HUjenaH KOMILJIEKCAH OPOj KOjU UCIYHaBa IOCTABJLEHN
YCIIOB.

2. Oarosop je mOTBpIAH.

Oszuaunmo z, = 200...0019, roe ce 0 moHaBma n myTa; APYTUM PEUUMA, T, =
2 -10"*2 + 19. Tana 2019 | z,, ako u camo ako 2019 | x, — 2019. Ipumerumo,
Ty, — 2019 = 210772 4+ 19 — 2000 — 19 = 2000(10"~! — 1), ma je mOBOLHO mOKazaTH
na TMOCTOju MpUpoAaH 6poj n, n > 2, Takas ma 2019 | 10"~ — 1. Ilokasumo ma
Meby 6pojesuma 10! — 1,102 —1,...,102°'? — 1 mocroju 6poj xoju je memus ca 2019.
[IpernocraBumo cymporHo. Kako mmamo ykymuo 2019 mocmarpanmx OpojeBa, a
HujenaH Huje memuB ca 2019, meka mBa MeDy muMa MOpajy JaBATU MCTU OCTATAK
upu gemewny ca 2019 (IHTO cnenu u3 dupuxiaeoBor npuniuna, Oyxyhu na mocroju
camo 2018 menyna ocraraka npu gememy ca 2019). Heka cy To 6pojesu 10 — 1 u
10°—1, 3a 1 < a < b < 2019. MebyTum, Tamga 6u sazwumo 2019 | (10°—1)— (104 —1) =
10%(10°=* —1), ma xaxo cy 10 u 2019 y3ajamuo npocTu, caemaro 6u 2019 | 1079 —1;
kako b —a € {1,2,...,2018}, oBo je KoHTpamuemuja ca mpernoctaBkoM. OBuM je
MOKA3aHO Ja MOCTOju mpupoman 6poj k taxas ma 2019 | 10 — 1, mro 3HAuUM K4
nOCTOju U mpuposan 6poj n, n > 1, rakas ga 2019 | x,,.

3. OmnryskeHr He MOMKe OWTH JIAKOB, jep OM y TOM CJydajy HeroBa m3jaBa
Ouma HeTayHa ma OWM OH OMO KPWUB, iU MO YCJOBY 3aAaTKA JAKOB HUjE€ KPUB 34
MMOYMNEEHU 3JIOYNH.

IIpenocraBuMo na je onTyskeHu uctTuHObyOam. Tana je merosa n3jaBa TavHa ma
je OH HEBUWH, a y TOM CJIy4ajy je u OpaoHWYeBa M3jaBa TauyHa, a OPaHUIAI MOPA
G6uty HOpMasjan (He MOKe OUTKM MCTUHOJBYOAIL jep je ONTYKEHU UCTUHOJbYOAI).
[Ipeocraje ma je y ToM ciydajy Ty:KUJIall JaKOB, IIa OH HE MOKE OUTH KPUB, TE
je y OBOM ciydvajy KpuB OpaHMiIaIl.

IIpermocTaBuMO cama ma je ONTY:KEHU HOpMAJIAIl, U Oa je HeBuH. Tama je Opa-
HMOUYEBa M3jaBa TavHAa, Ia OH MOpa butu uctuHobyOam. [Ipeocraje ma je Tyskuma
JIAJKOB, T€ je OH HEeBUH, U Y OBOM CJIyYajy je MOHOBO KpUB OpaHUIAIL.

IIpeTmocTaBUMO KOHAYHO Oa je ONTY:KEHU HOpMAaJall 1 Aa je Kpus. Tana Opanu-
Jai Mopa OUTH JAyKOB, U MPEOCTaje Oa je TYRUIAI UCTUHOJbYOAaIl.

Kanma cBe cymupamo, Buaumo na (Ha OCHOBY NEMIABAHKA OPE NOJACKA WHCIEK-
Topa) mpeoctajy camo ciaenehe Tpu onnuje:

H ommuja 1 ‘ ommuja 2 ommnuja 3
ONTY;KEHU || HEBUH UCTUHOJbYDAI | HEBUH HOPMAJAIL KPUB HOPMAJIAI]
OpanuIal KPUB HOPMAJIAIL KPWB UCTUHOJLYOAIT HEBUH JIaKOB
TYKUAIAI] HEBUH JIa;KOB HEBUH JIaKOB HEBUH UCTUHOJbY OaIl

[TpumeTumo na je y cBuM Mory iHOCTUMA TY:KUJIALl HEBUH, U IPUTOM HU Y j€IHO]
Ol BUX TY:KUJIAI HUje HOpMaJal. Jlakie, HAKOH MITO je MHCIEKTOP YyO OArOBOD
HA IPBO NUTAKE, YCTAHOBUO je Ia JIX je TY:KUJIal UCTUHOLYOan uin gakos (y 3a-
BUCHOCTHU OJ TOTra Ja 1 Jobuje oaroBop ,He“ niau ,na‘, pecunexrusHo). [lomro je
MHCIIEKTOP HAKOH TOTA MOCTABUO U APYTO MUTANE, CIEIA 14 je Ty:RUIAIl JakoB (y
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CYyIpPOTHOM OU MHCIEKTOD jeTHO3HAYHO MACHTU(UKOBAO ONIM]y 3 I, IO yCJIOBY
3amaTkKa, He OM HM MOCTaB/LAO APYro mmTame). Ha Apyro moCTaB/bEeHO NUTAHE,
OpaHuIal UCTUHOJLYOAI Ou omroBopumo ,He, a OpaHuIal HOpMAaJjal Ou MOTrao
oarooputu u , na* u ,He“. I[Ipema ToMe, YKOIMKO OU OArOBOP HA APYTO WHCIIEK-
TOPOBO muTame OMO ,He“, NHCIEKTOp He OM MOrao ma yTBPAU Aa JU je TOCPEeIun
ommuja 1 mau omnuja 2; KAKO je MHCIEKTOP MOCJe APYTOor TUTamka Ca3HaO CBE IITO
je xTeo, cienu Oa je 4yo OATOBOP ,,Ja‘, ¥ Ma je KOHAUYHO PEeIlemne MPeacTaBHEeHO
ommujom 1.

4. MoxeMo 3anmcaru
an = sin? mv/n2 +n = sin® 1(v/n2 +n —n +n)
2 (\/n2+n—n)(\/n2+n+n)+n —sin27r<n2+n_n2 —|—n)
vn2+n+n vn?2+n+n
nm nw

-2 n -2 -2
=sin°m | ———+n) =sin’ | —— +n7 ) =sin® ———.
(\/n2+n+n ) (\/nQ—l—n—i—n ) vni+n+n

. 2
Kako Basu lim ——2— =
n—oo Vn2+n+n

= sin

nh_}rrgo i) = %, nobujamo nh_)rréo ap =sin” 5 = 1.
5. Oxgrosop: mocroju. D
Herka je ABCDE upaBunan meroyrao. TBpammo na

unp. yersopoyrao ABCD ucnymaBa yCiIOBe U3 IIOCTABKeE.

3amncTa, Koje oI 1eroBo TeMe na OOPUIIeMO, YMECTO Hmera

MoxkeMo omabpatu Taury F, n nmobujernu uerBopoyrao he

6uru nonymapan yersopoyriay ABCD (6ynyhu ma, 36or

CUMETpUje, CBU YETBOPOYIJIOBU UMja Cy TeMeHa HeKux 4

oI b TeMeHa TPABUJIHOT meToyria jecy mehycobmo momy- A B

Aapr). Ip 2019 4B 5
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