
DRUXTVO MATEMATIQARA SRBIJE

MATEMATIQKA TAKMIQEǋA

SREDǋOXKOLACA

2018/2019

Novi Sad, 2019



Organizacioni odbor 61. Dr�avnog takmiqeǌa iz
matematike

1. Prof. dr Milica Pavkov-Hrvojevi�, dekan Prirodno-matematiqkog fakulteta

2. Prof. dr Marko Nedeǉkov, direktor Departmana za matematiku i informatiku

3. Prof. dr Danijela Rajter-�iri�, pomo�nik direktora DMI

4. Druxtvo matematiqara Novog Sada

5. Dr Vojislav Andri�, predsednik DMS

6. Dr Bojan Baxi�, PMF, Novi Sad, predsednik Dr�avne komisije

Redakcija i obrada: dr Bojan Baxi�



1

Zapis o Novom Sadu
Impozantan grad kulture i turizma na Dunavu, na obroncima Fruxke

Gore, Novi Sad iz godine u godinu sve vixe cveta. Grad koji pru�a ruke
svima koji �ele da u�ivaju u raznolikosti, umetnosti i uǉudnosti. Pred-
stavǉa raskrx�e najva�nijih evropskih puteva, drumskih i �elezniqkih,
xto znaqajno doprinosi industrijskom, kulturnom i privrednom razvitku
grada. Danas je, posle svih neda�a koje je stoiqki podneo, savrxen spoj isto-
rije i budu�nosti, tradicionalnog i savremenog naqina �ivota.

Mnogi mladi ǉudi ga zovu ,,studentski grad“ jer je posledǌih decenija
postao popularan izbor za nastavak xkolovaǌa i �ivota posle sredǌe xkole.
Sigurno zato xto pru�a velike mogu�nosti kako za izbor fakulteta, tako
i za ostvareǌe mladih u pogledu poslovnih prilika. Ono qime grad danas
mo�e da se pohvali jeste ogroman turistiqki potencijal, univerzitetsko
�arixte sa 10 fakulteta, mnogobrojni privatni fakulteti i struqne xkole,
kulturne manifestacije koje privlaqe ǉude sa svih meridijana, bajkoviti
parkovi i kupalixta.

Krenimo od istorijskog nasle�a i bogatstva koji oslikavaju grad u naj-
boǉem svetlu, a to su Dunav i Petrovaradinska tvr�ava. Upravo zajedno
qine neraskidivu savrxenu celinu. Petrovaradinska tvr�ava, smextena na
kamenitom brdu iznad Dunava, jedna je od najve�ih i najoquvanijih tvr�ava
u Evropi, gra�ena u baroknom vojnom stilu. Ispod ǌe se nalaze vojne pro-
storije i dugaqki hodnici u qak 4 nivoa (oko 16 km du�ine), izgra�ena kako
bi se vojska zaxtitila od neprijateǉa i mogla da �ivi u ǌima. Tvr�ava je
poznata po tzv. ,,pijanom satu“ qija mala kazaǉka pokazuje minute, a velika
sate, kako bi la�ari i izdaleka po loxem vremenu mogli da vide koliko je
sati. Sat je poklon za grad od carice Marije Terezije. Danas se na Tvr�avi
odr�avaju mnogobrojne manifestacije kao xto su ,,EXIT“ muziqki festival,
poznat xirom sveta.

Najvixi organi Autonomne pokrajine Vojvodina smexteni su u zgradi
Banovine koju popularno zovu ,,Mermerna lepotica“ i ,,La�a na Dunavu“
jer joj fasadu krasi mermerni kamen sa ostrva Braq. To je jedna od najmonu-
mentalnijih gra�evina savremenog doba, izgra�ena 1939. godine.

Novosa�ani se posebno ponose jezgrom grada koji krasi Trg slobode, na-
stao u 18. veku. U sredixtu se nalazi spomenik Svetozaru Mileti�u, a na
zapadnoj strani Gradska ku�a sa upeqatǉivim jonskim i korintskim stubovi-
ma, kopija gradske ku�e u Gracu. Na suprotnoj strani Gradske ku�e nalazi
se katoliqka Crkva imena Marijinog, a tu je i Hotel ,,Vojvodina“, zgrada
prvo namenski izgra�ena za hotel jox 1854. godine. Od Trga slobode, na
kom se najqex�e okupǉaju Novosa�ani, ali i turisti, prote�e se jedna od
najstarijih gradskih ulica – Zmaj Jovina ulica. Mextani su je nazivali
,,Magazinski sokak“ zbog mnoxtva zanatskih i trgovinskih radǌi. Na kraju
ulice nalazi se bronzani spomenik Jovanu Jovanovi�u Zmaju, deqjem pesniku.
Jox jedna od najstarijih ulica u gradu jeste Dunavska ulica sa dobro po-
znatim Dunavskim parkom. Tu se nalaze Muzej Vojvodine i Istorijski muzej.
U Dunavskom parku i danas �ive poznati srpski pesnici. Novosa�ani su se
potrudili da se ne zaborave, izgradivxi spomenike i biste �uri Jakxi�u,
Miroslavu Anti�u i Branku Radiqevi�u.
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Razlog zbog kog se ka�e da je Novi Sad pravi evropski kulturni centar
jeste institucija koja je najstarija ove vrste u Srbiji, a to je Srpsko na-
rodno pozorixte, osnovano 1861. godine. Tako�e je 1864. godine iz Pexte u
Novi Sad premexteno sedixte Matice srpske, jedne od najznaqajnijih na-
cionalnih kulturnih ustanova. Tako je Novi Sad postao centar srpske kul-
ture u 18. i 19. veku, zbog qega ga qesto nazivaju ,,Srpska Atina“. I do
danas je ostao jedan od najznaqajnijih centara kulture ne samo Srbije ve�
i Evrope, o qemu svedoqi i to xto je izabran za Omladinsku prestonicu
Evrope za 2019. godinu i Evropsku prestonicu kulture za 2021. godinu.

O Prirodno-matematiqkom fakultetu

Ove godine Prirodno-matematiqki fakultet slavi pola veka postojaǌa.
Tokom pedeset godina rada, jedan od najstarijih fakulteta Univerziteta
u Novom Sadu je stekao ugled jedne od vode�ih visokoxkolskih ustanova
na Univerzitetu u pogledu ostvarenih rezultata u obrazovaǌu i nauqno-
istra�ivaqkom radu. To su ujedno i ǌegovi osnovni zadaci – razvoj nauke,
unapre�ivaǌe stvaralaxtva, te konstantan rad na osiguraǌu kvaliteta i
standarda obrazovnog programa.

Prirodno-matematiqki fakultet je ve� godinama, kao kredibilan part-
ner, prisutan u nacionalnim, a sve vixe u me�unarodnim istra�ivaqkim i
inovacionim projektima. O kompetenciji istra�ivaqa sa PMF-a svedoqi i
podatak da se me�u 30 najcitiranijih istra�ivaqa sa teritorije Vojvodine
nalazi qak 20 profesora i saradnika sa PMF-a. Na PMF-u se zna da nauka
ne sme biti zatvorena i ksenofobiqna i da bez ukǉuqivaǌa u me�unarodne
tokove zastareva i nestaje. Zato je jedan od osnovnih prioriteta Fakul-
teta privlaqeǌe eksternog finansiraǌa kroz uqestvovaǌe u me�unarodnim
projektima, jer u ovoj ustanovi postoji svest da je to put ka dugoroqnoj odr-
�ivosti i osiguraǌu vrhunskih nauqnih rezultata. U posledǌih 5 godina
na PMF-u je realizovano preko 60 me�unarodnih projekata, a trenutno se
implementira 16.

Misija Fakulteta u domenu obrazovaǌa je da studentima omogu�i naj-
vixe akademske standarde i obezbedi sticaǌe nauqnih znaǌa i zvaǌa koja
su u skladu sa potrebama savremenog i globalnog tr�ixta rada. Na PMF-
u se nastava sprovodi kroz vixe od 50 akreditovanih studijskih programa.
Svaki je usaglaxen sa realnim potrebama za zaposleǌem mladih kadrova,
pa je poslediqno i diploma PMF-a garant budu�eg lakxeg zapoxǉavaǌa u
okviru steqenih kompetencija. Treba ista�i va�nost ovoga ne samo za okvire
naxe dr�ave. Rad na Prirodno-matematiqkom fakultetu je harmonizovan sa
svetskim i evropskim standardima u nauci i obrazovaǌu i time se svrxenim
studentima ovog fakulteta otvaraju vrata u svet.

Isto tako, internacionalizacija i globalno povezivaǌe nisu va�ni samo
u domenu nauqno-istra�ivaqkog rada. Jedan od imperativa obrazovnog si-
stema 21. veka je mobilnost ǉudi, dobara i ideja. PMF je ukǉuqen u evropske
i svetske programe akademske mobilnosti i razmene na svim nivoima. Stra-
texki podr�avaju�i mobilnost, Fakultet podi�e kompetencije nastavnika
i studenata, koji su konkurentni, multikulturalno osvex�eni i sposobniji
za snala�eǌe u sve zahtevnijoj areni visokoxkolskog obrazovaǌa u Evropi
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i svetu. Dvadeset prvi vek je era znaǌa, mogu�nosti i izazova, dostupnih
svima onima koji su spremni da ih prihvate.

O Departmanu za matematiku i informatiku

Departman za matematiku i informatiku predstavǉa modernu visokoo-
brazovnu instituciju koja postoji i deluje u okviru Prirodno-matematiqkog
fakulteta, Univerziteta u Novom Sadu. Svoje mnogobrojne aktivnosti De-
partman realizuje kroz nastavni, obrazovni i struqni proces s jedne strane,
kao i kroz raznovrstan nauqno-istra�ivaqki rad s druge strane.

Jedan od osnovnih ciǉeva departmana je unapre�ivaǌe i promovisaǌe
matematike i informatike kao nauqnih disciplina. Kroz rad sa studentima
posebno se podstiqe razvijaǌe inicijative i sposobnosti za samostalno re-
xavaǌe problema, razvijaǌe sposobnosti logiqkog mixǉeǌa, ali i primena
steqenih znaǌa u modeliraǌu i rexavaǌu praktiqnih problema.

Nastavne i nauqne aktivnosti Departmana za matematiku i informatiku
prate evropske i svetske trendove iz oblasti matematike i informatike xto
se ogleda kroz moderne i fleksibilne studijske programe, ali i kroz aktivno
uqex�e Departmana u mnogim me�unarodnim projektima i kroz qlanstvo
u raznim renomiranim me�unarodnim asocijacijama i organizacijama. De-
partman za matematiku i informatiku izvodi ukupno dvanaest studijskih
programa: tri programa osnovnih akademskih studija (trogodixǌi progra-
mi Matematika i Raqunarske nauke, i qetvorogodixǌi program Informa-
cione tehnologije); jedan program integrisanih akademskih studija (petogo-
dixǌi program Master profesor matematike), pet programa master akadem-
skih studija (dvogodixǌi programi Matematika, Primeǌena matematika,
Raqunarske nauke – master, jednogodixǌi program Informacione tehnologi-
je – master, kao i jednogodixǌi studijski program Applied Mathematics – Da-
ta science, koji se realizuje na engleskom jeziku); tri programa doktorskih
akademskih studija (trogodixǌi programi Matematika, Doktorska xkola
matematike i Informatika).

Nastavnici, asistenti, saradnici i studenti svih nivoa studija naxeg
Departmana su priznati u me�unarodnoj nauqnoj zajednici i ravnopravno
uzimaju uqex�e u raznim evropskim nauqno-istra�ivaqkim projektima.

Posebna pa�ǌa se posve�uje razvoju nauqnog podmlatka i intenzivan rad
sa budu�im istra�ivaqima – studentima doktorskih studija. Rad sa mladim
istra�ivaqima se odvija kroz nauqne seminare, organizovaǌe letǌih xkola
i radionica za doktorande iz celog regiona i podsticaǌe mladih istra�i-
vaqa na aktivnu me�unarodnu saradǌu i uqex�e na me�unarodnim matema-
tiqkim kongresima. Brojne aktivnosti na Departmanu vezane su za organizo-
vaǌe gostuju�ih predavaǌa eminentnih struqǌaka iz inostranstva, organi-
zovaǌe izuzetno pose�enih nauqnih konferencija, studijske boravke naxih
istra�ivaqa na svetskim univerzitetima, kao i razvoj specijalizovanih la-
boratorija i centara izvrsnosti. Departman za matematiku i informatiku
bez dileme danas predstavǉa jednu od nauqno najproduktivnijih instituci-
ja na Univerzitetu u Novom Sadu, a raznovrsna i xiroko rasprostraǌena
saradǌa sa mnogobrojnim uglednim nauqnicima i renomiranim univerzite-
tima xirom sveta omogu�ava daǉi napredak i afirmaciju.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19. 1. 2019.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka su AA0, BB0 i CC0 visine 4ABC, a H ǌegov ortocentar. Ako su
M i N sredixta du�i AA0 i CC0, dokazati da taqke M , N , B0 i H le�e na
istoj kru�nici.

2. Na�i sve parove realnih brojeva a i b takve da za sve realne brojeve
x i y va�i jednakost

bax+ byc+ bbx+ ayc = (a+ b)bx+ yc.

(Za realan broj t, sa btc oznaqavamo najve�i ceo broj koji nije ve�i od t.)

3. Dokazati da se u pravilnom osmouglu A1A2A3A4A5A6A7A8 dijagonale
A1A6, A3A7 i A5A8 seku u jednoj taqki.

4. Na�i sve prirodne brojeve n takve da su n− 4, 2n+ 2 i 4n+ 1 potpuni
kubovi.

5. U popularnoj igri ,,Minolovac“ na nekim poǉima table a× b (a, b ∈ N)
nalaze se mine, a na svakom preostalom poǉu je upisan broj ǌemu susednih
poǉa na kojima su mine (pod susednim poǉima podrazumevamo poǉa koja imaju
bar jedno zajedniqko teme). Ispitati da li postoje brojevi a i b i raspored
mina na tabli a × b takvi da taqno 2019 poǉa nemaju minu i da je na svima
ǌima upisan broj:

a) 3;

b) 4;

c) 7.

Drugi razred – A kategorija

1. Odrediti maksimalnu vrednost izraza

|8x2 − 2x− 3|

na intervalu x ∈ [0, 1].

2. Postoji li beskonaqan niz prirodnih brojeva koji su svi potpuni kva-
drati, i svaki qlan tog niza poqev od tre�eg je jednak zbiru prethodna dva?

3. Kru�nica je upisana u jednakokraki trapez ABCD i dodiruje osnovicu
CD u taqki L, a krake BC i AD u taqkama K i M , redom. U kojoj razmeri
prava AL deli du� MK?

4. Odrediti sve kompleksne brojeve z i w takve da va�i

|z|2 + zw + w = 2 + 6i i |w|2 + zw + z = 2− 4i.
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5. Nazovimo krstom tablu saqiǌenu od unije jedne table a×1 i jedne table
1× b koje imaju taqno jedno zajedniqko poǉe (a, b ∈ N). Skup nekih poǉa takve
table nazivamo povezana oblast ako se iz svakog poǉa u tom skupu mo�e do�i
do svakog drugog poǉa kre�u�i se samo po susednim poǉima unutar uoqenog
skupa (pod susednim poǉima podrazumevamo poǉa koja imaju zajedniqku stra-
nicu). Za zadat prirodan broj n, odrediti broj naqina na koje se brojevi
1, 2, . . . , n mogu upisati u neki krst sa n poǉa (krst nije unapred fiksiran),
svaki broj u taqno jednom poǉu, uz uslov da za svako k, k ∈ {1, 2, . . . , n}, poǉa
u kojima su upisani brojevi 1, 2, . . . , k qine povezanu oblast.

Tre�i razred – A kategorija

1. Na jednom od iseqaka dole prikazan je deo x-ose i grafika funkcije

f(x) =
tg x+ ctg x− 2

4x2 − 7x+ 3
.

Koji je to iseqak?

44 4 4
π π π π

2. U 4ABC taqka D je sredixte stranice BC. Taqka P na du�i AD je
takva da va�i CP = AB. Prava CP seqe du� AB u taqki Q. Dokazati: AQ =
PQ.

3. Neka su k, n i d prirodni brojevi. Oznaqimo sa Ad broj k-torki
(a1, a2, . . . , ak) celih brojeva takvih da va�i

n > a1 > a2 > . . . > ak > 0 i a1 + a2 + · · ·+ ak = d.

Oznaqimo sa Bd broj k-torki (b1, b2, . . . , bk) nenegativnih celih brojeva takvih
da va�i

b1 + b2 + · · ·+ bk 6 n i b1 + 2b2 + · · ·+ kbk = d.

Dokazati:
Ad = Bd = Bkn−d.

4. Dati su razliqiti prirodni brojevi a1, a2, . . . , a100. Za i = 1, 2, . . . , 100,
broj bi je dobijen dodavaǌem broju ai najve�eg zajedniqkog delioca ostalih
99 brojeva. Koliko najmaǌe me�u brojevima bi mo�e biti razliqitih?

5.

a) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva koji se ne
mogu predstaviti u obliku

pq + qr

za neke proste brojeve p, q i r.
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b) Dokazati da postoji samo konaqno mnogo prirodnih brojeva koji se ne
mogu predstaviti u obliku

pp21 + pp32 + · · ·+ ppii−1

za neki prirodan broj i, i > 1, i neke proste brojeve p1, p2, . . . , pi.

Qetvrti razred – A kategorija

1. U tetraedru ABCD visina iz temena D pada u unutraxǌost 4ABC,
a pǉosni 4DAB, 4DAC i 4DBC zaklapaju s pǉosni 4ABC me�usobno
podudarne diedarske uglove. Ako va�i P (4ABC) = 21, P (4DAB) = 15,
P (4DAC) = 13 i P (4DBC) = 14, izraqunati zapreminu tetraedra ABCD.

2. Oznaqimo broj cifara broja n u dekadnom zapisu sa brc(n). Da li po-
stoji realna konstanta c takva da za svaki prirodan broj n va�i:

brc(1) + brc(2) + · · ·+ brc(n) < cn ?

3. U nekoj zemǉi postoji 101 grad. Svaka dva grada su povezana najvixe
jednom autobuskom linijom, pri qemu su sve autobuske linije jednosmerne.
Iz svakog grada izlazi taqno 25 linija i u svaki ulazi taqno 25. Dokazati
da se iz svakog grada mo�e sti�i (uz presedaǌa ako je potrebno) u svaki
drugi.

4. Dat je petougao ABCDE u kom va�i CD = AB + AE. Neka simetrala
]BAE seqe BE u taqki P , neka je Q taqka na CD takva da va�i CQ = AB, i
neka su X i Y sredixta du�i BC i DE, respektivno. Neka je T te�ixte u

4APQ i neka Y T seqe AX u taqki Z. Na�i
AZ

ZX
u funkciji od AB i AE.

5. Neka su a, b, c, d nenegativni realni brojevi za koje va�i a+ b+c+d = 1.
Oznaqimo

M =
b2 + c2 + d2 − bc− cd− db

3
.

Dokazati nejednakost
√
a+M +

√
b+
√
c+
√
d 6 2.

Prvi razred – B kategorija

1. Od cifara 1, 9, 0, 1, 2, 0, 1, 9 treba sastaviti qetvorocifren broj deǉiv
sa 3 (svaku cifru smemo koristiti onoliko puta koliko puta je navedena).
Koji je:

a) najve�i takav broj;

b) qetvrti najve�i takav broj?
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2. U mestu Gorǌe Zuce prilikom popisa 3019. je bilo
5

8
muxkaraca, a

od ǌih je 90% bilo mla�ih od 75 godina, dok je kod �enskog stanovnixtva
96% bilo mla�ih od 75 godina. Na slede�em popisu 3029. ustanovǉeno je da
se ukupan broj stanovnika pove�ao za 300, dok je broj osoba sa 75 i vixe
godina bio isti kao na prethodnom popisu, ali sada predstavǉa 7% ukupnog
stanovnixtva. Koliko je ukupno stanovnika imalo Gorǌe Zuce na prethodnom
popisu 3019?

3. Da li postoji trougao sa stranicama a, b i c za koje va�i

a, b, c > 2019 i bac+ bbc < bcc ?

(Za realan broj t, sa btc oznaqavamo najve�i ceo broj koji nije ve�i od t.)

4. Ako jedna bela i dve crne krave popasu svu travu na livadi za 5 nedeǉa,
a tri bele i qetiri crne krave popasu svu travu na livadi za 2 nedeǉe, za
koliko nedeǉa �e svu travu na livadi popasti jedna crna krava? Smatrati
da krave iste boje pasu travu istom brzinom, da je poqetna koliqina trave
na livadi uvek ista, i da trava na livadi raste fiksnom brzinom sve do
trenutka kad je skroz pojedena.

5. Za pravougaonim stolom je postavǉeno osam stolica, qetiri s jedne
strane i qetiri naspram ǌih s druge strane. Na koliko naqina je mogu�e
rasporediti osmoro prijateǉa za ovim stolom, a da pritom Ana i Bane ne
sede jedno naspram drugog, a Vesna i Goran sede jedno pored drugog? (Poznato
je da svi prijateǉi imaju me�usobno razliqita imena.)

Drugi razred – B kategorija

1. Dokazati da je broj

2013 · 2015 · 2017 · 2019 + 16

potpun kvadrat.

2. Odrediti sve vrednosti realnog parametra k takve da va�i:

(∀x ∈ R)(kx2 − 4kx+ k2 + 2k − 3 > 0).

3. Dva drveta visine 5 i 10 metara su na jednakom rastojaǌu od bandere sa
uliqnom rasvetom. Ova dva drveta prave senke du�ine 5 i 15 metara. Koliko
je visoka bandera?

4. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje sistem jednaqina

(x+ y)2 = 12;

x2 + y2 = 2(a+ 1)

ima taqno dva rexeǌa.
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5. U popularnoj igri ,,Minolovac“ na nekim poǉima table a× b (a, b ∈ N)
nalaze se mine, a na svakom preostalom poǉu je upisan broj ǌemu susednih
poǉa na kojima su mine (pod susednim poǉima podrazumevamo poǉa koja imaju
bar jedno zajedniqko teme). Ispitati da li postoje brojevi a i b i raspored
mina na tabli a × b takvi da taqno 2019 poǉa nemaju minu i da je na svima
ǌima upisan broj:

a) 8;

b) 7;

c) 6.

Tre�i razred – B kategorija

1. Na�i sve cele brojeve n za koje va�i 0 6 n 6 90 i

sin 80◦ + sin 50◦ − sin 20◦ =
√
2 sinn◦.

2. Na kraku AD trapeza ABCD izabrana je taqka M . Dokazati da druga
zajedniqka taqka N kru�nica opisanih oko 4ABM i 4CDM pripada kraku
BC.

3. Neka su a i b prirodni brojevi za koje va�i NZD(a, b) = 10 i NZD(a, b+
2) = 12. Izraqunati

NZD(a, 2b) +NZD(a, 3b).

4. Za pravougaonim stolom je postavǉeno osam stolica, qetiri s jedne
strane i qetiri naspram ǌih s druge strane. Na koliko naqina je mogu�e
rasporediti osmoro prijateǉa za ovim stolom, a da pritom Ana i Bane sede
jedno naspram drugog, a Vesna i Goran jedno pored drugog? (Poznato je da
svi prijateǉi imaju me�usobno razliqita imena.)

5. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi, a, b, c 6= 1. Ako va�i

loga 2018 + logc 2018 = 2 logb 2018,

dokazati:

a) loga 2019 + logc 2019 = 2 logb 2019;

b) a2 = (ac)logc b.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Koliko ima brojeva sa bar qetiri cifre koji su deǉivi sa 9 i mogu se
sastaviti od cifara 1, 9, 0, 1, 2, 0, 1, 9 (svaku cifru smemo koristiti onoliko
puta koliko puta je navedena)?
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2. Odrediti sve vrednosti realnog parametra m za koje jednaqina

(m+ 1)x2 − 3mx+ 4m = 0

ima dva razliqita realna rexeǌa koja su pritom oba ve�a od −1.
3. Qetvorougao ABCD je istovremeno i tetivan i tangentan, i pritom za

ǌegove stranice va�i AB − CD = BC − AD. Dokazati da je dijagonala BD
preqnik kru�nice opisane oko qetvorougla ABCD.

4. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

x3 − 3ax2 + (2a2 + 5)x− 2a2 + 3 = 0

ima 3 realna rexeǌa koja qine aritmetiqku progresiju.

5. Oznaqimo broj cifara broja n u dekadnom zapisu sa brc(n). Pokazati:

brc(1) + brc(2) + · · ·+ brc(99 . . . 99︸ ︷︷ ︸
2019 puta

) = 2019 · 99 . . . 99︸ ︷︷ ︸
2019 puta

− 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2019 puta

+2019.

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23. 2. 2019.

Prvi razred – A kategorija

1. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu

6x3 + 7y2 + 8z3 = 66677888.

2. Dat je tetivan petougao ABCDE. Neka su taqke F , G, H i I sredixta
du�i BC, CD, DE i EA, respektivno. Neka se prave FG i HI seku u taqki
J , a prave AC i HI u taqki K. Dokazati da se taqka K nalazi na kru�nici
opisanoj oko 4FCJ .

3. Koliko rexeǌa ima jednaqina

x− 2019{x} = 2019

u skupu realnih brojeva? (Za realan broj x, sa bxc oznaqavamo najve�i ceo
broj koji nije ve�i od x, a sa {x} oznaqavamo vrednost x− bxc.)

4. Dati su konveksni qetvorouglovi ABCD i PQRS, pri qemu temena
qetvorougla PQRS le�e na stranicama ili u unutraxǌosti qetvorougla
ABCD. Da li zbir dijagonala qetvorougla PQRS mo�e biti ve�i od zbira
dijagonala qetvorougla ABCD?

5. Dva igraqa naizmeniqno upisuju jedan od brojeva 473, 523, 573, 623, 673,
723, 773, 823 ili 873 u neko slobodno poǉe tablice 3× 3, pri qemu svaki broj
mo�e biti iskorix�en samo jednom. Pritom prvi igraq u prvom potezu ne sme
upisati broj u centralno poǉe. Igra se zavrxava kada jedan od igraqa dobije
zbir 2019 u bilo kojoj vrsti, koloni ili dijagonali qija su sva tri poǉa
popuǌena, i tada taj igraq pobe�uje. Ukoliko se cela tablica popuni a niko
ne ostvari taj zbir, pobednik je drugi igraq. Koji igraq ima pobedniqku
strategiju?
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Drugi razred – A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

sinx−
√
sinx

cosx−
√
cosx

= 1.

2. Odrediti maksimalan broj taqaka u ravni me�u kojima svake tri qine
temena pravouglog trougla.

3. Da li postoje prirodni brojevi m i n za koje va�i n 6 2019 i⌊am
n

⌋
= baπc za sve a = 1, 2, . . . , 2019 ?

(Za realan broj x, sa bxc oznaqavamo najve�i ceo broj koji nije ve�i od x.)

4. U skupu nenegativnih realnih brojeva rexiti sistem jednaqina:

a
√
b− c = a;

b
√
c− a = b;

c
√
a− b = c.

5. U xkoli se odr�avaju takmiqeǌa iz m predmeta. Iz svakog predmeta
se takmiqi mk uqenika (isti uqenik se mo�e takmiqiti iz vixe predmeta).
Dokazati da se uqenici mogu razmestiti u k uqionica na takav naqin da u
svakoj uqionici postoji bar po jedan takmiqar iz svakog od postoje�ih m
predmeta.

Tre�i razred – A kategorija

1. Za sve x ∈
[
0,
π

2

]
dokazati nejednakost:

cos(sinx) > sin(cosx).

2. Kvadratna tablica formata 6 × 6 je popuǌena brojevima ±1 na takav
naqin da, za svako poǉe tablice, proizvod brojeva upisanih u tom poǉu i
svim ǌemu susednim poǉima iznosi 1. (Pod susednim poǉima podrazumevamo
poǉa koja imaju bar jedno zajedniqko teme.) Dokazati da je u svakom poǉu
tablice upisan broj 1.

3. Za dati skup taqaka u prostoru S, oznaqimo sa `(S) skup svih taqaka u
prostoru koje le�e na bar jednoj pravoj kroz dve taqke skupa S. Neka se skup
S sastoji od qetiri taqke koje nisu sve u istoj ravni. Dokazati da je broj
taqaka koje ne pripadaju skupu `(`(S)) konaqan i odrediti taj broj.

4. Na�i sve neparne prirodne brojeve n za koje va�i

n = 2019ϕ(ϕ(. . . ϕ︸ ︷︷ ︸
10 puta

(n) . . .)).
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5. Za pozitivne realne brojeve a, b i c dokazati nejednakost:√
a+ 2b+ 3c

3a+ 2b+ c
+

√
b+ 2c+ 3a

3b+ 2c+ a
+

√
c+ 2a+ 3b

3c+ 2a+ b
> 3.

Qetvrti razred – A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

2x
2+2x−4x4

=
x2

x+ 1
.

2. U tetivnom qetvorouglu ABCD va�i AB = 3, BC = 6 i 4ACD je jedna-
kostraniqan. Neka je O centar opisane kru�nice oko qetvorougla ABCD, a
E presek dijagonala AC i BD. Izraqunati ]DOE.

3. Neka je A skup prirodnih brojeva takav da svi brojevi maǌi od 256, kao
i svi stepeni dvojke, pripadaju skupu A (preostali prirodni brojevi mogu
a ne moraju pripadati skupu A). Posmatrajmo sada beskonaqan niz koji se
dobija ako sve brojeve iz skupa A pretvorimo u binarni zapis i ispixemo ih
jedan iza drugog u rastu�em poretku. Dokazati da u ovom beskonaqnom nizu
postoji 2019 uzastopnih cifara od kojih je taqno 1000 jedinica.

4. Data je diferencijabilna funkcija f : R → R koja ima bar dve razli-
qite realne nule. Dokazati da funkcija 2019f(x)+f ′(x) ima bar jednu realnu
nulu.

5. Na skupu prirodnih brojeva ve�ih od 9 definixemo funkciju f na
slede�i naqin: ako je c1c2 . . . cs (s > 2) dekadni zapis broja n, tada je f(n)
prirodan broj koji se dobija zamenom svih pojava cifre c1 u broju n cifrom
c2, i zamenom svih pojava cifre c2 u broju n cifrom c1; ukoliko se nakon
ove operacije pojavi vode�a nula u rezultuju�em broju, ona se brixe. (Na
primer, f(2375342) = 3275243 i f(502305) = 52350.) Na�i sve prirodne brojeve
koji se mogu javiti kao vrednost izraza

n

f(n)
.

Prvi razred – B kategorija

1. Odrediti skupove A i B za koje va�i slede�ih pet osobina:

• A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6};

• 2 ∈ A \B;

• 3 ∈ B \A;

• A ∩ {4, 5, 6} = ∅;

• B ∩ {1} = ∅.
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2. Betmen ho�e da provali xifru Edvarda Nigme. ǋemu je poznato
da xifra predstavǉa neku permutaciju slova u izrazu TRICKORTREAT, i da
su pritom prvo i posledǌe slovo xifre jednaki. Koliko ukupno postoji
mogu�nosti za takvu xifru?

3. U tetivnom qetvorouglu ABCD va�i ]ADB = 50◦ i ]CDB = 60◦. Na
pravoj AC je odabrana taqka M za koju va�i ]AMB = 70◦. Da li se taqka M
nalazi izme�u taqaka A i C, ili je izvan du�i AC?

4. Dokazati da je broj 102019 − 9991 deǉiv sa 81.

5. Iz jednog temena oxtrouglog trougla povuqena je visina, iz drugog
te�ixna du�, a iz tre�eg simetrala unutraxǌeg ugla. Te tri prave imaju
tri preseqne taqke. Dokazati da trougao kome su te taqke temena ne mo�e
biti jednakostraniqan.

Drugi razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

5x

x2 + 3x+ 6
+

7x

x2 + 7x+ 6
= 1.

2. U konveksnom qetvorouglu ABCD va�i AB = BC = CD, a ǌegove di-
jagonale se seku u taqki O. Ako va�i 2]AOD = ]BAD + ]CDA, dokazati da
je ABCD romb.

3. Tri doma�ice Zoka, Joka i Coka su na pijaci dobile 9 zatvorenih boca
s mlekom, i u ǌima je, redom: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 i 26 decilitara mleka.
Na koliko naqina one mogu podeliti ove boce izme�u sebe (bez otvaraǌa
boca), a da pri tome svaka dobije isti broj boca i istu koliqinu mleka?

4. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

3
√
x+ 2 + 3

√
3x+ 1 = 3

√
x− 3.

5. Neka je a prirodan broj koji ima 2019 cifara i deǉiv je sa 9. Neka je b
zbir cifara broja a, neka je c zbir cifara broja b, i neka je d zbir cifara
broja c. Odrediti broj d.

Tre�i razred – B kategorija

1. Izraqunati:

arcctg 5 + arctg
2

3
.

(Rexeǌe prikazati u obliku eksplicitne brojevne vrednosti izra�ene u ste-
penima ili radijanima.)

2. Na�i sve trojke (p, q, r) prostih brojeva za koje va�i

p2 − qr = 2500.
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3. Rexiti nejednaqinu:

x2 − 2x+ 3 6
√

4− x2.

4. U konveksnom qetvorouglu ABCD du�i koje spajaju sredixta naspram-
nih ivica imaju du�ine 2 i 3 i me�usobno zaklapaju ugao od 45◦. Izraqunati
povrxinu qetvorougla ABCD.

5. U svakom temenu pravilnog n-tougla je upisan broj 1 ili −1, pri qemu
nisu svih n brojeva jednaki. Proizvod brojeva upisanih u ma koja 3 uzastopna
temena iznosi −1. Odrediti zbir svih upisanih brojeva za:

a) n = 6;

b) n = 2019.

Qetvrti razred – B kategorija

1. U oxtrouglom 4ABC uglovi kod temena A, B i C oznaqeni su sa α, β
i γ, redom. Ako va�i

4 sinα+ 5 cosβ = 6

i
5 sinβ + 4 cosα = 5,

odrediti γ.

2. Neka je D skup svih realnih brojeva za koje je izraz√
log2

(
cos

πx√
2

)
.

definisan. Oznaqimo
A = min

x∈D
|2019− x2|.

Dokazati da je A prirodan broj i da je prost.

3. Da li postoji prirodan broj n za koji va�i

361 | n2 + 4n− 15 ?

4. U mestu Doǌe Zuce svaki telefonski broj ima pet cifara koje su pore-
�ane u strogo rastu�em ili strogo opadaju�em poretku, i pritom prva cifra
nije 0. Koliko maksimalno telefonskih brojeva mo�e postojati u tom mestu?

5. Dat je paralelogram ABCD sa oxtrim uglom kod temena A. Na pravima
AB i BC su uoqene, redom, taqke L i K razliqite od taqke B, takve da va�i
KA = AB i LC = CB. Dokazati da je petougao AKLCD tetivan.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE UQENIKA
SREDǋIH XKOLA, 16. 3. 2019.

Prvi razred – A kategorija

1. Dat je polinom

P (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0

sa celobrojnim koeficijentima. Ako polinom P ima dve razliqite celobroj-
ne nule koje nisu pozitivne (i mo�da jox nula osim ove dve) i pritom va�i
P (1) = 2, dokazati:

a) a0 = 0;

b)
∑

2|i ai =
∑

2-i ai.

2. U 4ABC taqke O i I predstavǉaju centar opisane i upisane kru�nice,
redom. Neka je O1 centralnosimetriqna slika taqke O u odnosu na taqku I,
i neka je I1 centralnosimetriqna slika taqke I u odnosu na taqku O. Ako O1

le�i na visini iz temena A a I1 le�i na visini iz temena B, dokazati da je
4ABC jednakostraniqan.

3. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo parova razliqitih prirodnih
brojeva (m,n) takvih da je zbir svih delilaca broja m2 jednak zbiru svih
delilaca broja n2.

4. Svaka taqka prostora je obojena jednom od tri boje. Dokazati da se
mo�e odabrati jedna od te tri boje takva da, za svaki pozitivan realan
broj r, postoji trougao povrxine r qija su sva tri temena obojena izabranom
bojom.

Drugi razred – A kategorija

1. Dat je polinom

P (x) = x2019 + 2018x2017 + 2016x+ 2015.

Na�i sve cele brojeve n takve da

P (n) | P (P (n) + 1).

2. Dat je n-elementan skup X. Neka su Y1, Y2, . . . , Yk razliqiti podskupovi
skupa X takvi da za sve i, j, i 6= j, va�i |Yi ∩ Yj | 6 2. Odrediti maksimalnu
mogu�u vrednost broja k.

3. Dat je tetivni qetvorougao ABCD. Neka je E sredixte dijagonale
AC. Neka se normala iz D na Ojlerovu pravu za 4ABC i normala iz B na
Ojlerovu pravu za 4ADC seku u taqki F . Neka je G taqka na du�i EF takva
da va�i GF = 2GE. Dokazati: GB = GD.
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4. Neka je p prost broj oblika 4t+1. Neka su (a1, b1), (a2, b2), . . . , (ak, bk) svi

ure�eni parovi prirodnih brojeva (a, b) za koje va�i a < b 6
p− 1

2
i p | a2+b2.

Dokazati:
b1 + b2 + · · ·+ bk = 2(a1 + a2 + · · ·+ ak).

Tre�i razred – A kategorija

1. Niz (xn)n∈N definisan je sa x1 = 16, x2 = 3, x3 = 2019 i, za n ∈ N,

xn+3 =


xn −

1

xn+1xn+2
, za xn+1, xn+2 6= 0;

0, inaqe.

Dokazati da postoji prirodan broj n za koji va�i xn = 0, i odrediti najmaǌe
takvo n.

2. Na�i sve bar qetvorocifrene prirodne brojeve m za koje postoji b ∈
{1, 2, . . . , 9} sa slede�om osobinom: ukoliko b upixemo izme�u bilo koje dve
cifre broja m, ili dopixemo na poqetak ili kraj broja m, tako dobijen broj
je uvek potpun kvadrat.

3. Na stranicama AB, BC, CD i DA paralelograma ABCD date su, redom,
taqke P,Q,R, S, razliqite od temena, takve da je PQRS pravougaonik i PQ >

PS. Dokazati:
PR

PS
>
AB

AD
.

4. Dat je kvadrat ABCD. Razre�emo kvadrat ABCD na qetiri podudar-
na kvadrata (po du�ima koje nastaju spajaǌem sredixta naspramnih ivica).
Potom odaberimo jedan od tako nastalih kvadrata i razre�emo ga na qe-
tiri podudarna kvadrata. Potom odaberimo jedan od (ukupno sedam) tako
nastalih kvadrata i razre�emo ga na qetiri podudarna kvadrata. Nazovi-
mo kvad-podelom kolekciju kvadrata koja se dobija ponavǉaǌem ovog postup-
ka konaqan broj puta. Dva kvadrata u kvad-podeli su susedna ako stranica
jednog od ǌih sadr�i stranicu drugog (mogu�e je i da se stranice pokla-
paju). Ka�emo da je kvad-podela balansirana ako je koliqnik stranica svaka

dva susedna kvadrata jednak 1, 2 ili
1

2
. Odrediti najmaǌi prirodan broj k

takav da kvadrate svake balansirane kvad-podele mo�emo obojiti sa k boja
a da pritom dva susedna kvadrata uvek budu obojeni razliqitim bojama.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Dat je oxtrougli 4ABC. Neka su AA0, BB0 i CC0 ǌegove visine, A1,
B1 i C1 sredixta stranica BC, AC i AB, respektivno, a O centar opisane
kru�nice. Dokazati da je obim 4A0B0C0 maǌi od 2(OA1 +OB1 +OC1).

2. Dat je prirodan broj n. Odrediti koliko postoji konaqnih nizova
(a1, a2, . . . , at) (gde t ∈ N nije unapred fiksirano) koji ispuǌavaju slede�a
tri uslova:



17

• a1, a2, . . . , at ∈ {1, 2, . . . , n};

• za sve j, 1 6 j 6 t− 1, va�i aj 6 aj+1 + 1;

• ne postoje j i k, 1 6 j 6 k 6 t− 1, za koje va�i ak 6 aj = ak+1.

3. Za prirodan broj n oznaqimo sa xn broj koji se dobije uzastopnim
zapisivaǌem svih prirodnih brojeva od 1 do n jedan iza drugog (npr. x14 =
1234567891011121314). Oznaqimo sa f(n) ostatak pri deǉeǌu broja xn sa 11.
Da li postoje prirodni brojevi t i n0 takvi da za sve n ∈ N, n > n0, va�i
f(n+ t) = f(n)?

4. Na�i sve funkcije f : R+ → R+ takve da za sve pozitivne realne brojeve
x i y va�i

f(x) + f(y) =
(
f(f(x)) + f(f(y))

)
f(xy),

i da pritom samo konaqno mnogo slika iz kodomena ima vixe (tj. bar 2)
originala.

Prvi razred – B kategorija

1. Data su slede�a tri iskaza o prirodnom broju n:

• ako je n deǉiv sa 3, onda je paran;

• n je deǉiv sa 5 i neparan je;

• n nije deǉiv sa 3 ili n nije deǉiv sa 5.

Odrediti koje sve ostatke pri deǉeǌu sa 30 mogu imati oni prirodni brojevi
n za koje su taqna dva od navedena tri iskaza, a jedan netaqan.

2. Dat je 4ABC. Na stranicama AC i BC su odabrane taqke M i N ,
redom, takve da va�i AM = BN . Kru�nice opisane oko 4ANC i 4BMC
seku se jox u taqki P (pored taqke C). Dokazati da je prava CP simetrala
ugla kod temena C.

3. Za prirodan broj n ka�emo da je zgodan ako cifre koje uqestvuju u
ǌegovom zapisu mo�emo razbiti na dve grupe takve da su zbirovi cifara u
tim grupama me�usobno jednaki (npr. broj 121 jeste zgodan jer u jednu grupu
mo�emo staviti dve jedinice a u drugu cifru 2, i tada va�i 1 + 1 = 2; broj
2019 nije zgodan jer �e, pri ma kakvom razbijaǌu, grupa u kojoj je cifra 9
imati ve�i zbir nego druga grupa).

a) Odrediti najmaǌi prirodan broj n takav da su oba broja n i n + 1
zgodni.

b) Da li postoje tri uzastopna prirodna broja koji su svi zgodni?
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4. Data je funkcija

f(x) =
ax+ 2

3x− 1
a

.

Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a takve da za sve realne
vrednosti x za koje je f(x) definisano va�i da je i f(f(x)) definisano i
f(f(x)) = x.

5. Data je kvadratna rexetka 4× 4 saqiǌena od 16 taqaka (videti sliku).
Koliko ima pravougaonika sa temenima u ovim taqkama? (Kvadrate tako�e
smatramo specijalnim sluqajevima pravougaonika.)

Drugi razred – B kategorija

1. Koji broj je ve�i,

log3 2019 ili 4 +
√
log3 18171 ?

2. Ana na pijaci prodaje pite.

• Prvog sata je prodala qetvrtinu broja svih iznetih pita i jox jednu
qetvrtinu pite.

• Drugog sata je prodala petinu broja preostalih pita i jox jednu petinu
pite.

• Tre�eg sata je prodala qetvrtinu broja preostalih pita i jox jednu
qetvrtinu pite.

• Qetvrtog sata je prodala qetvrtinu broja preostalih pita i jox jednu
qetvrtinu pite.

• Petog sata je prodala petinu broja preostalih pita i jox jednu petinu
pite.

Ako se zna da je Ana sa sobom ponela ceo broj pita, kao i da je u toku svakog
sata Ana prodala ceo broj pita, odrediti koji je najmaǌi mogu� broj pita
koji je Ana mogla poneti na pijacu.

3. Rexiti nejednaqinu:

x2 + 4x
√
x+ 6 6 5(x+ 6).
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4. U unutraxǌosti 4ABC u kom va�i ]BAC = 60◦ i ]ABC = 20◦ uoqena
je taqka Q za koju je ispuǌeno ]QAB = 20◦ i ]QCB = 30◦. Dokazati da taqka
Q pripada simetrali ]ABC.

5. U mestu Sredǌe Zuce svaki telefonski broj ima pet cifara koje su
pore�ane u nerastu�em ili neopadaju�em poretku, i pritom prva cifra nije
0. Koliko maksimalno telefonskih brojeva mo�e postojati u tom mestu?

Tre�i razred – B kategorija

1. Na�i zbir svih trocifrenih brojeva koji u svom dekadnom zapisu
sadr�e samo neparne cifre.

2. Rexiti jednaqinu

(n4 − 9n2 + 19)n
3+14n2+33n = 1

u skupu celih brojeva.

3. U zavisnosti od realnog parametra k, odrediti koliko rexeǌa (x, y, z)
u skupu realnih brojeva ima jednaqina√

x2 − 6xz + 6x+ 9z2 − 18z + 9 + |2x+ ky − z + 2|+ (x+ 2y + kz − 1)20190316 = 0.

4. U Dekartovom koordinatnom sistemu su date taqke O(0, 0), A(0, 1), B(2, 0)
i C(4, 0). Na�i sve mogu�e koordinate taqke M takve da va�i

]OMA = ]CMB i ]MAO = ]MBC.

5. Dokazati da je za svaki prirodan broj n, n > 3, cifra desetica broja
3n parna.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Koliko ima kompleksnih brojeva z za koje va�i

z2019 = (z + 1)2019 = 1 ?

2. Da li broj oblika
200 . . . 0019,

gde nula ima proizvoǉno mnogo ali bar dve, mo�e biti deǉiv sa 2019?

3. U jednom gradu �ive istinoǉupci (koji uvek govore istinu), la�ovi
(koji uvek la�u) i normalci (koji nekada la�u a nekada govore istinu). U
sudnici su se zatekli tu�ilac, branilac i optu�eni, pri qemu je poznato
da je me�u ǌima jedan istinoǉubac, jedan la�ov i jedan normalac (ali nije
poznato ko je ko). Pritom sud ima dokaze da je zloqin poqinio ili optu�eni,
ili tu�ilac, ili branilac, i tako�e je poznato da osoba koja je poqinila
zloqin nije la�ov. ǋih trojica su izjavili slede�e:
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• Optu�eni: ,,Ja sam nevin.“

• Branilac: ,,Optu�eni je nevin.“

• Tu�ilac: ,,Optu�eni je kriv.“

Kako sud nije uspeo da donese presudu, pozvan je inspektor iz drugog grada.
On je odluqio da �e razrexiti ne samo ko je kriv, nego i ko je (od tri
aktera) istinoǉubac, ko la�ov, a ko normalac. Najpre je pitao slede�e:
,,Tu�ioqe, jeste li krivi za ovaj zloqin?“ Tu�ilac je odgovorio, nakon qega
inspektor i daǉe nije imao sve �eǉene informacije, pa je postavio drugo
pitaǌe: ,,Branioqe, da li je tu�ilac kriv za ovaj zloqin?“ Branilac je
odgovorio, i to je inspektoru bilo dovoǉno da sazna sve xto ga je zanimalo.
Odrediti ko je kriv za poqiǌeni zloqin, kao i ko je istinoǉubac, ko la�ov
a ko normalac.

4. Dat je niz (an)
∞
n=1 definisan sa

an = sin2 π
√
n2 + n.

Odrediti
lim
n→∞

an.

5. Da li postoji qetvorougao koji ima slede�u osobinu: ukoliko obrixe-
mo ma koje ǌegovo teme, umesto obrisanog temena uvek mo�emo odabrati neku
drugu taqku u ravni i na taj naqin dobiti qetvorougao podudaran polaznom?
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REXEǋA ZADATAKA SA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19. 1. 2019.

Prvi razred – A kategorija

Op 2019 1A 1

1. Neka je K sredixte stranice AC. Tada je KN
sredǌa linija u 4AC0C, pa va�i KN ‖ AC0, tj.
]KNH = 90◦. Analogno dobijamo ]KMH = 90◦, a zna-
mo i ]KB0H = 90◦. Dakle, kru�nica nad preqnikom
KH prolazi kroz taqke N , M i B0, qime je tvr�eǌe
dokazano.

2. Za y = −x, postavǉeni uslov se svodi na b(a −
b)xc + b(b − a)xc = 0. Ukoliko bi brojevi a i b bili
razliqiti, ovo ne bi bilo ispuǌeno npr. za x = 1

2(a−b)
(tada bi va�ilo b(a − b)xc + b(b − a)xc = b 12c + b−

1
2c =

0 + (−1) = −1 6= 0). Dakle, mora va�iti a = b, pa uslov
zadatka postaje ba(x+y)c = abx+yc. Biraju�i 06x+y < 1 dobijamo ba(x+y)c =
a · 0 = 0, odakle sledi 06 a(x+ y) < 1, dakle a> 0.

Za a = 0 zahtev zadatka oqigledno va�i. Pretpostavimo sada a > 0. Kako
za 0 6 x + y < 1 mora va�iti ba(x + y)c = abx + yc = 0, tj. 0 6 a(x + y) < 1,
sledi x+ y < 1

a ; obratno, ukoliko odaberemo 0 6 x+ y < 1
a , postavǉeni uslov

se svodi na abx+ yc = ba(x+ y)c = 0, odakle sledi x+ y < 1. Drugim reqima,
uslovi 06 x+ y < 1 i 06 x+ y < 1

a su ekvivalentni, odakle sledi a = 1.
Dakle, jedina rexeǌa su parovi (a, b) = (0, 0) i (a, b) = (1, 1).

Op 2019 1A 3

3. Prvo rexeǌe. Prava A3A7 je osa simetrije po-
smatranog osmougla, pa se u odnosu na ǌu dijagonala
A1A6 preslikava u dijagonalu A5A8. Odatle sledi da
se ove dve dijagonale seku bax na osi simetrije, tj. na
dijagonali A3A7, xto je i trebalo dokazati.

Drugo rexeǌe. Kako su qetvorouglovi A1A2A3A8 i
A1A6A7A8 jednakokraki trapezi, va�i A1A2 ‖ A3A8 i
A7A8 ‖ A6A1, odakle sledi A6A1⊥A3A8, tj. A6A1 je
visina u 4A3A6A8. Analogno je A8A5 visina tog istog
trougla. Konaqno, kako je taj trougao jednakokrak (sa
osnovicom A6A8) a A3A7 je ǌegova simetrala ugla (xto

sledi npr. iz podudarnosti 4A3A7A8
∼= 4A3A7A6, koju dobijamo po stavu

SSU), zakǉuqujemo da je A3A7 tako�e visina u 4A3A6A8. Dakle, posmatrane
tri dijagonale se seku u ortocentru 4A3A6A8.

4. Oznaqimo F = (n − 4)(2n + 2)(4n + 1) = 8n3 − 22n2 − 38n − 8. Po uslovu
zadatka, i F mora biti potpun kub. Kako je F paran broj i oqigledno va�i
F < (2n)3, sledi F6(2n−2)3 = 8n3−24n2+24n−8, xto se svodi na 2n2−62n60,
a odakle dobijamo n 6 31. Odmah vidimo da je n = 31 jedno rexeǌe (31 − 4 =
27 = 33, 2 · 31 + n = 64 = 43 i 4 · 31 + 1 = 125 = 53), a direktno se isprobava da
maǌih rexeǌa nema.
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Op 2019 1A 5

5. a) Odgovor: da. Odaberimo a =
2 i b = 2020, i rasporedimo mine kao
na crte�u gore.

b) Odgovor: da. Odaberimo a = 3 i
b = 3026, i rasporedimo mine kao na
crte�u dole. (Objaxǌeǌe: u prvih
5 kolona imamo ukupno 5 poǉa bez
mina. Preostalih 2014 poǉa bez mi-
na su grupisana u parove i raspore�ena u narednoj 3021 koloni prema
prikazanom obrascu.)

c) Odgovor: ne. Prema uslovu zadatka, u ovom sluqaju bi svako poǉe koje
nema minu moralo imati taqno jednog suseda koji nema minu. Dakle, sva poǉa
koja nemaju minu na taj naqin bi se mogla grupisati u parove, pa sledi da
ih ukupno ne mo�e biti 2019, xto je neparan broj.

Napomena. Ispostavǉa se da za sve brojeve od 1 do 8, sa izuzetkom broja
7, postoji tra�eni raspored. Dole prikazujemo (neke mogu�e) konstrukcije
za preostale sluqajeve.

Drugi razred – A kategorija

1. Posmatrajmo funkciju f(x) = 8x2 − 2x − 3. ǋene nule su u taqkama
x1/2 = 2±

√
4+96
16 = 2±10

16 , tj. x1 = − 1
2 i x2 = 3

4 , xto znaqi da je funkcija f(x) na
segmentu [0, 1] najpre negativna za x ∈ [0, 34 ), a potom pozitivna za x ∈ ( 34 , 1].
Iz osobina kvadratne funkcije znamo da se ǌen minimum dosti�e u taqki
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Op 2019 2A 1

x1+x2

2 =
1
4

2 = 1
8 , i taj minimum iznosi 8 · 164−2 ·

1
8−3 = 1

8−
1
4−3 = − 1

8−3; dakle, maksimum izraza |f(x)| za x ∈ [0, 34 )
iznosi 3 + 1

8 . Za x ∈ ( 34 , 1] funkcija f(x) je pozitivna i
rastu�a, pa dosti�e maksimum za x = 1, i taj maksimum
iznosi 8 · 12 − 2 · 1 − 3 = 3; ovo je ujedno i maksimum
izraza |f(x)| za x ∈ ( 34 , 1]. Dakle, maksimalna vrednost
izraza iz postavke na intervalu x ∈ [0, 1] iznosi 3 + 1

8
i dosti�e se za x = 1

8 .

2. Ne postoji. Pretpostavimo suprotno, da takav
niz postoji. Mo�emo pretpostaviti, bez umaǌeǌa op-
xtosti, da u tom nizu postoji neparan broj: zaista,
ako bi svi qlanovi bili parni, tada bi oni svi bili
deǉivi sa 4 (jer su potpuni kvadrati), pa bismo de-
ǉeǌem svih qlanova tog niza sa 4 dobili nov niz koji
tako�e ispuǌava postavǉene uslove; ponavǉaǌem po-
stupka po potrebi dobijamo niz u kom se pojavǉuje bar
jedan neparan broj.

Podsetimo se, svi neparni kvadrati daju ostatak 1
pri deǉeǌu sa 4. Neka je a jedan neparan qlan posma-
tranog niza, i neka su b, c i d naredna tri qlana. Ako
bi i b bio neparan, tada bi c (podsetimo se, c = a+ b)
davao ostatak 2 pri deǉeǌu sa 4 pa ne bi mogao biti
potpun kvadrat, kontradikcija. Dakle, b je paran broj,
a tada je c neparan broj, te je i d neparan broj. No,
sada iz c, d ≡ 1 (mod 4) sledi da bi naredni qlan niza morao davati ostatak
2 pri deǉeǌu sa 4, kontradikcija.

Op 2019 2A 3

3. Neka upisana kru�nica dodiruje osnovicu
AB u taqki N . Oznaqimo x = AM = AN = BN =
BK i y = CK = CL = DL = DM . Neka AL i
NL seku MK u taqkama X i Q, redom. Kako va�i
4AXM ∼ 4ALD, imamo MX

y = MX
DL = AM

AD = x
x+y ,

tj. MX = xy
x+y ; kako va�i 4LXQ ∼ 4LAN , uz

primenu Talesove teoreme imamo XQ
x = XQ

AN =
XL
AL = MD

AD = y
x+y , tj. XQ = xy

x+y = MX. Sledi
MX = 1

2MQ = 1
4MK, tj. MX : XK = 1 : 3.

4. Kako va�i |z|2 = zz i |w|2 = ww, sabiraǌem
datih jednakosti dobijamo

4 + 2i = zz + zw + ww + zw + z + w = z(z + w) + w(z + w) + z + w

= (z + w)(z + w) + z + w = |z + w|2 + z + w.

Oznaqimo z + w = a + bi, gde a, b ∈ R. Tada iz posledǌe jednakosti dobijamo
a2 + b2 + a+ bi = 4+ 2i, odakle sledi b = 2 i zatim a2 + a = 0. Dakle, a = 0 ili
a = −1.
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Razmotrimo prvo sluqaj a = 0. Tada imamo z+w = 2i, pa zamenom w = 2i−z
i w = 2i− z = −2i− z u prvu jednaqinu dobijamo

2 + 6i = |z|2 + z(−2i− z) + 2i− z = 2i− z(1 + 2i).

Odavde sledi z = 2+4i
−(1+2i) = −2 i w = 2− 2i.

Neka sada va�i a = −1. Tada imamo z+w = −1+2i, pa zamenom w = −1+2i−z
i w = −1 + 2i− z = −1− 2i− z u prvu jednaqinu dobijamo

2 + 6i = |z|2 + z(−1− 2i− z)− 1 + 2i− z = −1 + 2i− z(2 + 2i).

Odavde sledi z = 3+4i
−(2+2i) =

(3+4i)(2−2i)
−8 = 6−6i+8i+8

−8 = − 7+i
4 i w = 3−9i

4 .

Dakle, postoje dva rexeǌa: (z, w) = (−2, 2− 2i) i (z, w) = (− 7+i
4 , 3−9i4 ).

5. Primetimo, table a×1 i 1×b predstavǉaju specijalne sluqajeve krsto-
va; takve krstove �emo zvati xtrafte (vertikalne, respektivno horizon-
talne). Kod ostalih krstova presek dveju tabli koje ga saqiǌavaju nazi-
va�emo centar krsta, i takve krstove �emo (nakon upisivaǌa brojeva prema
uslovu zadatka) deliti na horizontalne, vertikalne ili centralne, u za-
visnosti od toga da li je broj 1 upisan, respektivno, negde u horizonalnoj
komponenti ali van centra, negde u vertikalnoj komponenti ali van centra,
ili bax u centru.

Za zadat broj n, posmatrajmo sve krstove popuǌene brojevima prema
uslovu zadatka, i neka je A broj horizontalnih xtrafti me�u ǌima, B broj
centralnih krstova, a C broj horizontalnih krstova. Zbog simetrije, ukupan
broj tra�en u postavci iznosi 2A+B + 2C.

Odredimo najpre broj A. Primetimo da je svaki broj od 2 nadaǉe upisan
u poǉe ili neposredno levo ili neposredno desno od bloka koji qine broje-
vi pre ǌega. Na taj naqin mo�emo svakoj horizontalnoj xtrafti popuǌenoj
brojevima pridru�iti niz slova L i R du�ine n− 1, a pritom je jasno i da
iz svakog takvog niza mo�emo jednoznaqno rekonstruisati polaznu xtraftu.
Dakle, A = 2n−1.

Sliqno raqunamo i broj B. Broj 1 je upisan u centar, a svaki slede�i
broj je upisan ili u gorǌem, ili u desnom, ili u doǌem, ili u levom ,,kraku“
(u jednoznaqno odre�enom poǉu). Pritom, od svih ovih mogu�nosti treba
oduzeti one koje rezultiraju horizontalnom ili vertikalnom xtraftom. Sve
zajedno, dobijamo B = 4n−1 − 2A = 4n−1 − 2n.

Konaqno, posmatrajmo sada horizontalne krstove. Neka je u centru broj
k, k 6= 1. Tada su brojevi od 1 do k svi na horizontali, pa na ve� vi�en
naqin izraqunavamo da za ǌih postoji 2k−1 mogu�nosti; za narednih n − k
brojeva sliqno kao ranije vidimo da postoji 4n−k mogu�nosti od kojih treba
oduzeti one kada su svi ovi brojevi pore�ani na horizontali, xto je 2n−k

rasporeda. Sve zajedno, ako je u centru broj k, ukupan broj mogu�nosti tada
iznosi 2k−1(4n−k − 2n−k).
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Sada imamo sve xto je neophodno da privedemo raqun kraju:

2A+B + 2C = 2n + (4n−1 − 2n) + 2

(
n∑
k=2

2k−1(4n−k − 2n−k)

)

= 4n−1 + 2n

(
n∑
k=2

(2n−k − 1)

)
= 4n−1 + 2n

(
n−2∑
i=0

2i − (n− 1)

)
= 4n−1 + 2n(2n−1 − 1− n+ 1) = 4n−1 + 2n(2n−1 − n).

Tre�i razred – A kategorija

1. Primetimo:

f(x) =
tg x+ ctg x− 2

4x2 − 7x+ 3
=

tg x+ 1
tg x − 2

4x2 − 7x+ 3
=

tg2 x− 2 tg x+ 1

(4x2 − 7x+ 3) tg x
=

(tg x− 1)2

(4x− 3)(x− 1) tg x
.

Kako va�i 3 < π < 4, tj. 3
4 <

π
4 < 1, izraz (4x − 3)(x − 1), tj. 4(x − 3

4 )(x − 1),
ima negativnu vrednost za x iz okoline taqke π

4 . S druge strane, (tg x − 1)2

i tg x su nenegativni za x iz okoline taqke π
4 . Prema tome, funkcija f(x) je

negativna za x iz okoline π
4 i x 6= π

4 . Odgovaraju�i iseqak je onaj koji je dat
na slici skroz desno.

Op 2019 3A 2

2. Posmatrajmo taqku P ′ centralnosimetriqnu taqki
P u odnosu na taqku D. Qetvorougao BPCP ′ je parale-
logram, pa va�i BP ′ ‖ PQ. Kako je 4ABP ′ jednakokrak
(zbog BP ′ = CP = AB), sledi ]APQ = ]AP ′B = ]P ′AB =
]PAQ, tj. AQ = PQ.

3. Doka�imo najpre Ad = Bd. Dovoǉno je dokazati da
je pridru�ivaǌe

(b1, b2, . . . , bk) 7→ (b1+b2+ . . .+bk, b2+ . . .+bk, . . . , bk−1+bk, bk)

bijekcija izme�u skupa k-torki koje uraqunavamo u Bd i
skupa k-torki koje uraqunavamo u Ad. I zaista, ovo lako sledi iz n > b1 +
b2 + · · ·+ bk > b2 + · · ·+ bk > . . . > bk−1 + bk > bk > 0 i

(b1 + b2 + . . .+ bk) + (b2 + . . .+ bk) + · · ·+ (bk−1 + bk) + bk = b1 + 2b2 + · · ·+ kbk = d.

Doka�imo sada i Bd = Bkn−d. Pokaza�emo da je pridru�ivaǌe

(b1, b2, . . . , bk) 7→ (bk−1, bk−2, . . . , b2, b1, n− b1 − . . .− bk)

bijekcija izme�u skupova k-torki koje brojimo s leve, odnosno desne strane.
I zaista, ovo lako sledi iz qiǌenice da suma svih koordinata u k-torki s
desne strane iznosi n− bk, xto jeste ne ve�e od n, i

bk−1 + 2bk−2 + · · ·+ (k − 1)b1 + k(n− b1 − . . .− bk)
= kn− b1 − 2b2 − · · · − (k − 2)bk−2 − (k − 1)bk−1 − kbk = kn− d.
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4. Mo�e 99, npr. za a1 = 1 i ai = 2i − 2 za i = 2, . . . , 100. Tada imamo
b1 = b2 = 3 i bi = ai + 1 = 2i− 1 za i > 3.

Doka�imo sada da me�u brojevima bi uvek mora biti bar 99 razliqitih.
Uzmimo, bez umaǌeǌa opxtosti, a1 < a2 < · · · < a100. Oznaqimo

di = NZD(a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , a100).

Neka je dk najve�i me�u brojevima di. Svi brojevi osim mo�da ak su deǉivi
sa dk, pa za j > i i i, j 6= k va�i aj − ai > dk > di, tj. bj > aj > bi. Dakle, svih
99 brojeva bi za i 6= k su razliqiti.

5. a) Prvo rexeǌe. Neka je n neparan prirodan broj. Ukoliko bi se on
mogao predstaviti u obliku pq + qr, tada bi moralo va�iti p = 2 ili q = 2.
U prvom sluqaju imamo n = 2q + qr ≡ 2q ≡ 2 (mod q), pa ako za n odaberemo
broj oblika 3k + 2, za ǌega bi moralo va�iti q = 3; odatle bi sledilo
3k + 2 = 23 + 3r = 8 + 3r, tj. 3k−1 = 2 + 3r−1, a odavde imamo r = 1, xto je
nemogu�e (r mora biti prost broj). Dakle, nijedan broj oblika 3k + 2 se
ne mo�e predstaviti u obliku 2q + qr. Razmotrimo sada sluqaj q = 2, tj.
n = p2 + 2r. Tada, zbog r > 2, va�i n ≡ p2 ≡ 0, 1 (mod 4). Dakle, nijedan broj
koji daje ostatak 2 ili 3 pri deǉeǌu sa 4 se ne mo�e predstaviti u obliku
p2 + 2r.

Primetimo da ukoliko za n uzmemo broj oblika 9l + 2 za proizvoǉan ne-
negativan ceo broj l, va�i n = 32l+2 i n ≡ 1+2 = 3 (mod 4), pa se on ne mo�e
predstaviti ni u obliku 2q+ qr, ni u obliku p2+2r. Kako postoji beskonaqno
mnogo brojeva ovog oblika, ovim je tvr�eǌe dokazano.

Drugo rexeǌe. Neka je n prirodan broj oblika 6k + 5. Ukoliko bi se on
mogao predstaviti u obliku pq + qr, tada bi moralo va�iti p = 2 ili q = 2
(ali ne oba). U prvom sluqaju imamo 2q ≡ 2 (mod 6) i odatle 5 ≡ n = 2q+ qr ≡
2+qr (mod 6), te sada iz qr ≡ 3 (mod 6) dobijamo da je jedina mogu�nost q = 3.
U drugom sluqaju imamo p2 + 2r = n ≡ 5 (mod 6); jedna mogu�nost je r = 2, a
ako je r neparan prost broj, imamo 2r ≡ 2 (mod 6) i onda 5 ≡ p2 + 2r ≡ p2 + 2
(mod 6), te u ovom sluqaju mora va�iti p2 ≡ 3 (mod 6), tj. p = 3.

Dakle, sumirajmo: ako se broj n oblika 6k + 5 mo�e predstaviti u
tra�enom obliku, tada mora va�iti jedno od: n = 23+3r = 3r+8, n = p2+22 =
p2+4 ili n = 32+2r = 2r+9 (i r 6= 2). Primetimo, ako bi dodatno va�ilo n ≡ 7
(mod 8), tada su sva ova tri sluqaja nemogu�a (prvi se svodi 3r ≡ 7 (mod 8),
ali leva strana je uvek 3 ili 1 po modulu 8; drugi se svodi na p2 ≡ 3 (mod 8),
ali potpuni kvadrati nikada ne daju ostatak 3 pri deǉeǌu sa 8; tre�i se
svodi na 7 ≡ 9 (mod 8), gde smo koristili 2r ≡ 0 (mod 8) zbog r 6= 2). Dakle,
dovoǉno je utvrditi da postoji beskonaqno mnogo brojeva oblika 6k+ 5 koji
daju ostatak 7 pri deǉeǌu sa 8, a takvi su svi brojevi oblika 24l + 23.

b) Svaki prirodan broj oblika 4k se mo�e predstaviti u obliku 22 +22 +
· · · + 22; svaki prirodan broj oblika 4k + 1 za k > 4 mo�e se predstaviti
u obliku 22 + 22 + · · · + 22 + 23 + 32; svaki prirodan broj oblika 4k + 2 za
k > 8 mo�e se predstaviti u obliku 22 + 22 + · · · + 22 + 23 + 32 + 23 + 32;
svaki prirodan broj oblika 4k + 3 za k > 12 mo�e se predstaviti u obliku
22 +22 + · · ·+22 +23 +32 +23 +32 +23 +32. Dakle, postoji samo konaqno mnogo
prirodnih brojeva koji se ne mogu predstaviti u obliku tra�enom u postavci
zadatka.
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Qetvrti razred – A kategorija

Op 2019 4A 1

1. Neka je S podno�je visine iz D. Ne-
ka su A1, B1 i C1 podno�ja normala iz S
redom na BC, AC i AB. Na osnovu teo-
reme o tri normale, i DA1, DB1 i DC1 su
normalne, redom, na BC, AC i AB. Oda-
tle, ]DA1S, ]DB1S i ]DC1S su diedarski
uglovi s ivicama BC, AC i AB, pa su oni,
po uslovu zadatka, me�usobno podudarni;
oznaqimo ih sa θ. Sada po stavu USU ima-
mo 4DSA1

∼= 4DSB1
∼= 4DSC1 (svi imaju

zajedniqku stranicu DS, jedan prav ugao,
i jedan ugao θ). Odatle sledi SA1 = SB1 =
SC1 = r (tj. S je centar kru�nice upisane
u 4ABC, jer je S unutar 4ABC) i DA1 = DB1 = DC1 = h, a tako�e i
r
h = cos θ. Sada imamo P (4SAB)

P (4DAB) = P (4SAC)
P (4DAC) = P (4SBC)

P (4DBC) = r
h = cos θ (jer su r i

h, respektivno, visine u odgovaraju�im trouglovima na AB, AC i BC), pa
sledi P (4SAB) = 15 cos θ, P (4SAC) = 13 cos θ i P (4SBC) = 14 cos θ, a odatle
21 = P (4ABC) = P (4SAB)+P (4SAC)+P (4SBC) = 15 cos θ+13 cos θ+14 cos θ =
42 cos θ. Dobijamo cos θ = 1

2 , tj. θ = 60◦, i P (4SAB) = 15
2 , P (4SAC) = 13

2 i
P (4SBC) = 7.

Iz gorǌih odnosa sledi i AB : AC : BC = 15 : 13 : 14 (jer 4SAB,
4SAC i 4SBC svi imaju visinu r, a povrxine su im u navedenoj propor-
ciji). Oznaqimo AB = 15x, AC = 13x i BC = 14x. Iz Heronovog obrasca
imamo 21 = P (4ABC) =

√
21x · 7x · 8x · 6x = 84x2, odakle sledi x = 1

2 , tj.
npr. AB = 15

2 . Sada imamo h = 2P (4DAB)
AB = 30

15
2

= 4, i onda iz 4DSC1 do-

bijamo DS = h sin θ = 4 sin 60◦ = 2
√
3. Konaqno, zapremina tetraedra iznosi:

V = DS·P (4ABC)
3 = 2

√
3·21
3 = 14

√
3.

2. Takva konstanta ne postoji. Pretpostavimo suprotno: neka je c jedna
takva konstanta, i oznaqimo xn = cn− (brc(1) + brc(2) + · · ·+ brc(n)). Po pret-
postavci, svaki qlan niza (xn)n∈N je pozitivan. Oznaqimo yn = xn+1 − xn =
c − brc(n + 1). Poqevxi od nekog indeksa n va�i yn < 0, pa je od tog indeksa
niz (xn)n∈N opadaju�i, samim tim, ovaj niz je ograniqen odozgo. Kako va�i
yn → −∞, a niz (xn)n∈N je ograniqen odozgo, va�i�e i yn+xn → −∞ za n→∞,
ali yn + xn = xn+1, xto je kontradikcija.

3. Posmatrajmo dva grada, Apatin i Bosilegrad. Oznaqimo sa A skup svih
gradova u koje se mo�e sti�i iz Apatina (ne obavezno direktno), ukǉuquju�i
i Apatin; neka ǌih ima n. Iz svakog grada izlazi 25 linija, ali sve ostaju
unutar skupa A , tj. nijedna ne ide napoǉe (jer bi se u suprotnom i do tog
grada van skupa A moglo sti�i iz Apatina, pa bi, po definiciji skupa A ,
i taj grad bio u ǌemu). Dakle, unutar A ukupno ima taqno 25n linija, ali
jasno je da ih ukupno ne mo�e biti vixe od

(
n
2

)
, pa sledi 25n 6

(
n
2

)
= n(n−1)

2 ,
tj. n> 51. Analogno, skup B gradova iz kojih se mo�e do�i do Bosilegrada,
ukǉuquju�i i sam Bosilegrad, ima bar 51 element. Prema tome, skupovi A



28

i B imaju zajedniqki element, i preko ǌega se mo�e do�i iz Apatina u
Bosilegrad.

4. Prvo rexeǌe. Oznaqimo AB = CQ = b i AE = DQ = e. Iz poznate
osobine simetrale ugla imamo PB

PE = AB
AE = b

e = QC
QD . Neka se XY i PQ seku u

taqki R. Tada imamo:

−→
RP +

−−→
RQ =

e
−−→
RB + b

−−→
RE

b+ e
+
e
−→
RC + b

−−→
RD

b+ e
=
e(
−−→
RB +

−→
RC) + b(

−−→
RE +

−−→
RD)

b+ e

=
2e
−−→
RX + 2b

−−→
RY

b+ e
,

pa kako vektor s leve strane le�i na pravoj PQ, a vektor s desne strane
le�i na pravoj XY , sledi da oba ta vektora moraju biti

−→
0 ; drugim reqima,−→

RP = −
−−→
RQ i e

−−→
RX = −b

−−→
RY , odakle sledi da je R sredixte du�i PQ, kao

i da va�i proporcija RX
RY = b

e . Sada prime�ujemo i da su taqke A, T i R

kolinearne i da va�i RT
TA = 1

2 . Primenom Menelajeve teoreme na 4AXR i
pravu Y Z dobijamo:

−1 =

−→
AZ
−−→
ZX

·
−−→
XY
−−→
Y R
·
−→
RT
−→
TA

=

−→
AZ
−−→
ZX

·
(
−b+ e

e

)
· 1
2
,

odakle sledi
AZ

ZX
=

2e

b+ e
=

2AE

AB +AE
.

Op 2019 4A 4

Drugo rexeǌe. Oznaqimo AB = CQ = b i AE = DQ = e, i neka je S sredixte
du�i PQ. Daǉe, neka prava kroz E paralelna sa CD seqe pravu QY u taqki
K, a prava kroz B paralelna sa CD seqe pravu QX u taqki L. Oqigledno
va�i 4Y QD ∼= 4Y KE i 4XQC ∼= 4XLB, odakle sledi KY = Y Q, LX = XQ,
KE = QD = e i LB = QC = b. Kako je AP simetrala ]BAE, sledi EP

PB =
e
b = KE

LB . Iz ovoga i KE ‖ CD ‖ LB sledi 4PEK ∼ 4PBL, odakle dobijamo
]KPE = ]LPB, tj. taqke K, P i L su kolinearne. Daǉe, XY je sredǌa linija
4LQK, pa kako je S sredixte du�i PQ, sledi da S pripada pravoj XY (tj.
PQ i XY se seku u taqki S). Uz to, iz XY ‖ LK imamo SX

SY = PL
PK = LB

KE = b
e .
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Posmatrajmo sada 4AYX. Neka paralela iz S seqe Y Z u G. Iz 4SGT ∼
4AZT sledi GS

ZA = ST
AT = 1

2 , tj. GS = ZA
2 . Daǉe, iz 4Y GS ∼ 4Y ZX dobijamo

ZX
GS = XY

SY = XS+SY
SY = XS

SY + 1 = b
e + 1 = b+e

e , tj. ZX
ZA
2

= b+e
e . Dakle,

AZ

ZX
=

2e

b+ e
=

2AE

AB +AE
.

5. Oznaqimo S =
√
b+
√
c+
√
d. Va�i S2 = b+ c+ d+ 2

√
bc+ 2

√
bd+ 2

√
cd6

b+ c+ d+ (b+ c) + (b+ d) + (c+ d) = 3(b+ c+ d)6 3, te imamo S 6
√
3.

Primetimo, 6M = (b− c)2 + (c− d)2 + (d− b)2. Pritom va�i

(b− c)2 = (
√
b+
√
c)2(
√
b−
√
c)2 = (b+ c+ 2

√
bc)(
√
b−
√
c)2

6 2(b+ c)(
√
b−
√
c)2 6 2(

√
b−
√
c)2 = 2b+ 2c− 4

√
bc

i, analogno, (c− d)2 6 2c+ 2d− 4
√
cd i (d− b)2 6 2d+ 2b− 4

√
db, pa sabiraǌem

sledi

a+M 6 (1− b− c− d) + 2

3
(b+ c+ d−

√
bc−

√
cd−

√
db)

6 1− 1

3
(b+ c+ d+ 2

√
bc+ 2

√
cd+

√
db) = 1− 1

3
S2.

Ostaje dokazati nejednakost
√
1− 1

3S
2 + S 6 2, tj.

√
1− 1

3S
2 6 2− S. Nakon

kvadriraǌa ostaje 1 − 1
3S

2 6 4 − 4S + S2, tj. 4S2 − 12S + 9 > 0, a ovo jeste
zadovoǉeno zbog 4S2 − 12S + 9 = (2S − 3)2 > 0.

Prvi razred – B kategorija

1. a) Najve�i broj koji se mo�e sastaviti od ove qetiri cifre je 9921;
kako je on deǉiv sa 3, to je upravo tra�eni odgovor.

b) Ukoliko na prve dve pozicije sleva stavimo dve najve�e cifre, tj. 99,
kako 3 | 9+9, zakǉuqujemo da na preostale dve pozicije moraju do�i dve cifre
qiji je zbir deǉiv sa 3 (kako bi ceo broj bio deǉiv sa 3), a xto ostavǉa
mogu�nosti 21, 12 i 00. Dakle, 9921, 9912 i 9900 su najve�a tri qetvorocifre-
na broja deǉiva sa 3 koja se mogu sastaviti od ponu�enih cifara, pa sledi da
qetvrti najve�i broj ima na drugoj poziciji cifru razliqitu od 9. Slede�a
najve�a cifra koju mo�emo staviti na drugu poziciju je 2, pa ukoliko na
tre�u poziciju stavimo cifru 9 (s ciǉem da broj bude xto ve�i), na qetvr-
tu poziciju onda mora do�i cifra 1 (zbog deǉivosti sa 3). Dakle, odgovor
je 9291.

2. Oznaqimo sa x ukupan broj stanovnika na prethodnom popisu 3019.
Muxkaraca je bilo 5

8 , a od ǌih je 10% imalo 75 ili vixe godina, xto qini
5
8 ·

1
10x = x

16 . �ena je bilo ukupno 3
8 , a od ǌih je 4% imalo 75 ili vixe godina,

xto qini 3
8 ·

4
100x = 3x

200 . Dakle, ukupno je bilo x
16 + 3x

200 = 31x
400 osoba sa 75 ili

vixe godina. Kako ovaj broj predstavǉa 7% nove populacije, koja je za 300
ve�a od stare, imamo jednaqinu 31x

400 = 7
100 (x+300), xto se svodi na 3x = 8400,

tj. x = 2800. Dakle, Gorǌe Zuce je na popisu 3019. imalo 2800 stanovnika.
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3. Postoji. Uzmimo npr. a = b = 2019,9 i c = 4039. Kako va�i a + b =
4039,8 > c, postoji trougao sa stranicama a, b i c. Me�utim, imamo bac+bbc =
2019+ 2019 = 4038 < 4039 = bcc, te ovako odabrani brojevi a, b i c ispuǌavaju
uslove zadatka.

4. Odgovor: 20 nedeǉa. Neka je a poqetna koliqina trave na livadi, a b
koliqina trave koja izraste u toku jedne nedeǉe. Oznaqimo sa p i q, redom,
koliqinu trave koju u toku jedne nedeǉe popase jedna bela, odnosno crna
krava. Uslove zadatka sada mo�emo prevesti u jednaqine a+ 5b = 5(p+ 2q) i
a+2b = 2(3p+4q). Iz prve jednaqine sledi p = a+5b−10q

5 , pa uvrxtavaǌem ovoga
u drugu dobijamo a+2b = 6· a+5b−10q

5 +8q, xto se svodi na 5a+10b = 6a+30b−20q,
tj. a+20b = 20q. Me�utim, ovo znaqi upravo da je koliqina trave obezbe�ena
na livadi tokom 20 nedeǉa taqno dovoǉna da jedna crna krava pase 20 nedeǉa,
qime je zadatak rexen.

5. Stranu za Vesnu i Gorana mo�emo izabrati na 2 naqina, poziciju ǌih
kao para na 3 naqina i ǌihov me�usobni raspored na 2 naqina, tj. ǌih mo�emo
rasporediti na 12 naqina. Ako Ana i Bane sede sa suprotne strane u odnosu
na Vesnu i Gorana, mo�emo ih rasporediti na 12(= 4 · 3) naqina; ako Ana i
Bane sede sa iste strane kao Vesna i Goran, mo�emo ih rasporediti na 2
naqina; ako Ana i Bane sede sa razliqitih strana, tada poziciju na strani
gde su Vesna i Goran mo�emo odabrati na 2 naqina, zatim ko �e od ǌih
dvoje biti na toj poziciji na 2 naqina, i konaqno poziciju za drugu osobu
na 3 naqina. Dakle, Anu i Baneta mo�emo rasporediti na 12+2+2 · 2 · 3 = 26
naqina. Za ostala 4 gosta postoje 4 slobodna mesta, tako da ǌih mo�emo
rasporediti na 4! naqina. Konaqno, ukupan broj rasporeda je 12 ·26 ·4! = 7488.

Drugi razred – B kategorija

1. Posmatrani izraz mo�emo zapisati u obliku (2016− 3)(2016− 1)(2016 +
1)(2016+ 3)+ 16. Mno�e�i 1. zagradu sa 4. a 2. sa 3. dobijamo da je taj izraz
daǉe jednak:

(20162 − 32)(20162 − 12) + 16 = 20164 − 10 · 20162 + 9 + 16 = 20164 − 10 · 20162 + 25

= (20162 − 5)2,

xto je i trebalo dokazati.

2. Da bi posmatrani izraz bio pozitivan za svaki realan broj x, koefi-
cijent uz vode�i qlan mora biti pozitivan, tj. k > 0, i diskriminanta mora
biti negativna, tj.

0 > (4k)2−4k(k2+2k−3) = −4k3+8k2+12k = −4k(k2−2k−3) = −4k(k+1)(k−3).

Imaju�i u vidu raniji uslov k > 0, ovo se svodi na (k + 1)(k − 3) > 0, tj.
k ∈ (−∞,−1) ∪ (3,∞). Budu�i da nas zanimaju samo pozitivne vrednosti k,
konaqno rexeǌe zadatka je k ∈ (3,∞).
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Op 2019 2B 3

3. Neka je d rastojaǌe od drve-
ta do bandere, a h visina ban-
dere. Imamo h : (d + 5) = 5 : 5 i
h : (d + 15) = 10 : 15. Odatle sledi
d + 5 = h i d + 15 = 3

2h, pa dobi-
jamo h + 10 = 3

2h i h = 20. Dakle,
bandera je visoka 20 metara.

4. Prvo rexeǌe. Primetimo, ako
je (x, y) jedno rexeǌe posmatranog sistema, onda su rexeǌa i parovi (−x,−y),
(y, x) i (−y,−x). Kako sistem mora imati taqno dva rexeǌa, neki od ovih
parova moraju biti jednaki. U sluqaju (x, y) = (−x,−y) dobijamo x = y = 0,
xto oqigledno nije rexeǌe. U sluqaju (x, y) = (−y,−x) dobijamo x = −y,
tj. x + y = 0, pa oqigledno ni ovo nije rexeǌe. Dakle, ostaje (x, y) = (y, x),
tj. x = y. Tada se prva jednaqina svodi na (2x)2 = 12, tj. x = ±

√
3(= y),

a iz druge onda dobijamo 2(a + 1) = 2x2 = 6, tj. a = 2. Dakle, jedi-
na takva vrednost parametra a jeste a = 2, i tada sistem ima rexeǌa
(x, y) ∈ {(

√
3,
√
3), (−

√
3,−
√
3)}.

Drugo rexeǌe. Oduzimaǌem druge jednaqine od prve dobijamo 2xy = 10−2a.
U sluqaju a = 5 sledilo bi x = 0 ili y = 0, te bismo uvrxtavaǌem ovoga u
prvu jednaqinu dobili 4 rexeǌa: (x, y) ∈ {(0, 2

√
3), (0,−2

√
3), (2

√
3, 0), (−2

√
3, 0)}.

Dakle, vrednost a = 5 nam ne odgovara. Nadaǉe pretpostavǉamo a 6= 5. Tada
mo�emo izraziti y = 5−a

x . Uvrxtavaǌem ovoga u drugu jednaqinu dobijamo
x2 + (5−ax )2 = 2(a + 1), tj. x4 − 2(a + 1)x2 + 25 − 10a + a2 = 0. Uvedimo smenu
x2 = t. Da bi prethodna jednaqina imala taqno dva rexeǌa za x, jednaqina
nakon smene: t2 − 2(a + 1)t + 25 − 10a + a2 = 0 mora imati taqno jedno rexe-
ǌe t, xto znaqi da ǌena diskriminanta mora biti 0. Diskriminanta iznosi
4(a+1)2−100+40a−4a2 = 48a−96, pa je ona jednaka nuli jedino za a = 2. Tada
imamo t = 2(a+1)

2 = 3 i odatle x = ±
√
t = ±

√
3, a potom i y = 3

x = ±
√
3. Dakle,

jedina takva vrednost parametra a jeste a = 2, i tada sistem ima rexeǌa
(x, y) ∈ {(

√
3,
√
3), (−

√
3,−
√
3)}.

Op 2019 2B 5

5. a) Odgovor: da. Odaberimo a = 3
i b = 2 · 2019 + 1 = 4039, i rasporedi-
mo mine kao na crte�u gore. (Zapravo,
mogu�e je na bilo kakvoj tabli a × b,
gde su a i b dovoǉno veliki brojevi,
odabrati proizvoǉnih 2019 poǉa koja
nisu na ivici i me�u kojima nikoja dva
nisu susedna, i na sva preostala poǉa
postaviti mine.)

b) Odgovor: ne. Prema uslovu zadatka, u ovom sluqaju bi svako poǉe koje
nema minu moralo imati taqno jednog suseda koji nema minu. Dakle, sva poǉa
koja nemaju minu na taj naqin bi se mogla grupisati u parove, pa sledi da
ih ukupno ne mo�e biti 2019, xto je neparan broj.

c) Odgovor: da. Odaberimo a = 4 i b = 2020, i rasporedimo mine kao na
crte�u dole.
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Napomena. Ispostavǉa se da za sve brojeve od 1 do 8, sa izuzetkom broja
7, postoji tra�eni raspored. Videti rexeǌe 5. zadatka u prvom razredu A
kategorije, kao i napomenu posle rexeǌa.

Tre�i razred – B kategorija

1. Va�i

sin 80◦ − sin 20◦ + sin 50◦ = 2 sin 30◦ cos 50◦ + sin 50◦ = 2 · 1
2
· sin 40◦ + sin 50◦

= 2 sin 45◦ cos 5◦ =
√
2 sin 85◦,

pa je n = 85 jedino rexeǌe zadatka.

Op 2019 3B 2

2. Neka je N druga taqka preseka posmatranih
kru�nica. Dovoǉno je dokazati ]BNM + ]CNM =
180◦. I zaista, na osnovu tetivnosti qetvorouglova
BNMA i NCDM imamo

]BNM + ]CNM = (180◦ − ]BAM) + (180◦ − ]CDM)

= 360◦ − (]BAM + ]CDM)

= 360◦ − 180◦ = 180◦,

xto je i trebalo dokazati.

3. Iz NZD(a, b) = 10 zakǉuqujemo da je 5 najve�i neparan zajedniqki
delilac za a i b, pa je 5 najve�i neparan zajedniqki delilac i za a i 2b.
Dakle, da bismo izraqunali NZD(a, 2b), treba jox utvrditi najve�i stepen
dvojke koji deli i a i 2b. Iz NZD(a, b) = 10 zakǉuqujemo da su brojevi a i
b deǉivi sa 2, ali nisu oba sa 4. S druge strane, iz NZD(a, b + 2) = 12 za-
kǉuqujemo da je a deǉiv sa 4, pa b nije deǉiv sa 4. Dakle, a i 2b su deǉivi
sa 4, ali 2b nije deǉiv sa 8, pa sledi NZD(a, 2b) = 4 · 5 = 20.

Sliqno, iz NZD(a, b) = 10 sledi da a i b nisu istovremeno deǉivi sa 3, a
iz NZD(a, b+ 2) = 12 sledi da je a deǉiv sa 3, onda b nije deǉiv sa 3. Dakle,
a i 3b su deǉivi sa 3, ali 3b nije deǉiv sa 9, pa iz toga i NZD(a, b) = 10
dobijamo NZD(a, 3b) = 30.

Dakle, NZD(a, 2b) +NZD(a, 3b) = 20 + 30 = 50.

4. Stranu za Vesnu i Gorana mo�emo izabrati na 2 naqina, poziciju ǌih
kao para na 3 naqina i ǌihov me�usobni raspored na 2 naqina, tj. ǌih mo�emo
rasporediti na 12 naqina. Rasporedimo sada Anu i Baneta. Na strani gde su
Vesna i Goran postoje dva slobodna mesta, pa poziciju Ane i Baneta mo�emo
odabrati na dva naqina, a zatim i ko �e sedeti s koje strane na dva naqina.
Dakle, ǌih mo�emo rasporediti na 4 naqina. Za ostala 4 gosta postoje 4
slobodna mesta, tako da ǌih mo�emo rasporediti na 4! naqina. Konaqno,
ukupan broj rasporeda je 12 · 4 · 4! = 1152.

5. a) Pomno�imo obe strane poqetne jednakosti sa log2018 2019. Koriste�i
formulu loga 2018 · log2018 2019 = loga 2019 (i sliqno za logb 2018 i logc 2018)
odmah dobijamo tra�enu jednakost.
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b) Iz poqetne jednakosti sledi

bloga 2018+logc 2018 = b2 logb 2018 = (blogb 2018)2 = 20182.

Sada odatle dobijamo

a2 = (2018log2018 a)2 = (20182)log2018 a = (bloga 2018+logc 2018)log2018 a

= bloga 2018·log2018 a+logc 2018·log2018 a = b1+logc a = (blogb c+logb a)logc b

= (blogb c · blogb a)logc b = (ca)logc b,

xto je i trebalo pokazati.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Primetimo, 1 + 9 + 0 + 1 + 2 + 0 + 1 + 9 = 23. Da bi sastavǉeni broj bio
deǉiv sa 9, i ǌegov zbir cifara mora biti deǉiv sa 9. Dakle, zbir cifara
brojeva koje posmatramo mora iznositi 9 ili 18, tj. neiskorix�ene cifre u
zbiru moraju davati 14 ili 5. Neiskorix�enih cifara, po uslovu zadatka,
mo�e biti najvixe 4. Primetimo da nikoje 4 niti maǌe od ovih cifara ne
mogu davati zbir 14 (zaista, u tom sluqaju bi me�u ǌima morala biti cifra
9, i jox najvixe tri cifre koje u zbiru daju 5, ali broj 5 se ne mo�e dobiti
kao zbir tri od ovih cifara). Daǉe, broj 5 se kao zbir najvixe qetiri od
ovih cifara mo�e dobiti na jednoznaqan naqin: 2 + 1+ 1+ 1. Odatle, jedini
naqin da od ovih cifara sastavimo bar qetvorocifren broj deǉiv sa 9 jeste
da odbacimo cifre 2, 1, 1, 1 i broj sastavimo od preostalih cifara: 9, 9, 0, 0.
Na prvoj poziciji sleva mora biti cifra 9, a za naredne tri pozicije imamo
3 mogu�nosti (u zavisnosti od toga na kojoj od ǌih je preostala cifra 9).
Dakle, postoje ukupno 3 takva broja: 9900, 9090 i 9009.

2. Poxto rexeǌa treba da budu realna i razliqita, diskriminanta mora
biti pozitivna, tj. 0 < (3m)2 − 16(m + 1)m = −7m2 − 16m = −m(7m + 16),
odakle dobijamo m ∈ (− 16

7 , 0). Neka su x1 i x2 rexeǌa posmatrane jednaqine.
Iz Vijetovih formula imamo x1 + x2 = 3m

m+1 i x1x2 = 4m
m+1 . Kako oba rexeǌa

treba da budu ve�a od −1, brojevi x1+1 i x2+1 moraju biti pozitivni, xto
znaqi (x1+1)+(x2+1) > 0 i (x1+1)(x2+1) > 0. Odatle imamo 0 < x1+x2+2 =
3m
m+1+2 = 5m+2

m+1 i 0 < x1x2+x1+x2+1 = 4m
m+1+

3m
m+1+1 = 8m+1

m+1 . Prva nejednakost

Op 2019 4B 3

se svodi na m ∈ (−∞,−1) ∪ (− 2
5 ,∞), a druga na m ∈

(−∞,−1)∪(− 1
8 ,∞). Dakle, uzimaju�i presek sva tri

dobijena skupa za m, dobijamo da je konaqno rexeǌe
zadatka: m ∈ (− 16

7 ,−1) ∪ (− 1
8 , 0).

3. U svakom tangentnom qetvorouglu va�i AB +
CD = AD + BC, pa sabiraǌem ove jednakosti s
onom datom u postavci dobijamo 2AB = 2BC, tj.
AB = BC. Analogno, AD = DC. Sada iz stava
SSS dobijamo 4ABD ∼= 4CBD, odakle zakǉuquje-
mo ]DAB = ]DCB. No, kako je qetvorougao ABCD
tako�e tetivan a ]DAB i ]DCB su dva ǌegova
naspramna ugla, ǌihov zbir iznosi 180◦, pa sledi
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da su ]DAB i ]DCB pravi uglovi. Dakle, taqke A i C le�e na kru�nici
nad preqnikom BD, xto je i trebalo dokazati.

4. Neka su x1, x2 i x3 rexeǌa postavǉene jednaqine, x1 6 x2 6 x3. Iz
Vijetovih formula imamo x1 + x2 + x3 = 3a, x1x2 + x1x3 + x2x3 = 2a2 + 5 i
x1x2x3 = 2a2−3. Kako rexeǌa treba da qine aritmetiqku progresiju, mo�emo
zapisati x1 = x2−d i x3 = x2+d za neki realan broj d, d > 0. Tada se prethodne
tri formule svode na

3x2 = 3a, 3x22 − d2 = 2a2 + 5 i x32 − x2d2 = 2a2 − 3.

Iz prve od ǌih odmah dobijamo x2 = a. Druge dve se onda svode na

d2 = 3x22 − 2a2 − 5 = 3a2 − 2a2 − 5 = a2 − 5 i d2 =
x32 − 2a2 + 3

x2
=
a3 − 2a2 + 3

a
.

Daǉe, uvrxtavaǌem x2 = a u jednaqinu iz postavke zadatka dobijamo

0 = a3 − 3a3 + (2a2 + 5)a− 2a2 + 3 = 5a− 2a2 + 3,

odakle sledi a = −5±
√
25+24
−4 = −5±7

−4 , tj. a = − 1
2 ili a = 3. U sluqaju a = − 1

2

sledilo bi d2 = (− 1
2 )

2−5 = − 19
4 < 0, pa postavǉena jednaqina ne bi imala sva

realna rexeǌa. U sluqaju a = 3 imamo d2 = 32 − 5 = 4 (i d2 = 33−2·32+3
3 = 4,

xto je isto), tj. d = 2; postavǉena jednaqina tada glasi x3−9x2+23x−15 = 0,
i ǌena rexeǌa su x1 = x2 − d = 3− 2 = 1, x2 = 3 i x3 = x2 + d = 3 + 2 = 5.

Dakle, jedina takva vrednost parametra a jeste a = 3.

5. Brojevi koji u dekadnom zapisu imaju taqno k cifara su upravo svi
prirodni brojevi od 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k − 1 puta

do 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
k puta

, tj. od 10k−1 do 10k − 1, i ǌih ima

(10k − 1) − 10k−1 + 1 = 10k − 10k−1. Prema tome, grupixu�i jednake sabirke
dobijamo:

brc(1)+brc(2) + · · ·+ brc(99 . . . 99︸ ︷︷ ︸
2019 puta

)

=

2019∑
k=1

k(10k − 10k−1) =

2019∑
k=1

k10k −
2019∑
k=1

k10k−1 =

2019∑
k=0

k10k −
2018∑
k=0

(k + 1)10k

= 2019 · 102019 +
2018∑
k=0

(k − (k + 1))10k = 2019 · 102019 −
2018∑
k=0

10k

= 2019 · (102019 − 1) + 2019− 102019 − 1

9
= 2019 · 99 . . . 99︸ ︷︷ ︸

2019 puta

+2019− 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2019 puta

,

xto je i trebalo pokazati.
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REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23. 2. 2019.

Prvi razred – A kategorija

1. Data jednaqina nema rexeǌa u skupu celih brojeva. Posmatrajmo je-
dnaqinu po modulu 7. U tom sluqaju desna strana jednaqine je kongruentna
sa 4. Pokaza�emo da leva strana nikad nije kongruentna sa 4 po modulu 7.
S obzirom na 6 ≡ −1 (mod 7) i 8 ≡ 1 (mod 7), leva strana je po modulu 7
kongruentna sa z3 − x3. Primetimo, 03 = 0, (±1)3 = ±1, (±2)3 = ±8 ≡ ±1
(mod 7) i (±3)3 = ±27 ≡ ∓1 (mod 7); dakle, potpuni kubovi po modulu 7 mogu
biti kongruenti samo sa −1, 0 i 1, pa sledi da z3−x3 mo�e po modulu 7 biti
kongruentno sa 0, 1, 2, −1 i −2, te ne mo�e biti kongruentno sa 4. Time je
zadatak rexen.

Ok 2019 1A 2

2. Kako je IH sredǌa linija u 4AED, sle-
di IH ‖ AD, Sliqno, FG ‖ BD. Dakle, ]IJF =
]ADB. Kako je petougao ABCDE tetivan, sle-
di ]ADB = ]ACB. Sveukupno imamo ]KJF =
]IJF = ]ACB = ]KCF . Dakle, qetvorougao
KFCJ je tetivan, tj. taqka K se nalazi na
kru�nici opisanoj oko 4FCJ .

3. Zbog {x} ∈ [0, 1), jasno je da sva rexeǌa
x mogu biti samo u intervalu [2019, 4038). Uve-
dimo smenu x = 2019 + t. Tada va�i {x} = {t},
pa se poqetna jednaqina svodi na t = 2019{t},
gde t ∈ [0, 2019). Iz zapisa t = btc+ {t} dobijamo
btc = 2018{t}, tj. {t} = btc

2018 . Kako btc mo�e uzimati vrednosti 0, 1, 2, . . . , 2018,

Ok 2019 1A 4

za svaku od ovih mogu�nosti dobi�emo jednoznaqno odre�enu
vrednost {t}, sa izuzetkom sluqaja btc = 2018: naime, tada bi
sledilo {t} = 2018

2018 = 1, xto je nemogu�e zbog zahteva 0 6 {t} <
1. Prema tome, zakǉuqujemo da dobijena jednaqina ima ukupno
2018 rexeǌa po t (i to su: 0, 1 + 1

2018 , 2 + 2
2018 , 3 + 3

2018 , . . . ,
2017+ 2017

2018), pa i polazna jednaqina ima ukupno 2018 rexeǌa.

4. Odgovor je potvrdan. Neka je, na primer, qetvorougao
ABCD romb sa temenima A(1, 0), B(0, 50), C(−1, 0) i D(0,−50).
Neka su taqke P i Q dobijene u preseku prave y = 49 sa
rombom ABCD (gde je P desno od Q), a taqke R i S u preseku
prave y = −49 sa rombom ABCD (gde je R levo od S). Tada
je PQRS pravougaonik i za zbir ǌegovih dijagonala va�i
PR+QS > 2PS = 2·98 = 196, ali AC+BD = 2+100 = 102 < 196.

5. Pobe�uje prvi igraq. On treba u prvom potezu da upi-
xe broj 673 u ugaono poǉe (pritom primetimo, 673 = 2019

3 ).
Drugi igraq tada mora da upixe svoj broj, recimo x, u
neko od poǉa b ili c (ukoliko to ne uqini, tada bi ǌegov
broj bio u istoj vrsti, koloni ili dijagonali sa upisanim
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673

b

c

Ok 2019 1A 5

brojem 673, pa bi prvi igraq u slede�em potezu mogao kom-
pletirati zbir 2019 upisivaǌem broja 2 · 673 − x na tre�e
poǉe; primetimo, ako je x neki od dozvoǉenih brojeva sa
spiska, tada je i broj 2 ·673−x dozvoǉen). Prvi igraq potom
treba da na nezauzeto od poǉa b i c upixe broj 2 · 673 − x.
Posle ovog poteza, gde god da drugi igraq upixe svoj na-
redni broj, recimo y, on �e biti u istoj vrsti, koloni ili
dijagonali sa upisanim brojem 673, pa �e prvi igraq (upisivaǌem broja
2 · 673− y na tre�e poǉe) mo�i da kompletira zbir 2019 i pobedi.

Drugi razred – A kategorija

1. Da bi leva strana bila definisana, mora va�iti sinx, cosx > 0 i cosx−√
cosx 6= 0 (a to se svodi na cosx 6= 0 i cosx 6= 1). Nakon postavǉaǌa ovih

uslova, jednaqina se svodi na sinx −
√
sinx = cosx −

√
cosx, tj. sinx − cosx =√

sinx−
√
cosx, i konaqno

(
√
sinx−

√
cosx)(

√
sinx+

√
cosx) =

√
sinx−

√
cosx.

Pretpostavimo prvo
√
sinx −

√
cosx = 0. Odatle sledi sinx = cosx, tj.

x = π
4 + kπ, k ∈ Z, ali zbog uslova sinx, cosx > 0, preostaje samo x = π

4 + 2kπ,
k ∈ Z.

Pretpostavimo sada
√
sinx −

√
cosx 6= 0. Tada se skra�ivaǌem gorǌa je-

dnakost svodi na
√
sinx +

√
cosx = 1. Oznaqimo a =

√
sinx i b =

√
cosx. Tada

preostaje a + b = 1, pri qemu brojevi a i b ispuǌavaju 0 < a, b < 1 (nejedna-
kosti su stroge zbog cosx 6= 0, 1, a onda i sinx 6= 1, 0). Me�utim, onda va�i
a+ b > a4 + b4 = sin2 x+ cos2 x = 1, kontradikcija.

Dakle, konaqna rexeǌa qine samo ona dobijena u prvom sluqaju, tj. x =
π
4 + 2kπ za k ∈ Z.

Ok 2019 2A 2

2. Temena ma kog pravougaonika zadovoǉavaju
navedeni uslov. Doka�imo da nije mogu�e odabrati
5 taqaka sa opisanom osobinom. Pretpostavimo
suprotno. Neka je AB najdu�a du� u skupu svih
du�i qije su krajǌe taqke me�u 5 uoqenih taqaka.
Tada tri preostale taqke moraju biti na kru�ni-
ci qiji je preqnik AB, te se bar dve od ǌih nalaze
na istom luku ÃB. Neka je raspored taqaka na luku
A−C−D−B. Tada va�i ]ACD = ]ACB+]BCD =
90◦+]BCD > 90◦, pa je 4ACD tupougli, kontradik-
cija.

Iz navedenog sledi da je tra�eni broj taqaka jednak 4.

3. Odgovor: takvi brojevi postoje. Me�u svim razlomcima maǌim od π qiji
su imenioci ne ve�i od 2019, neka je m

n najve�i. Izme�u m
n i π nema nijednog

razlomka b
a za a 6 2019. Drugim reqima, izme�u am

n i aπ nema nijednog celog
broja b, odakle sledi bamn c = b

a
π c za sve a = 1, 2, . . . , 2019. Dakle, brojevi m i

n ispuǌavaju uslove iz postavke.
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4. U sluqaju da je jedan od a, b, c jednak 0, lako vidimo da i preostala
dva moraju biti 0, xto daje jedno rexeǌe. Pretpostavimo sada da su a, b, c
pozitivni. Iz prve jednaqine sledi

√
b > 1 (u suprotnom bi leva strana

bila maǌa od a), i sliqno iz druge i tre�e
√
c > 1 i

√
a > 1. Ne umaǌuju�i

opxtost, uzmimo a = max{a, b, c}. Iz druge jednaqine imamo a = b(
√
c − 1) 6

a(
√
c − 1), odakle sledi c > 4 (stoga i a > c > 4). Iz prve jednaqine imamo

c = a(
√
b − 1) > c(

√
b − 1), odakle sledi b 6 4. Me�utim, sada iz toga i b =

c(
√
a− 1)> 4(

√
4− 1) = 4 sledi da se u posledǌoj nejednakosti mora dosti�i

jednakost, tj. a = b = c = 4.
Dakle, sistem ima dva rexeǌa: a = b = c = 0 i a = b = c = 4.

5. Odaberimo k takmiqara iz prvog predmeta i rasporedimo ih u razli-
qite uqionice. Zatim me�u preostalim uqenicima odaberimo k takmiqara iz
drugog predmeta i rasporedimo ih u razliqite uqionice. Nastavǉaju�i ovaj
postupak ukupno m puta, tj. za svaki od m predmeta (gde uslov da se iz sva-
kog predmeta takmiqi mk uqenika garantuje da �emo u svakom koraku imati
dovoǉno preostalih uqenika da bismo napravili tra�eni izbor), dobijamo
tra�eni razmextaj.

Tre�i razred – A kategorija

1. Kako je na pomenutom intervalu cos opadaju�a funkcija, iz toga i po-
znate nejednakosti sin t < t dobijamo cos (sinx) > cosx. Iz iste nejednakosti
odmah dobijamo i sin(cosx) < cosx. Sve zajedno, cos (sinx) > cosx > sin (cosx).

a b c d
e f g h
i j k l
m n p q

Ok 2019 3A 2

2. Oznaqimo brojeve upisane u odre�enim poǉi-
ma posmatrane tablice kao na slici. Primeǌuju�i
uslov iz postavke za poǉa u kojima su upisani bro-
jevi a, b, e i f , dobijamo abef = 1, abcefg = 1,
abefij = 1 i abcefgijk = 1. Mno�e�i ove qetiri je-
dnakosti dobijamo a4b4c2e4f4g2i2j2k = 1, odakle sle-
di k = 1. Na analogan naqin dobijamo p = q = l = 1.

Sada, posmatraju�i poǉa u kojima su upisani
brojevi i i j, dobijamo efijmn = 1 i efgijkmnp = 1, a
mno�eǌem ovih jednakosti sledi e2f2i2j2m2n2gkp =
1. Odavde, gkp = 1, a s obzirom na k = p = 1, ostaje g = 1. Analogno, h = 1,
kao i j = n = 1. Primeǌuju�i uslov na poǉa u kojima su brojevi a i b, i
mno�e�i te jednakosti, dobijamo a2b2e2f2cg = 1, pa zbog g = 1 sledi c = 1.
Analogno, d = 1, kao i i = m = 1. Sada iz uslova za poǉe u kom je upisan broj
k dobijamo f = 1 (jer su na svih ostalih 8 poǉa jedinice), potom iz poǉa u
kom je upisan broj c dobijamo b = 1 (jer su na svih ostalih 5 poǉa jedinice),
analogno dobijamo e = 1, i konaqno a = 1 (iz uslova za poǉe na kom je upisan
broj a).

Kako u svim obele�enim poǉima moraju biti upisane jedinice, na analo-
gan naqin to va�i i za ostatak tablice.

3. Doka�imo najpre slede�e pomo�no tvr�eǌe: ako se u nekom skupu taqaka
T nalaze sve taqke s neke dve mimoilazne prave a i b, i ako su α i β paralelne
ravni takve da va�i a ⊆ α i b ⊆ β, tada se u skupu `(T ) nalaze sve taqke
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prostora s mogu�im izuzetkom taqaka ravni α i β. Neka je X proizvoǉna
taqka prostora koja ne le�i u α∪β. Oznaqimo sa γ ravan odre�enu pravom a
i taqkom X, i neka se γ i b seku u taqki B (moraju se se�i zbog γ 6≡ α). Tada
u ravni γ prava XB mora se�i pravu a u nekoj taqki A (prave ne mogu biti
paralelne jer sve prave koje su paralelne s pravom a a seku se s pravom b
moraju le�ati u ravni β, dok X /∈ β), pa kako A,B ∈ T , sledi i X ∈ T . Time je
pomo�no tvr�eǌe dokazano. Pritom, lako se vidi da sve taqke prostora osim
taqaka iz α∪β upravo i jesu sve taqke koje mogu ,,generisati“ taqke s pravih
a i b (pored, naravno, ǌih samih) — dok, ako su prave a i b komplanarne,
one ,,generixu“ qitavu ravan ǌima odre�enu (i nixta sem toga).

Ok 2019 3A 2

Oznaqimo
taqke iz sku-
pa S datog u
postavci sa
A, B, C i
D. Skup `(S)
je unija pra-
vih AB, AC,
AD, BC, BD,
CD. Neka su
π i π′ para-
lelne ravni
koje sadr�e
mimoilazne prave AC i BD, zatim ρ i ρ′ paralelne ravni koje sadr�e mi-
moilazne prave AB i CD, i najzad σ i σ′ paralelne ravni koje sadr�e
mimoilazne prave AD i BC, sve respektivno. Oznaqimo π′ ∩ ρ ∩ σ = {A′},
π ∩ ρ ∩ σ′ = {B′}, π′ ∩ ρ′ ∩ σ′ = {C ′} i π ∩ ρ′ ∩ σ = {D′} (tj. AB′CD′A′BC ′D je
paralelopiped). Primetimo, pored taqaka A, B, C i D, taqke A′, B′, C ′ i
D′ predstavǉaju jedine qetiri taqke koje se nalaze u preseku nekih triju od
ravni π, π′, ρ, ρ′, σ i σ′. Za svaku drugu taqku u prostoru mo�emo odabrati
jedan od parova ravni {π, π′}, {ρ, ρ′} ili {σ, σ′} gde nijedna ravan u tom paru
ne sadr�i uoqenu taqku; prema pomo�nom tvr�eǌu s poqetka, sve takve taqke,
dakle, pripadaju skupu `(`(S)), a prema komentaru s kraja prvog pasusa, taqke
A′, B′, C ′ i D′ nisu u skupu `(`(S)).

Dakle, tra�eni broj taqaka jeste konaqan, i iznosi 4.

4. U zadatku �emo vixe puta koristiti slede�e: ako za prirodne brojeve a
i b va�i a | b, tada va�i i ϕ(a) | ϕ(b) (zaista, ako a i b zapixemo preko svojih
prostih faktorizacija, a = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk

k i b = pβ1

1 p
β2

2 · · · p
βk

k q
γ1
1 q

γ2
2 · · · q

γl
l , gde

va�i βi > αi za i = 1, 2, . . . , k, tada imamo ϕ(b)
ϕ(a) =

∏k
i=1 p

βi−αi

i

∏l
j=1 q

γj−1
j (qj − 1) ∈

N, xto smo i tvrdili).
Uvedimo notaciju ϕk(n) = ϕ(ϕk−1(n)) i ϕ1(n) = ϕ(n). Oznaqimo n = 3α ·

673β · k za (k, 4038) = 1 i α, β > 1. Doka�imo najpre k = 1. Ako to nije, onda
2 | ϕ(k). Tada imamo ϕ(n) = 3α−1 · 2 · 673β−1 · 672 · ϕ(k) = 26 · 3α · 673β−1 · 7 · ϕ(k),
a iz toga sledi 27 · 3α · 7 | ϕ(n). Odatle dobijamo 28 · 3α = ϕ(27 · 3α · 7) | ϕ2(n),
a odatle daǉe 28 · 3α−1 | ϕ3(n), xto povlaqi 28 | ϕ3(n). Primenom funkcije ϕ
jox 7 puta na obe strane dobijamo 2 | ϕ10(n), xto dovodi do kontradikcije.
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Dakle, n se zapisuje kao n = 3α · 673β.
Doka�imo α = β = 1. Pretpostavimo suprotno: bar jedan od brojeva α i

β je ve�i od 1. Radi�emo sluqaj α > 2, sa napomenom da se β > 2 rexava
analogno. Sliqno kao u prvom delu, raqunamo ϕ(n) = 26 ·3α ·7 ·673β−1. Odatle
imamo redom 26 · 3α · 7 | ϕ(n), zatim 27 · 3α | ϕ2(n), pa 27 · 3α−1 | ϕ3(n) i 27 · 3α−2 |
ϕ4(n). Iz toga zakǉuqujemo 27 | ϕ4(n), a potom i 2 | ϕ10(n), xto ponovo dovodi
do kontradikcije. Dakle, jedino rexeǌe je n = 2019.

5. Primenimo nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine na
slede�i naqin:√

a+ 2b+ 3c

3a+ 2b+ c
=

a+ 2b+ 3c√
(a+ 2b+ 3c)(3a+ 2b+ c)

>
2(a+ 2b+ 3c)

(a+ 2b+ 3c) + (3a+ 2b+ c)

=
2a+ 4b+ 6c

4(a+ b+ c)
.

Sabiraǌem ovoga i dve analogne nejednakosti dobijamo√
a+ 2b+ 3c

3a+ 2b+ c
+

√
b+ 2c+ 3a

3b+ 2c+ a
+

√
c+ 2a+ 3b

3c+ 2a+ b

>
2a+ 4b+ 6c

4(a+ b+ c)
+

2b+ 4c+ 6a

4(a+ b+ c)
+

2c+ 4a+ 6b

4(a+ b+ c)
= 3,

xto je i trebalo dokazati.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Da bi desna strana bila definisana, mora va�iti x 6= −1. Postavǉena
jednaqina se svodi na 2x

2+2x(x + 1) = 24x
4

x2, a mno�e�i obe strane sa 2,
prime�ujemo da je ovo ekvivalentno sa 2(x+1)2(x+1) = 2(2x

2)2(2x2). Primetimo
da je funkcija f : t 7→ 2t

2

t strogo rastu�a (zaista, imamo f ′(t) = 2t
2

ln 2 ·
2t · t+ 2t

2

= 2t
2+1t2 ln 2 + 2t

2

> 0), pa time i injektivna. Odatle sledi da mora
va�iti x+1 = 2x2, te su rexeǌa postavǉene jednaqine x1/2 = 1±

√
12+4·2
4 = 1±3

4 ,
tj. x1 = 1 i x2 = − 1

2 (oba ispuǌavaju uslov x 6= −1).

Ok 2019 4A 2

2. Kako ]ABD i ]CBD iznose po 60◦ (zbog jedna-
kosti periferijskih uglova), zakǉuqujemo da je BD
simetrala ]ABC, pa odatle sledi AE

EC = AB
BC = 1

2 .
Neka je F sredixte du�i AC. Tada iz prethodnog
imamo AE

EF = 2, a kako va�i i DO
OF = 2 (jer je 4ACD

jednakostraniqan), po obratnoj Talesovoj teoremi
imamo EO ‖ AD. Odatle sledi ]FOE = ]FDA =
30◦, a onda ]DOE = 150◦.

3. Za zapis svih prirodnih brojeva sa ne vixe
od k binarnih cifara, ukoliko brojeve zapisujemo
ukǉuquju�i i vode�e nule (dopuǌavaju�i do taqno
k cifara), potrebno je ukupno 2kk cifara, i od toga taqno pola (tj. 2k−1k)
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nula i taqno pola jedinica; vode�ih nula na prvoj poziciji sleva ima ukupno
2k−1 (posle prve vode�e nule nadaǉe mo�e do�i bilo koji odabir cifara 0 i
1 za preostalu k−1 poziciju), na drugoj poziciji sleva ima ukupno 2k−2 (tada
su prve dve cifre nule pa biramo ostale na 2k−2 naqina) itd., tj. ukoliko
izbrixemo vode�e nule preostaje nam ukupno

2kk −
k∑
i=1

2k−i = 2kk − (2k − 1) = 2k(k − 1) + 1

iskorix�enih cifara.
Kako se u skupu A nalaze svi prirodni brojevi maǌi od 256, za ǌihov

zapis potrebno je ukupno 28 · 7 + 1 = 1793 cifara, i me�u ǌima ima taqno
27 · 8 = 1024 jedinice. Posmatrajmo prvih 2019 cifara niza iz postavke. U
ǌemu su, dakle, bar 1024 jedinice. Tako�e primetimo i da u okviru niza iz
postavke mo�emo prona�i 2019 uzastopnih nula (na primer, broj 22019 sadr�i
2019 uzastopnih nula, a po uslovu zadatka se nalazi u skupu A). Primetimo
da, ukoliko uoqimo proizvoǉan blok od 2019 uzastopnih cifara posmatranog
niza, pa taj blok pomerimo za jedno mesto udesno, broj jedinica u bloku pri-
likom ovog postupka mo�e se promeniti najvixe za 1. Dakle, kako u polaznom
bloku imamo bar 1024 jedinice, a u nekom kasnijem bloku nemamo nijednu je-
dinicu, na osnovu opisanog sledi da u nekom bloku izme�u ova dva mora
postojati taqno 1000 jedinica.

4. Posmatrajmo funkciju g(x) = e2019xf(x). Funkcija g(x) je tako�e di-
ferencijabilna na R i ima dve razliqite nule. Iz Rolove teoreme za-
kǉuqujemo da funkcija g′(x) ima bar jednu realnu nulu. Me�utim, g′(x) =
e2019x(2019f(x) + f ′(x)), odatle sledi da i funkcija 2019f(x) + f ′(x) ima bar
jednu realnu nulu.

5. Pretpostavimo n
f(n) = k ∈ N. Neka su a i b prve dve cifre sleva u

s-tocifrenom broju n. Primetimo,

(10a+ b)10s−2 6 n < (10a+ b+ 1)10s−2

i
(10b+ 1)10s−2 6 f(n) < (10b+ a+ 1)10s−2,

iz qega sledi
10a+ b

10b+ a+ 1
< k <

10a+ b+ 1

10b+ a
.

Leva nejednakost se svodi na (10− k)a− k < (10k − 1)b a desna na (10k − 1)b <
(10− k)a+ 1, tj. zajedno imamo

(10− k)a− k < (10k − 1)b < (10− k)a+ 1.

Razmotrimo prvo sluqaj b > 0. Za k > 4 imamo 10k−1 > (10−k)9+1, xto je
kontradiktorno desnoj nejednakosti. Ostaje k 6 4. Primer za k = 1 dobijamo
recimo za n = 11. Za k = 2 imamo 8a−2 < 19b < 8a+1, odakle sledi 19b ≡ 0,−1
(mod 8) i 19b < 8 ·9+1 = 73, a za xta vidimo da nije mogu�e; dakle, ne mo�emo
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konstruisati primer za k = 2. Za k = 3 imamo 7a − 3 < 29b < 7a + 1, odakle
sledi 29b ≡ 0,−1,−2 (mod 7) i 29b < 7 · 9 + 1 = 64, za xta vidimo da nije
mogu�e, te ni ovde nema rexeǌa. Za k = 4 imamo 6a − 4 < 39b < 6a + 1, xto
je mogu�e samo za b = 1 i a = 7. U tom sluqaju, neka je x broj koji se dobija
kada u broju n sa obrisane prve dve cifre zamenimo sve pojave cifara 1 i
7 cifrom 0; neka je A broj koji se dobija kada, sliqno, zamenimo sve pojave
cifre 7 cifrom 1, a sve ostale cifre cifrom 0; a B broj koji se dobija kada
sve cifre razliqite od 1 zamenimo cifrom 0. Mo�emo zapisati

n = 7 · 10s−1 + 10s−2 + 7A+B + x i f(n) = 10s−1 + 7 · 10s−2 +A+ 7B + x.

Uslov n = 4f(n) se svodi na 3 · 10s−1 + 3A = 27 · 10s−2 + 27B + 3x, xto daje
10s−1 +A = 9 · 10s−2 +9B+ x, tj. 10s−2 +A = 9B+ x. Po konstrukciji va�i x <
10s−2, pa sledi B > 0; me�utim, tada na poziciji prve nenula cifre zdesna u
broju B na desnoj strani jednakosti imamo cifru 9 a na levoj strani cifru
0, kontradikcija. Dakle, konaqno, ni za k = 4 ne mo�emo na�i odgovaraju�e
n.

Sada radimo sluqaj b = 0. Iz goredobijene nejednakosti imamo 10 − 2k 6
(10−k)a−k < 0 < (10−k)a+1 6 91−9k, te sledi k ∈ {6, 7, 8, 9, 10}. Za k = 6, 7, 9, 10
imamo primere, redom, n = 108, 105, 405, 10. Pretpostavimo sada k = 8. Tada
imamo 2a − 8 < 0, pa sledi a ∈ {1, 2, 3}. Tako�e va�i s > 3, jer za brojeve
a0 va�i a0

f(a0)
= a0

a = 10. Definiximo sada brojeve x, A i B sliqno kao u
prethodnom pasusu (x dobijamo zamenom svih pojava cifre a cifrom 0, A
dobijamo zamenom svih pojava cifre a cifrom 1 a ostalih cifara cifrom 0,
a B dobijamo zamenom svih pojava cifre 0 cifrom 1 a ostalih cifara cifrom
0; sve to u broju n sa obrisane prve dve cifre). Tada va�i n = a10s−1+aA+x
i f(n) = a10s−2 + aB + x, pa se uslov n = 8f(n) svodi na

2a10s−2 + aA = 8aB + 7x.

Pretpostavimo da se n zavrxava cifrom 0. Tada, po definiciji brojeva x, A
i B imamo 10 | x,A i 10 - B, ali ovo je u kontradikciji s gorǌom jednakox�u
(svi sabirci sem 8aB su deǉivi sa 10, a 8aB to nije jer se B zavrxava cifrom
1 i a ∈ {1, 2, 3}). Pretpostavimo sada da se n zavrxava cifrom a. Tada imamo
10 | x,B i 10 - A, xto je opet kontradikcija s gorǌom jednakox�u jer 10 - aA.
Najzad, pretpostavimo da se n zavrxava cifrom razliqitom od 0 i a. Tada
imamo 10 | A,B i 10 - x, i ponovo kontradikcija. Sledi da ne postoje rexeǌa
za k = 8.

Prema svemu, jedine vrednosti izraza n
f(n) u skupu prirodnih brojeva su:

1, 6, 7, 9 i 10.

Prvi razred – B kategorija

1. Iz qetvrtog uslova (uz prvi) dobijamo da u skupu A mogu biti samo
brojevi 1, 2 i 3. Iz tre�eg uslova imamo 3 /∈ A, a iz drugog 2 ∈ A. Daǉe,
iz posledǌeg uslova imamo 1 /∈ B, a kako 1 ∈ A ∪ B, sledi 1 ∈ A. Time
smo jednoznaqno identifikovali skup A: A = {1, 2}. U skupu B moraju biti
svi brojevi 3, 4, 5 i 6, kako bi bio ispuǌen prvi uslov. Iz drugog uslova
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jox imamo 2 /∈ B, a iz posledǌeg 1 /∈ B. Ostaje, dakle, jedino mogu�e B =
{3, 4, 5, 6}.

2. Primetimo, slova T i R u tra�enoj xifri se javǉaju po tri puta, a sva
preostala slova po jednom. Dakle, kako prvo i posledǌe slovo moraju biti
isto, po uslovu zadatka to mora biti jedno od slova T ili R. Pretpostavimo
da xifra poqiǌe i zavrxava se slovom T. Tada unutar xifre preostaje
ukupno 10 slova, me�u kojima se R javǉa tri puta a preostala slova po jednom;
dakle, oni se mogu ispermutovati na 10!

3! naqina, xto je i ukupan broj mogu�ih

Ok 2019 1B 3

xifara koje poqiǌu i zavrxavaju se sa T. Uko-
liko xifra poqiǌe slovom R, raqun je potpuno
analogan, te u tom sluqaju dobijamo jox isto to-
liko mogu�nosti. Dakle, ukupno postoji 2 · 10!3! = 10!

3
mogu�nosti koje Betmen treba da isproba.

3. Iz tetivnosti qetvorougla ABCD dobijamo
]ACB = ]ADB = 50◦ i ]CAB = ]CDB = 60◦.
Pretpostavimo da je taqka M izvan du�i AC. Ako
bi va�io raspored A − C − M , tada bi ]ACB
bio spoǉaxǌi za 4BCM , pa bi moralo va�iti
]ACB > ]AMB, xto je nemogu�e (ta dva ugla
iznose 50◦ i 70◦, redom). Sliqno, ako bi va�io ra-
spored C −A−M , sledilo bi ]CAB > ]AMB, opet
nemogu�e. Dakle, preostaje jedino mogu�nost da je
taqka M na du�i AC.

4. Primetimo,

102019 − 9991 = 1 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
2019

−9991 = 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
2015

0009 = 9 · 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2015

0001.

Dakle, da bi posmatrani broj bio deǉiv sa 81, dovoǉno je jox pokazati da je
broj 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

2015

0001 deǉiv sa 9. Kako ǌegov zbir cifara iznosi 2015 ·1+1 = 2016,

xto jeste deǉivo sa 9, sledi da je i taj broj deǉiv sa 9, qime je zadatak
rexen.

Ok 2019 1B 5

5. Neka je AD visina, BE te�ixna du�, a CF
simetrala ugla u oxtrouglom 4ABC. Neka se AD
i BE seku u taqki R, AD i CF u taqki Q, a BE
i CF u taqki P . Pretpostavimo suprotno tvr�e-
ǌu zadatka, tj. da je 4PQR jednakostraniqan. Kako
va�i ]CQD = 60◦ i ]QDC = 90◦, sledi ]QCD =
30◦. Kako je CF simetrala ugla, odatle dobijamo
]QCE = 30◦, a kako va�i i ]CPE = 60◦, sledi
]PEC = 90◦. Sada uoqavamo 4ABE ∼= 4CBE (zbog
BE ∼= BE, AE ∼= CE i ]AEB = ]CEB = 90◦), pa je
4ABC jednakokrak, a kako ve� znamo da ǌegov ugao
kod temena C iznosi 60◦, zakǉuqujemo da 4ABC mo-

ra biti jednakostraniqan. Me�utim, tada se prave AD, BE i CF seku u
jednoj taqki, kontradikcija s pretpostavkom zadatka.
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Drugi razred – B kategorija

1. Uvedimo smenu x2 + 3x + 6 = t. Jednaqina se svodi na 5x
t + 7x

t+4x = 1, tj.
5xt + 20x2 + 7xt = t2 + 4tx (uz uslove t 6= 0 i t + 4x 6= 0), xto je ekvivalentno
sa t2 − 8tx − 20x2 = 0. Deǉeǌem obe strane sa x2 (uz postavǉaǌe uslova
x2 6= 0) jednaqina se daǉe svodi na ( tx )

2− 8 tx − 20 = 0, pa uvo�eǌem nove smene
k = t

x dobijamo k2 − 8k − 20 = 0. Rexeǌa ove kvadratne jednaqine su k1/2 =
8±
√

82−4·(−20)
2 = 8±

√
144

2 = 8±12
2 , tj. k1 = 8+12

2 = 10 i k2 = 8−12
2 = −2. Za k = 10

posle vra�aǌa smene imamo x2+3x+6 = t = kx = 10x, tj. x2−7x+6 = 0, qijim

rexavaǌem dobijamo x1/2 =
7±
√

(−7)2−4·6
2 = 7±5

2 , tj. x1 = 6 i x2 = 1. Za k = −2
posle vra�aǌa smene imamo x2+3x+6 = t = kx = −2x, tj. x2+5x+6 = 0, qijim
rexavaǌem dobijamo x3/4 = −5±

√
52−4·6
2 = −5±1

2 , tj. x3 = −2 i x4 = −3. Sva
qetiri dobijena rexeǌa ispuǌavaju uslove definisanosti, pa oni zaista
jesu rexeǌa polazne jednaqine.

Ok 2019 2B 2

2. Oznaqimo ]BAC = α, ]BDC = β, ]AOD = θ,
]OAD = x i ]ODA = y. Tada imamo i ]BCA =
α (jer je 4ABC jednakokrak), a i ]DBC = β (jer
je 4BCD jednakokrak), kao i ]BOC = θ (unakrsan
sa ]AOD). Iz 4BOC imamo θ = 180◦ − α − β, a iz
4AOD imamo θ = 180◦ − x− y, odakle sledi α+ β =
x + y. Daǉe, uslov zadatka se prevodi u 2θ = α +
x + β + y, xto uz zakǉuqak iz prethodne reqenice
daje 2θ = 2(α + β), tj. θ = α + β; sada ponovo iz
4BOC dobijamo θ = 180◦ − θ, tj. θ = 90◦. Dakle, dijagonale BD i AC su
me�usobno normalne, tj. BO i CO su visine u 4ABC i 4BCD, redom. Kako
su ovi trouglovi jednakokraki, ǌihove visine i te�ixne du�i se poklapaju,
pa sledi da je O sredixte du�i AC i BD. Prema tome, u qetvorouglu ABCD
dijagonale se polove, pa je on paralelogram, a kako su dijagonale jox i
me�usobno normalne, taj paralelogram je romb.

3. U posmatranih 9 boca ukupno ima 126 decilitara mleka, pa sledi da
svaka doma�ica treba da dobije po 3 boce sa ukupno 42 decilitra mleka.

Posmatrajmo doma�icu koja je dobila bocu sa 26 decilitara mleka. U
preostale dve boce ona ima ukupno jox 16 decilitara, xto je mogu�e samo
na slede�a dva naqina: 2+14 ili 5+11. Pretpostavimo najpre da va�i prvi
sluqaj. Tada ona doma�ica koja je dobila bocu sa 23 decilitra u preostalim
dvema bocama ima ukupno 19 decilitara mleka, xto je (od nepodeǉenih boca)
mogu�e dobiti samo kao 8+11; tada tre�oj doma�ici ostaju boce sa 5, 17 i 20
decilitara mleka. Dakle, u ovom sluqaju, u zavisnosti od toga koja je ,,prva“,
koja ,,druga“, a koja ,,tre�a“ doma�ica, imamo 6 naqina podele (koliko ima
i permutacija ove tri doma�ice). Sliqno, ukoliko pretpostavimo da je prva
doma�ica dobila boce sa 5, 11 i 26 decilitara mleka, tada vidimo da ona koja
je dobila bocu sa 23 decilitra mora dobiti jox boce sa 2 i 17 decilitara, a
tre�oj onda ostaju boce sa 8, 14 i 20 decilitara mleka. Dakle, i ovde imamo
6 naqina podele (opet u zavisnosti od permutacije doma�ica).

Prema tome, ukupno postoji 12 naqina da podele boce u skladu s uslovima
zadatka.
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4. Podizaǌem obe strane jednaqine na tre�i stepen (koriste�i identitet
(a+ b)3 = a3 + 3ab(a+ b) + b3), dobijamo

x+ 2 + 3 3
√
x+ 2 3

√
3x+ 1( 3

√
x+ 2 + 3

√
3x+ 1) + 3x+ 1 = x− 3,

tj.
3 3
√
x+ 2 3

√
3x+ 1( 3

√
x+ 2 + 3

√
3x+ 1) = −3x− 6.

Izraz u zagradi predstavǉa ponovo levu stranu polazne jednaqine, pa on
mora biti jednak 3

√
x− 3; uvrxtavaǌem ovoga (i deǉeǌem obe strane sa 3)

dolazimo do
3
√
x+ 2 3

√
3x+ 1 3

√
x− 3 = −(x+ 2).

Napomenimo, posledǌa jednaqina nije ekvivalentna s polaznom (samo je ǌe-
na posledica); to znaqi da za svako na�eno rexeǌe te posledǌe jednaqine
moramo proveriti da li ono zaista zadovoǉava i polaznu jednaqinu.

Podizaǌem obe strane posledǌe jednaqine na tre�i stepen dobijamo

(x+ 2)(3x+ 1)(x− 3) = −(x+ 2)3.

Jedno rexeǌe je oqigledno x = −2. Direktno se proverava da je to zaista
rexeǌe i polazne jednaqine (obe strane iznose 3

√
−5). Pod pretpostavkom

x 6= −2, skra�ivaǌem x + 2 sa obe strane ostaje (3x + 1)(x − 3) = −(x + 2)2,
tj. 3x2 − 9x + x − 3 = −(x2 + 4x + 4), xto je ekvivalentno sa 4x2 − 4x + 1 = 0.

Rexavaǌem ove kvadratne jednaqine dobijamo x =
4±
√

(−4)2−4·4
8 = 4±0

8 = 1
2 .

Proverimo da li i ovo rexeǌe ispuǌava polaznu jednaqinu. Na levoj strani

dobijamo 3

√
1
2 + 2 + 3

√
3 · 12 + 1 = 2 3

√
5
2 , a na desnoj strani 3

√
1
2 − 3 = 3

√
− 5

2 , pa

x = 1
2 nije rexeǌe polazne jednaqine.
Dakle, jedino rexeǌe je x = −2.

5. Kako je broj a deǉiv sa 9, i zbir ǌegovih cifara mora biti deǉiv sa
9, tj. broj b je deǉiv sa 9. Odatle, iz istog razloga, i broj c je deǉiv sa 9,
a potom zakǉuqujemo da je i broj d deǉiv sa 9. Daǉe, kako broj a ima 2019
cifara, a svaka ǌegova cifra mo�e biti najvixe 9, sledi da broj b iznosi
najvixe 2019 · 9 = 18171. Broj c, dakle, iznosi najvixe 1 + 8 + 9 + 9 + 9 = 36
(jer cifre u broju b na qetvrtoj i petoj poziciji zdesna, ako uopxte postoje,
iznose najvixe 8 i 1, tim redom, dok su ostale cifre najvixe 9), a onda broj
d mo�e biti najvixe 2 + 9, tj. najvixe 11. Dakle, objediǌavaǌem dobijenih
zakǉuqaka konstatujemo da je d broj koji nije ve�i od 11 a koji je deǉiv sa
9; prema tome, jedina mogu�nost je d = 9.

Tre�i razred – B kategorija

1. Izraqunavamo:

tg

(
arcctg 5 + arctg

2

3

)
=

tg(arcctg 5) + tg(arctg 2
3 )

1− tg(arcctg 5) tg(arctg 2
3 )

=

1
ctg(arcctg 5) +

2
3

1− 1
ctg(arcctg 5) ·

2
3

=
1
5 + 2

3

1− 1
5 ·

2
3

=
13
15
13
15

= 1.
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Iz 5 > 1 i qiǌenice da je arcctg opadaju�a funkcija, dobijamo 0 < arcctg 5 <
arcctg 1 = π

4 . Sliqno, kako je arctg rastu�a funkcija i 0 < 2
3 < 1, dobijamo

0 < arctg 2
3 < arctg 1 = π

4 . Dakle, izraz u postavci se nalazi u intervalu
izme�u 0 i π

2 , pa kako ǌegov tangens iznosi 1, vrednost tog izraza je π
4 (tj.

req je o uglu od 45◦).

2. Oqigledno, p > 3 (jer bi u suprotnom leva strana bila maǌa od desne),
pa kako je p prost broj, sledi p ≡ ±1 (mod 3). Odatle imamo p2 ≡ 1 (mod 3).
Tako�e imamo i 2500 ≡ 1 (mod 3), te ukoliko postavǉenu jednaqinu trans-
formixemo u oblik

p2 − 2500 = qr,

leva strane je deǉiva sa 3, pa to mora biti i desna. Kako su q i r prosti
brojevi, jedan od ǌih mora biti 3. Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti,
da je to q. Primetimo 2500 = 502, pa se leva strana mo�e faktorisati kao
razlika kvadrata, posle qega preostaje (p − 50)(p + 50) = qr = 3r. Kako je r
prost broj, imamo samo slede�e dve mogu�nosti.

• p− 50 = 3, p+ 50 = r: Sledi p = 53 i r = 103, xto jesu prosti brojevi pa
imamo jedno rexeǌe.

• p− 50 = 1, p+50 = 3r: Sledi p = 51, xto nije prost broj, te ovde nemamo
rexeǌa.

Uzimaju�i u obzir i to da q i r mogu zameniti uloge, postoje ukupno dve
trojke koje zadovoǉavaju uslove zadatka: (p, q, r) ∈ {(53, 3, 103), (53, 103, 3)}.

3. Za levu stranu postavǉene nejednaqine imamo x2 − 2x + 3 = (x2 − 2x +
1) + 2 = (x − 1)2 + 2 > 2, a za desnu imamo

√
4− x2 6

√
4 = 2. Dakle, jedina

mogu�nost je da i leva i desna strana budu jednake 2. Me�utim, iz izvo�eǌa
malopre prime�ujemo da je leva strana jednaka 2 samo za x = 1, a desna je
jednaka 2 samo za x = 0. Dakle, nikada ne mogu obe strane istovremeno biti
jednake 2, pa postavǉena nejednaqina nema rexeǌa.

Ok 2019 3B 4

4. Oznaqimo sredixta stranica AB,
BC, CD, DA sa M , N , P , Q, redom,
i neka se du�i MP (du�ine 2) i NQ
(du�ine 3) seku u taqki O. Tada su MN ,
NP , PQ, QM sredǌe linije u 4ABC,
4BCD, 4CDA i 4DAB, redom, pa va�i
P (4MBN) = 1

4P (4ABC), P (4NCP ) =
1
4P (4BCD), P (4PDQ) = 1

4P (4CDA) i
P (4QAM) = 1

4P (4DAB). Sabiraǌem
ove qetiri jednakosti dobijamo

P (4MBN) + P (4NCP ) + P (4PDQ) + P (4QAM)

=
1

4
(P (4ABC) + P (4CDA) + P (4BCD) + P (4DAB))

=
1

4
· 2P (ABCD) =

1

2
P (ABCD).
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Odatle sledi i P (MNPQ) = 1
2P (ABCD). Tako�e zbog uoqenih sredǌih lini-

ja imamo MN ‖ AC ‖ QP i NP ‖ BD ‖MQ, pa je MNPQ paralelogram. Neka
je h visina povuqena iz taqke P na dijagonalu NQ. Tada zbog ugla od 45◦

imamo h = PO√
2
=

MP
2√
2

= 1√
2
(sredǌu jednakost dobijamo na osnovu qiǌenice

da se dijagonale paralelograma polove). Odatle izraqunavamo P (MNPQ) =
2P (4NPQ) = 2 · QN ·h2 = 3 · 1√

2
= 3√

2
, pa konaqno i P (ABCD) = 2P (MNPQ) =

3
√
2.

5. a) Posmatrajmo xestougao sa upisanim brojevima koji ispuǌavaju
uslove zadatka. Kako nisu svi brojevi isti, postoje dva susedna temena takva
da je u jednom od ǌih upisan broj −1 a u drugom 1; neka su to A i B, redom,
i neka su naredna temena C, D, E i F . Tada u C mora biti 1 (da bi proizvod
brojeva u A, B i C bio −1), pa zatim u D mora biti −1 (zbog B, C i D),
potom u E mora biti 1 (zbog C, D i E), i konaqno i u F mora biti 1. Prema
tome, zbir iznosi −1 + 1 + 1 + (−1) + 1 + 1 = 2.

b) Kao u delu pod a) nalazimo temena A1 i A2 u kojima su upisani brojevi
−1 i 1, redom. Tada u temenu A3 mora biti broj 1, pa onda u temenu A4 broj
−1, pa u temenu A5 broj 1, u A6 broj 1, u A7 broj −1 itd. Prime�ujemo da se
obrazac ponavǉa, tj. da je u temenima qiji indeks daje ostatak 1 pri deǉeǌu
sa 3 uvek upisan broj −1 (drugim reqima, na svakom tre�em temenu), a u svim
ostalim temenima broj 1. Prema tome, u 2019

3 , tj. 673 temena je upisan broj
−1, a u preostalih 1346 temena broj 1, pa zbir svih upisanih brojeva iznosi:
673 · (−1) + 1346 · 1 = 673.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Kvadrirajmo obe jednakosti date u postavci i potom ih saberimo. Do-
bijamo:

61 = (16 sin2 α+ 40 sinα cosβ + 25 cos2 β) + (25 sin2 β + 40 sinβ cosα+ 16 cos2 α)

= 16(sin2 α+ cos2 α) + 25(sin2 β + cos2 β) + 40(sinα cosβ + sinβ cosα)

= 16 + 25 + 40 sin(α+ β) = 41 + 40 sin(180◦ − γ) = 41 + 40 sin γ.

Odatle imamo sin γ = 61−41
40 = 20

40 = 1
2 , tj. γ = 30◦ ili γ = 150◦. Druga mogu�nost

otpada zbog uslova da je 4ABC oxtrougli, pa ostaje γ = 30◦.

2. Da bi izraz u postavci bio definisan, mora va�iti log2(cos
πx√
2
) > 0,

tj. cos πx√
2

> 1. No kako, po definiciji funkcije cos, leva strana ne mo�e
biti ve�a od 1, ostaje cos πx√

2
= 1, tj. πx√

2
= 2kπ za neko k ∈ Z, te ostaje

D = {2
√
2k : k ∈ Z}. Prema tome, za x ∈ D, broj x2 mo�e biti 8 ·02, 8 ·12, 8 ·22...

Kako imamo 8 · 152 = 1800 < 2019 < 8 · 162 = 2048, najmaǌa vrednost izraza
|2019−x2| posti�e se za x = 2

√
2 · 16 i iznosi 2048− 2019 = 29, xto jeste prost

broj.

3. Va�i n2 + 4n − 15 = n2 + 4n + 4 − 19 = (n + 2)2 − 19, pa poxto ovaj
broj treba da bude deǉiv sa 361 a imamo 361 = 192, sledi da je posmatrani
broj deǉiv i sa 19. Onda 19 | (n + 2)2, pa poxto je 19 prost broj, dobijamo
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i 192 | (n + 2)2. No, tada iz ovoga i 361 | (n + 2)2 − 19 sledi 361 | 19, xto je
oqigledna kontradikcija. Dakle, takav broj ne postoji.

4. Prebrojmo prvo koliko maksimalno mo�e biti takvih brojeva qije su
cifre u opadaju�em poretku. Svaki takav broj je jednoznaqno odre�en oda-
birom pet (razliqitih) cifara koje ga saqiǌavaju (nakon xto su cifre
odabrane, broj dobijamo ǌihovim sortiraǌem u opadaju�em poretku), pa
poxto imamo 10 cifara na raspolagaǌu, takvih brojeva ima

(
10
5

)
. Prebrojmo

sada one brojeve qije su cifre u rastu�em poretku. Sliqno kao malopre,
i svaki takav broj je jednoznaqno odre�eni odabirom cifara koje ga saqi-
ǌavaju; pritom sada na raspolagaǌu imamo samo 9 cifara od kojih mo�emo
birati 5, jer me�u odabranim ciframa ne sme biti 0 (ako bi bila, onda bi
ona, zbog rastu�eg poretka, morala i�i na poqetak telefonskog broja, xto
je zabraǌeno uslovom zadatka). Dakle, u ovom sluqaju imamo

(
9
5

)
brojeva.

Ok 2019 4B 5

Ukupan rezultat je:
(
10
5

)
+
(
9
5

)
= 252+ 126 = 378

telefonskih brojeva.

5. Iz CL = CB dobijamo ]CLB = ]CBL =
180◦−]ABC = 180◦−]ADC, pa taqke A, L, C i
D le�e na istoj kru�nici (zbog suplementno-
sti periferijskih uglova nad istom tetivom
s razliqitih strana). Na sliqan naqin, iz
AK = AB dobijamo ]AKB = ]ABK = 180◦ −
]ABC = 180◦−]ADC, pa i taqke A, K, C i D
le�e na istoj kru�nici. Dakle, svih pet taqa-
ka A, K, L, C i D le�e na istoj kru�nici, xto
je i trebalo dokazati.

REXEǋA ZADATAKA SA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 16. 3. 2019.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je x jedna celobrojna nula polinoma P . Tada imamo 1− x | P (1)−
P (x) = 2−0 = 2, tj. 1−x ∈ {−2,−1, 1, 2}, a odatle sledi x ∈ {−1, 0, 2, 3}. Kako po
uslovu zadatka P ima dve razliqite nepozitivne celobrojne nule, to moraju
biti −1 i 0. Sada imamo 0 = P (0) = a0, xto rexava deo pod a), i tako�e

0 = P (−1) =
n∑
i=0

ai(−1)i =
∑
2|i

ai −
∑
2-i

ai,

odakle dobijamo i deo pod b).

2. Oznaqimo uglove kod temena A, B i C sa α, β i γ, redom.
Doka�imo najre BA = BC. Pretpostavimo suprotno: bez umaǌeǌa opxto-

sti, neka va�i BC > BA. Neka je s simetrala stranice AC. Taqke A i B su u
istoj poluravni s ivicom s, a zbog BI1 ‖ s (jer je BI1 visina), u toj poluravni
je i taqka I1. Daǉe, s obzirom na ]CAI = α

2 >
γ
2 = ]ACI, dobijamo CI > AI,

odakle sledi da je i taqka I u toj poluravni. Me�utim, kako s sadr�i taqku
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O, a taqke I i I1 su centralnosimetriqne u odnosu na O, one bi morale biti
u razliqitim poluravnima, kontradikcija. Dakle, BA = BC. Odatle odmah
sledi i da su taqke B, O, I, O1 i I1 sve kolinearne (na visini iz B), a kako
je O1 na visini iz A, sledi da se O1 poklapa sa H, ortocentrom 4ABC.

Dr 2019 1A 2

Sada �emo dokazati
da se taqke O i I po-
klapaju. Pretpostavi-
mo suprotno. U svakom
trouglu su prave AO
i AH osnosimetriqne
u odnosu na AI (xto
se lako vidi izraqu-
navaju�i da oba ugla
]CAH i ]BAO iznose po 90◦ − γ

2 ). Neka je X osnosimetriqna slika taqke
O u odnosu na AI (X pripada pravoj AO1). U sluqaju X 6≡ O1 prime�ujemo
da prava AI prolazi kroz I, xto je sredixte du�i OO1, a tako�e prolazi
i kroz sredixte du�i OX, pa sledi AI ‖ O1X, ali ovo je nemogu�e jer se
ove dve prave seku u taqki A (a pritom se, po pretpostavci, ne poklapaju).
Ostaje mogu�nost X ≡ O1, ali tada imamo ]AIO = 90◦, odakle sledi da bi
I moralo biti sredixte osnovice AC, xto je opet kontradikcija (jer je I
centar upisane kru�nice). Dakle, pretpostavka da su O i I razliqite taqke
vodi u kontradikciju, pa se O i I moraju poklapati, a odatle direktno sledi
da je 4ABC jednakostraniqan.

3. Za m = 4 i n = 5 imamo m2 = 42 = 16 i n2 = 52 = 25, a zbirovi delilaca
ova dva broja iznose: 1 + 2 + 4 + 8 + 16 = 31 i 1 + 5 + 25 = 31; dakle, par
(m,n) = (4, 5) qiji jedan tra�eni par.

Neka je p proizvoǉan prost broj razliqit od 2 i 5. Broj 16p2 ima slede�e
delioce: 1, 2, 4, 8, 16, p, 2p, 4p, 8p, 16p, p2, 2p2, 4p2, 8p2, 16p2, i ǌihov zbir iznosi:
(1 + 2 + 4 + 8 + 16)(1 + p+ p2) = 31(1 + p+ p2). Broj 25p2 ima slede�e delioce:
1, 5, 25, p, 5p, 25p, p2, 5p2, 25p2, i ǌihov zbir iznosi: (1 + 5 + 25)(1 + p + p2) =
31(1 + p + p2). Prema tome, svaki par oblika (m,n) = (4p, 5p) za prost broj p
razliqit od 2 i 5, ispuǌava postavǉeni uslov, te takvih parova zaista ima
beskonaqno mnogo.

4. Pretpostavimo suprotno tvr�eǌu zadatka: postoji pozitivan realan
broj c takav da nikoje tri crvene taqke ne obrazuju trougao povrxine c, broj
z takav da nikoje tri zelene taqke ne obrazuju trougao povrxine z, i broj p
takav da nikoje tri plave taqke ne obrazuju trougao povrxine p. Postoji boja
kojom su obojene bar dve taqke; bez umaǌeǌa opxtosti, neka je to crvena, i
neka su A i B dve crvene taqke. Posmatrajmo skup svih taqaka na udaǉenosti
2c
|AB| od prave AB; te taqke formiraju cilindar C1. Nijedna od tih taqaka
ne sme biti crvena, inaqe bi ta taqka s taqkama A i B formirala crveni
trougao povrxine c, xto je suprotno pretpostavci; dakle, svaka taqka na
cilindru C1 je ili zelena, ili plava. Neka su X, Y i Z tri kolinearne
taqke na cilindru C1 takve da je prava p koja ih sadr�i paralelna sa AB, i
da pritom va�i XY = Y Z = d > max{z,p}|AB|

c . Po Dirihleovom principu, bar
dve od ove tri taqke su iste boje, recimo (bez umaǌeǌa opxtosti) zelene. Te
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dve zelene taqke su na rastojaǌu d ili 2d, pa sliqno kao pri poqetku dokaza
konstatujemo da sve taqke koje su na udaǉenosti 2z

d odnosno 2z
2d od prave p

qine cilindar C2 takav da nijedna taqka na cilindru C2 ne sme biti zelena.
Kako imamo

2z

2d
<

2z

d
<

2zc

max{z, p}|AB|
6

2c

|AB|
,

sledi da se cilindri C2 i C1 seku. ǋihov presek su dve paralelne prave, a
kako taqke u preseku ne smeju biti ni zelene (zbog C2), ni crvene (zbog C1),
sledi da sve taqke na tim dvema paralelnim pravima moraju biti plave. Me-
�utim, ako je rastojaǌe izme�u tih pravih recimo h, tada odabirom dve taqke
na jednoj pravoj na me�usobnoj udaǉenosti 2p

h , i tre�e proizvoǉne taqke na
drugoj pravoj, dobijamo tri plave taqke koje obrazuju trougao povrxine p,
kontradikcija s pretpostavkom. Dakle, mora postojati boja koja ispuǌava
uslove zadatka.

Drugi razred – A kategorija

1. Za svaki ceo broj n imamo:

P (P (n) + 1) ≡ P (1) = 1 + 2018 + 2016 + 2015 = 6050 (mod P (n)).

Prema tome, da bi bio ispuǌen postavǉeni uslov, mora va�iti P (n) | 6050.
Me�utim, primetimo da za n > 2 va�i P (n) > 22019 > 6050, a za n 6 −2 va�i
P (n) < −22019 < −6050. Dakle, jedine mogu�nosti su n ∈ {−1, 0, 1}. Direktno
izraqunavamo P (−1) = −1− 2018− 2016+ 2015 = −2020 - 6050, P (0) = 2015 - 6050
i P (1) = 6050. Dakle, jedino rexeǌe je n = 1.

2. Mogu�e je posti�i k = 1+n+
(
n
2

)
+
(
n
3

)
uzimaǌem svih podskupova skupa

X kardinalnosti ne ve�e od 3. Doka�imo da je ovo i maksimalna mogu�a vre-
dnost broja k. Dovoǉno je pokazati da u odabranoj kolekciji Y1, Y2, . . . , Yk za
maksimalno k nema skupova kardinalnosti ve�e od 3. Pretpostavimo supro-
tno: neka je npr. Y1 kardinalnosti bar 4. Neka su Z1, Z2, . . . , Zt svi troqlani

Dr 2019 2A 3

podskupovi skupa Y1; ǌih ima bar 4. Kolek-
cija Z1, Z2, . . . , Zt, Y2, . . . , Yk tako�e zadovoǉava
uslove zadatka a obuhvata vixe od k skupova,
xto je kontradikcija s maksimalnox�u broja
k. Time je dokaz zavrxen.

3. Neka je O centar kru�nice k opisane oko
qetvorougla ABCD, neka su B′ i D′ te�ixta
4ABC i 4ADC, redom, i neka je P taqka na
pravoj EO takva da va�i raspored E−O−P i
EP = 3EO. Iz obratne Talesove teoreme ima-
mo D′O ‖ DP i B′O ‖ BP , pa kako po defini-
ciji taqke F znamo D′O ⊥ BF i B′O ⊥ DF ,
sledi DP ⊥ BF i BP ⊥ DF . Dakle, P je orto-
centar 4BFD, pa sledi FP ⊥ BD. Iz obra-
tne Talesove teoreme imamo i GO ‖ FP , pa iz
ovog i prethodnog sledi GO ⊥ BD. No, kako
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su taqke B i D na kru�nici k a O je ǌen centar, odavde sledi da je GO
simetrala du�i BD, pa dobijamo GB = GD.

4. Primetimo najpre da za sve i i i′, i 6= i′, va�i ai 6= ai′ : zaista, u suprot-
nom bi sledilo p | (a2i + bi)

2 − (a2i′ + b2i′) = b2i − b2i′ = (bi − bi′)(bi + bi′), xto je
nemogu�e zbog 0 < bi, bi′ <

p
2 i bi 6= bi′ .

Imamo p | 2(a2i + b2i ) = (bi− ai)2 + (bi+ ai)
2. Oznaqimo sa ci razliku bi− ai, a

sa di onaj od brojeva bi + ai i p− bi − ai koji je maǌi od p
2 . Jasno, p | c

2
i + d2i i

brojevi ci i di su pozitivni i ne ve�i od p−1
2 ; dodatno, iz di−ci ∈ {2ai, p−2bi}

dobijamo di > ci, pa, sve zajedno, zakǉuqujemo da je (ci, di) jedan od ure�enih
parova (aj , bj).

Daǉe, za i 6= i′ imamo ci 6= ci′ : zaista, u sluqaju ci = ci′ = c imali bismo

a2i + (ai + c)2 = a2i + b2i ≡ 0 ≡ a2i′ + b2i′ = a2i′ + (ai′ + c)2 (mod p),

odakle sledi

0 ≡ a2i + (ai + c)2 − a2i′ − (ai′ + c)2 = (ai − ai′)(ai + ai′) + (ai − ai′)(ai + ai′ + 2c)

= 2(ai − ai′)(ai + ai′ + c) = 2(ai − ai′)(ai + bi′) (mod p),

ali ovo je nemogu�e jer p - ai − ai′ (zbog ai 6= ai′) i p - ai + bi′ (zbog 0 <
ai + bi′ <

p
2 + p

2 = p). Dakle, niz c1, c2, . . . , ck mora qiniti permutaciju brojeva
a1, a2, . . . , ak. Odatle sledi

k∑
i=1

bi −
k∑
i=1

ai =

k∑
i=1

(bi − ai) =
k∑
i=1

ci =

k∑
i=1

ai,

odakle imamo tra�eno tvr�eǌe.

Tre�i razred – A kategorija

1. Primetimo da za xn+1, xn+2 6= 0 imamo

xn+1xn+2xn+3 = xnxn+1xn+2 − 1.

Definiximo niz (yn)n∈N sa y1 = 16 · 3 · 2019 = 96912 i

yn+1 =

{
yn − 1, za yn > 1;
0, inaqe.

Primetimo da va�i yn = xnxn+1xn+2. Dakle, najmaǌi prirodan broj n za
koji va�i xn = 0 jeste upravo najmaǌi prirodan broj n za koji va�i yn−2 = 0;
iz definicije niza (yn)n∈N sledi da se 0 u tom nizu prvi put pojavǉuje za
y96913 = 0, pa je tra�eni odgovor n = 96915.

2. Neka je m broj koji ispuǌava uslove iz postavke (uz odgovaraju�u
vrednost b), i zapiximo m = a1a2 . . . an, n > 4. Po uslovu zadatka, broje-
vi a1a2 . . . ban i a1a2 . . . anb moraju biti jednaki k2 i l2, nekim redom. Pret-
postavimo prvo l 6= k, i uzmimo, bez umaǌeǌa opxtosti, k < l. Tada va�i

81 > 9|b− an| = |a1a2 . . . ban − a1a2 . . . anb| = l2 − k2

> (k + 1)2 − k2 = 2k + 1 > 2 · 10n
2 + 1 > 201,
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kontradikcija. Dakle, ostaje l = k, a odatle an = b. Sada imamo

k2 = a1a2 . . . bb ≡ bb = 11b ≡ 3b (mod 4),

odakle sledi da 3b daje ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 4 (jer potpuni kvadrati
mogu davati samo ta dva ostatka), pa zakǉuqujemo b ∈ {3, 4, 7, 8}. Daǉe, imamo
k2 ≡ b (mod 5), pa kako potpuni kvadrati pri deǉeǌu sa 5 mogu davati samo
ostatke 0, 1 i 4, jedina mogu�nost koja ostaje je b = 4.

Posmatrajmo sada brojeve a1a2 . . . an−144 i a1a2 . . . 4an−14, koji moraju biti
potpuni kvadrati, recimo k21 i l21 (nekim redom) i k1 6 l1. Posledǌa cifra
brojeva k1 i l1 mora biti jednaka 2 ili 8 (jer im se kvadrat zavrxava cifrom
4). U sluqaju k1 6= l1 imamo l1 − k1 > 4, pa va�i (sliqno kao gore)

450 = 90 · 5 > |90(an−1 − 4)| = l21 − k21
> (k1 + 4)2 − k21 = 8k1 + 16 > 8 · 10n

2 + 16 > 816,

kontradikcija. Dakle, ostaje l1 = k1, a odatle an−1 = 4. Sada posmatrajmo
brojeve a1a2 . . . an−2444 i a1a2 . . . 4an−244, i neka su oni jednaki k22 i l22 (nekim
redom) i k2 6 l2. Imamo k22 ≡ l22 ≡ 44 (mod 100). Sada posmatramo dvocifrene
zavrxetke brojeva qija je cifra jedinica 2 ili 8 i proveravamo dvocifrene
zavrxetke ǌihovih kvadrata, kako je prikazano u slede�oj tablici.

k2 02 08 12 18 22 28 32 38 42 48

k22 04 64 44 24 84 84 24 44 64 04

k2 52 58 62 68 72 78 82 88 92 98

k22 04 64 44 24 84 84 24 44 64 04

Dakle, dvocifreni zavrxetak brojeva k2 i l2 mora biti iz skupa {12, 38, 62, 88}.
U sluqaju k2 6= l2 imamo l2 − k2 > 24, i onda

4500 = 900 · 5 > |900(an−2 − 4)| = l22 − k22
> (k2 + 24)2 − k22 = 48k2 + 576 > 48 · 10n

2 + 576 > 5376,

kontradikcija. Dakle, ostaje l2 = k2, a odatle an−2 = 4.
Konaqno, dokaza�emo da broj a1 . . . 4444, tj. 4444+10000A, nikada nije pot-

pun kvadrat. Pretpostavimo suprotno, tj. 10000A+4444 = t2. Broj t mora biti
paran, recimo t = 2t1. Posle deǉeǌa sa 4 ostaje 2500A+ 1111 = t21. Me�utim,
leva strana daje ostatak 3 pri deǉeǌu sa 4, pa ne mo�e biti potpun kvadrat.

Dr 2019 3A 3

Dakle, ne postoji nijedan prirodan broj m tra�en
u postavci.

3. Neka je B′ presek normale iz P na AB i nor-
male iz S na AD. Iz ]B′PS = 90◦ − ]B′PQ = ]BPQ
i ]B′SP = 90◦ − ]B′SR = ]DSR sledi 4B′PS ∼
4BPQ ∼= 4DRS (posledǌa podudarnost sledi iz je-
dnakih uglova i PQ = RS). Odatle imamo PB′ =
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PS
PQ ·BP i SB′ = PS

PQ ·DS < DS. Sada,

AD2 = (AS +DS)2 = AS2 + 2 ·AS ·DS +DS2 > AS2 +DS2

> AS2 + SB′2 = AB′2 = AP 2 + PB′2 = AP 2 +

(
PS

PQ
·BP

)2

,

odakle dobijamo

PR2 ·AD2 > (PS2 + PQ2)

(
AP 2 +

(
PS

PQ
·BP

)2
)

> (PS ·AP + PS ·BP )2 = (PS · (AP +BP ))2 = PS2 ·AB2

(izme�u prvog i drugog reda smo koristili Koxi–Xvarcovu nejednakost);
dakle, PR

PS > AB
AD .

4. Primetimo da, polaze�i od kvadrata ABCD, posle dva razrezivaǌa
u tako dobijenoj kvad-podeli (koja pritom jeste balansirana) postoje tri
kvadrata me�u kojima su svaka dva susedna, pa su za bojeǌe te kvad-podele
potrebne bar 3 boje, tj. k > 3. Doka�imo da su 3 boje i dovoǉne, tj. da se
svaka balansirana kvad-podela mo�e obojiti sa 3 boje.

Neka temena kvadrata ABCD imaju koordinate (0, 0), (0, 1), (1, 1) i (1, 0).
Kvadrati u svakoj kvad-podeli imaju stranice du�ine 1

2m za nenegativan
ceo broj m (ne nu�no isti za sve kvadrate te kvad-podele), i pritom se
centar kvadrata stranice 1

2m nalazi u taqki ( i
2m+1 ,

j
2m+1 ) za neke neparne

brojeve i i j. Ovo se lako dokazuje indukcijom: za kvadrat ABCD tvrdǌa
jeste ispuǌena, a prilikom jednog razrezivaǌa od kvadrata stranice 1

2m s
centrom u ( i

2m+1 ,
j

2m+1 ) dobijamo qetiri kvadrata stranice 1
2m+1 s centrima u

( i
2m+1 ± 1

2m+2 ,
j

2m+1 ± 1
2m+2 ), tj. u ( 2i±1

2m+2 ,
2j±1
2m+2 ), xto zavrxava indukcijski korak.

Sada �emo konstruisati bojeǌe proizvoǉne balansirane kvad-podele sa
3 boje. Nazovimo boje 0, 1 i 2. Kvadrat s centrom u ( i

2m+1 ,
j

2m+1 ) (ǌegova
stranica je 1

2m ) oboji�emo bojom (−1)m(i − j), gde boju raqunamo po modu-
lu 3. Doka�imo da ovakvo bojeǌe ispuǌava uslove zadatka. Posmatrajmo
dva susedna kvadrata (recimo jedan pored drugog; analogno je ako je jedan
iznad drugog). Ako su oni jednakih stranica, recimo 1

2m , tada imaju cen-
tre u ( i

2m+1 ,
j

2m+1 ) i ( i
2m+1 + 1

2m ,
j

2m+1 ), tj. ( i+2
2m+1 ,

j
2m+1 ), i obojeni su boja-

ma (−1)m(i − j) i (−1)m(i + 2 − j), xto su oqigledno razliqite boje. Ako
su oni razliqitih stranica, recimo 1

2m i 1
2m+1 (moraju biti dva uzastop-

na stepena dvojke zbog balansiranosti), tada imaju centre u ( i
2m+1 ,

j
2m+1 ) i

( i
2m+1±( 1

2m−
1

2m+2 ),
j

2m+1± 1
2m+2 ), tj. ( 2i±3

2m+2 ,
2j±1
2m+2 ), i obojeni su bojama (−1)m(i−j)

i (−1)m+1(2(i− j)± 3± 1) (znaci predstavǉeni sa ,,±“ se mogu birati nezavi-
sno jedan od drugog); druga boja se po modulu 3 svodi na (−1)m(i− j ∓ 1), te
su i u ovom sluqaju boje razliqite. Time je zadatak rexen.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka je H ortocentar posmatranog trougla. Qetvorougao AC0HB0 je
tetivan, AH je ǌegov preqnik a B0C0 ǌegova tetiva (koja pritom sigurno nije
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preqnik zbog oxtrog ugla kod A), pa imamo AH >
B0C0. Analogno, BH > A0C0 i CH > A0B0. Tako�e
je poznato AH = 2OA1, BH = 2OB1 i CH = 2OC1.
Odatle sledi B0C0+A0C0+A0B0 < AH+BH+CH =
2(OA1 +OB1 +OC1), xto je i trebalo dokazati.

2. Odgovor: postoji (n+ 1)!− 1 takvih nizova.
Dokaz sprovodimo indukcijom po n. Za n = 1 ima-

mo samo jedan takav niz (jednoqlani niz qiji je je-
dini qlan 1). Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i
za n− 1, i doka�imo ga za n.

Neka je (a1, a2, . . . , at) jedan takav niz. Po uslovu zadatka, svaki slede�i
qlan je ili ne maǌi od prethodnog, ili maǌi taqno za 1. Podelimo niz na
blokove uzastopnih qlanova na takav naqin da svaki blok qini opadaju�i
niz (i tada to moraju biti uzastopni prirodni brojevi) i da blokovi budu
du�ine kolike god je mogu�e. Tvrdimo da je prvi element svakog slede�eg
bloka strogo ve�i od prvog elementa prethodnog bloka. Zaista, ukoliko
to ne bi bio sluqaj, tada bi se prvi element slede�eg bloka nalazio i u
prethodnom bloku (jer bi bio ne ve�i od prvog elementa prethodnog bloka,
i tako�e, zbog maksimalnosti blokova, bio bi ne maǌi od posledǌeg ele-
menta prethodnog bloka, pa konstatacija sledi iz qiǌenice da su blokovi
sastavǉeni od uzastopnih brojeva), te bismo imali kontradikciju s tre�im
uslovom iz postavke (gde bi k + 1 bila pozicija poqetka slede�eg bloka, a
k pozicija zavrxetka prethodnog). Izbrojmo sada koliko postoji tra�enih
nizova sa elementima iz skupa {1, 2, . . . , n}. Ukoliko se u ǌima ne pojavǉu-
je element n, takvih ima, po induktivnoj pretpostavci, n! − 1. Ukoliko se u
ǌima pojavǉuje element n, tada on mora biti na poqetku posledǌeg bloka, i
taj posledǌi blok mo�e biti nexto od slede�eg: n, (n, n− 1), (n, n− 1, n− 2),
. . . , (n, n − 1, . . . , 1), tj. n mogu�nosti. Ako je taj blok i jedini postoje�i, to
daje jox n tra�enih nizova. Ako nije, brisaǌem tog posledǌeg bloka dobi-
jamo neki od tra�enih nizova sa elementima iz skupa {1, 2, . . . , n− 1}, kakvih
ima n! − 1, i na svaki od ǌih mo�emo dopisati proizvoǉan od navedenih n
blokova. Dakle, konaqan rezultat je:

(n!− 1) + n+ (n!− 1)n = n!− 1 + n+ n! · n− n = n!(1 + n)− 1 = (n+ 1)!− 1,

xto je i trebalo dokazati.

3. Odgovor je negativan.
Doka�imo prvo slede�e pomo�no tvr�eǌe: f(n) = f(n+22) kad god brojevi

n+1 i n+22 imaju jednak broj cifara. Neka brojevi n+1 i n+22 imaju po k
cifara. Sledi xn+22 = (n+22)+10k(n+21)+102k(n+20)+· · ·+1021k(n+1)+1022kxn,
odakle dobijamo

xn+22 ≡
22∑
i=1

(−1)(22−i)k(n+ i) + (−1)22kxn (mod 11).

Prema tome, za parno k imamo xn+22 ≡
∑22
i=1(n+ i) + xn = 22n+ 22·23

2 + xn ≡ xn
(mod 11), a za neparno k imamo xn+22 ≡

∑22
i=1(−1)22−i(n+ i) + xn = 11+ xn ≡ xn



54

(mod 11). Dakle, zaista va�i f(n) = f(n + 22) kad god brojevi n + 1 i n + 22
imaju jednak broj cifara.

Dokaza�emo sada da, ukoliko brojevi tra�eni u postavci postoje, ta-
da i za odabir t = 22 postoji odgovaraju�a vrednost n0 takva da uslovi
iz postavke budu zadovoǉeni. Neka su t i n0 neki brojevi koji ispuǌavaju
postavǉene uslove. Mo�emo pretpostaviti, bez umaǌeǌa opxtosti, t > 22
(jer ako t ispuǌava postavǉene uslove, tada i svaki ǌegov umno�ak ispu-
ǌava te uslove, pa mo�emo odabrati dovoǉno velik umno�ak). Neka je s do-
voǉno velik prirodan broj (konkretno, dovoǉno je da va�i 10s+1 − 10s > 2t
i 10s > n0). Tvrdimo da za sve prirodne brojeve n, n > 10s+1, va�i
f(n + 22) = f(n) (drugim reqima, za brojeve t i n0 mo�emo uzeti vredno-
sti 22 i 10s+1, respektivno). Neka je n proizvoǉan prirodan broj, n > 10s+1.
Uoqimo najmaǌi broj m iz intervala [10s, 10s+1) koji pri deǉeǌu sa t daje
isti ostatak kao i broj m (takav broj postoji poxto je du�ina tog intervala
ve�a od t). Tada, po izboru broja t i definicije funkcije f , va�i f(m) = f(n)
i f(n+22) = f(m+22). Broj m+22 tako�e pripada intervalu [10s, 10s+1) (jer
je taj interval du�ine bar 2t i t > 22). To znaqi da brojevi m + 1 i m + 22
imaju jednak broj cifara, te sledi f(m+ 22) = f(m), pa sve zajedno imamo:

f(n+ 22) = f(m+ 22) = f(m) = f(n).

Time je tvrdǌa dokazana.
Dakle, mo�emo uzeti t = 22, i neku odgovaraju�u vrednost n0. Neka je z

neki prirodan broj oblika 102k−1 − 3 i z > n0. Tada mora va�iti f(z + 22) =
f(z), ali, s druge strane,

xz+22 ≡ (z + 22) + 102k(z + 21) + 102·2k(z + 20) + · · ·+ 1019·2k(z + 3) + 1020·2k(z + 2)

+ 1021·2k−1(z + 1) + 1022·2k−2xz

≡ (z + 22) + (z + 21) + · · ·+ (z + 2)− (z + 1) + xz

= 21z +
22 · 23

2
− 1− (z + 1) + xz ≡ −2z − 2 + xz

≡ (−2) · (−4)− 2 + xz = 6 + xz (mod 11),

kontradikcija. Time je zadatak rexen.

4. Oznaqimo f(1) = c. Ubacuju�i x = y = 1 u zadatu jednakost dobijamo
2c = 2f(c)c, odakle sledi f(c) = 1. Ubacuju�i samo y = 1 dobijamo f(x) + c =

(f(f(x)) + 1)f(x), tj. f(f(x)) = f(x)+c
f(x) − 1 = c

f(x) . Oznaqimo sa A skup svih
slika funkcije f . Iz prethodne jednakosti sledi da za sve x ∈ A imamo
f(x) = c

x . Va�i i obratno: ako je za neko x ispuǌeno f(x) = c
x , tada imamo

f( cx ) = f(f(x)) = c
f(x) = x, tj. x ∈ A. Dakle, imamo da x ∈ A ako i samo

ako c
x ∈ A. Uvrstimo sada u poqetnu jednaqinu f(f(x)) = c

f(x) (i isto za y),

qime dobijamo f(x) + f(y) = ( c
f(x) +

c
f(y) )f(xy) =

c(f(y)+f(x))
f(x)f(y) f(xy), odakle sledi

f(xy) = f(x)f(y)
c . Sada, ako uzmemo x, y ∈ A (podsetimo se, tada va�i f(x) = c

x

i f(y) = c
y ), iz prethodne jednakosti dobijamo f(xy) = c2

cxy = c
xy , odakle imamo

c
xy ∈ A, a onda i xy ∈ A.
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Znamo da c ∈ A. Ako je to i jedini element skupa A, tada je f konstantna
funkcija f(x) ≡ c, i ubacivaǌem ovoga u polaznu jednaqinu imamo 2c = 2c · c,
odakle sledi c = 1, tj. jedno rexeǌe je f(x) ≡ 1.

Pretpostavimo sada da f nije konstantna funkcija. Tada postoji bar jedan
realan broj z razliqit od 1 u skupu A. Onda sledi da su svi brojevi oblika
zk, k ∈ N, u skupu A, xto znaqi da skup A sadr�i beskonaqno mnogo razli-
qitih realnih brojeva. Doka�imo najpre da je u tom sluqaju f injekcija.
Pretpostavimo suprotno: za neke razliqite x i y imamo f(x) = f(y). Neka je
w1, w2, w3 . . . niz realnih brojeva takvih da su vrednosti f(w1), f(w2), f(w3) . . .

sve razliqite. Tada imamo f(wkx) = f(wk)f(x)
c = f(wk)f(y)

c = f(wky); dakle, za
svako k, vrednost f(wk)f(x)

c se nalazi u skupu slika funkcije f ali ima bar
dva originala (to su wkx i wky), xto je u suprotnosti sa uslovom zadatka.
Sledi da f mora biti injekcija (ako nije konstantna funkcija). Sada imamo
f( c

f(x) ) = f(f(f(x))) = c
f(f(x)) = f(x), te sledi c

f(x) = x, a odatle f(x) = c
x za

sve x. Proverom se dobija da i ovo rexeǌe zadovoǉava poqetnu jednaqinu
(za proizvoǉnu vrednost c).

Dakle, sva rexeǌa postavǉene funkcionalne jednaqine su: f(x) ≡ 1 i
f(x) = c

x za proizvoǉno c ∈ R+.

Prvi razred – B kategorija

1. Pretpostavimo da su taqna prva dva iskaza, a tre�i netaqan. Zbog
drugog iskaza, n je neparan i deǉiv sa 5. Sada, da bi tre�i iskaz bio netaqan,
n mora biti deǉiv sa 3 (i deǉiv sa 5, xto smo ve� rekli). Me�utim, kako je
n deǉiv sa 3 a neparan je, sledi da implikacija iz prvog iskaza nije taqna,
kontradikcija.

Neka je sada netaqan prvi iskaz, a taqna preostala dva. Opet iz drugog
zakǉuqujemo da je n deǉiv sa 5 i neparan. Iz tre�eg sledi da n nije deǉiv
sa 3 (jer jeste deǉiv sa 5, pa ostaje samo ova mogu�nost). Me�utim, tada
je leva strana implikacije iz prvog iskaza netaqna, pa qitava implikacija
jeste taqna, tj. u ovom sluqaju su taqna sva tri iskaza, opet kontradikcija.

Konaqno ostaje mogu�nost da je netaqan drugi iskaz, a preostala dva
taqna. Pretpostavimo da je n deǉiv sa 3. Zbog prvog iskaza n mora biti
paran. Tada je drugi iskaz svakako netaqan. Da bi tre�i bio taqan, n ne sme
biti deǉiv sa 5 (jer ve� jeste deǉiv sa 3). Zbirno, dakle, u ovom sluqaju
n mora biti deǉiv sa 6 a ne sme biti deǉiv sa 5, pa pri deǉeǌu sa 30 daje
neki od ostataka 6, 12, 18 ili 24. Konaqno, razmotrimo sluqaj kada n nije
deǉiv sa 3. Prvi i tre�i iskazi su tada automatski taqni. Drugi iskaz je
netaqan ili ako je n paran broj, ili ako nije deǉiv sa 5 (ili oba). U prvom
podsluqaju mogu�i ostaci pri deǉeǌu sa 30 su 2, 4, 8, 10, 14, 16, 20, 22, 26, 28, a
u drugom 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 22, 23, 26, 28, 29.

Dakle, uzeto sve zajedno, pri deǉeǌu sa 30 broj n mo�e davati bilo koji
ostatak osim 0, 3, 5, 9, 15, 21, 25 i 27.

2. Kako je qetvorougao APNC tetivan, sledi ]PAC = 180◦ − ]PNC =
]PNB. Analogno, ]PBC = ]PMA. Odatle, po stavu USU imamo 4APM ∼=
4BPN su podudarni po stavu USU. Odatle je visina iz P na AM podudarna
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visini iz P na BN ; me�utim, ovo su upravo ra-
stojaǌa taqke P od krakova ugla kod temena C,
pa taqka P le�i na simetrali ugla kod temena
C, xto je i trebalo dokazati.

3. a) Neka je n zgodan prirodan broj takav da
je i broj n + 1 zgodan. Jasno je da zbir cifara
bilo kog zgodnog broja mora biti paran. Dakle,
posledǌa cifra broja n mora biti 9 (jer bi u
suprotnom zbir cifara broja n+1 bio za 1 ve�i
od zbira cifara broja n, pa ne bi oba ova zbira
mogla biti parna). Jedini dvocifren zgodan broj

koji se zavrxava cifrom 9 je broj 99, ali imamo 99+1 = 100, a 100 nije zgodan
broj; dakle, tra�eni broj n je bar trocifren. Ukoliko zapixemo n = ab9,
tada imamo n + 1 = a(b+ 1)0 (oqito, b < 9, jer a99 ne mo�e biti zgodan). Da
bi i n i n+ 1 bili zgodni, mora va�iti a+ b = 9 i a = b+ 1, a odatle sledi
a = 5 i b = 4. Dakle, najmaǌi tra�eni broj n je 549.

b) Kao xto smo dobili u delu pod a), da bi i n i n + 1 bili zgodni
brojevi, n se mora zavrxavati cifrom 9, a na isti naqin, da bi i n + 1 i
n+2 bili zgodni brojevi, n+1 se mora zavrxavati cifrom 9. Ovo oqigledno
nije mogu�e, pa sledi da trojka tra�ena u postavci ne postoji.

4. Primetimo da je funkcija f definisana za sve realne argumente osim
za 1

3a . Dakle, da bi f(f(x)) bilo definisano, jednaqina f(x) = 1
3a ne sme imati

nijedno rexeǌe x u skupu R \ { 1
3a}. Jednaqina f(x) =

1
3a , tj.

ax+2
3x− 1

a

= 1
3a , svodi

se na 3a2x+6a = 3x− 1
a , xto je ekvivalentno sa (a2−1)x = −2a− 1

3a . U sluqaju
a = ±1 oqigledno nemamo nijedno rexeǌe x (xto smo i �eleli). Za a 6= ±1
imamo x =

−2a− 1
3a

a2−1 , i jedini sluqaj koji nam ovde odgovara jeste da x bude 1
3a ,

tj. 1
3a =

−2a− 1
3a

a2−1 , xto se svodi na a2 − 1 = −6a2 − 1, tj. a = 0, a ovo je nemogu�e
jer za a = 0 izraz iz postavke nije definisan.

Dakle, ostaje a = ±1, i treba jox proveriti da li obe ove vrednosti
za a zaista ispuǌavaju uslove iz postavke. Za a = 1 imamo f(x) = x+2

3x−1 i

f(f(x)) =
x+2
3x−1+2

3 x+2
3x−1−1

=
7x

3x−1
7

3x−1

= x, xto je i tra�eno. Za a = −1 imamo f(x) = −x+2
3x+1

i f(f(x)) =
−−x+2

3x+1 +2

3−x+2
3x+1 +1

=
7x

3x+1
7

3x+1

= x, xto je i tra�eno.

Dakle, postoje dve tra�ene vrednosti a, i to su a = 1 i a = −1.

Dr 2019 1B 5

5. Izbrojmo prvo pravougaonike sa stranicama paralel-
nim ivicama rexetke. Svaki takav pravougaonik je odre�en
odabirom dva naspramna temena, tj. dve taqke od postoje-
�ih 16 koje nisu na istoj horizontali niti vertikali. Prvu
taqku mo�emo odabrati na 16 naqina a drugu na 9 naqi-
na (posle prve taqke preostaje jox 9 taqaka koje nisu na
istoj horizontali niti vertikali s ǌom), pa tra�enih paro-
va taqaka imamo 16·9

2 = 72 (delimo sa 2 jer redosled taqa-
ka nije bitan). Konaqno, ovim odabirima parova naspramnih temena svaki
pravougaonik smo zapravo ubrojali dva puta (jer svaki pravougaonik ima
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dva para naspramnih temena), pa broj posmatranih pravougaonika iznosi 36.
Daǉe, imamo jox i 4 ,,iskoxena“ kvadrata stranice

√
2 (koja stoje pod

uglom od 45◦ u odnosu na ivice rexetke), kao i 2 kvadrata stranice
√
5.

Konaqno, postoje jox i dva ,,iskoxena“ pravougaonika qije su stranice
√
2

i
√
8 (na slici je prikazan jedan takav pravougaonik i jedan neposredno

prethodno pomenut kvadrat).
Dakle, rexeǌe zadatka je: 36 + 4 + 2 + 2 = 44 pravougaonika.

Drugi razred – B kategorija

1. Imamo 18171 = 9 ·2019 = 32 ·2019, pa sledi log3 18171 = log3 3
2+log3 2019 =

2 + log3 2019. Uvedimo smenu t = log3 2019. Tada treba uporediti brojeve t
i 4 +

√
2 + t. Iz 36 = 729 < 2019 < 2187 = 37 sledi 6 < t < 7. Dokaza�emo

nejednakost t < 4 +
√
2 + t, tj. t − 4 <

√
2 + t. Nakon kvadriraǌa preostaje

dokazati t2 − 8t + 16 < 2 + t, tj. t2 − 9t + 14 < 0. Kvadratna funkcija s leve
strane ima nule u taqkama 9±

√
81−56
2 = 9±5

2 , pa je negativna za t ∈ (2, 7); kako
va�i 6 < t < 7, tra�ena funkcija je zaista negativna za t = log3 2019, pa sledi
da je me�u posmatrana dva broja ve�i 4 +

√
log3 18171.

2. Neka je Ana na poqetku imala n pita. Nakon prvog sata joj je ostalo 3n−1
4

pita, nakon drugog sata 4
5
3n−1

4 − 1
5 , tj.

3n−2
5 pita, nakon tre�eg sata 3

4
3n−2

5 − 1
4 ,

tj. 9n−11
20 pita, nakon qetvrtog sata 3

4
9n−11

20 − 1
4 , tj.

27n−53
80 pita, a nakon petog

sata 4
5
27n−53

80 − 1
5 , tj.

27n−73
100 pita. Svi ovi izrazi treba da budu celi brojevi,

odakle lako vidimo da mora va�iti n ≡ −1 (mod 4, 5, 20, 80, 100), tj. n+1 mora
biti deǉivo svim navedenim brojevima. Kako va�i NZS(4, 5, 20, 80, 100) = 400,
posledǌi uslov je ekvivalentan sa 400 | n + 1, te najmaǌi mogu� broj pita
koje je Ana mogla poneti iznosi 399.

3. Poqetni uslov je x + 6 > 0 (tj. x > −6). Dodajmo obema strana-
ma jednaqine izraz 4(x + 6). Dobijamo x2 + 4x

√
x+ 6 + 4(x + 6) 6 9(x + 6),

tj. (x + 2
√
x+ 6)2 6 9(x + 6), xto se svodi na |x + 2

√
x+ 6| 6 3

√
x+ 6, tj.

−3
√
x+ 6 6 x+ 2

√
x+ 6 6 3

√
x+ 6.

Reximo prvo nejednaqinu −3
√
x+ 6 6 x+2

√
x+ 6, tj. −5

√
x+ 6 6 x. Ona je

uvek zadovoǉena za x > 0, dok za x < 0 nakon kvadriraǌa ostaje 25(x+6) > x2

(meǌa se znak nejednakosti), tj. x2−25x−150 6 0; funkcija na levoj strani ima
nule u taqkama 25±

√
252+600
2 = 25±35

2 , pa je za x < 0 nepozitivna na intervalu
x ∈ [−5, 0). Dakle, rexeǌe posmatrane nejednaqine je x ∈ [−5,∞).

Reximo sada nejednaqinu x+2
√
x+ 6 6 3

√
x+ 6, tj. x 6

√
x+ 6. Ona je uvek

zadovoǉena za x ∈ [−6, 0], dok za x > 0 nakon kvadriraǌa ostaje x2 6 x+ 6, tj.
x2 − x − 6 6 0; funkcija na levoj strani ima nule u taqkama 1±

√
1+24
2 = 1±5

2 ,
pa je za x > 0 nenegativna na intervalu x ∈ (0, 3]. Dakle, rexeǌe posmatrane
nejednaqine je x ∈ [−6, 3].

Sve zajedno, rexeǌe nejednaqine iz postavke je:

x ∈ [−5,∞) ∩ [−6, 3] = [−5, 3].

4. Oznaqimo sa C ′ i A′, redom, podno�ja normala iz taqke Q na stranice
AB i BC. Va�i ]ACB = 180◦ − 60◦ − 20◦ = 100◦ i ]ACQ = ]ACB − ]QCB =
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100◦ − 30◦ = 70◦. Odatle,
]CQA = 180◦ − ]ACQ −
]CAQ = 180◦ − 70◦ − 40◦ =
70◦ = ]ACQ, pa sledi da je
4ACQ jednakokrak, tj. AC =
AQ. Oznaqimo sa S sredixte
du�i CQ. Iz prethodnog
sledi da je AS visina u
4ACQ, i tako�e simetrala
ugla kod temena A. Sada prime�ujemo da 4ASQ i 4AC ′Q imaju sve uglove
jednake, kao i zajedniqku hipotenuzu AQ, pa su oni podudarni. Odatle sledi
QC ′ = QS. S druge strane, u pravouglom 4CA′Q ugao kod temena C jed-
nak je 30◦, pa zakǉuqujemo CQ = 2QA′; kako je S sredixte du�i CQ, imamo
QS = QA′. Iz ovoga i ranijeg QS = QC ′ sledi QA′ = QC ′, ali ovo znaqi da
je taqka Q jednako udaǉena od krakova ugla kod temena B, te ona pripada
simetrali tog ugla.

5. Ako su sve cifre iste, takvih brojeva ima 9 (svi osim 00000, jer on ne
ispuǌava uslove zadatka). Nadaǉe posmatrajmo brojeve koji imaju bar dve
razliqite cifre.

Prebrojmo prvo koliko maksimalno mo�e biti takvih brojeva qije su
cifre u neopadaju�em poretku. Svaki takav broj je jednoznaqno odre�en oda-
birom pet cifara koje ga saqiǌavaju (nakon xto su cifre odabrane, broj do-
bijamo ǌihovim sortiraǌem u neopadaju�em poretku), i pritom me�u cifra-
ma ne sme biti 0 (ako bi bila, onda bi ona, zbog neopadaju�eg poretka, morala
i�i na poqetak telefonskog broja, xto je zabraǌeno uslovom zadatka). Ako je
broj saqiǌen od samo dve razliqite cifre, one formiraju jedan od slede�ih
obrazaca: prvo jedna cifra, a potom qetiri iste (ve�e od prethodne); prvo
dve iste, a potom tri iste (ve�e od prethodnih); prvo tri iste, a potom jox
dve iste; prvo qetiri iste, a potom jox jedna ve�a. Dakle, od dve fiksira-
ne cifre mo�emo napraviti 4 telefonska broja, a kako te 2 cifre mo�emo
odabrati na

(
9
2

)
naqina, tih telefonskih brojeva ima 4 ·

(
9
2

)
. Ako je broj sa-

qiǌen od tri razliqite cifre, one formiraju jedan od slede�ih obrazaca:
3+1+1, 1+3+1, 1+1+3, 2+2+1, 2+1+2 ili 1+2+2, xto je 6 mogu�nosti, a
kako te tri cifre mo�emo odabrati na

(
9
3

)
naqina, to daje 6 ·

(
9
3

)
brojeva. Ako

je broj saqiǌen od qetiri razliqite cifre, one formiraju jedan od slede�ih
obrazaca: 1 + 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 2 + 1, 1 + 2 + 1 + 1 ili 2 + 1 + 1 + 1, pa takvih
brojeva ima 4 ·

(
9
4

)
. I konaqno, onih kojima su sve cifre razliqite ima

(
9
5

)
.

Prebrojmo sada one brojeve qije su cifre u nerastu�em poretku. Rezon je
potpuno isti, samo treba imati u vidu da sada imamo 10 cifara u opticaju
(jer ovde brojevi mogu sadr�ati i cifru 0), pa dobijamo jox 4 ·

(
10
2

)
+6 ·

(
10
3

)
+

4 ·
(
10
4

)
+
(
10
5

)
telefonskih brojeva.

Ukupan rezultat je: 9+4·
(
9
2

)
+6·

(
9
3

)
+4·

(
9
4

)
+
(
9
5

)
+4·

(
10
2

)
+6·

(
10
3

)
+4·

(
10
4

)
+
(
10
5

)
=

9 + 144 + 504 + 504 + 126 + 180 + 720 + 840 + 252 = 3279 telefonskih brojeva.
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Tre�i razred – B kategorija

1. Poxto postoji ukupno 5 neparnih cifara: 1, 3, 5, 7 i 9, od ǌih mo�e-
mo sastaviti ukupno 125(= 53) trocifrenih brojeva. Za svaku od 5 neparnih
cifara, postoji ukupno 25 posmatranih trocifrenih brojeva koji imaju tu
cifru na mestu jedinica. Isto va�i i za cifru desetica i cifru stotina.
Dakle, grupixu�i zbirove na mestu stotina, desetica i jedinica, izraqu-
navamo da tra�eni zbir iznosi: 100 · 25 · (1 + 3+ 5+ 7+ 9) + 10 · 25 · (1 + 3+ 5+
7 + 9) + 25 · (1 + 3 + 5 + 7 + 9) = 62500 + 6250 + 625 = 69375.

2. Da bi izraz s leve strane bio jednak 1 za celobrojnu osnovu i celo-
brojni eksponent, mora va�iti jedan od slede�ih uslova: eksponent je 0 a
osnova je razliqita od nule; osnova je 1 a eksponent proizvoǉan; osnova je
−1 a eksponent paran broj. Razmotrimo sada ove mogu�nosti ponaosob.
• n3 +14n2 +33n = 0 i n4− 9n2 +19 6= 0: Imamo 0 = n3 +14n2 +33n = n(n2 +

14n + 33), pa su, pored n = 0, rexeǌa jox i n = −14±
√
142−4·33
2 = −14±8

2 ,
tj. n = −3 i n = −11. Direktno se proverava da sva ova rexeǌa zaista
ispuǌavaju i uslov n4 − 9n2 + 19 6= 0.

• n4 − 9n2 + 19 = 1: Jednaqina n4 − 9n2 + 19 = 1 se uvo�eǌem smene n2 = t

svodi na t2 − 9t+ 18 = 0, qija su rexeǌa t = 9±
√
92−4·18
2 = 9±3

2 , tj. t = 6 i
t = 3. S obzirom na n = ±

√
t, ovde ne dobijamo celobrojna rexeǌa za n.

• n4 − 9n2 + 19 = −1 i n3 + 14n2 + 33n je paran broj: Jednaqina n4 − 9n2 +
19 = −1 se uvo�eǌem smene n2 = t svodi na t2 − 9t + 20 = 0, qija su
rexeǌa t = 9±

√
92−4·20
2 = 9±1

2 , tj. t = 5 i t = 4. U prvom sluqaju ne
dobijamo celobrojna rexeǌa za n, dok u drugom dobijamo n = 2 i n = −2.
Prime�ujemo da za obe ove vrednosti izraz n3 + 14n2 + 33n jeste paran
broj, pa to jesu rexeǌa jednaqine iz postavke.

Dakle, rexeǌa polazne jednaqine su: n ∈ {−11,−3,−2, 0, 2}.

3. Potkorenu veliqinu mo�emo transformisati na slede�i naqin: x2 −
6xz + 6x + 9z2 − 18z + 9 = (x − 3z)2 + 6(x − 3z) + 9 = (x − 3z + 3)2, pa je prvi
sabirak zapravo |x−3z+3|. Primetimo da su svi sabirci nenegativni, pa da
bi ǌihov zbir bio 0, svi moraju biti jednaki nuli. Prema tome, jednaqina
iz postavke je zapravo ekvivalentna slede�em sistemu:

x − 3z = −3;
2x+ ky − z = −2;
x+ 2y + kz = 1.

Prvu jednaqinu pomno�enu sa − 1
3 dodamo drugoj, a pomno�enu sa k

3 dodamo
tre�oj, qime se one svode na 5

3x + ky = −1 i k+3
3 x + 2y = 1 − k. Prvu od dve

posledǌenavedene jednaqine pomno�imo sa −k+3
5 i dodamo slede�oj, qime se

ona svodi na 10−k2−3k
5 y = 8−4k

5 , tj. (10− k2 − 3k)y = 8− 4k. Prema tome, gorǌi
sistem je ekvivalentan sa

x− 3z = −3;
5
3x+ ky = −1;

(10− k2 − 3k)y = 8− 4k.
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Za 10− k2− 3k 6= 0 sistem ima jedinstveno rexeǌe (iz posledǌe jednaqine
raqunamo y, iz prethodne x, a potom iz prve z). Izraz na levoj strani je 0

za k =
3±
√

(−3)2+4·10
−2 = 3±7

−2 , tj. za k = −5 i k = 2. Dakle, za k 6= −5, 2 sistem
ima jedinstveno rexeǌe. Za k = −5 posledǌa jednaqina se svodi na 0 = 28,
pa sistem tada nema rexeǌa, a za k = 2 posledǌa jednaqina je ispuǌena za
ma koje y (i za svako y mo�emo na�i odgovaraju�e x i z), pa sistem tada ima
beskonaqno mnogo rexeǌa.

Dr 2019 3B 4

4. Neka su (x, y) koordinate taqke M . Iz
uslova zadatka sledi 4MAO ∼ 4MBC, pa do-
bijamo MC

MO = MB
MA = BC

AO , xto se (nakon kva-

driraǌa) svodi na (4−x)2+y2
x2+y2 = (2−x)2+y2

x2+(y−1)2 = 4,
a odavde imamo sistem 16 − 8x + x2 + y2 =
4x2 + 4y2 i 4− 4x+ x2 + y2 = 4x2 + 4y2 − 8y + 4.
Oduzimaǌem prve jednaqine od druge dobi-
jamo 4x − 12 = −8y + 4, tj. x = 4 − 2y. Za-
menom ovoga npr. u drugu jednaqinu dobijamo
4 − 4(4 − 2y) + (4 − 2y)2 + y2 = 4(4 − 2y)2 + 4y2 − 8y + 4, xto posle sre�i-
vaǌa daje −15y2 + 64y − 64 = 0. Rexavaǌem ove jednaqine dobijamo y1/2 =
−64±

√
642−4·15·64
−30 = −64±16

−30 , tj. y1 = 8
5 i y2 = 8

3 . Ovim vrednostima odgovaraju
x1 = 4− 16

5 = 4
5 i x2 = 4− 16

3 = − 4
3 .

Dakle, postoje dve mogu�nosti za koordinate takve taqke M : ( 45 ,
8
5 ) i

(− 4
3 ,

8
3 ).

5. Primetimo da po modulu 10 va�i 33 = 27 ≡ 7 (mod 10), 34 ≡ 7 · 3 = 21 ≡ 1
(mod 10), 35 ≡ 1·3 = 3 (mod 10), 36 ≡ 3·3 = 9 (mod 10), 37 ≡ 9·3 = 27 ≡ 7 (mod 10)
i daǉe se ostaci po modulu 10 (tj. posledǌe cifre stepena trojke) periodiqno
ponavǉaju (period je 7, 1, 3, 9). Pretpostavimo da se broj 3n zavrxava ciframa
ab, tj. 3n = 100k+10a+b. Tada imamo 3n+1 = 300k+30a+3b, te su posledǌe dve
cifre broja 3n+1 iste kao posledǌe dve cifre broja 30a+3b, a ako je a paran
broj, pretposledǌa cifra je, dakle, iste parnosti kao i pretposledǌa cifra
broja 3b (ukoliko je 3b jednocifren broj, smatramo da mu je pretposledǌa
cifra 0). Za polazni stepen trojke (tj. 27) imamo da je pretposledǌa cifra
parna, a kako b mo�e uzimati samo vrednosti 7, 1, 3 i 9, i kako u ovim
sluqajevima 3b iznosi 21, 3, 9 i 27, redom, vidimo da je i pretposledǌa
cifra broja 3b uvek parna, pa po tvrdǌi iz prethodne reqenice vidimo da
�e ta parnost pretposledǌe cifre i nadaǉe ostati oquvana, tj. svi brojevi
3n za n > 3 imaju parnu cifru desetica.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Iz jednakosti z2019 = 1 sledi |z2019| = 1, a onda i |z|2019 = 1, odakle
dobijamo |z|2019 = 1. Na isti naqin sledi |z + 1| = 1. Zapiximo z = a + bi,
a, b ∈ R. Jednakost |z| = 1 svodi se na a2 + b2 = 1, dok se |z + 1| = 1 svodi ne
(a+1)2 + b2 = 1. Oduzimaǌem pretposledǌe jednakosti od posledǌe dobijamo
2a + 1 = 0, tj. a = − 1

2 . Sada imamo (− 1
2 )

2 + b2 = 1, tj. b2 = 3
4 , odakle sledi

b = ±
√
3
2 . Dakle, jedini mogu�i kandidati za brojeve koji ispuǌavaju tra�eni
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uslov su z = − 1
2 ± i

√
3
2 . U tom sluqaju imamo z + 1 = 1

2 ± i
√
3
2 i onda (z + 1)3 =

( 12 ±
√
3
2 i)

3 = ( 12 )
3 ± 3 · ( 12 )

2 ·
√
3
2 i+3 · 12 · (

√
3
2 i)

2 ± (
√
3
2 i)

3 = 1
8 ±

3
√
3

8 i− 9
8 ∓

3
√
3

8 i = −1,
pa odatle (z + 1)2019 = ((z + 1)3)673 = (−1)673 = −1, xto ne odgovara uslovu.

Prema tome, ne postoji nijedan kompleksan broj koji ispuǌava postavǉeni
uslov.

2. Odgovor je potvrdan.
Oznaqimo xn = 200 . . . 0019, gde se 0 ponavǉa n puta; drugim reqima, xn =

2 · 10n+2 + 19. Tada 2019 | xn ako i samo ako 2019 | xn − 2019. Primetimo,
xn − 2019 = 2 · 10n+2 + 19− 2000− 19 = 2000(10n−1 − 1), pa je dovoǉno dokazati
da postoji prirodan broj n, n > 2, takav da 2019 | 10n−1 − 1. Doka�imo da
me�u brojevima 101− 1, 102− 1, ..., 102019− 1 postoji broj koji je deǉiv sa 2019.
Pretpostavimo suprotno. Kako imamo ukupno 2019 posmatranih brojeva, a
nijedan nije deǉiv sa 2019, neka dva me�u ǌima moraju davati isti ostatak
pri deǉeǌu sa 2019 (xto sledi iz Dirihleovog principa, budu�i da postoji
samo 2018 nenula ostataka pri deǉeǌu sa 2019). Neka su to brojevi 10a − 1 i
10b−1, za 1 6 a < b 6 2019. Me�utim, tada bi va�ilo 2019 | (10b−1)−(10a−1) =
10a(10b−a−1), pa kako su 10 i 2019 uzajamno prosti, sledilo bi 2019 | 10b−a−1;
kako b − a ∈ {1, 2, ..., 2018}, ovo je kontradikcija sa pretpostavkom. Ovim je
dokazano da postoji prirodan broj k takav da 2019 | 10k − 1, xto znaqi da
postoji i prirodan broj n, n > 1, takav da 2019 | xn.

3. Optu�eni ne mo�e biti la�ov, jer bi u tom sluqaju ǌegova izjava
bila netaqna pa bi on bio kriv, ali po uslovu zadatka la�ov nije kriv za
poqiǌeni zloqin.

Prepostavimo da je optu�eni istinoǉubac. Tada je ǌegova izjava taqna pa
je on nevin, a u tom sluqaju je i braoniqeva izjava taqna, pa branilac mora
biti normalac (ne mo�e biti istinoǉubac jer je optu�eni istinoǉubac).
Preostaje da je u tom sluqaju tu�ilac la�ov, pa on ne mo�e biti kriv, te
je u ovom sluqaju kriv branilac.

Pretpostavimo sada da je optu�eni normalac, i da je nevin. Tada je bra-
nioqeva izjava taqna, pa on mora biti istinoǉubac. Preostaje da je tu�ilac
la�ov, te je on nevin, i u ovom sluqaju je ponovo kriv branilac.

Pretpostavimo konaqno da je optu�eni normalac i da je kriv. Tada brani-
lac mora biti la�ov, i preostaje da je tu�ilac istinoǉubac.

Kada sve sumiramo, vidimo da (na osnovu dexavaǌa pre dolaska inspek-
tora) preostaju samo slede�e tri opcije:

opcija 1 opcija 2 opcija 3
optu�eni nevin istinoǉubac nevin normalac kriv normalac
branilac kriv normalac kriv istinoǉubac nevin la�ov
tu�ilac nevin la�ov nevin la�ov nevin istinoǉubac

Primetimo da je u svim mogu�nostima tu�ilac nevin, i pritom ni u jednoj
od ǌih tu�ilac nije normalac. Dakle, nakon xto je inspektor quo odgovor
na prvo pitaǌe, ustanovio je da li je tu�ilac istinoǉubac ili la�ov (u za-
visnosti od toga da li dobije odgovor ,,ne“ ili ,,da“, respektivno). Poxto je
inspektor nakon toga postavio i drugo pitaǌe, sledi da je tu�ilac la�ov (u
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suprotnom bi inspektor jednoznaqno identifikovao opciju 3 pa, po uslovu
zadatka, ne bi ni postavǉao drugo pitaǌe). Na drugo postavǉeno pitaǌe,
branilac istinoǉubac bi odgovorio ,,ne“, a branilac normalac bi mogao
odgovoriti i ,,da“ i ,,ne“. Prema tome, ukoliko bi odgovor na drugo inspek-
torovo pitaǌe bio ,,ne“, inspektor ne bi mogao da utvrdi da li je posredi
opcija 1 ili opcija 2; kako je inspektor posle drugog pitaǌa saznao sve xto
je hteo, sledi da je quo odgovor ,,da“, i da je konaqno rexeǌe predstavǉeno
opcijom 1.

4. Mo�emo zapisati

an = sin2 π
√
n2 + n = sin2 π(

√
n2 + n− n+ n)

= sin2 π

(
(
√
n2 + n− n)(

√
n2 + n+ n)√

n2 + n+ n
+ n

)
= sin2 π

(
n2 + n− n2√
n2 + n+ n

+ n

)
= sin2 π

(
n√

n2 + n+ n
+ n

)
= sin2

(
nπ√

n2 + n+ n
+ nπ

)
= sin2

nπ√
n2 + n+ n

.

Kako va�i lim
n→∞

n√
n2+n+n

= lim
n→∞

1√
1+ 1

n+1
= 1

2 , dobijamo lim
n→∞

an = sin2 π2 = 1.
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5. Odgovor: postoji.
Neka je ABCDE pravilan petougao. Tvrdimo da

npr. qetvorougao ABCD ispuǌava uslove iz postavke.
Zaista, koje god ǌegovo teme da obrixemo, umesto ǌega
mo�emo odabrati taqku E, i dobijeni qetvorougao �e
biti podudaran qetvorouglu ABCD (budu�i da, zbog
simetrije, svi qetvorouglovi qija su temena nekih 4
od 5 temena pravilnog petougla jesu me�usobno podu-
darni).
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