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3anuc o Beorpamy

Beorpan, rpanx Beoma OypHe mcropuje, jemaH je on HajcTapujux y Eppomu.
Hoerosa ucropuja rpaje mynux 7 000 rommua. IIpocrop orko Beamkux pera Case
u IlyHaBa Ouo je HacCe/beH jOII y maJyieoJuTCKOM nepuony. V3 crapujer kameHor
noba moTUUYY OCTanu JbYACKAX KOCTHU]y U Jobama HeaHaepTaJjala, npoHabhenu y
kaMmeHosJoMy kox Jlemrana, y mehwmum ma YUyrapunu m y 6amsuau Bajronujese
nujarne.

Ocramu kyarype miaaber kamenor noba npouabenu cy y Bumunm, sKaproy u
lopmwewm rpany, usnan ymha Case y yunas. To yka3syje ma je npocrop Beorpana
Oro HacesbeH Y KOHTUHYUTETY U A3 je NMHTE3UTET TOr HACehaBama OMBAO CBE jadm.
Meuora naHamma Haceba OEOrpaCKe OKOJIUHE JieKe Ha KYJITYPHUM CJIOjeBUMA
PaHUjUX TPAUCTOPUjCKUX HACEOOUHA.

Bunua kpaj Beorpana cnmana y pen Haj3HAYajHMjUX HACEOOMHA U KyJITYPHUX
HaJIA3UIITa MPANCTOPUjCKOT mepuoaa. Apxeomnomke uckonuue Ha Pocnu hynpuju,
lopmwem rpany, Kapabypmu, 3emyny m Bunum morBpbyjy mpermocraBre na je
nonpyuje Beorpanma 6uiao MHTE3MBHO HACE/LEHO U Oa Ce HHErOBO CTAHOBHUIITBO
0aBMIIO IIYKHOM 3eMJbOPAAKHOM U APYTUM nparefiuM npuBpeHuM MeIaTHOCTUMA.
Ha oBuMm soranmureTriMa OTKpUBEHE Cy HEKpPOIOJie OPOH3AaHOI U METAJHOI 100a,
Ka0 ¥ IOKA3W PA3IUYUTUX KYJITYPHUX yTUIA]A.

Beorpan je cpemumre ryatrype u ymernoctu Cpbuje. Y Beorpany crapajy
MHOTY HAIIW 3HAYAJHU YMETHUIM, roauinme ce onap:xku Bume on 9 000 mozopumramrx
npeacTraBa, U3JI0K0M, KOHIlEpaTa, neppopManca U APYTUX YMETHUYKAX IIPOTrpaMa,
roCTyjy OpOjHM EMWHEHTHU CTBAPAOIMU U3 CBeTa yMeTHOCTU. beorpan je cemumire
HAJBUIMINX APKABHUX U HANUOHAJJIHUX WHCTUTYIUja KyaType u ymerHoctu: Cpicke
akaneMuje Hayka u ymernoctu, Haponue 6ubauoreke Cpbuje, Hapomuor myseja,
Hapoauor mozopumra, Y uusepsurera y Beorpamy, Y HuBep3uTeTa YMETHOCTH.

Y DBeorpany ce mHajmase 3HayajHa mesa apxutekrype, Ramsemerman u Beorpan-
cka TBpbhHaBa, CIOMEHUIM KyJType U Apyra HEIMOKpeTHa KyJATypHa mobpa, 6pojHa
apXEOJIOMIKa HAJIA3UIITA Ca MATEPUjAJHUM OCTAIMMa KOJU CBEAOYE O Pa3BUjeHO]
NVBUIN3AIMU U KyJATYypu Ha Tay Beorpama on mpaucTtopuje Oo maHac.

I'pan Georpan ocauBau je 36 ycranosa kyarype (11 mozopuinra, 8 ycranosa
samrure, 4 6ubnuoreke, 13 meHTapa 3a KynATypy ¥ rajepuja) u 2 jaBaa npexnyseha
3a Koje 00e30ehyje ycioBe pana, a ICTOBPEMEHO MOMAasKe PeaJiM3alujy Iporpama
U mporpaMmckux npojexkata 101 ycTraHoBe M yMETHUUKE ACOLUjaldje.

Beorpan, ka0 yHUBEP3UTETCKN IEHTAD, UMa 2 APKABHA YHUBEP3UTETA U BUIIE
NPUBATHUX BUCOKOOOpa3oBHUX mHCTHUTymuja. ¥ Beorpany mma 280 ocHOBHUX u
cpemwux mkoga. Ox 195 ocmoBHuX mkoga — 162 cy pemoBHe ocHOBHe, 14 je
CHIeIVjaJJHUX OCHOBHUX INKOJIA, 15 yMeTHWYKUX U 4 IIKOJIe 3a OCHOBHO OOpa3o-
Bame OIPACIUX.

Beorpan je m cemumre BPXYHCKUX HAYYHUX U UCTPAKUBAUYKAX yCTAHOBA U3
CBUX 00JIaCTH.



"0 IleBeToj rumHA3Ujn

Iesera rumuasuja ,Muxauno Ilerposuh Amac* (Hosu Beorpan, Gynesap
mapmadsia TounGyxuna 41) ocuosana je 30. jyna 1961. romuue u on 1. cenremGpa
Te romuHe moyesa je ca pauaom. Ilom mmenom 'mvmasuja ,,HoBu Beorpan® mkomaa
NpBY IIKOJICKY TOIUHY 3amouwnte y 3rpaau OcHoBHe mkoJsie , Baamuvup Wisuy
Jlewnu“ ynucasmu y npsu paspen 176 yuenuka pacnopebenHux y mer omesbema.
Hajsehu nmpobGisiem ['mmuaszmje 6umo je HemocTarak ageKBATHOI IPOCTOPA jep ce
HacraBa onp:kaBasia u y OcuoBHoj mkoau , Mean ['yunynuh“ momro mkosa Huje
uMaJia COMCTBeHy 3rpany. ¥ jyay 1964. rommue 'mMua3Mja ce KOHAYHO yce/haBa
y CBOjy 3rpamy, nmomuruyty 3a norpebe OcuoBae mrose ,sRukuna Josanosuh
Mnanan“, 6ausy CrymeHTckor rpana. ¥ TO BpeMe OHa je Ouia mpBa Cpeama
mKoJIa ¥ 3amyro jemuHa rumuasuja #a Hosom Beorpamy. Y Omaymm o ocHu-
Bamy ['MMHA3Mje yHECEeHU Cy U H-€HU OCHOBHU 3amanu: , [Ipowupumu u npodydbumu
FHame NPUPOORUT U OPYWMBEHUT HAYKA U ONWME-METHUNKOZ 00Da308aHaA: HE208AMU
U NOJCMUYAMU AUYHE CTLOCOOHOCTU U CKAOKOCTIY YUEHUKA U NOMA2GMU UM Y U300DY
Oamee WKOAOBAMWG U NO3UBA: OONPUHOCUMYU 0ADEM URMEAEKIMYGAROM, PUFUKOM,
OPYWMBEHOM, MOPAAHOM U ECMEMCKOM BACNUMAKY U YCABPULGBAHY YUEHUKA DPAOU
BUT0B02 0CNOCOONHABATHA 3G AKMUBAH Opywmeeny pad, Kao u 3a 30pas U KYAmypax
acusom . Ironcre 1961/62. romuue 'mmuasuja je npuMuia y pagau ogHoc 4 a
HapenHe roauHe jom 17 HacTaBHWKA, Kala je yOMcala y OPBU W APYTU Pa3pemn
456 yuenwmra. VcrTe mkoJCkKe ToAWHE THUMHA3Wja je OTBOpMIA M Tpehm paspem,
jemHO omeJbeme OPYIITBEHO-j€3UYKOT U MBa OMEJHeHa MIPUPOTHO-MATEMATUUKOT
cMmepa, ynucasmm 81 yuenmka. [Ilkosna je BpemMeHOM Memasa Ha3uBe. ['onmue
1963. ymmcanma je y perucrap kao l'mvuasumja ,Hoesu Beorpazg® a 1965. xao
IleBera Oeorpancka rumuasuja ,HoBu DBeorpan“. I'mmua3zwuja Huje Morma na
u3berne HU ycMmepeHo oOpasoBame, Hu mHTerpanujy. Om 1979. nmo 1984. ronune
buna je muTerpucana ca O6paszoBuum 1enTpom ,IlpBu maj“. Tama je umasna
u mona3Huke Beuepme mrkosae. Ilocie Heycmesne wmHTerpamyje perucTpoBaHa je
1984. kox Oxpy:xHOT TpuBpenHor cyna y DBeorpany kao Pamua opranu3zamnuja
MaTeMaTUYKO-TEXHUUKA Cpenma mirojaa ,Mwuxaummo Ilerposuhi Anac“, a Tpu ro-
[UHE KacHWje KOJ MCTOr cyla Mema Ha3uB y Maremarwmuyra mkoisa ,,Mwuxaniao
I[Merposuh Anac“. Canammu wazus — Ilesera rumuasuja ,,Muxauno Ilerposuh
Anac“ — mocu on menemGpa 1990. romuue. ITocsie roroBo aBe meueHwuje o1 OCHU-
Bama OBa y30pHA ITKOJa H00MIa je mMme Beaukor Hayunuka Muxawmna [Terposuha
— Muke Anaca — UMaHEHTHO H>€HOM Tpoduiry u yriaeny meby rumuasujama.

Ilarac je oBo caBpeMmeHa mKkoJja kojy moxaba mpubamxuao 1000 yuenuka pac-
mopebenux y 32 omemmema — o ocaM omesbema Y CBAKOM pa3peny O KOjUuX Cy TPHU
0OJleJbeHha JPYIITBEHO-]€3UYKOD U HEeT OMeJheHa IIPUPOAHO-MATEMAPUYKOL CMeEpa.
IleBery ruMHA3U]Y yOUCY]y HajOomu 1 Hajycuemanju yuenunu Penybauke CpoOuje
u rpana Beorpana. ¥ 'umHasuju mocieqmux TOAUHA YCIEITHO Page: hadku map-
JIAaMEHT, nebaTHU KIy0, IpaMCKa, My3UYKa, PEIIMTATOPCKA, JUTEPpAPHA, OMOJIOMKA
U aHTUYKA CEKNUja, Ka0 WM pa3He CIOPTCKe Cekruje. Y dyenunu lleBere ruMuasuje
oCBajasil Cy WM OCBajajy HAjBUIIA TPU3HAIA W HATDAJE HA PA3IUYUTUM TaKMUUE-
BUMa 1 OJUMIINjataMa 3Hamba U3 TOTOBO CBUX HACTABHUX IIPEAMETA, HA CHOPTCKIM
TaKMUUemhUMa, KOHKypcuMma u cmorpama. Crora omu sako 06e3bebyjy mpoxon-
HOCT Ha kesbeHu parynarer u'y Cpbuju u y nnocrpancrBy. bpojuu yuenunu csake
roaute noxabajy mporpame y McrpasknBaukoj cranunu llerHuna kao u y Perumo-



HAJIHOM LEHTPY 3a TaJsieHTe. VIcTo Tako, KOHTUHYUPAHO U YCIEIIHO, HAIIN Y YEeHUIN
ce baBe m xymanuTapuuMm pagoMm — capabyjy ca Ilpsenum rpcrom Cpb6uje, lo-
MOM 3a memy omereHy y pasBojy y Cpemuurm u llenTpom 3a 3amTuTy omojuanu,
Ierne u oMJIaIuHe Y 3BEYaHCKO] yauiuy u muxoBuM Jlomom wa Boskmosiy. I[Tpore-
KJINX TOAMHA yYECTBOBAJIU Cy y OpOjHHM mpojekTuMma monytT .3dpaso Eepono, Exo
Jlesema, Unwmepnecm, Buxu zumnasujasay, Yuewuuxo npedysehe ,Aaacu®. Hero-
JIMKO Y3aCTOMHUX TeHeparuja ['mMHA3Mja mMa yCIenHe IPeACTaBHUKE Y TPOjeKTy
Leol'padcka KyaTypa y opramusanuju 3aBoda 3a 3aIITUTY CIOMEHUKA KYJITYpe
rpana Beorpana.

IleBera ruMHasmja je ocTBapwiia M ycnemHy MebhyHapomHy capammy ca I'-
mHasujama y Pycuju m CioBeHMju, KA0 M BUINETOQUINLY KYJITYPHO-IPOCBETHY
capammy ca Pyckum momom m Pyckom mkromom y Beorpany.

On jyma 2007. romuse ympasa ['mMHA3Mje yCTaHOBUWJIA je CBEUYAHU NPUjEM U
Harpafe 3a HajyCIemHUje YUYEeHUKEe KOJU CY CBOjUM AHTAKOBAWKHEM Y PA3JINUYUTUM
BAHHACTABHUM AKTUBHOCTUMA JOCTOJHO W YCIIEIIHO MPEACTABUIU CBOJY IIKOJIY Yy
texkyhoj mkosckoj roauau. OBoM mpuiukoMm obuyHO ce Harpabyje oko 50 ydeHuka
KOju Cy OCTBapuiaud HajOOme pe3yarare Ha MeDhyHapomHUM, pernyOJIudKuM U I'Pa-
CKUM TAKMHUUYEHhUMA U3 MaTeMaTuke, (u3nKe, XxeMmuje, bumosiormje, ucropuje, re-
orpaduje, CPICKOI je3uKa, CTPAHUX je3UKa, KEBLWKEBHOCTU, (uioszoduje, pasiu-
ynutux cnoproBa. Mebhy muma cy m yyeHunu xoju cy cBojuM My3uuykuMm ymehem
oboraTuan KyJTypPHU KUBOT y INKOJIU.

YueHUI HAIle MIKOJE Cy YBEK MOKA3WBAJIU [MOCEOHY 3aMHTEPECOBAHOCT 34
MATEMATUKY W PAaYyHAPCTBO M MHGOPMATUKY. 10 IOKA3yjy HBUXOBU OIINYHU
pe3yiTary Ha OCANAIIKLYM TaKMUUEHUMa. 3aTO Cy yV BEJIUKOM OpOjy ydecTBO-
BaJIM HA OKPY/KHUM, a Y 3aBUAHOM OpOjy Ha AP:KABHUM TaKMUYEHUMa U3 OBUX
npenvera. HacraBHUIM Hale IIKOJIE, 330BOJFHUA TAKBUM PE3YJITATUMA, IPEy3esIn
Cy OIOrOBOPHOCT na y BuUIle HaBpara Oyny moMahuHU OKDYKHUM TAKMUYEHUMA, &
oBe roaute cy nomahwau J[p:KaBHOM TaKMUUEHY W3 MAaTEMATUKE.

ITocne met u mo memenuja tpajama u Bume on 13 000 u3BemeHUX MaTypaHATA,
IleBeTa ruMHa3Mja C IOHOCOM MOke pehm na je ocTBapuia CBOjy IPOCBETHY,
MeIaromkKy W KyJTYPHY MUCH]Y Koja joj je moBepeHa jom maBHe 1961. ronune.
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P RABHA KOMVCUJA

3a TAaKMUUYEHa M3 MaTEMAaTUKE yUEHUKA CPeMbUX MIKOJIA,
mKoJicka roquaa 2017/2018.

. Baaruh np Buaguvmup, Maremaruura rumuasuja, Beorpan
. Bamuh np Gojau, [IM®, Hosu Can — npencensHuk KOMUCHje
. Boxun np Brnamnmvmp, Maremarnukn ¢akxynrer, Leorpan

. Bapra B. Joxe¢p, OII ,Ilerap Kounh®, Temepun

. 'Burrh op Mapro, [IM®, Hum

. Byruh Hyman, Mamuackn darkynrer, Beorpan

. Ruesxxesuh np Musman, Maremarunuru ¢dakynarer, Beorpan

. JIygkuh ap Munusoje, Pajc, CAIL

. Mapunkosuh Pactro, KmaskeBauka rumuasuja, Kmaskenar

. Maruh np Usan, Bapyx romen, CAIl

. Munocasmwesuhi Musom, 'umuasuja ,,Cserozap Mapkosuh ¢, Hum
. llerposuh np Hurosa, Mucturyr 3a ¢usuky, Beorpan

. Panosanosuh np Mapro, MaremaTuuku ¢axynrer, Georpan

. Cennunh Mmp Anercannap, ['mvuaszuja, Kpameso

. Crojakosuh ap Mwunom, ITM®, Hosu Can

. Tomuh NBarka, 'mmuasuja, Bameso

. Yukom [lajop I'mzena, 'umuasuja ,,Bomaun“, Cenra

IIpeBon va mabapcku je3uk:

1. Aro Bagor Kpucruna, [IM®, Hosu Can



OINIIMITVHCRKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE
YUEHUMKA CPEIILUX IITIKOJIA, 13. 1. 2018.

IlpBu pa3spen — A kareropuja

1. 3a npuponan 6poj n, Heka je f(n) 6poj HamUCaH UCTUM HUPPaMa anu 0GpaT-
HUM penocienoM (Tj. 3IMecHa HaJIeBO) ako n Huje newus ca 10, a uHAUe neduH-
nmemo f(n) = 0. (Ha npumep, f(123) =321 u f(30) =0.)

a) Axo Basku n = 3f(n), nokaszatu na je n mesus ca 27.

b) Ako Basku n = 2f(n), mokazatu na je n memwus ca 9.

2. Heka je Ttaura K cpemumre crpanune C'D npasoyraoumuka ABCD. Ilpase
BK u AC cy oproronajse u cery ce y tauku H, a tauka (G je HOOHO:Kje HOpMAJE
u3 D ua AC. Iorazaru:

a) {ACB = {DHA;
b) GH = éAC.

3. MaremaTtuuka KOMUCHU]a Ce CACTOju on 2n wnaHoBa, n > 3. [lo3dmaro je ma
je cBaku wian koMucuje y csabu ¢ Tauno jemauMm mpyrum umanoM komucuje (oBa
penamuja je cumerpuuna). Ha konuko HaumHa je Moryhe MOmeauTH KOMUCHU]Y Yy
Tpu ondopa: jenaH 3a cacTaB/barme 3aaTaKa, jeJaH 33 OLEHhUBAIE 3aTaTaKa U
jeraH 3a OpraHW3aIujy TaKMUYEHa, TAKO Oa CBAKM 0xbOp mMa Oap ABa djaaHa U
Ia HUKOja OBa 4jaHa KOMUCHje Koja cy y cBabu He Oymy y mctom oxbopy?

4. Car uma Tpu Ka3asbke Koje ce cBe okpehy paBaomeprom Op3uaom. CeryHIHA
Ka3aJbKa HapaBUW KPYT 3a jeJaH MUHYT, MUHYTHA 3a jeIaH caT, a caTHa 3a 12 caTu.
Y mouoh cy cBe kazasmke y ucrtoj nmosunuju. Kommko he myra y mepuwony on 24
yaca O] Tazaa jeIHa Ka3aJbKa ca CBAKOM OJ Apyre aBe 3akjaamaru yrao on 30°7

5. Baporn MuaxayseH xuBu y 3eMbu Z y K0joj moctoju 2018 rpanoBa U HEKU
rpajoBu Cy mOBe3aHu IyTeBuMa (myTeBuMa je Moryhe kperaru ce y oba cmepa).
Bapon je ycramoBuo ma moctoju rpan A M3 KOI MOKEMO KPEHYTH Ha MyTOBame,
Ha Kpajy TOT IyTOBama Ce BpPATUTU y rpanx A, a ma TOkoM myToBama mpobhemo
CBUM IIyTEBUMA y TOj 3eMJbU TadyHo jemHoM. OH TBpAM Ja M3 Te YUHEHUIE CJIeIu
na 3a O6mio Koja nBa ImyTa p U T KOja MAY U3 UCTOT Ipaja IOCTOjU IyTOBAaH-€ U3
HEeKOr rpaaa B Ha kpajy kor ce Bpahamo y rpan B, TOKOM IIyTOBama IPOJIA3UMO
CBUM IIyTE€BVMAa TAYHO jeTHOM, M IPUTOM IIyTEBUMA P U I MPOJA3UMO HEIOCPEIHO
jemsuM 3a gpyruMm. [la su je oH mpaBy miu mo obuvajy maske?

Ipyru pa3pen — A kareropuja
1. Pemuru jenmunadunmy:

V17 —7sin2x = 3cosx — 5sinz.

2. Hat je AABC wuauje cy crpanute a, b u ¢, a < b < ¢, a Te;RUIMHE Ty:KU KOje
BUMa OATOBAPAajy Cy tq, tp U t., pecuekruBuo. JlokazaTu:



a) jennaxoct a? + ¢? = 2b% BaKM aKO U caMo aKo BakM 12 + 12 = 2t2;

b) jemmaroct a? + ¢? = 2b? Bawm ako m camo axo je AABC cimdaHm TPOYTITy
yuje Cy CTpaHulle OYy:KUHA g, Tp U .

3. Hahu cBe npocre 6pojese o6mura 1010101 ...0101 (Tj. ynju merumMaaau 3a-
nuc ce cacroju oxn mudpe 1 m3a koje ciaemu 60k ,,01 “ MOHOBILEH TPOU3BOJBAH OPOJ
myTa).

4. Hahu cBa meneraTtusHa peasiHa penema (331, o, ... ,xn) cucreMa je,I[Han/IHa
2 2 .
$i+1:$i—($i,1—1>, 121,2,...,7’),.
(I/IHIIGI{CQ y3uMaMO HOUKJIUYHO IO MOAYJIY n)

5. Illar je memapan mpuponan 6poj n. KBampar crpanune n je momesbeH Ha
n? jenmEmuEnx kBagpara. CTpaHume oBUX KBaapara oapebyjy ykymao 2n(n + 1)
jemuunuHUX ay:ku. Heke om oBux mayskm cy obOojeHe NPBEHO, IPU YEeMy CBAKU je-
AUHUYHU KBAJIpaT uMa Oap IBe nupBeHe cTpaHuie. Koauko HajMame Oy:KUA MOKe
6utu 060jeHo?

Tpehu paspen — A kareropuja
1. Hahwu cBe ¢yurmuje f: R — R rakBe na 3a cBe z,y € R Baxku

f(f(xy) = |=|f(y) + 3f(zy).

2. Heka je I umenrap kpysxkuune ymucane y AABC, AB < AC. Ilpasa Al
IOHOBO Ce€uUe HEroBy ONMUCaHy Kpy:kHuMNy y tauku D. KpyxHnna ommcaxa OKO
ACDI nounoso ceue npaBy BI y taukn K. Hokazaru: BK = CK.

3. Ilar je Tpoyrao umje cy Oy:KUHE CTPaHUIA TPUPOTHU OPOjeBU U uyuja je
TMOBPIIUHA TpUPOAaH 6poj. JemHa on HEroBUX CTPAHUIA j€ APUTMETUYKA CPEANHA
apyre nse, a 30up Hajkpahe crpaHume w moBpmMHE je jemHak 30upy mpeocTaiie
nee crpanune. Hahim mgyskvHe HEroBUX CTPAHUNA U BHETOBY HOBPIIUHY.

4. Hara je tabma (2n+ 1) X (2n+ 1) y uujem ce homry manasu nayk. Ilayk
y JeOHOM IOTe3y MOMKe na Ce MOMEPU jeTHO WU OBA IM0Jba BEPTUKAJIHO WIU IU-
jArOHAJHO, WX jeTHO MOJFe XOPU3OHTAJIHO. KOJIMKO HajMame moresa je moTpebHOo
nayky na obube cBa moma ma tabau? (CMmarpaMo ma mosbe HA KOM Iayk CTOjU HA
TOYETKY, KA0 U MOJhe Ha KOje CTUTHE Ha Kpajy, jecy moJsba Koja je obumao; Takobe,
VKOJMKO TAyK OQUIpa MOTe3 y KOM ce HMOMEpU 3a ABa I0Jba, CMaTpaMo Oa HayK
jecre obumao u nome nsmehy wUX.)

5. [IpumuruaoM [luraropurom TpojkoMm HaszuBaMmo ypebeny Tpojky mpupon-

Hux Gpojesa (a,b,c), y3ajaMHO TPOCTUX MO MAPOBUMA, 3a Koje Baxkw a’ + b? = c2.

a) Ilokaszaru ma ce HUjenqHa npuMuTUBHA [uTaropuna Tpojra He MOKE 3AIACATU
ropucrehu camo nBe pasianuumre udpe.

b) Hokazatu na ce GECKOHAYHO MHOIO HpUMUTHBHUX Iluraropunux Tpojku
Moske 3anmcaru nomohy mudapa 0, 1 u 5.



YerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. Y 3aBUCHOCTU OJ HEHETATUBHOI IapaMerpa k OApeIuTu FPAHUYHY BPETHOCT:

. (tg kx) =
lim .
x—0 €T

2. Okraenap ABCDEF uma 3a cBojy ocuouny kBanpatr ABCD, nok je npasa
EF mopmasana Ha paBan onpebeny ksanparom ABCD u nposa3u Kpo3 HEroB IeH-
tap. Ilo3HaTo je ma sonTa kKoja HOAWpPYje CBE IJLbOCHU OKTAEAPA U JIONTA KOja
nomupyje cse Goune usuue (tvj. EA, EB, EC, ED, FA, FB, FC u FD) nmajy

UCTU IeHTap U Ja JIONTa Koja JoIupyje 6oune usuine uMma 3a 50% sehy mospmumay.
Hahwu ommoc E
AB
3. Ilepuna cToju Ha jeIHOM O YETHUPU CIpaTa 3rpane. Y jeoHOM IOTe3y OH
mpeJsiasy Ha CyCemaH cupaT (CIpaT WU3HAK WK CIPAT UCIOM, aKO TAKAB IOCTOjU).
Ha romuko maumua [lepuna moke na HampaBum n moTe3a, TOe je N 3a0aT HEHEr-
aTUBAH €0 OpOj, aKO MOKE IOUYeTH Ha OMJI0 KOM CIPATY a MOpPa 3aBPIIUTU HA
nociaenmem”?

4. lara cy mBa mpocta Opoja p M ¢ KOjU 3aT0BOJBABAjy yCJIOB p < q < 2p.
IlokasaTu ma mocrToje ABa y3acTONHA IpupoaHa Opoja TakBa na je Hajsehwu mpoct
IeJuIIaIl jeJHOT O ’hUX jemHaK p, a HajBeNu mpocT mesmiall APYror jeaHak (.

5. Y jenumuunom kpyry I' je maTo n my:ku ykynHe myskmHe 2./n. Ilokasatm ma
TMOCTOjU KPY’KHUIIA KOHIIEHTPUUYHA ¢ KpyroMm [' Koja cede Gap ABe maTe Ty:KU.

Ilpeu paspen — B kareropuja

1. Mepau OpojeBu yriioBa TpPOyTria, U3PAKEHU y CTEIEHUMA, MPEICTABIHA]Y
Tpu nmpocta 6poja. Hahu cBe moryhe BpennocTu 3a yriioBe TOT TPOyTJia.

2. Csaka Kapra C jemHe cTpaHe uMma OpOj, a ¢ APyre CTPaHe MMa CIOBO (aBe
KapTe KOje C jemHe CTpaHe MMajy MCTO CJIOBO HE MOPAajy HY:KHO C OpPyre CTpaHe
vMaTy ucTu Opoj, m obparHo). Ha crosy croje Kapre Koje Ha BUIUBUBOj CTPAHU
uMajy:

M, A, T,E,M,A, T, II,K,A,2,0,1,8.

Bunana tBpau caenehe: ,Ako je HA KaApTU CAMOTJIACHUK, OHIA je C Apyre CTpaHe
napan Opoj“. Muman skenu na nposepu Baamumo tBpbheme. Komaumko majmame
kapara (1 koje) Tpeba ma okpeHe na 6u yTBpauo TauHocT TBphHema?

3. Ila su mocToje y3acCTONHU TPUPOIHU OpojeBu a, b, ¢ u d TakBU Ja BaKU

1+1+1+1_2018
a b ¢ d 1301
4. Ha caunu je nat Benos mujarpam 3a mect ckynosa A, B, C, D, E u F, upn
uemy Basku D C A, E C B u F C C. Hanucatu ¢popmMyiy 3a CKyI KOjU OIroBapa
OCEHUYEHOj obacTu.



5. Csaro cioo y peun MAIITOBHT npencrasma jemny nudpy U3 CKyma
{1,2,3,4,5,6,7}. Paznuuura cioBa npeiacrasibajy pasauuute muppe. bpoj MAII-
TOBHT je menapaH u OeJbUB Ca 3, & CBU CYIJIACHUIM IPEIACTABIBA]Y IUPpE mCTe
nmaprocTy. Koanko nMma TakBux OpojeBa’?

Ilpyru pa3spen — B kareropuja
1. OgpenuTu KOJIMKO MMa CKymoBa X KOju 3a10BoJbaBajy oba caemeha yciosa:
e X\ {1,2,3,4,5} = {6,7,8};
e XU{4,5,6,7,8,9,10} ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
2. Axko je moamHOM
2 4 3ax® + 3bx + ¢

IEJLbUB IOJIMHOMOM
2% + 2ax + b,

OHZA je IPBU MOJMHOM MOTIYH KyO, a Apyru HOTIyH kKBanpart. Jloka3aru.

3. Y mpaBoyrioMm Tpamesy Oy:kuHA cpemibe nuHuje je 43. Kpaha mujaronana
TOr Tpame3a je UCTOBPEMEHO CUMeTPAaJa TYIOT yIrila TOr TPAlle3a, U HeHa LY:KUHA
usnocu 60. OapenuTu ny:KuHE CBUX CTPAHUIA TOT TPAales3a.

4. Hahu cBe mpocre 6pojese p Taxse ma cy u 6pojenu 4p? +1 u 6p® + 1 mpocru.
5. Y crymy peasiHUX OpOjeBa pemUTU HejeTHAUNHY:

3
|z =3

2mm‘ 4>L

Tpehu pa3pen — b kareropuja
1. Hahwu cBe mpocte 6pojeBe p, ¢, 7 U1 S TaKBE Ha BaKU

6p + Tpq + 8pqr + 9pqrs = 2018.

2. latu cy 6pojesu a; = logy (3% —1), ag = log, (9% —3* 1 4+2) u a3z = log,(3—3%).



a) OapenuTy cBe peajlHe BPEAHOCTH X 3a KOje cy cBa 3 Opoja ai, as U as
neduHICaHA.

b) Ompenutu cBe peasHe BPEIHOCTH X 3a KOje BakuU a1 + az = 2as.

3. Mapko je ymucao 5 6pojeBa y 5 kpyskuha Ha caumu.

Mapko skenm ma ynwume OpojeBe mpuponHe 6pojeBe mame oxm 100 y ocrase
Kpys&une, a ma npu Tome 30up 3 O6poja mysk CBaKe CTPaHWUIE MeTOoyria OyIe UCTH.
Ha koamko paznuuuTux HAYWHA OH MOYKE TO na ypaau?

4. Aubenuja ynucyje penom caosa C,P, 5,1 ,J,A y noma Tabaure:

(o jemuo cioBO y cBako mosse). IIpBO CI0BO MOMke ma ymume y Ouio Koje mosbe,
a cBako ciaenehe CIOBO MOKe Oa yOWIIE CAMO y IOJbE€ CYCENHO IOJBY y Koje je
HANucasla IPEeTXOMHO CJIO0BO (IoJba Cy CyCelHa ako uMajy 6ap jemHy 3ajeqHUYKY
Tauky). Ha KONIMKO pa3InunTux HAUMHA OHA MOMKE Ia YIUIIe CJIOBa y Tabmaumy?

5. Usune terpaenpa ABCD wumajy my:xume 7, 13, 18, 27, 36 u 41 (y mexom
nopetky). Axo je AB nyskuue 41, onpenuru nysxuny usune CD.
YerspTu pa3pen — b kareropuja
1. Y crymy peajHuUX OpojeBa PENIUTU jeTHAUNHY :

(x —7)° + (z + 3)% = 278(z — 2).

2. Y 3aBUCHOCTU OJ HEHETaTUBHOT apaMeTpa ¢ OAPEIUTUA TPAHUYHY BPEIHOCT:

, (a T 2018“’)
hrn #

r—0t

3. Konuro nva neronudpeHnx IpupoIHrIX OpojeBa KOju UMajy TAYHO IBE IapHE
uudpe?
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4. OcHoBa UpaMue je IpaBOyIrJIM TPOYTrao KOMe je jemaH ol OMTPUX yriIoBa
60°. Doune wmBune mMajy ay:xury 2018 m cBaka on muX 3akjamna yrao ox 45° c
paBuu ocuoBe. Hahu moBpmuay u 3anpeMuHy Te NUpaMUe.

5. 3a npupoaue 6pojeBe m u n, m < n, BaAXKU

m\3 -
(—) = 0,zyzayzayz ...
n

rie ¢y T, y U z Heke nudpe (He HY’KHO pas3iIuduTe), U OJOK TYZ C€ MEePUOIUIHO
m

moHaBJ/ba OeckoHAuHO MHOTO myTa. OapenuTty cBe moryhe BpemHocTu 3a —.
n

OKPYKHO TAKMUWYEIBE U3 MATEMATUKE
YUEHUVKA CPEIOIBLUX IITKOJIA, 24. 2. 2018.

IIpeu paspem — A rareropuja
1. Ako ¢y a, b u ¢ npuponau O6pPOjeBU TAKBU Ha Cy OpojeBu
24% +2° 42018 wm  10°+ 3" +2018°

nmemuBu ca 7, gokazaru ma 6poj 30° + 3¢ + 2018 muje memus ca 7.

2. Hahwu cBe nudpe n u 2018-ronudpene npupoauae 6pojese &, T = Gzp17 - - - G20100,
TAKBE Ja BayKU

n-x = (ag17 +n)...(az +n)(ar +n)(apg + n).

3. Kpyxuuna ynucana y AABC momupyje crpanune BC, CA n AB y Taukama
D, E u F, penom. Youena je tauka K ca ucrte crpane npase FF kao u tauka A,
u nputoM Baku L KFFE = L{ACB u {KFEF = {ABC. Horazatu: KD | BC.

4. 3a ckyn X, oznmaummo Z(X) = {Y : Y C X}. (Ha mpumep: Z({1}) =
{2,{1}}, jep cy momckymosu ckyma {1} crkymosm @ u {1}; £ (@) = {&}, jep
CKynl & ¥WMa TauyHO jemaH MOACKyH, u 1o je &.) Ca P"(X) osmauaBamMo m3pas
P(P(...2(X)...)), vne je & npumemeno n nyta. Halin cBe nBoeseMeHTHe O~

2018

ckynose A ckymna U P" (o) rarse ma Baxku A C P(A).
n=1

5. Makcum u Muwuna wurpajy wurpy ,Illamnuonu norosnune“. Hajupe Maxk-
CUM IIOBJIAYM jeOHY HpaBy y paBHU, 3aTuM MwuHa HOOBJIaYM HPABY PA3IUIUTY
Ol MPEeTXONHO MOBydYeHe, Ia OHxa omerT MakcuM MOBJIAYM NPABY PA3IAYUTY O
[BE IPETXOIHO IIOByUYeHe, W Tako Ham3MeHmuHo. Vrpa ce 3aBpmasa kana Oyme
HOBYYeHO YKymHO 18 mpasux (jacHo, nocaenmy he mosyhn Muna). Makcum noben-
jyje yroaumro moctoju Bumme onx 100 pazauyuTuX OPEeCEeYHUX TadaKa MOBYUECHUX
npasux, a Mwuna nobebyje y cymporrom (1j. ako uma 100 maum mame TakBUX
ravaka). Ko uma nobemauuky crparerujy?
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Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. ¥ 3aBuUCHOCTU OJ PE€aJIHOT IapaMeTpa ¢, PENNTU jeTHAUNHY
V2r—a—-+Vr—-1=2

Yy CKyIy peaJiHUX OpojeBa.

2. HoBuna wa tpenumnry raba kom. 3a cBaku morogak mobuja 1 moeH, a 3a
CBaKU IpoMalnaj ogy3uMa My ce k moena, rae je k puxcupan npuponan 6poj. (Ha
noueTky nMma 0 moeHa, a OPOj OCBOjeHUX ITOEHA y HEKOM TPEHYTKY TOKOM TPEHUHIa
Moske O6utu u HeratusBaH.) Ha kpajy Tpenmnara HoBuna je mmao k moena. Ako je
no3HaTo na je Hosuma morommo y Bume ox 75% a mame onx 80% on ykymHOr 6poja
Oanama, onpenutu k.

3. Har je AABC, unju je oprouenrap H, a M je cpemumre crpanune BC. 3a
nomuoxkje sopmase N us H wa AM Baxu AN = 3MN. Hokasatu: AM = BC.

4. [TpernocraBrMO na ce CBU HO3UTUBHU JEJIUOLY IPpUPOAHOr Gpoja n (yrbydyjyhu
1 u n) MOry momeauTH y AWCjyHKTHE MAapoBe Ha TaKaB HAUYWH Ha je 30up Opojesa
y cBakoM mapy mpoct 6poj. lokasatu ma cy oBako mobujeHu mpocTu OpojeBu
MmeDhycobuo paznuuuTu.

5. Bpoj 30BeMO mezanpocm ako je mpocT, cBaka udpa My je mpoct O0poj u 30up
nugapa My je npoct 0poj. Iloxkazatu ma Mmerampoctux O6pojeBa ca 2018 mudapa
uMa Mame oxn 11 - 42015,

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Oppenuty HajMa®my BPEIHOCT (YHKIM]jE

Ha uHTEpBaIy T € (9,00).

2. Y ckymy mpupomHux OpojeBa PEIUTU jeTHAYUHY

xl+4 =4(x + 3)Y.

3. Heka cy BE u C'F Bucune omrpoyriaor AABC, AB # AC, a M u N, pemnowm,
cpenumra ny:xku BC u EF. Jlokazatu na neHrap kKpyskaute onucane oko ANAM N
JIeKU Ha npaBoj Kpo3 A mapasiennoj npasoj BC.

4. Hahu cBe mpuponne 6pojeBe n > 2 3a kKoje mocToje MehycoOHO pazauumTu
peanuu OpojeBu ai,as,...,a, TAKBU Oa Cy UCOyHeHa ciaeneha mea ycisosa:

e KaJa Ce CBAKM OJ OBUX N OpojeBa 3aMeHu 30upom mpeocranux n— 1 6pojesBa
(cBUX ocuM mera), qobuja ce UCTU CKYI OPOjeBa;

e He IOCTOju moAesia OBUX N OpojeBa Ha ABA NUCjYHKTHA HEMpPa3Ha CKyMa TaKBa
na cy cyme (n+ 1)-ux cremena ememenara TuX Ckynosa MebhycoBHo jenmake.
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5. Kommjyrepcku uwmn ce cactoju on n Tpausucropa. Heku Tpansucropu cy
MOBE3aHU BOJOBMMA. 3a CBaKa ABA TPAH3UCTOPA T W Y BAXKU: YKOJIUKO T U Y HUCY
[IOBE3aHU BOAOM, Tala M3 TPAH3UCTOPA & U Y YKYIHO mojasu 6ap n — 1 Bomosa.
n
IokazaTu na ykymasH Opoj BOOOBa M3HOCU Oap %

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

1. Heka je S Hempasan CKyl uuju Cy CBU €JE€MEHTH IPOCTU OpPOjeBU, U HEKA
je mcmymeno: 3a cse p,q € S (He oBaBe3HO pasznuunre) Hap jemaH TPOCT GaKTOP
6poja pg + 1 Takobe je y ckyny S. [lorazatu ma ce y ckymy S Hasasu 6ap jeman
mpocTt 6poj obauka 4k + 1.

2. TlocToju nu peasan Opoj T 3a KOjU BaKu

cosx < cos2x < cosdx 7

3. [ar je jemmarkorparu AABC, AB = AC. Hexa je k merosa onmcana Kpyik-
Huna, ¢ nearpom y taukn O. Ha kpahum smykoBuma AB u AC nare cy Tauke X
n Y, pecnexkrusHO, TakBe na Baxkyu £ X BA = LY AC. Heka je X’ taura ocmocu-
Merpuuna Tauku X y omHOCy Ha npaBy AB, u Heka je Y/ Tauka ocHOCHMeTpUYHA
tauky Y y ommocy Ha npaBy AC. Ilokazatu: OX' = OY"’.

4. JTara je mpasua tabiaa 2018 x 2018. Urpauu A u B mausmenuyHo, moudes on
urpaua A, 6upajy 1o jeqHy KoJoHY Ha Tabau (Koja He cMe OUTH CKDPO3 IOy H€HA )
¥ Ha IIPBO NPAa3HO NoJbe (MJIeAaHo 01030 HaJoJe) ynucyjy jenuy uudpy on 0 mo 9.
[Ipurom Ha momuMa y IPBOj BPCTU U y NIPBOj KOJOHU HE CMe OUTU ynucaHa nuppa
0. Haron 20182 moresa, mudpe y cBakoj BpcTu o6pasyjy no jeman 2018-romappen
O0poj, u nuppe y cBaroj kKoJoHU 00pa3dyjy mo jenan 2018-torumdppern 6poj. Urpau
A mobGebyje ako cy 6ap mBa onm oBux 4036 GpojeBa mpocta, a urpau b mobebyje
y cynporaoMm. Koju urpau mma nobenauury crparerujy?

5. Hahu cBe nmpupomue Gpojese m u k Takse ma ce mcunucupameMm Opojesa m)!
u k! jemnor m3a mpyror nobuja ¢GarTopujas HEKOr TPUPOIHOT Gpoja.

IIpeu paspex — B kareropuja

1. Har je AABC, uan uujoum je crpanurnom AC Kao HaI TPEYHUKOM KOHCTPY-
ucana kpysxkuuna k. Kpyskuauna k nposnasu kpo3 cpemqumure crpaunune BC, a cTpas-

uny AB ceue y taukum D TakBoj ma Baxku AD = §DB. Axo Bazku AC = 60,
n3pauyHatu nospiumay AABC.

2. Ha crpanunama AB u BC napaxenorpama ABCD omabpane cy tauke K
u M, pemom, takse na Baxku AK : KB =2:3u BM : MC =2 : 1. Hahu omnoc
P(ABKM)
P(ADKM)’

3. Kommuter ox 55 momuua canp:ku cBe moryhe kombOuuanuje msa Opoja om 0
no 9, yrayuyjyhu u nomuue Ha kojuma je nsa myrta uctu 6poj. (Ha caumu cy
[IpUKA3aHe TPU JOMUHE: TOMUHA KOja caap:ku OpojeBe 3 u 4, NOMUHA KOja CALPKU
6pojese 0 u 9, 1 momuHAa Koja canp:ku aBa myrta 6poj 3.) Koauko raukuna mma
VKYIHO y IIeJOM KOMILJIETY TOMUHA?

noppumvaa ABKM u ADKM , Tj. u3padyyHaTu BPegHOCT
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4. Heka cy a, b u ¢ mpupoaau 6pojeBu.

2

a) Ako cy ab u bc xkyGoBu npupommux OpojeBa, NOKa3aTu na je U a“c Ky6

IpUpOTHOT Opoja.
b) Axo cy a?b, b3c® u c¢’a ky6oBu mpupomEUx Gpojesa, mokazaTm ma Cy a, b u ¢

KyOOBU mpUpOIHUX OpojeBa.

5. Y ckymy peasHuX O6pojeBa PENIUTU jeTHAUNHY

|z — |22 — |3z — 1]|| = 1.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Konuko mocrToju yeTBOpONU(PEHUX IPUPOIHUX OpOjeBa KOju ce MOry 3a-
nucatu nomohy mudapa 0,1,2,3,4,5,6, ako cBe nuppe Mopajy OUTU PA3NIUUUTE U
30up mudpapa Tpeba ga mzsocu 157

2. Kpysuuna k ymucana y tpanes ABCD, AB || CD, nonupyje crpanuny AB
y taukn FE. Arko Baxxu AF = 15, BE = 10 u CD = 8, ogpeauTu HOJIyIpPEYHUK
Kpy:RHUIE K.

3. Hahu majvamu mpupoman 6poj n Takas ma 6poj n? moumme ca 2019 (1j. ma
Bakn n? = 2019...).

4. Y 3aBUCHOCTU O PEAJHOT IMapaMeTpa ¢, PEIUTU jeTHAUNHY

r=a— Va2 —z\/22+ a?

y CKYIly peaJlHUX OpojeBa.

5. llonymaBame Tabauie 3x 3 6pojesuma o 1 10 9 HA3UBAMO MazuuHY KEadpam
aKoO je CBaku OpOj MCKOPUITNEH TAYHO jeTHOM, W MPUTOM Cy 30UPOBU y CBAaKO]
BPCTH, CBAKO] KOJIOHU U Ha 0bOe mujaronatie csu Mebhycobuo jemmaxu. Onppemuru
KOJIMKO TIOCTOJU PA3JIMYNTUX MATMYHUX KBaapara 3 X 3. (IBa marmuna KBazparta
cMaTpaMoO PAa3JIUYUTUM aKO Oap Ha jeqHOM MOJLY MMAajy YIUCAHE Pa3ImduTe Opo-
jese.)
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Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Ha maxoBckoM TypHUPY ydecTByje n maxucra. CBako je ca CBAKAM OAUTDAO
mo k mapruja. Oapenutu cBe Moryhe BpeqHOCTH 3a N U kK aKO Cy YKYIIHO OAUTDAHE
224 mapruje.

2. Koauko pemema jennauume
sin3z —sinx + cos2z =1
nexu y naTepBaty [2,24]?
3. Pemuru; cucrem jennavuumna
a+b=2§8;
a? +b%+c? =32
Yy CKymy peaJiHux OpojeBa.

4. Ocuosa nupavune SABCD je pom6 ABCD, ca yraom ox 60° y temeny A.
Iy:xuna Goune usuie SA je jennaka myskunu cTpanure tor pomba. lokazaru:

SB? 4+ SD? = SC?.

5. [lorkazatu na jemHauvymHA

Va2 +3r+1+4/y?—y+3=2017

HeMa pellema y CKyIy Leanx O6pojeBa.

YerBpTHu paszpen — B kareropuja

1. OppenuTty noBpmuHy GuUrype koja je y JlekaproBoM KOOPAMHATHOM CUCTEMY
onpebena HejenHaumHaMAa:

2. OgpeauTu KOIMKO mOCTOju TPOjin (a, b, ¢) mpuponaux 6pojesa ne Behux on
2018 TakBuUx na cy OpojeBu

24° 42 +2018°  wm  10° 437 +2018°
IeJbUBU ca 3.
3. Ha crpanuru BC jennaxkoctpanuunor AABC youena je tauka M. IlokaszaTu:
MB-MC = AB? — AM?.
4. Tabmuna nxn nonymasa ce 6pojesuma 1, 0 m —1 Ha TakaB HAYMH Oa 30MPOBU

6pojeBa y CBAKOj BPCTU M y CBAKOj KOJIOHU (yKYIHO 21 TAKBUX 30MpoBa) cBU Oy 1y
Mmebhycobuno paszmuuutu. la gu je oBo moryhe moctuhu 3a:
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b) n =47

5. Y 3aBUCHOCTH OJ PEAJHOTI MapaMeTrpa a, UCIUTATA KOJUKO PA3IUIUTUAX
peanHUX pelema UMa jeTHAUYnHA

22— 3z =a.

P KABHO TAKMUWYEILE N3 MATEMATUVURE YUEHUVEKA
CPEIIBUX IITKOJIA, 10. 3. 2017.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. 3a mpupoman 6poj m O3HAUMMO ca X, OpOj KOju ce moOuje y3aCTOIMHUM
3aIUCUBALEM CBUX IPUPOIHUX OpojeBa ox 1 mo n jeman u3a Apyror (HOpP. X14 =
1234567891011121314). Heka je ¢ymrmmja f : N — Ny, nepunucana na ciaenehu
Haumu: f(n) je majmamu 6poj mmdapa koje Tpeba m3barmmTu U3 3amuca 6poja T,
na 6u HOBOHOOUjeHu Gpoj 6mo memus ca 8 (HO3BOMEHO je u3banuTy u cBe muppe
6poja x,, Opu YyeMy Taja cMaTpaMo na je HoBomobujenu 6poj jemuar mymnwm). Ila
JIM TOCTOje MpUpPOAHU OpojeBu t UM Mo TakBU ma 3a cBe n € N, n > ng, Baxku

Fn+t) = f(n)?

2. [at je mpuponaun 6poj k, nu ckynmoBu A, B u C' TakBu na Basku
|AAB| = |BAC| = |CAA| = 2k.
IlokazaTu ma mOCTOjU je AMHCTBEH CKyHI ) 3a KOjU BarKu
|AAD| =|BAD|=|CAD| = k.

(3a crymose X mn Y osmaummm cmo XAY = (X \Y)U (Y \ X), mro ce Hasusa
CuMemMPuUYHa pasauka ckymosa X u Y.)

3. Y mpasoyraom AABC tauka D je cpemumre xunorenyze AB. Heka je k
kpy:kuuna omucana oko ABCD, u weka je F nmpousBosbHa Taura Ha kpahem myky
BD. Ha upasoj BC youena je taura F takBa ga je B usmeby C' u F u na nupurom
Baku £ BEF = 24A BAF. Heka je ki kpyskuuna onucana oko ACEF. Jlokazatu na
jemHA OX 3aje IHMYKUX TAHTeHATa Kpy:kHUNA k u ki mpoaas3u kKpo3 Tauky D.

4. Nokazaru ga kpyr noaynpednnka 100 ¢ MeHTPOM y KOODAMHATHOM IOYETKY
canpxu Mame on 31650 Tauaka unje cy obe koopmunare neixobpojue. (Cmarpamo
Ioa KPyr CaAp:Kyu HEKy TaJKy YKOJMKO Ce OHA Hajla3u Ha HeroBoM pyOy uian y
HErO0BOj YHYTPAIIHOCTH. )

Ilpyru pa3pen — A kareropuja
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1. Hukona je 3amuciaumo 4 pasauuura peasHa O6poja m Ha Tabiau je 3ammucao
OPOM3BOA CBaka ABa O HUX (umMe ce Ha Tabam mHamiuo 6 Gpojesa). Iyme je
u3bpucao jemaH ox TUX OpOjeBa, HAKOH dUera je Ha Tabjy OCTaJio H Yy3aCTOIHUX
npupomgaux Opojea. Koju je 6poj Ilyme u3zbpucao?

2. 3a npuponHe 6pojeBe k, m W N KOjU UCOyHaBajy HejemHAKOCTU k = 2 u
m < N BayKu

m\ k
(*) :O,$1$2...Jigl‘lxg...l‘gxlxg...xg...
n

rae cy i,Z2,...,T9 HeKe nudpe (HE HY:KHO pa3auduTe), U OJOK Tixz...Tg CE
IEePUOAUYHO MOHABJ/Ha OECKOHAYHO MHOTO myTa. Hahu cBe moryhe Bpemnoctu 3a

mn k
(%)

3. lar je AABC y oM je yrao kon temerna A tynm u AB # AC. Cumerpana
yria kon temena A ceue crpamuryy BC u onucany Kpy:kHUIly y Taukama D u F,

pemom. Heka ce rpy:xuune man npeununuma BC u DFE cerky y taukama K u L.
IlorazaTu ma Tauka cuMeTpuyHa Taukn A y omHocy Ha npaBy BC je:xu Ha TPaBOj

KL.

4. 3a mare npuponue 6pojese b u n, Amuca nu Boba urpajy cienehy urpy. Y
OPOCTOPY jeé HaTO N Tadaka y OIIITEM IIOJ0kajy (HUKOje TPU HUCY KOJUHEADHE,
HUKOj€ YeTUpPU HUCY KOMIIAHADHE), M CBaKe ABE Cy IoBe3aHe jemHoM my:xu. OHu
Hau3MEeHUYHO 00je HeobojeHe mysku — Hajupe Aauca oboju jemHy moy:k LPBEHO,
a 3atuM boba oboju b my:ky miaBo, M TAkO JOK MMa HeoOojeHUX my:ku. Anmca
nmobebyje ako Kpeupa upBeHu Tpoyrao, mok boba nobebyje ako ce urpa 3aBpuu,
a Anmca Huje Kpeupasa IPBEHU TPOYTrao.

a) Axo Bazm b < \/2n —2—3, nokazaTu na Anmca mMa noGeIHNUKY CTPATETH]y.

b) Axko Basu b > 2\/n, nokazatu na Boba nMa MOBETHUYKY CTPATETHU]y.

Tpehu pa3pem — A kareropuja

1. Heka cy a, b u ¢ peannu 6pojeBu 3a koje Baxku b < 0 u ab = 9c. Ilorazaru
Ia jeTHAaunHA
P +ar? +br+c=0

“Ma TPU PeajHa U Pa3JIUUUTa Pelenha.

2. Y omrpoyraom AABC, tauke D u FE cy penoMm mOIHOMXKja HOPMAJA U3 OPTO-
EHTPa HA CUMETPAaJe YHYTPAIIRLEr W CIOJbAIILEer yria kon temena A. Ilokasaru:

ABDC + £BEC = 180°.

3. Hahu cBe mapose mpupomuux 6pojesa (z,y) Takse ma xy® + 1| 22 + y°.

4. JlaTo je n mpaBuxX y paBHU, N > 2, TAKBUX [a HUKOj€ IBE HUCY HAPAJIEITHE
¥ HUKOje TpU ce He ceky y umcroj tauku. OBe mpaBe meje paBaH Ha IWCjyHKTHE
obmactu (mMeby kojuma mma m romaunux m GeckoHaunux). Kazahemo ma je ped
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Heke obJsacTu Opoj MpaBUX Koje caap:ke HEeKW neo pyba te obmactu. JlokaszaTtu na
je 6poj obnacty pena 3 H6ap 3a 4 Behm ox 6Gpoja obmacTtu pena crporo Behier on
4.

YerBpTHu pa3pen — A kareropuja
1. OppennTy CBeé BPEQHOCTU PEAJIHOT MapaMeTpa ¢ 3a Koje jeTHAUNHA
a20" — 20+7" = 39

Yy CKYIly peaJlJHUX OpojeBa mMa TadYHO IBa pelIeHna U Aa Ce OHa PAa3JIUKyjy 3a 2.

2. 3a OKpYyrJauMM CTOJIOM cele n urpauva u wurpajy ciaemehy wmrpy. Cakro on
BUX IP:KUA O jedaH mamup Ha KoM Tpeba ma HANuWIle jeHY PEUYEHUIy, U MOTOM
IpoCIenn CBOj Mamvp Wrpady Koju ce Hasa3n k; mecta ymecHo. CBaku urpad Ha
noOUjeHn manmup mOoTOM Tpeba HEemTO na HAIpPTa, W MIPOCJIEeAN MAIUD UTPAYY KOjU
ce HaJsasm kg MecTa yaecHo. Vrpaun moTtoMm Ha mobujeHu manup Tpeba aa HAMUILY
[0 jeHYy PEedYeHuny W IPOcielne HaIup Urpady KOoju ce Hajga3u k3 MecTa yaeCcHO
nra. (Y i-TOM KOpaky cBaku urpad tpeba ma HaIWIle jeJHY DEUYEHUIY ako je i
HEIapHO, OJHOCHO [Ia HENITO HAaIPTa aKo je ¢ MapHO, X IOTOM Aa IPOCJIEeIV Iamup
urpavy Koju ce Hajasu k; MecTa ymecHO.) JemaH Kpyr Urpe ce 3aBpIIaBa HAKOH
n KOpaka, IPU YeMy y IMOCJIeOiheM KOpaky urpadm He npociebyjy manmup masme
(mero camo Hamuiry ONHOCHO HaupTajy HemTo). Kpyr ce cMmarpa BaJuoHuM ako
je Ha Kpajy Urpe CBaKM WI'pad MUCA0 WUIU IPTA0 TAYHO IO jeJHOM HA CBAKOM O
nocrojehux n manupa.

a) Urpauu skese na oaurpajy jelaH BaJuAaH KPYyr UIDE, HA TAKAB HAUYUH 14
TOKOM TOT KpyTa CBAaKU UT'Pad TA4dHO IO jeqHOM mpociaehyje mamup cBakoM o1
IpPEeoCTANINX Urpava. 3a Koje Bpeauoctu n je Mmoryhe onabparu (n— 1)-opky
napamerapa (ki,ka,...,k,—1) Za 0BO Oyme UCIyHEHO?

b) Urpaum skesme ma omurpajy ABa BajduiHa KPyra Urpe, Ha TaKaB HAYMH 14
VKYIIHO TOKOM Ta [Ba KPyra CBaKU UI'pad TAYHO 10 jemHoM npociaebyje cBojy
pPEUEHUIly CBAKOM O IPEOCTAJNUX WUIpada, M TAYHO IO jemHom mpociaebhyje
CBOj IPTEX CBAKOM OJ MPEOCTAJIMX Urpada. 3a KOje BPEIHOCTU N je Moryhe
omabparu (n — 1)-opke napamerapa (k1,ke,...,k,—1) 38 OIPBU U APYTU KPYT
(me Hy:kHO mCTe 3a 006a Kpyra) na OBO Oyle UCIYHeHO?

3. Y yHyTpammOoCcTA 3a0aTor mpaBuiaHor n-toyraa AijAs...A, onpemutu re-
OMETPUjCKO MecTO Tauaka M 3a Koje Baku

(n— 2)7r.

AMA1As + AMAsAs+ -+ AMA,_1A, + AMA, A = 5

4. ITokazaTu na IOCTOjU CaMO KOHAUYaH OPOj CTeleHa NBOjKe ca 30upoM mupapa
mMamuM on 2018.

IIpBu pa3pen — B kareropuja
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1. Har je AABC 3a xoju Basku AB = AC = 18 u BC = 4. YoueHa je KpyKHUIA
k monyupeunura 7 Koja mpoiasdu kpo3 Tauke B m C, a NpUTOM ce HmEeH IeHTap,
rauka O, Hanasu yayrap AABC. V3 tauke A cy moByueHe TaHreHre Ha k Koje je
nonupyjy y taukama N u M. Hahu nospuuny uerBopoyria OMAN.

2. Pemutu cucrem:

zy _ 2
r+y 3
yz 6
y+z 5
2T _§
24+ax 4

3. Ha romuro maumua je tabiauny 3 X 3 Moryhe mOnyHUTH €IE€MEHTUMA CKYIIa
{10, 3,2018} ako 36up GpojeBa y CBaKOj BPCTHU, CBAKO] KOJIOHU U HA 00e mujaronale
Mopa 6utu memus ca 37

4. Oapenutu cBe Tpojke (x,y, z) Heaux OpojeBa 3a KOje BAKU:

2+ ay+yz =y? +yz+ 20 = 2% + 2z + xy = 2017 + 20182018,

5. [Tocroju nu Tpoyrao xome je mosympedHur onmcane kpy:kuaune 2018, a xoju
ce MOsKe CMECTUTHU y KPyr mojynpednura 607

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Ha pacmonaramy cy mam mranuhu nysxusa 1, 2, ..., 12, npu ueMmy o1 CBaKoT
mranrha “MaMoO AOBOJbAH Opoj koMmama. IlorpebHO je omabpary yetupu mranuha
(HE HY:KHO Pa3IMYUTUX LY>KUHA) O KOjUX Ce MOKE CACTABUTU TAHI'CHTHU YeTBOD-
oyrao uuju je obum 24. Ha koauko Haumua je oBo moryhie ypamuru?

2. Teruse kpy:xuune AB u CD ce ceky monm mpaBum yrioMm. [lo3mare cy u
nyskunae TetuBa AD = 60 u BC = 25. V3pauyHaTu NOJIyOpPEYHUK T€ KDY KHUIE.

3. Pemutn jennauwnny:

Vi —3+V7T—1z=212>-10x + 23.

4. Ako KoMILUIeKCHU OpOjeBU 21 U 2o UCIYyHaBajy jeOHAKOCTHU |21 + 2i| = 2 u
|z2 + 1 —i| = 2, onpemuru Hajsehy moryhy BpennocT uspasa |z1 + 22|

5. OmpenuTu cBe IpUpOIHE GpojeBe n u mpocTe Gpojese p 3a Koje je p? + T°
MIOTIIyH KBaIpaT.

Tpehu paspen — B kareropuja
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1. Pemuru mejennaunmy:

5
logy,, 3z + logs,2 922 < 3

2. Pemmutu jemmauwuny:
sinz = \/sin? 3z — sin? 2.

3. Ila nm nocroju Opoj obnuka
200...0018

(rme ce HyJe mOjaBibY]y MPOM3BObAH OpOj MyTa) KOjU Ce MO:Ke IPEICTABUTH Kao
IPOU3BOJ HEKOJIMKO (ABa WM BUIIE) y3aCTOMHUX IPUPOIHUX OpojeBa’

4. Y paBaum OupamMo n Tadaka TAKBUX & je CKyI CBUX pacrojama uameby
naposa oBux tadaka {1,2,3,..., w} (makie, cBaka O OBUX BPEIHOCTU CE IO-
jaBibyje TAuHO jemMHOM Kao pacrojame uaMeby Heke mBe ox youenux rtadara). lla
au je oBo Moryhe moctuhwu 3a:

a) n = 4;
b) n =57

5. Illat je AABC, u youeHa je KpysKHUIIA 7y KOja CAIp:ku Taury A, momupyje
kpyskHuIy onucany oko NABC, u nomupyje npasy BC y tauku D, nupu uemy je B

usmebhy C' u D. Axko Basu £ BAC = m — arcsin 37 BC =70 u BD = 10, onpenutu
MOJIYIIPEYHUK KPY/KHULE 7.
Yersptu pa3pen — b kareropuja

1. Pemmitu cucrewm:
% —y? = 16;
3zy? + 2% = 260.

2. Ilar je mejemmakorkparu mpasoyriu NAABC, £C = 90°, 3a uuje cTpanuie
a=BC,b=CA uc= AB Baxu

2(3a+b) = 4a®.

Oppenutu yraose y NABC.
3. Ompemurtu konmmko mma ¢ymrmmja f : {1,2,3,4,5,6,7} — {1,2,3,4,5,6,7}

TakBUX 1a 3a cBe x € {1,2,3,4,5,6,7} Baxknu

f(f(z)) = .
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4. Oapenutu cse ypebene Tpojke (a,b, ¢) peannux 6pojeBa TAKBUX A& (GyHKIMja
f:R — R, 3amara ca
f(z) = sin(az? + bx +c),

Oyzme mapra. (3a QyHKUMjy [ KasKeMO Ia je napHa akko 3a cBe x Bawu f(x) =
f(==).)

5. OmgpenuTu KOJIWKO jeaHaAUMHA
3 2 2 2 2 _
YAty + 22y +" +3zy+ 2y +3x+y+2=0

nMa 1eso6pojHuX pemewma (r,y) 3a koja Baxku |z| < 20 u |y| < 18.
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PEIMTEIHA 3AIJATARKA CA OIIIITVMHCROI' TAKMMYEIHLA N3
MATEMATHUARE YYJEHUKA CPEIILUX IITKOJIA, 13. 1. 2018.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. a) [Tomro je n memus ca Tpu, ciaenu na je meros 36up nudapa AebUB Ca TPH,
Te je omma u f(n) memus ca 3 jep uma uctu 36up nupapa. Omarae, uz n = 3f(n)
cremu na je 6poj n memuB ca 9 Te je n meros 30up nupapa gemuB ca 9, m Haj3ALI,
nomto je u f(n) memus ca 9 jep mma uctu 30up nudapa, uz n = 3f(n) cienu na
je n memuB ca 27.

b) YKoauko 3anmmmemMo n = Grar_1 - .- 4100, jeaHarocT n = 2f(n) ce czomu Ha

10%ay, 4 - -+ + 10a; + ag = 2(10%ag + - - + 10ax_1 + ay).

N3 koncraranuje 10° = 1° = 1 (mod 9) ciemu ay+---+ai+ag = 2(ag+- - -+ar_1+ag)
(mod 9), Tj. ag+ -+ ag—1 +axr =0 (mod 9). Harzne, karo je 36up nupapa Gpoja
n nesbuB ca 9, caeny na je m n gesbuB ca 9.

2. a) Heka mpasa BK ceue mnponyskerak F
crparaune AD y rmaukun E. Kako cy ABCK u
AEDK mupasoyrau, K je cpemumire CTpaHUIe
CD u rom K wmmamMo yHaKpCHE yrioBe, nobu-
jamo ABCK = ANAEDK. Onarne mmamo ED =
BC = AD, na rarxo je AAHE upasoyrau (1o
ycaoBy 3anarka Baxku BK 1 AC), to je D
cpemuIITe XUIOTeHy3e, ma umamo AD = ED = D K c
HD, tj. AHAD je jenHakoKpaku, OIaKJe CJeau
£ADAH = L{DHA. Cana u3s jemnakoctu L DAH =
£ACB (yrioBu ca mapajeigHAM KpalyuMa) To0u- 77
jamo Tpaskeny jemuakoct LACB = LDHA.

b) Ounrnenso, AGAD = ANHCB (umajy mo-

oynapHa cBa Tpu omrosapajyha yrua, u AD = “

CB). Opmatae cnemu AG = CH, a kKako cy mpase

DG u EH napanemue u AD = DE, u3 Tanecose B
teopeme ciaemu AG = GH. Kowmauno, uz AG = Om 2018 1A 2

GH = HC cnemn GH = %AC.

3. Habumo mpBO Ha KOJIUKO ce HAUMHA MOTY OomabpaTu TpaskeHu O100pU aKo
M30CTABUMO 3aXTeB Aa CBaKW 000D Mopa mMmaTu Oap nBa unana. CBaka aBa Ma-
reMaruryapa koju cy mebhycobumo y cBabu Moxkemo Ha yKynmHO 3 -2 = 6 HaumHA
pacnopemuTu y Tpu on0opa (IpBOr MaTeMarudapa CTaBUMO y OUIO KOoju oabop,
a 3a Apyror GMpaMmo jemaH ol HPEeoCTasa ABa), Te je yKynad 6poj Hauuna 6. Oxn
oBor 6poja Tpeba omysetu omabupe y kKojuMa je OpOj dIaHOBA Y HEKOM 0aOODY
0 unm 1. IIlpumeTumo, mpe cBera, Ja MOKE MOCTOjaTU HAJBUINE jeJaH TAKaB OI00P
(ako Ou mBa ombopa Ouna taksa, y Tpehiem Gucmo mmanau Gap 2n — 2 wraHOBa
KOMUCHje, & HOITO 3a 1 > 3 BAKMU 2n — 2 > n, HEKU OJ[ WIAHOBA y TOM OI00py
6u 6unu mehycobuo y csabu). Bpoj omabupa rzme je Hexu onbGop Ge3 diraHoBa
usHocu 3-2" (majupe ¢purcupamo koju ox 3 onbopa he buru 6e3 unaHoBa, a OHIA
CBaKM IIap MareMaruyapa y ceabu MoxeMo y mpeocTasa nABa 0100pa paclIopenuTi
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Ha 2 HauuHa). Bpoj omabupa rme Heku oAOOpP MMa CAMO jJEQHOT YJIAHA W3HOCU
2n-3-2-2"71 = 3n . 2"t (ycammenn mMaremMaTmuap ce Mosxke uzabpaTu Ha 2n
HaYMWHA, CMECTUTHU y jeman ox 3 ombopa, ocoba ca kKojoMm je y cBabu y Omao
KOju On mpeocTaJsia 2 ondbopa, a OHIa Ce MPEOCTAJUX 2n — 2 MaTeMaThuYapa MOKe
cmecTuTy Ha 2" maunna). Cnemu na je pememe 3amaTka 6poj 6" —3-2"—3n-2" 1 =
6" —3-2"(2n+1).

4. Hera je t Opoj cexkyHIM OpPOTEKIUX OJ HOHONM, mpu yeMmy je { HEHeraTu-
BaH peaJsiaH Opoj. YTJOBK KOje Cy 3a TO BpEeMe IMpenuie CEeKyHIHA, MUHYTHA U
caTHa Kazajbka, penoM, uanoce 6t, 1% u %0 (m3paskenu y creneHuMa). Y CIOB Aa
CEeKYHIHA 1 MUHYTHA Ka3aJbKa 3akjamnajy yrao ox 30° je 6t — 1t*0 = £30+ 360a, mTo
je eKBUBaJIEHTHO ca

. 300(£1 + 12a)
B 59 ’
YCJIOB [a CEeKyHHA U CATHA Ka3aJbKa 3akianajy yrao ox 30° je 6t—17570 = +304-3600,
IITO je eKBUBAJIEHTHO Ca

. 3600(+1 + 12b)
o 719 ’

YCJIOB a MUHYTHA U CATHA Ka3aJjbka 3akiamnajy yrao ox 30° je %,%0 = £304360c,
IITO je eKBUBAJIEHTHO Ca

~3600(£1 + 12¢)

B 11

(rme cy a, b u ¢ ueku nenu Gpojesu). Ilo ycaoBy 3anaTka, ABe OI OBE TPU jeln-
HAKOCTU MOpajy ma Baxke. Rako cy Opojesm 11, 59 u 719 ysajamuOo mpoctm mo
napoBuMa, ciaemu na t mMopa ouru meo 6poj (Haumme, mMeHwmian 6poja ¢ mMopa
IeJUTU HEKa IBa O OBa TPU Opoja, ma cienu na uMenwusial mopa ouru 1). Kako
BasKM jeIHA O MOocJenme 2 jemuaxkoctu, a 6poj 3600 je yzajamuo mpocT u ca 11 u
ca 719, cnemu na je t memus ca 3600. dpyrum peumma, yCIOBU 3aJaTKa CE€ MOTY
UCIIYHUTH CaMO KaJ je IpoImao IeJaodpojaH Opoj caTu, MTO 3HAYU & U CEKYHIHA
U MUHYTHa Ka3ajbka Tama Moka3yjy Ha O0poj 12. Tama, ma Ou ce MCIyHHO yCJIOB
3a1aTKa, CaTHA Kasajbka MOpa mokasuBaTu Ha Opoj 1 mau 11. Caemu na hie y Toky
[BaIeCeTYEeTBOPOUYACOBHOT nepuosa 4 myTa OUTH 3aI0BOJFEHU yCJIOBU 3aJaTKA: Y

1.00, 11.00, 13.00 u 23.00.

5. Dapon Mumxay3eH HUje y TpaBy: M3 yCTAHOBJLEHE
YMIEHUIlE HE CJIeqV FHEeroB 3ak/bydaK. a0 KOHTpampuMmep
MOKEMO y3€TH CUTYalujy y KOjOj M3 JemHOT Trpajia IoJia3e
YeTUpU MyTa, & U3 cBakor on npeoctanux 2017 rpamoBa mo
[Ba IyTa, HA HAYMWH KOjU je mpuka3aH Ha ciauru. OuurienHo,
y TaKBOj CUTYalMjU jeCTe UCIyHEeHA YNHEHUIA KOjy je 6apon
ycranosro. Onmabepumo cana 3a p U r OBa IyTa O3HAUEHA
Ha CJIUIU. JACHO, ma OUCMO U3 ,,TOPIHLE MOJIOBUHE ¢ TPENIN Y
oWy ¢ (nnu o6partro), Mopamo npohwu myrem p umu r. Men-
JYTUM, YKOJIMKO ODUCMO HBUMAa IPOJIA3UIN HEIOCPEIHO jeTHUM
3a OPYTUM, OYUIJIEIHO OMCMO IPBO MK (jeMHUM OX HUX) y
cMepy ka rpangy X, a moTtoM (APYrMM OX BUX) y CMePy Of
rpagza X. OBO 3HaUM OJa CMO IyTOBAHE 3AI0YesU Yy HOHO0]

Om 2018 1A 5
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nosnoBuru (Oynyhu na 6u eBeHTya HM IPETXOMHY IPEJIA3aK U3 [OPHE IOJIOBUHE
y OBy HOApPa3yMeBao IPOJa3ak MyTeM P WX Ty cMepy on rpazxa X ), HO OHIA,
mocJje MpoJacKa IIyTeBUMa P U T Ha ONUCAHU HAYWH, HE IIOCTOjU BUIIE HAYUH 14
nobemMo 10 ropme MOJNIOBUHE y3 MOIMITOBAKE OMUCAHUX yCJIOBa MIyTOBama. Tume je
3a,1aTaK PEIIeH.

JIpyru pa3spen — A kareropuja

1. N3 sin2z < 1 umamo 17— 7sin 2z > 0 3a cBe BpeIHOCTHU X, TIa je KOPEH C JIeBe
crpaHe yBek nmedunucan. /lakie, npe kBagpupama jenHaunHe Tpeba IOCTaBUTH
caMo ycioB 3 cosz —5sinx > 0. Hakon xBampupama ocTaje 17— 7sin 2z = 9 cos? z +
25sin? x — 30sinz cos x, 1j., 3amemyjyhu 17 = 17sin? z + 17 cos? z u npebamyjyhn
CBe HA JIEBY CTDaHY,

8cos?z — 8sin® z + 30sinz cosz — 7sin 2z = 0.

W3 umenturera cos?r — sin?z = cos2zr u 2sinx cosT = sin 2z BUAUMO Ha je mobu-

jeHa jemHaunHa eKBuUBaJieHTHa ca 8 cos 2z + 8sin 2z = 0. OBo ga/me MOKEMO TPaHC-
(hopMHCcaT Kao

2
0=_8v2 (xfcos 2z + \gsm%) =82 (sin%cos% + cos%sinh”) = 8V2sin (2x + %),

omarne ciema 2x+5 = km, k € Z. llaxie, peniena Hocienmhe jeHadnHe Cy Opojen
obnuka = —% %’T, k € Z. Ouu ce MOry mOLeIUTH y 4eTupu kaace (Lae y CBaKoj
KJTaCH UMaMo Tepuon 2m): © = —g +2km, x = 3%—1—2]%, T = %’r—i—ka T = 11” +2km,

k € Z. Pemema us ﬂpyre u Tpehe KJIace He UCIYyH-aBajy yCJIOB 3COST — 55111:3 > 0
(mvamo cos 3T < cos T = ? u 51n— >sin g = ?, ma 3c05§—5bm < —V2<0;
rarkobe, cos g < 0 m sin“F > 0, ma 3cos 7; 5sin 78” < 0). Peme}ba U3 OpBE U
YeTBpTe Klace WCIymaBajy Taj ycaos (cos(—g) > 0 m sin(—F) < 0, ma 3cos(—g) —

in(—% ;T =" = —¥*u = —¥X= 0
5sin(—g) > 0; Taxobe, cos 1;” > cos 54” ‘f sin 1;” < sin 52 ?7 a
3 cos 1%” 9 sin 1;’“ > /2 > 0), ma camMo OHa UMHE pelIeHa MOJa3He jeTHAYMHE.

Ilpyrum peumma, OAroBOp je:

117

xe{—g—i—%w,?—k%w:keZ}.

2. Y oba mena 3anmatka KopuctuheMmo GpopMyIy

t2_2b2+202—
@ 4

(1 AHAJIOTHO 3a OCTAJIE TEKUIIHE HY:KU). [IOKAKUMO
KaKoO ce oHa m3Bomu. Ako je A cpemmna crpaHuie
BC, n3 kocunycue Tteopeme npumemene Ha NAA1 B
mvamo ¢ = t2 + BA? — 2t,BA; cos {AA| B, a u3 Koc-
unycHe Teopeme npumemene na AAA;C mobujamo C B A
b? =12 4+ CA? —2t,C Ay cos £ AA;C. Cabupamem oBe

Om 2018 2A 2
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nBe jemmakocTw, y3 mpumeny BA; = CA; = 5 nm
cos {AA1B = —cos LAA;C (bynyhu na cy oBa nsa yria HamopenHa), nobujamo
b+ c? =212 + %, oZakje clleln KeJbeHa PopMya.

a) IIpernocrasumo a? + ¢? = 2b%. Tana umamo

20% + 2¢% — a2 2b2+2a2—02_462+a2+02_67b2_%
4 4 N 4 42

2 4+12 =

202 422 — V2 42— 31?

e s

Tj. 3amcra Baku 2 + 12 = 2t7.
OO0paTHO, YKOJIUKO MPETIOCTABUMO t?l + ti = 2t§, OBO Ce CBOJU Ha
4% +a® + ¢ 2a® +2¢2 - b2
4 N 2 '

omakse (mociae MHOEema obe cTpaHe ca 4 u motupama) caema 6b° = 3a® + 3¢, Tj.
a® + c? = 2b°.
b) IIpso pewewe. Ipernocrasumo a? + ¢? = 2b%. Tama mmamo

2 W 2P +2¢2 —a? (a®+2) + 2 —a? _37‘32_5

2 202820 T 902 4 9c2 — B2 2(26%) — b2 S 302 b2

Tj. i—: = . AmaJorso, i—; = 7. llakmne, momTo mocMaTpana ABa TPOYTJa UMajy ABa

mapa TpPOMOPHUOHAJIHUX CTPAHUIA, CIEAN Aa CY OHU CIUYHU.

O0paTHO, YKOJIMKO MPETIOCTABUMO Ja CYy Ta IBA TPOYIJa CIAUYHA, Ta,18 UMAMO
’i—z = 5 (mpumerumo, uz a < b < ¢ cuemu t, = tp, = t., OHAKIE 3AKDYUY-
jeMo Koja CTpaHMIA KOPECIOHAUpa KOjoj), Tj. at, = ct.. OBO ce nmame cBooU HA
av2b? +2¢2 —a? = ¢v/2a2 + 202 — 2, Tj. 2a%b? + 2d%c® — a* = 2a2c? + 202 — .

IIpebamuBameM cBera Ha MECHY CTPaHY jeIHAKOCTH MOOMjamMo
0 =a*—c*+20%c* - 2a%0* = (a® — *)(a® + ) + 2b%(c? — a?) = (a® — *)(a® + 2 — 2b?).

Omasme ciaema a = ¢ wmm a® + ¢ = 2b%. Y apyrom ciydajy 3aIaTak je pemreH.
Y mpBoM caydyajy, u3 a = cu a < b < ¢ umamo a = b = ¢, ma Tamga omeT BaKu
a? + ¢ = 2b%. TumMe je DOKA3 3aBPIIEH.

Jpyeo pewewe. V3 jemmarkoctu a? + ¢ = 2b% 1o6ujaMo CIMIHOCT MOCMATPAHUX
TPOYTJIOBA Kao y NPBOM pelneny. IIpermocraBuMo cama Oa Cy Ta IBa TPOYILJa
CIWYHA, W TMOKAKUMO OBY jemHakocT. Ha OCHOBY NpETIOCTABILEHE CIUYHOCTU
cienu ma mOCTOju peasaH Opoj k TakaB ma Basku t. = ka, t, = kb u t, = kc.
Naamo

20 +2¢2 —a?  2a®+2c2 -0 2024202 -2 3(a®+ 0%+ ?)

2 +2 442 = =
24ty +t2 1 + 1 + 1 1 ,

Ia axo oBze yBpcTuMo Majonpebamme jenmaroctu, mobujamo k2c? +k2b% + k2a? =

3 2 b2 2
W, omakie ciaemu k2 = %. Cama mmaMo

2b% +2¢2 — a?
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omakie onMmax ciaenn a> + ¢ = 2b2.
10%%—1

3. [Tocmarpanu GpojeBu cy 0OIMKA 3a Heku npupomnan 6poj k. 3a k=1
umamo 6poj 1, mro Huje mpoct Opoj. 3a k = 2 umamo 6poj 101, mro jecTte mpoct
6poj. 3a k > 3 numamo

102 — 1 (10F —1)(10F +1) 18- (10k 4 1)

99 99 11

Jenan on mBa ummmona y Gpojuony mopa Guru memus ca 11 (jep je mocmarpanm
6poj mpupoman). Aro 11 | 10¥ + 1, Tana je 10’;_1 ¢axkTop mocmarpanor 6poja
(Behu ox 1 m passmuur ox camor 6poja), ma je mocMaTpaHu OPOj CIIOKEH; aKo
11| 10];*1, Tamna je 10;;1 ¢parrop mocmarpasnor 6poja (Behn on 1 m pasnuuur of
camor 6poja), na je mocMaTpanu OGpPOj MOHOBO CJIOKEH.

Hakme, jenuno pemesse je 6poj 101.

4. CabupameM CBUX 71 jeHAUYMHA TOOUjaMo

n n n n
E a:i:E R E 112722 i +n|,
i=1 i=1 i=1 i=1

n .
IITO ce CBOAM Ha y ., ¥; = n. IIpeTmocraBumo, 6e3 cMameHa ONIITOCTH, 14 je Ty
MuHUMAJAaH MeDy T1,To, ..., T,. Taga umamo 0<z; <1. MebhyTum, npBa jennauuna
naje xo = m%f(xnfl)ngféxl, ma 300r MUHUMAJHOCTHU 1 MOpa ODUTH Ty = T = x%

u z, = 1. Onarine ciemu 1 = 0 wim x; = 1. Y npBOM ciyyajy Ha UCTU HAYUUH

nobujamo x3 = 9 = 0, x4 = x3 = 0 ura., Tj. x2 = x3 = --- = x, = 0, WTO HUjE
pememe. Ocraje camo ciayvaj 1 = 1 u omaTiie OomeT HA WCTU HAYMH A0OUjaMo
T =Ty = --=2, =1, ma je TO jeIUHO peIeHne.

5. JemmHuuyHUX KBaapaTa MMa n?

3HAYM 13 TapoBa O0JIUKA

, CBakM mMa Oap IBe IPBEHE CTPAHUIE, IITO

(jemuHWYHM KBaApAT, HErOBa IPBEHA CTPAHUIA)

uMma 6ap 2n?. MebyTuM, cBaka IpBeHa Iy ce HOjaB/byje y HAJBUIIE IBA TAKBA
napa, ma IPBEHUX Iy:KM uMa 6ap n2.

IIpermocTaBuMo ma ux uMma tauso n?. Tama cBaka oI HBUX JEKM y TAYHO IBA
jeIMHUYHA KBaApAaTa, & CBAKW jeIVHUYHN KBAAPAT MMa TAYHO OBE IPBEHE IYKU
(jep 6u y cympOTHOM y HEKO] OJX IPOIEHA U3 NPETXOMHOI IaCyCa BasKUIA CTPOra
HejeHaKOCT, ma 61 6poj MPBeHUX Iy:&u Mopao 6utu crporo sehu ox n?). O6ojumo
jeIMHUYHE KBaJpaTe MPHO 1 0eJso, momyT maxoBcke Tabse. CBaka npBeHa Iy:K je
y Ta4yHO jeqHOM GesioM KBaApaTy (M jeMHOM HPHOM), & IOIITO CBAKU OEJU KBAIPAT
uMa [B€ IPBEHE CTPAaHUIE, CIeqU Oa OeJInX KBaIpaTa nMa %n27 ITo HUje 11eo 6poj;
KOHTPAAUKIAja.

Haxne, upBenux ayxu mma 6ap n? + 1. INoxkaxumo na je moryhe noctuhwm
oBy BpennocT. /loBOLHO je 000juTr CBE XOPU3OHTAJNHE IY:KU OCUM OHUX KOj€ CYy
Ha CTpaHUIAMa BEJIUKOr KBAIpaTa, & BEPTUKAJHE jeIUHUYHE NYKU KOje HAJEKY
HA IBE XOPU3OHTAJHE CTPAHWUIE BEJIUKOr KBaApara 000jUTH HAM3MEHUIHO (LIpPBY,
rpeliy, mery...). OBako je ob6ojeno n(n — 1) + "7'"1 —+ % =n? + 1 myxu, unme je
IOKa3 3aBPIIEH.
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Tpehu pa3pem — A kareropuja

1. Axo z u y 3amene mecta, mobujamo f(f(zy)) = |y|f(z) + 3f(xy), mTo omys-
“MameM of mosasHe jenHaumHe paje |z|f(y) = |y|f(z). 3a y = 1 umamo f(x) =
f(1)]z|. Batum 3a = y = 1 y nonasnoj jemnauman nobujamo f(f(1)) = 4f(1), a
nomro n3 popmyse u3 nperxonte peuennte caema f(f(1)) = f(1)|f(1)|, cnajamem
nociaenwme ase jemnaroctu pobujamo f(1)[f(1)] = 4f(1), ©j. f(1)(|f(1)] —4) = 0.
Omarae caemu f(1) € {—4,0,4}, 1j. kanounaTy 3a pemewa cy opyurimmje f(z) =0,
f(z) =4jz| n f(z) = —4|z|. IIpBa Ox BUX OUUIIEOHO jeCTe PElleHhe, BUAUMO U Aa
zpyra jecte pememe jep Baxn |z|f(y) +3f(xy) = 4|lvy|+12[zy| = 16|zy| = f(f(zy)),
a cauuno u f(z) = —4|x| jecre pememe.

2. [Tosuaro je ma Bazkn DC = DI. 3a-
MCTa, aKO yIrJOBE TPOYIJa O3HAUMMO yO-
buuajeno ca «, B u v, umamo LICD =
LICB+4BCD = £LICB+4BAD = 3+% =
LICA+ LIAC = £DIC, tj. DI = DC.

Hera BI ceue cumerpainy crpanune BC
y mauku K’'. Ilokazahemo K’ = K, mto
je MOBOJPHO 3a pelleme 3aIaTKa jep Mo
n3bopy taurke K’ Bazgku BK' = CK'. Kako
mvamo LIK'D = {BK'D = LCK'D, rauka
D je mpecek cumerpane LIK'C u cume-
tpage nysxu IC (mopcerumo ce, DI = DO,
a TMO3HATO je Ia Taj MPeCek JIeKU Ha KPYik-
aunu orucanoj oko AIK'C. INakne, Tauke
I, K', C n D cy xounurnuune; onarie, K’
JeRU Ha KpyskHUIM onucano] oko ACDI,
na caremn K' = K.

Om 2018 3A 2

3. Herka cy my:kuse cTpaHulie TOr TPOyria a, b u ¢, a Hmerosa moBpruHa P.
Moskemo mpernocraButu, 6e3 ymamema ommrocTtu, o < b < ¢. Tana je b apurme-
TUYKA CPEIVHA G U ¢, Ia u3 b = “;c nobujamo ¢ = 2b—a. Canauz a+ P =b+c
nobujamo P =b+c—a = b+ (2b—a) —a = 3b—2a. Vzpasuhiemo nospuunay Tpoyria

_ atbtc _ 3b _ 3b _ b
momohy XeEOHOBe popmyne. Umamo s = 5 =2, s—a=3 —a,s—b=3mu

2

3b—2a:P:\/32b <%b—a) g <a—g> :Z\/3(3b—2a)(2a—b).

Ksanpupamem ob6e crpame mobumjamo 16(3b — 2a)? = 3b*(3b — 2a)(2a — b), mTo Ce
ceomu Ha 16(3b — 2a) = 3b*(2a — b) (moskemo crpatutu ca 3b — 2a jep u3 b > a
cnemu 3b — 2a > 0), 1j. 48b — 32a = 6ab® — 3b®. Youasamo na je 3b® mapam 6poj
(jep cy cBu ocTasu cabupuu mapHU), Ta Caeau na je u b mapan 6poj, tj. b= 2b'.
Ilocnenma jemmaxocT ce cBomu Ha 960’ — 32a = 24ab? — 24b3, 1j., mocne memema
ca 8, 120 — 4a = 3ab’? — 3b"3. OmaBIe MOKEMO M3PA3UTH

S—Cc=a— IIa cJjiequ

O30 120 3P+ 4b 48, 8b/

32 +4 32 +4 N 302+ 4




27

Kako je a meo 6poj, mobujamo 3b"2 +4 | 8V, a omarae 3b +4 < 8. JemmakocT
ce mocTmxe 3a b = &7”5%74'3'4 = %, Tj. 3a b = % u b = 2, ma mocmaTpana
HejenHakocT Baku 3a b’ € [2,2]. Jeaunu npuposHu 6pojeBU y OBOM MHTEpBAly Cy
V=1ubd =2 3ab =1 umamo a = 1+ %, MTO HUje mpupomad Opoj, ma ce
oBzIe He nobuja pememe. 3a b = 2 umamo a = 2 + 3&14 =2+1=3,b=20 =4,
c=2b—a=24-3=5uP=3b—2a=3-4—2-3 =06, mWTO je jeAMHCTBEHO PEILICHE
3aaTKAa.

4. Tlpso mokazkmMo ma je moryhe obwhu Tabmy y n(2n + 1) + 2n = 2n? + 3n
noresa. OBaj 6poj moresa ce MOsKe MOCTUNM aKO NAYK AysK CBaKe KOJIOHE WIE Bep-
TUKAJIHO [Ba II0Jba CBE IOK je He obube 1einy, oHaa ce TOMePU XOPU30HTAIHO jeTHO
nose no ciaenehe KOJIOHE M MOHABJBA MOCTYIAaK H0 Kpaja Tabie. Cana MOKAKIMO
na je oBO HajMamu Moryh 6poj moresa. OBG0juMO CBa MOJba y HEIAPHUM BPCTAMA
y npHO. BuauMo ma y cBakoM moTe3y CKym HOBOOOMDEHMX MOJba MOMKE Caap:KATHU
HAjBUINE jeqHO IPHO IOJbe. YKyNaH Opoj HeoOmDeHUX NPHUX NOJba HA IOUYETKY
(makse, cBa MpHA TOJba OCUM TOUeTHOT) jemuak je (n+ 1)(2n + 1) — 1 = 2n? + 3n,
Te cJeau Oa je ympaBo TOJMKO MUHMMAJHO IOTe3a MoTpebHO mayky na obube cBa
noJba.

5. a) IIpeo pewewe. Ilozuaro je ma rpojka (a,b,c) unau npumurusny ITurarop-
WHY TPOjKY aKO M CaMO aKO MOCTOje y3ajaMHO MPOCTU IPUPOTHU OpojeBU m u N
pasaMuMTe MapHOCTU TAKBU Ha Baskd a = m2 —n?, b = 2mn u ¢ = m? + n? (y3
voryhe 3amemene yiuore 3a a u b). Onariae, jenan on 6pojesa a u b je mapan a
OpPyTW HemapaH, a Ce OHU 3aBpIIaBajy pasianduruM muppama. lakie, mom mpert-
IOCTABKOM Ja ce a, b u ¢ Mory 3anucatu kopucrehiu camo nse pasiaumunre nudpe,
clenu Oa ce ¢ MOpa 3aBPIIaBaTH MCTOM I(GpPOM Kao jeman ox OpojeBa a mam b.
Cana u3 a? +b% = ¢ cnemu na ce Hekn ox 6pojesa a?, b? unu ¢® Mopa 3aBpmaBaTn
uudpom 0, ma ce omarie u jeman ox 6pojesa a, b mau ¢ 3aBpmasa mudpom 0, Tj.
0 je jemna om mBe mudpe Koje ce (MO MPETIOCTABIM) KOPUCTE y 3AIUCY OBa TPU
6poja. Ran 6u npyra mu¢pa 6uaa x, z > 1, carenuno 6u na cy cBa Tpu Opoja
IeJpUBa Ca X, T€ Aa HUCY y3ajaMHO IPOCTa; Oakjie, Te nse nuppe mopajy owmrum 0
m 1.

To smaun na MoxeMo 3amucati a = y .- 10%, b= 3" 10% u c = Y 1* 10%,
rme cy a;, b; u ¢; HeHeraTUBHU Teau OpOjeBUu, UHIEKCUPAHU Y pacTyhemM moperky.
Tana nmamo a? = Zl@.’jgm 10%+% y amanoruso 3a b u c?. Hajumamu cabupmu y
6pojesuma a?, b*> u 2, pemowm, jecy 10%%1, 10%°r u 10%¢1, re, me ymamyjyhu omm-
TOCT, MOPaMO UMaTU a1 = Cj. JlOKaKMMO WHIYKIjOM nOa 3a CBE i BAXKU G = C;
(omarue he cnemutu a = ¢, kouTpaurnuja). Basy cmo ynpaso mokasanu. IIper-
IOCTaBMMO cala na 3a cBe i, 1 < i < k, Baxku a; = ¢;, U OOKAKUMO Gf4]1 = Ck+1- VI3
IPETIOCTaABKe ClIemu Oa ce cBU cabupiu v a? obmmka 10%1% 3a 4,5 < k morupy
¢ omromapajyhum cabupmuma y c?. Onx mpeocTaaux cabupaka, HajMamu y a je
2. 109+ gajvamu y b2 je 1021 a majmamu y ¢ je 2-1007¢+1, Kako ce 102"
HojaBsyje camo jemsoM y b2, oH caM He Moe moTperu 2 - 10¢1TCk+1 ma ocraje
2. 109kt = 2. 10 TCk+1 1), apy1 = Cpi1, OITO je U TpebaJio JOKa3aTH.

Zpyzo pewewe. Kao y mpBom pememy, mobmjamo na ce a, b u ¢ cacroje on
mdpapa 0 u 1, u ga ce (6e3 ymamema OMIITOCTU) a4 U ¢ 3aBpHIaBajy mudpom 1,
a b ce zaspmasa mudpom 0. Moemo samucatu b? = 2 — a®? = (¢ — a)(c + a).
IIpermocTaBuMO #a Ce a U ¢ MOKJANAjy HAa TAYHO OPBUX t mudapa 3mecHa (Baskn
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t > 1, jep ce oba 6poja 3aBpmasajy mudpom 1). Tana ce ¢+ a 3aBpumasa uGpom
2, a ¢ — a ce 3aBpmaBa ca t HyJa, JeBO OX kojux je nudpa 1 niam 9. larie, npBa
HeHyJa mudpa 3mecHa y npoussony (¢ —a)(c+ a) usnocu 2 nnu 8. MebyTum, kako
je oBaj mpoussox jemnak b%, a mpBa Henysa muppa 3xecHa y 6pojy b? usnocu 1 (jep
npBa HeHyJa nudpa 3xecHa y 6pojy b u3Hocu 1), 0BUM MO 1OOMIN KOHTPAAUKIWN]Y.
Tume je mokaszamno ma TakBa Tpojka (a,b,c) He mocToju.

b) IlomosBo hemo kopucTuTM Kapakrepusauujy IpUMUTUBHUX lluraropunux
TPOJKM C MOYeTKa meja a). ¥ TOj Kapakrepmsamujn y3mmmo n = 5l u m = 5l + 1.
Tana nobujamo a = 100+ 1, b = 10I(5l + 1) m ¢ = 10I(5]l + 1) + 1. Cunemu ma je
nmosossaO Hahm | Takso ma ce u l u [(5] + 1) mory ucnucatu nudppama {0,1,5}. Aro
y3memo [ = 10° 3a nmpomsBossuO s € N, taga mmamo 5l + 1 =5-10° + 1, na caemu
I(51 +1) = 5-10% + 10°%, Te ce 3a GECKOHAUHO MHOTO S MOKE€ HAIDABUTHU KEJHEHA
ITuraropuna Tpojka.

Hanomewna. Jom mern nprMepu npuMutuBaux [luraropurux Tpojku Koje ce cac-

TOje camo ox Tpu pasiuuure urdpe cy (200...001, 200...00200...00, 200...00200...001)

k—1 k—1 k k-1 k—1
m (33...33, 55...5544...44 55...5544...445) 3a ma xoje k € N.
—_— —— Y
k k—1 k k—1 k—1

YerBpTH pa3zpen — A kareropuja
1. Ilpso pewemwe. IIpe cBera, umamo

sin kx .

. tgkx .o . sinkz . k

lim & = lim k2 — {jpy - lim =1-k=k.
z—0 T z—0 x z—0 kxr  2—0coskx

i ; : tgkz\ 2
Hame, umamo u lim, g ?12 = 00, ma ,IIO6I/IJaMO na 3a k> 1 Baskuy lim, o gmx)ﬂ =

00, a3a 0 <k <1 Bakn hmm_,o(tgkx) = 0. IIpeoctaje cayuaj k = 1. Tana
HOCMaTPaHU U3Pa3 TPAHCPOPMUIIEMO Ha ciegelin HauuH:

tgz—a

I% — tgxe—z = = 3%2 — tgx—a gw?’ -
lim (tg—x> — lim (1+ terov x) i — lim <<1+ wrot x) i )
x—0 x x—0 x x—0 x

tgr—x
xr

[Mpumernmo na 3a z — 0 umamo — 0 (360r Bubenor thx — 1), na je uzpas y

1 .
cnosmHUM 3arpazgama obnuka (1+¢)* 3a t — 0, u meros aumec je e. [Ipema Tome,
aJbe MO’KEMO PAUyHATH:

tgx—x hm;r_,o tgx—x

lgr—x v 4 gw
lim <(1 + tgxi—x) e I) b <hm <1 + w) tgzz) ’ — lima—o 7"55;3_‘”’
x—0 x T

IIa mpeocraje jom n3padynary lim, o &
(mBa myTa), mobujamo

L. lIpumewyjyhu JlonuTaaoBo mpasmuio

tgr —x lim -1 . —2cosz - (—sinx) . 2cosCx . sinz
== cos’z = .
x

. 2
lim i —
—0 3x2 z—0 6x x—0 6 z—0 x 6

x—0




29

Ilakne, pememe 3anaTKa je:

L :{ 0, 33a0<k<1;
22
lim <tgkx> :{ es, zak=1;
x—0 X
t oo, 3ak>1.

Apyeo pewewe. Pamuvo camo cayuaj k = 1 (ocraTak mae Kao y IPETXOTHOM
pemeny). Moxkemo 3amucaTu

1

. tgx 22 . tga\ o . 1, tee . 1, tee

lim (2% = lim (elnT) = lim a2 " Te = Mmoo gz In T
z—0

tgx

xT

(mpumemyjemo JlonmnTasoBO NPABUIO CBYTZE TAe je HA3HAUEHO =):

ma je mMOBOJBHO m3pauyHaruy lim, g ;12 In . OBo cnpoBomumo Ha caenehu HAYMH

#m—tgaﬁ

tgx L, cos?a T —tox T _ sinzx
lim T Lt iy 182 z? — lim Ccos?z 8T — lim <o’z _cosz _ iy
=0 12 0 2 =0  222tgx 2—0  2g28nL —0 222 sin x cos &
oS T
— 1 — cos2x P 2sin 2z

T —sinxcosx

im - 3
z—0 2x sin 2x + 224 cos 2x

sin 2x . 2cos2x

o a:li% 2sin 2a + 4z cos 2z + 4x cos 2x — 422 sin 2x

= li

€T

ma nobrjaMo MCTU PEe3yaTaT Kao y IPETXOTHOM DEIleHnY.

2. Herka cy G u H cpemumra crpas-
una AB u CD, u O nenrap Kpazapara
ABCD. Heka cy r1 u ry [OJymped-
HUIX [OBe JjomTe. Tama cy 1y W ro, pe-
CIIEKTUBHO, MOJYNPEYHUI KPY:KHUNA YII-
ucanux y dersopoyriose FGEH u FAEC.
O6eneumo OG = a, OA = d = a2,
OF =bu OF =1V. 3ajeqauukn nenTap S
IBe TOCMATPAHEe JIONTE Ce HAJIA3U HA ILyKUA
EF, u npurom je GS cumerpana LEGF,
a AS cumerpana LEAF (jep je S yjemuo
neHTap Kpy:kHuna ymwucannx y FGEH u
FAEC). Oparae caemn £EG _ ES _ EA

FG FS FA>
. VaZ+b? /a’2 1 b2
omakme mobujamo T=oT = Toeon, A Om 2018 4A 2

mro ce (yHAKPCHUM MHOYKEHEM) CBOIY HA
\/a’2a2+a’2b’2+b2a2+b2b’2 — \/&’2(12+a'2b2+b’2a2+b'2b2, Tj. a’?b’? + b2a? =
a?b? + b2a?, a oBo je exsuBasentro ca (a2 — a?)(b'? — b?) = 0. Kako Bawxu a’ # a,

73 MpeTxonHe jemnaxoctu caemu b = b, a omarie mobujamo S = O. Cana mmamo

’ .
r = % ury = \/a%i-bQ = ﬁ‘fb,z (wro cmo mobunu pauynajyhu Bucune us

. )
250 Sin 27 + Az 008 27 — 202 Sin 2% 420 2 cos 2 + 4 cos 22 — 8z sin 2 — Az sin 27 — 4a
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Oy AEOG u AEOA c upasum yraom y temery O). U3 yciaosa 3amaTka umamMo

- 2T 242
2 = /3 qj. = \62(122;;22 = 2+(( ))2 , & omasie no6ujamMo 6+3( )2 = 4—1—4(2)2,

Tj. I{OH&‘IHOE—E_\/ —4=4/2.

3. Osmaunmo ca A;(n), i € {1,2,3,4}, 6poj naunna na Ilepuna xpene ca i-Tor
cupaTa, HAIPDABKM N KODAKA M 3aBPIIM Ha HOCIENmEeM cupary. Tpaskenu Gpoj je

= Z?Zl A;(n). dupexrHo uspauynasamo By = Z?Zl A;(0)=04+0+0+1=1m
B; = Zle Ai(1)=0+0+140=1. Jame, jacHO je ma 3a cBako 1 > 1 Baxku

Ai(n) = Az(n — 1),
As(n) = A1(n— 1)+ As(n—1),
Asz(n) = As(n— 1) + Ag(n — 1),
Ay(n) = Az(n — 1),

na mobujamo

Bn =) Ai(n) = As(n— 1)+ (A1(n — 1) + Az(n — 1)) + (Az(n — 1) + As(n — 1)) + Az(n — 1)

i=1
4

=Ap(n—1)+ As(n—1)+ Y _ Ai(n—1)

i=1
4

= (A1(n = 2) + As(n — 2)) + (A2(n = 2) + As(n = 2)) + Y _ Ai(n— 1)

i=1

4 4
Z (n—1)+Y Ai(n—2)=Bu_1+ By ».
=1 i=1

Hakne, us Bg = 1 = Fy, By = 1 = F;, u onrosapajyhe pekypentue Bese 3a
dubonauujese 6pojese, umamo By, = F, ;1.

4. BpojeBu ap 3a —%1 <a< q;zl Iajy pa3uymTe OCTATKE IPU Nebemy ca (,
ma jenaH on mUX Oaje ocrarak l: Heka je To ap = bg + 1. Bpojesu |ap| un |bg| cy
Y3aCTOIHU U MABU O %pq < p? (a Tume u ox ¢?), ma cy muxosu Hajsehm mpocTn

JeJIrony yIpaBo P U ¢, PEIOM.

5. Hera je AB jemma on matux aysxku d. Ilpwm
poramuju oko neurpa O kpyra I', mysx AB omnucyje
Kpy:kHEI TOpcTeH v4p. Heka je C cpemmna ny:xu AB n
y3aMumo, 6e3 cmamema ommroctu, LOCA > 90°. Tana
mvmamo OA%? — OC? > AC? = iABz, Ia je HOBPIIMHA
npcrena yap 6ap T AB?m.

Axo cy nmysune mpatux gysku di,ds,...,d,, u3
NpPETXOMHOT cjend ma 30up MOBPIIUHA IHUMa OAr0-
Bapajyhnx IPCTEHA HUjE€ MAU O 2 (d2+d +oed?) >
Z(dy+ - 4dy)? =7 (KOpI/ICTI/I.HI/I CMO HEjeIHAKOCT
n3Mely KBampaTHe M apUTMETHUYKE CPEAWHE), WITO je

Om 2018 4A 5



31

nospmmHa kpyra I'. IIpema Tome, Gap mBa mpcreHa ce
CeRy, IITO 3HAUM Ja MOCTOju KpyskHuna ¢ nearpom O Koja ceye mUMa KOPECIOH-
IEHTHE NBE Iy7KU.

IIpBu paspen — b kareropuja

1. Kako cy mepuu OpojeBu yriaoBa Tpu mpocrta 6poja, a muxoB 306up je 180°,
He MOTy cBa Tpu Opoja OuTu HemapHa, Ma cjlend Ia jedaH yrao MOpPa M3HOCUTHU
2°. Canma 3a cpemmu MO BEJWYMHM yrao ucnpobaBamo mpocrte OpojeBe, pemnoM,
U UCOUTYjeMO Kana e W BPETHOCT IPeoCcTaJor yriaa owutum mpoct Opoj. Hamas-
unmo caneneha pemema: {2°,5°,173°}, {2°,11°,167°}, {2°,29°,149°}, {2°,41°,137°},
{2°,47°,131°}, {2°,71°,107°} n {2°,89°,89°}.

2. Muman Tpeba ga OKpeHe KapTe Ha KojuMa cy camoraacuunu: A, B, A, U, A,
U yBepu ce ma je ¢ apyre crpane napas 6poj. Takobhe Tpeba ma okpene u Kapry
Ha K0joj je 6poj I u yBepu ce ma je ¢ apyre crpaHe cyriacHuk (ako Ou ¢ mpyre
cTpaHe OMO CaMOIJIACHUK, Ta KapTa Ou mpencraBibajia KOHTpanpuMep 3a Bianuzo
tepbeme). arie, Tpeba na okpene Hajmame 6 kapara.

11,1 1 _ 12464443 _ 25 _, 2018 ~
3. [lpumernmo na Baskw § + 5 + 3 + 5 = > = 15 # 1301 Harme, mocma

Tpanu OpojeBu Hucy 1,2,3,4, ma umamo a,b,c,d > 2. Ho, rana Baxn
11 1 1 1 1 1 30+20+15+12 77 1925 2013

1
S N T e S R == 2
a+b+c+d\2+3+4+5 60 60 1500<1301

Iakne, takBu OpojeBu a, b, ¢ u d He mocTOje.

4. Tpasxenu ckyn sammcaheMo Kao yHH]y 4YeTHpPU IOBE3aHa OCEHUYEHA [eiIa.
Tume mobujamo pemieme:

(ANB)\(DUEUC)) U ((ANC)\(BUF)) U ((ENC)\ A) U (F\ (AUB)).

5. Y peun MAIITOBHUT csako cnoso cem T ce jasma tauno jeauom (T ce
jaBmba 2 myTa) m mpencTaBba jemHy on madapa m3 ckyma {1,2,3,4,5,6,7}, ma je
30up mudapa opoja MAIITOBUT jemnar 1 4+24+3+4+54+6+7+ T =28+ T.
Hlame, rako je 6poj MAHITOBUT uenapan, T Mopa Outu HemapHa mudpa, a Kako
je 6poj MAIITOBHUT nemus ca 3, u weros 36up mupapa 28+ T Mopa OuTu nesbus
ca 3, ma caemqu 1 = 5.

CBu CyrJIaCHUIIM NIPENCTaBbajy MUPpe UCTe MapHOCTHU, Ia JobujaMo ma Ccy u
M, II n B uenapue nudpe (jep je T =5 menapua nudpa), tj. M, I, B € {1,3,7}, a
KAKO CMO yTPOIINUJIY CBE HENApHe nu(pe, OHIa CAMOTIIACHUIM IPEICTABIbA]Y MapHE
mudpe, 1j. A, O, € {2,4,6}. Kako pasnuuura cI0Ba NPENCTABILAjy PA3IAUNATE
mudpe, To M, III, B moskemo onpenntu u3 ckyna {1,3,7} #a 3! = 6 mHauuna, Kao n
A, O, 1 u3 cxyna {2,4,6} rarkobe ma 3! = 6 mauuna, ma yKymHO TakBUX OpoOjeBa
nMma 6 -6 = 36.

Ipyru pa3spen — B kareropuja
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1. U3 apyror ycunosa ciemu na je X moxckyn ckyma {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
W3 mpBor ycmoBa cienu na OH MOpa canp:kaTru OpojeBe 6, 7 m 8, Ka0 U na He
cMme canapskatu 6pojeBe 9 m 10. VI3 mapyror ycioBa cienu na OH MOPa CaAP:KATIA
6pojese 1, 2 u 3. Ilakie, npeoctajy jom OpojeBu 4 u 5, 3a KOje MOKEMO ITPOU3BOJHHO
omabparu na au na oyny wiau na He Oyxny v ckymy X. IIpema Tome, mocToje uetupu
rakBa ckyna: {1,2,3,4,5,6,7,8}, {1,2,3,5,6,7,8}, {1,2,3,4,6,7,8} u {1,2,3,6,7,8}.

2. JlesmemeM 3a1aTa JBa MOJMHOMA HOOUjaMO KOJUYHUK &+ a u ocTaTtak 2x(b—
a?) + (c — ab). Kako ocrarax mopa 6utu 0 (jep je IpBU MOJMHOM HEJLUB APYTHM),
ctemt b—a? =0wuc—ab=0, 1j. b=20a®? u c=ab=a® Ilakie, IpPBU HOTUHOM
ussocHu x° + 3ax? + 3a’x + a®, 1j. (v + a)?, a apyru 2 + 2ax + a?, Tj. (v + a)?.

3. Heka cy y A u D mupasu yriosu TOr C x D
Tpanesza, AB Beha ocmosuma, CD wmama. Ilo NP
ycaoBy 3anatka umamo LACB = LACD = o,

a omarie caequ LCAB = LACD = p, ka0 Hau3-

mennynu yriuosu. Jlakime, AABC je jeqHakokpaxk,

1j. AB = BC = c¢. Heka je O mpecek cpenme ¢

auHUje tpamesa ca mujaronanom AC; makae, O )
je cpemumre AC. Karo je AADC npasoyriau, TO

nmamo OD = OA = OC = A—QC = 30. IlomTo je

u AOCD jemHakokpak ca yriioM Ha OCHOBUIM {,

umamo NAABC ~ ADOC. Axo o3uaunmo CD = z, ¥
no0UjaMO TPOMOPIN]Y % = 35, ONakme ciemu B ¢ A
cx = 1800. lame, umamo u ¢ +x = AB+ CD =

2 .43 = 86, ma Basku ¢ = 86 — r, W yBpIITABaAmEM Om 2018 25 3

oBOTa y TIPeTXoaHy jemHaduny nobujamo (86 —x)x = 1800, Tj. 22 — 86z + 1800 = 0.
86+v/862—4-1800 _ 864196 _
2 2

, Tj. © = 36 u ¢ = 8 —x = 50 (ombamyjemo apyro pememe: x = 50 u
¢ = 36, jep Tpeba na Baxku ¢ > x). Hakae, umamo AB = BC = 50, CD = x = 36,

n wu3 Iluraropume teopeme pauynamo AD = AC? —CD? = /602 —362 =
/3600 — 1296 = /2304 = 48.

Pemapamem oBe jeqHaunMHe M3PAYYHABAMO T/ =
86+14
2

4. 3a p = 5 umamo 4p? + 1 = 101 u 6p% + 1 = 151, u oBu 6GpojeBU Cy 3amcTa
npoctu. IIpernocrasumo cama p # 5. Tama umamo p = +1 (mod 5) umu p = £2
(mod 5). ¥ mpBom ciryuajy mobujamo 4p? +1=4-(£1)2+1=5=0 (mod 5), Tj.
6poj 4p?+1 je memus ca 5, a Kako je OH oumryieqHo Behn ox 5, MOpa GUTH CIIOKEH.
Y mpyrom caydajy mobujamo 6p* +1=6-(4+2)2+1=25=0 (mod 5), ma je Taza
6poj 6p? + 1 cmoxen. Jlakme, jequuo pememe je p = 5.

5. [Ipe cBera, mmamo ycioB x # 3, jep jieBa cTpaHa HUje AeduHUCAHA 33 T = 3.

3a x > 3 uspas ﬁ — 1 ce cBoou Ha % — 1, mTo je HEraTWBHO 3a T — 3 > 3,

Tj. * > 6, a HeHeraTuBHO 3a 3 < ¢ < 6. 3a =z < 3 u3zpas Ti?d
% — 1, mro je HeraTtuBHO 3a 3 —x > 3, Tj. * < 0, a HeHeraTtuBHO 3a 0 < x < 3.
Nmajyhiu jom y Bumy ma, 360r m3pasa |x — 2|, MOpaMO pa3IMKOBATU CIlydajeBe
T2 2ux <2 pemaBame HEIUMO Ha cilenenux meT ciydajeBa:

e x> 06:
3 3
g

— 1 ce cBOmM Ha

[Mocrasmena Hejeqnaunna ce coam Ha 2(x—2)—(1——=3) > 1, 1j. 20—6+ =5 >
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2(z—3)243

= > 0, u ouursenHo je

0, a mTO ce Apyraumje MOMKe 3alUCaTA Kao
I/ICHyH)eHO yBeH.
e 3<x<6:

IlocTaBibeHa HejeqHAUMHA CE CBOAU HA 2(x—2)—(%_3—1) >1,1j. 2m—4—%_3 >

. 2_ .
0, a m@TO ce Apyraumje MO:Ke 3ammcaTé kKao 22 —192+9 > () Pymrmmja 222 —
, yraunj L VHKIT]

10£++/100—72 _ 5+v7
4 - 2

T > 5+T‘ﬁ Y mpeceky c ycaoBoM 3 < x < 6, oBne mobujamo
547 6}
2 9

10z + 9 uma Hyse y Taukama Ty, = , Ia je HEeHEeTaTUBHA

3ax<5%ﬁ1/1

pemema T € |
e 2 r<3:
Iocrasmena HejenHaunaa ce cBoam Ha 2(z —2) — (52 — 1) > 1, 1j. 22— 4 —
3 —2z2410z—15
3— 3—x
—22% + 102 — 15 uma meratusry mackpuvuaanTy (100 — 120 = —20 < 0), a
KaKo je roeduiyjeHT y3 Bogehu uynan HeraTwBaH, OBIE HEMA PEIIEHA.
e 0K <2
ITocraBmena HejenHaunHa ce cBomA Ha 2(2 — x) — (% -1 >1,1j.4— 22—

3 222 —10z+9
33—z 3—x

222 — 102 + 9 je memeratusHa (Kako je Beh Bubheno) 3a = < s%ﬁ uzxr> 5+T‘ﬁ
0 5—\ﬁ]
y T 9 .

> 0, a mTO ce Apyraumje MOKe 3aMUCaATUA KO > 0. dyurnuja

> 0, a mTo ce mpyrauduje MOKe 3alUCaTH Kao > 0. Pyurnuja

Y mpecery ¢ ycaosom 0 < z < 2, oBue nobujamMo pemema T € |
e r <0:
ITocraBmena HejeqHaAUMHA Ce CBOAU HA 2(2—x)—(1—%) > 1, 1j. 2—23:—&—3% >

. 2_ . 2(z—2)%41
0, a mTo ce gpyraumje MOXKe 3alMcaTyd Kao W = 0, 1j. % 0,

U OUUTJIETHO j€ UCIYHEHO YBEK.
Hakme, cymupajyhu cBe, pelieme HejenHAYUHE je:

NS (—00,5_\ﬁ} U {5+\ﬁ,oo>.

8

WV

2 2

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Parropumumo 6poj 2018 wa mpocrte umnmorne: 2018 = 2-1009. Kako je uzpas
Ha JIEBOj CTpaHW HOCTaBjbeHe jennavune jemak p(6 4+ 7q¢ + 8qr + 9qrs), u kako
je p mpoct 6poj, moryhe je p = 2 wim p = 1009. pyru ciaydaj ormama, jep
Ou Tama m3pa3 y 3arpaam Mopao OuTu jemHak 2, a OH je ouuraemHo Behu om 2.
Haxrne, octaje p = 2. Tama umamo 6 4+ 7q + 8qr 4+ 9qrs = 1009, mrro ce cBoau HAa
q(7+4 8r + 9rs) = 1003 = 17 - 59. Omasme caemu q = 17 (memoryhe je ¢ = 59 jep je
u3pa3s y 3arpamu Behiu ox 17). Hame mobujamo 7 + 87 + 9rs = 59, mTo ce cBoau
ma (8 +9s) = 52 = 22 . 13. Onasne ciemu r = 2 (memoryhe je r = 13 jep je m3pas
y 3arpaau Behu oxn 4). Konauno, npeocraje 8 +9s = 26, mro ce cBomu Ha 9s = 18,
na mobujamo s = 2.

Haxkue, jemuno pemewe je: (p,q,r,s) = (2,17,2,2).

2. a) [la 6u cBa Tpu gorapuTMa Ouia HeGUHUCAHA, MOPA]y BaKUTU yCJIOBU
3 -1>0,9" -3t +2>0u 33" >0. [Ipsa Hejennauuna ce cBomu Ha 3% > 1,
Tj. © > 0; Tpeha mejennaumna ce ceomu Ha 3% < 3, 1j. ¢ < 1. Ila Gucmo pemmin
IpyTy, yBeauMmo cMeny 3% = t. Tama ce apyra Hejemnaumua cBomu Ha t2—3t+2 > 0,
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1j. (t —1)(t —2) > 0, n ®weno peumewe je t € (—oo,1) U (2,00), a Bpahamem cmere

t = 3* nobujamo z € (—00,0) U (logs 2, 00). Y3umajyhu npecek csa tpu nobujena

yCJIOBa 3a ¥ 3aKbyUyjeMo ma Cy cBa Tpu jorapurMma neduancana 3a x € (logs 2,1).
b) IlocTaBmena jemHaurHa ce CBOAU HA

log, (3% — 1) 4 log, (3 — 3%) = 2log, (9% — 3°F1 +2),

Tj.

log,((3% — 1)(3 — 3%)) = logy2 (9% — 3771 4 2)2,
Ilecna crpama jemHakocTw je 3ampaso logy (9% — 3%H1 4 2), ma makom ocmobabama
oxn norapurama u yBobhema cmene t = 3% mpeocraje jom pemmTu jenHavuuny (t —
DB —t)=(t—1)(t —2), rme cMO 3a HeCHY CTpaHy UCKOPUCTUIU (HAKTOPU3AINA]Y
panuje nobujeny y mesy nox a). OBo ce mame csomu Ha 0 = (t—1)((t—2)—(3—1)) =
(t — 1)(2t — 5), mro uma pemewma t = 1 u t = g [MpBo pememe nmaje z = 0,
mTo oxbanyjeMo jep He mpumana obnactu mepumHucaHOoCTU. lpyro pememe naje
r = logs %, 7 0Ba BPENHOCT 3aMCTa UCHyHmaBa nobujeHa orpanmdema (logs2 <
log3% < 1), ma je TO ¥ jeIMHO PElieHme MOCTABLEHE jeHAUNHE.

3. Oszmaunmvo ca A, B, C, D u E upeocranux mnet Opo-
jeBa koje Mapko Tpeba ma ymuiie, KA0 Ha CJIUIH.

Kako 36upoBu Ha CBakKOj cTpaHuUIu mmeToyria Tpeba ma
Cy jemHAKN, UMaMO 112 BayKU:

A+6+B=B+24+C=C+D+6=6+3+FE=A+1+FE,

rne A,B,C,D,E € {1,2,3,...,99}. U3 jemnakoctu 6 + 3 +
E =A+1+ FE nobujamo A = 8. N3 jemmakoctu A + 6 +
B =B+ 2+ C nobujamo C = A+ 4 = 12. Ilpeocraje jom Om 2018 3B 3
B+24+4C=C+D+6=6+3+F, mro ce ceoqu Ha 14+ B =184+ D =9+ F,
omarise nobujamo B =D+4 u E = D+9. llakie, onabupom 6poja D jenuHCTBEHO
cy onpebermu Bu F, an3 1< D < B <E<99 ciequ 1< D <90 u 6uno xojy oxn
OBUX BpemHOCTH MOkeMo onabparu 3a D. lakme, Mapko Moxke momyauTty 6pojese
Ha 90 HauymHA.

4. OGenesgkumo noma ypebenum maposuma (4,7), 1 < ¢ < 3, 1 < j < 2, rae
HYMEDUIIEMO CJIeBa HAIECHO M OL03L0 HAarope (Jakie, HOHE JEBO HOJbE UMa KO-
opaurare (1,1), a ropme mecuo (3,2)).

IIpernocrasumo npso na je Aubenuja ymmucana cnoso C y nome (2,1). Ilpume-
TUMO caJia: YKOJIMKO Ou ymucasa ciaoBo Py mome (2,2), u morom cioso B ynucana
y jemHO On gBa MOJba JIEBO, Tanaa cioBo VI Mopa ymucatu y Apyro ox Ta ABa IIOJbA
JIeBO, HO OHOa ocraje Oe3 moryhHocTm 3a cioBO J, Tj. HE MOMKE YCIEIIHO IOI-
VHATK TaGIUIly; aHAJOTHO 3aK/byUyjeMO M ako cJaoBo b ymwume y jemHo on aBa
nosma necHo. lakne, ykonuko ynwuiie ciaoo Py mome (2,2), Taga HUKAKO He MOXKE
monyHuTH Tabauny no kpaja. [IlpernocraBumo cama ma je ynucaia cioBo Py jemmo
ox nosma (1,1) num (1,2) (mBe moryhuoctn). Tana 3a cioso b uma uszGop usmeby
ApYror o1 Ta ABa II0Jba WK Hak mosma (2,2). Y apyrom ciaydajy npumehyjemo
na, 6e3 o63upa Ha TO Tae ymuire cjaoBO MV, He MOKe MOIMyHUTU TAOJIUIY IO Kpaja.
ITpema Tome, cnoBo b Mopa ynucatu y npeocrano ox nmosa (1,1) wnm (1,2) (jen-
HO3HAuHO oxpebeno), a 3armm u 3a caoso U ocraje cmobomuo camo mome (2,2),
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1 KOHAYHO, 3a cjoBa J m A moske Ouparu KojuM he pemociieoM UCKOPUCTUTU
nosa (3,1) u (3,2) (mBe moryhroctu). [lakne, 3aKk/bydnMO, YKOIUKO YIUIIE CIOBO
P y jemno ox moma (1,1) mmm (1,2), uma ykymHO 4 HaumHA N& TOMyHM TAGIULY.
Amasnorso, ykoauko ynume cioBo Py jemno on noma (3,1) nam (3,2), nma ykynHO
4 maymHa na nounyHu Tabnauny. CBe 3ajenHo, m3padyHauau cMo cienehe: yKOIMKO
Anbenuja ymume cioso Cy mome (2,1), uma ykynno 8 HauuHa Ia IOMYHU TaOIUILy.

Amanorso, yroauko Ambenmja ymume ciaoso C y mome (2,2), uma ykymnHO 8
HaUYMHA 13 [MOIYHU TabJIuIy.

IIpernocraBumo cana na je Arbenuja ymucana caoso C y mome (1,1). Yro-
auko cioBo P ynume y mome (1,2), Tama caoso B Mopa ynucarn y jemHo om msa
1I0Jba Y CPEemHh0j KOJIOHU, a IPE0CTalla TPU I0Jba MOKE NCKOPUCTUTU IPOU3BOJLHUM
pemocienomM; To ykynuo maje 2-3! = 12 maunna. [Ipernocrasumo cana na je Ann-
jenuja cnoso P ymucana y jemmo om mosma (2,1) mwam (2,2) (meBe moryhuoctn).
Tana, yronuko caoBo b ynwume y apyro om Ta maBa moJjba, npumehyjemo ma, 6e3
063upa Ha TO rae ymuile cjaoBo VI, He Moske momyHuTu Tabauiy mo kpaja. lakie,
caoso B Mmoke na ynume win y mosbe (1,2), mam y jemIHO O OBA MOJbA y JNECHO]
KOJIOHU. Y TPBOM ciayuajy 3a ciaoBo U uma jennosnauno oapebheno nmosme y cpenmoj
KOJIOHU, M KOHAYHO, 3a cjoBa J u A moske GupaTtu kKojum he pemocsienoMm MCKO-
puctuty nowsa (3,1) u (3,2) (axBe moryhuoctn); y apyrom cayuajy (B y jeano on
Ba IOJbA Y HECHOj KOJOHM — JBe MoryhHocTtu) 3amnpaBo npumehiyjemo ma moc-
TOjU jeMMHCTBEH HAUWH ma ce Tabunna MOmyHM OO Kpaja (pemociemn: mpeoCTaso
II0Jbe y NECHO] KOJIOHM, IIPEOCTAJIO IOJbe Y CPENHhOj KOJIOHM, IPEOCTAJIO IOJbe y
sneBoj kKonouum). Jlakne, uma yrymHOo 2 + 2 = 4 moryhHOCTM na MOBpIIU MOMyHa-
Bame Tabmume on caoBa b mamame, Tj. yrynao 2 -4 = 8 moryhaocTtm na momyHu
rabauny yroauko je ciaoso P ma jemaom on mosma (2,1) mau (2,2). Cse 3ajenso,
m3pauynamau cmo cienehe: ykonuko Anbenuja ynume caoso C y mome (1,1), uma
ykynHO 12 + 8 = 20 HaunHA a DOIyHU TabIWIY.

Awnamnoruo, ykomuko Aubenuja ynume caoBo C y HEKO o mpeocTaja Tpu
yraona moJ/ea, nMma 20 HaunHa na nomyHu tabanny. [Ipema ToMe, ykyman pe3ynarar
je: 2-8+4-20 =96 maumHa.

5. Cpaka cTpaHa TeTpaenpa je TPOoyrao, U AY:KUHE CTPAHWIA CBAKOL OJ TUX
TPOYTJIOBA MOPA]y UCIYH-aBaTU HejeHakocT Tpoyraa. To suauu AC+CB > AB =
41 u AD + DB > AB = 41. Ogarzne nobujamo AC + CB + AD + DB > 82. Oso
suauu na obe usune 27 u 36 mopajy ouru meby AC, CB, AD unu DB (3aucra,
ako To He 6u Ouino wucnymeno, tana 6u 36up AC + CB + AD + DB wusnocuo 7+
13+ 18 + 27 nnm 7+ 13+ 18 + 36, 1j. 65 wnu 74, mro uuje Behie ox 82). IIpurom,
He Mory 00e Te mBuile ucroppemeno outu crpaunuie NAABC ommocuo AABD, jep
O6u Tama y apyrom Tpoyriy crpanuna AB = 41 mopana Outu mMama o1n 30upa
opyre nee, a Taj 30up Ou m3nocmo HajBumme 13 + 18 = 31, kouTpanukiuja. lakie,
y, 6e3 ymamema ommroctu, ANABC jemHa crpaHuna mMa Ly:kuHy 27, U HEKa je
TO, IOHOBO 0e3 ymamema ommroctu, AC, a tama y ANABD jemsa cTpaHuiia nUMa
nyxury 36. Y AABC wmopa Baxutu BC > AB — AC = 41 — 27 = 14, na je
jemmua mpeoctasa moryhuoct BC = 18. Canma, ykonmko 6u Baskuiao BD = 36,
u3 ABCD wmmvanu 6ucmo CD > BD — BC = 36 — 18 = 18, a oBo je Hemoryhe
jep Hema Buime ,,ciaobomuux“ mBuna ny:xuHe sehe om 18. Hakme, y AABD wue
Moske crparuna BD umarn nyskuny 36, ma ocrtaje AD = 36. Konauno, uz AACD
nobujamo CD > AD — AC = 36 — 27 = 9, ma je jemmHa mpeocTtaja MOryhHOCT
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CD = 13.
UYerBpTH pa3pen — B kareropuja

1. Ha ocmoBy maenturera a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?) moskemo darxropucarn
JIEBy CTpaHy, U TUME HaM OCTaje jeTHAUNHA

2z —4)((z = 7)* = (x = T)(z+3) + (z + 3)%) = 278(x — 2).

Jemuo pememe je oumriemso x; = 2. Ocrana pemema norpaxkmheMmo mocie
ckpahuBama oGe cTpame ca 2(x — 2): Ha neBoj cTpanu Tama octaje (v — 14x +
49) — (2% — 42 — 21) + (22 + 62+ 9) = 22 — 42 + 79, a Ha mecmoj ocraje 139. Ilakie,
Tpeba jom pemmuTH KBaIpaTHY jefHaUMHY T2 — 4r — 60 = 0, a meHa pemema Cy
= AEVIOE20 — 4E16 = 9 £ 8, 7j. 3 = —6 u 23 = 10.

T2/3

2018
T

2. IIpumerumo ga 3a x — 07 mvamo — 00. Karko 3a 0 < a < 1 m3pa3s

.
% y okosuHEM Tauke r = 0 ysuma Bpemaoctu w3 unrepsasna (0,1), usz Tora
U TIPETXOMHE PEUYEHMIle MMaMO Ia je Tana TpakeHu auMec jemHak (; camyHO, 3a
x .
a > 1 uspas % y okoauuu taure ¥ = 0 y3uma Bpemmoctu Behe on 1, ma je

Tana TpaskeHu amMec jenaak co. Ocraje jemmuo ciayuaj a = 1. Taga umamo:

2018 2018
1 + 2018” x . 1420187 z . 2018(In(142018%)—1n 2) .
<7 = lim (eln 2 ) = lim e = = 2018lim,

2 z—0t r—0t

lim
r—0t

| In(14+20187)—1n 2

p . IHIpumenom Jlonmramosor

a mpeocTaje jom m3padyHary lim,_ g
mpaBuiIa Dooumjamo

. In(1+2018%) —In2 . a0 (20187 In2018)  In2018
lim = lim = .

z—0+ T z—0+ 1 2

Ilakne, pememe 3a0aTKa je:

Jois I{ 0, 32 0<a<];
i a+ 20187 * 20181n 2018
Jm () = e s,
'\ 00, 3a a > 1.

3. IlpernocraBumo Hajupe na je mpBa nuppa HenmapHa. Tana 3a IBe mapHe
mudpe Tpeba omabparu gse mosunuje ox 2,3,4,5 (riemaHo cieBa HaIECHO), MITO
ce MO/Ke YUYMHUTU Ha ‘g—?’ = 6 HaymHA. 3aTVM, HAKOH IITO CMO oxabpaJyiu Ha KOjuM
he mosumnujama 06wty mapHe mudpe a HA KOJjUM HEIAPHE, 33 CBaKy IU(PY HMaMO
n36op mameby 5 moryhuoctu (3a mapue muppe usmeby 0,2,4,6,8, a 3a Hemaphe
mudpe mameby 1,3,5,7,9). To maje 55 = 3125 Gpojesa 3a caky ox moryhmocTu c
($rKCUpaHUM O3UIMjaMa HapHuX nudapa, Tj. 6 - 3125 = 18750 GpojeBa ykymHO y
cay4dajy Kazga je mpBa nudpa HemapHa.

IIpernocraBumo canma ma je mpBa mudpa maprHa. Tama 3a mpeocraty IapHY
uudpy Tpeba omabparu jemny on mo3unuja 2,3,4,5, IITO ce MOKE yUMHATUA HA
4 maymHa. 3aTUM, HAKOH IITO CMO TO omabpaiu, 3a OpBy mudpy mMamo uzbop

—0

In(1+2018%) —
z
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usmeby 4 moryhuoctu (2,4,6,8, Tj. upa uuppa He Moske 6utu 0), a 3a cBe OcC-
tane muppe m3ameby 5 moryhmoctu. To maje 4 - 5* = 2500 6pojesa 3a cBaky on
MoryhsaocTu ¢ ¢purcrpaHoOM IO3MOUjOM Apyre mapse mudpe, Tj. 4 - 2500 = 10000
OpojeBa YKYIHO y CIydajy Kana je mpBa Iudpa mapHa.

IIpema Tome, ykymHo moctoju 18750 +
10000 = 28750 TaxBux OpojeBa.

4. Heka je AABC ocHoBa Te nmupamuie,
LA = 60°, LC = 90°, u meka je D
yeTBpTO Teme mupamumge. Heka je Dy mom-
HO:Kje HOpMaJie n3 TeMeHa D Ha paBaH OcC-
vose. Tana cy npase ADgy, BDy, CDqy op-
ToroHasHe mupojeknuje npasux AD, BD,
CD, pemom, na cy ADADy, ADBDy u
£DCDy ynpaBo yrioBu koje usuie AD,
BD u CD rpame ¢ OCHOBOM IUPaMUIE, U
IO yCJIOBY 3aaTKa, CBU OBU yTJIIOBU U3HOCE
no 45°. Omarne cy ANADDy, ABDDy u
ACDDy jemHaKOKpaKO-IPABOYTJIU TPOY-
raoBu u mnpuroM MebhycobHO monymapHU
(jep wmmajy 3ajemunury kartery DDy).
ﬂaI{ne, BaiK1 ADO = BDO = CDO = DDQ =
2018¥2 = 1009v2. Yjemso, u3s ADy = Om 2018 45 4
BDy = CDy mobujamo ma ce Dy Hasasu
yInpaBo Ha cpemuuu xunorenyse AB. Ilame
Moxemo m3pauyHatu AB = ADy + BD, = 2018V2, AC = ATB = 1009v2 n
BC = ACWV3 = 1009v6. Onarne ce nako m3padyHaBa 3alpPEMUHA [HOCMATPAHE
nupamMuie:

1 1 1009v2 -1 10093
V = SP(AABC)DDy = ¢ 009f2 009v6 1 009v/3 — %‘/6.

Kako je Dy va cpemuuu AB, cnenu na je DDy yjenuo u Bucuna ua ABy AABD.
Heka cy E u F nomuosxkja nopmana uz D ua AC u BC y ANACD u ABCD, pemnowm.
Kako cy oBu tpoyrsosu jemnakokpaku ¢ ocuosunama AC u BC, uz I[luraropune
TeopeMe padyHaMo

2 2
DE = \/DC2 — (A—O) =1/20182 — 1009 = 1009\/7
2 2 2
2 i 2
DF = \/DC’2 — (BTC> = \/20182 — & = 1009\/5
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Ilakie, TOBPIIMHA OUPAMUIE U3HOCHU:

P = P(AABC) + P(AABD) + P(AACD) + P(ABCD)

1009v/2-1009V6  2018v2- 1009v2 | 10092 1009+/7 , 10095 1009+/3
2 2 2 2

1
— 10092 <\/§+2+‘f+‘/2>5>.

5. IIpumeTumo:

m\ 3 - m\ 3
1000 (—) = TYZ,TYZTYZTYZ . . . = 2yz + 0,xyzaryzayz ... = Tyz + (—) ,
n n

na mobujamo 999(2)* = Tyz, tj. 999m® = Tyz - n®. JacHO, MOKEMO NPETIOCTABATHI
na cy m u n ysajamuo mpoctu. Omatie caemu n3 | 999 = 33 - 37. Kako Basu n > 1
(36or m < n), jemuna moryhmnoct je n = 3. Tanma moxke Outu m = 1 nau m = 2.

Y upBoMm cayuajy mobujamo TyYz = % =37 =037, a y npyrom Tyz = % = 296.
Haxrne, o6e moryhurocTu 3a m 3aucta najy pemema 3alaTka, Ma eI 1a - MOKe
1 2

ouTU > UIN =.

3 3

PEINIEIHLA 3AIJATAKA CA ORPYRHOI' TAKMNYEIHA N3
MATEMATHUARE YYEHMUKA CPEIILUX IMTKOJIA, 24. 2. 2018.

IIpBu paspen — A kareropuja

1. Wimamo 24% +2° 42018 = 3% 420 4-2¢ (mod 7) u 10°+ 3% 42018 = 3¢+ 32 4 2°
(mod 7). Hakme, momTo cy o6a oBa Gpoja memusa ca 7, mmamo 7 | (3¢ + 3% 4 20) —
(3% + 20 4+ 2¢) = 3¢ — 2¢. Tlpumerumo ma mm3 6pojesa 3°,3'. 32 ... mpu mememy
ca 7 maje pemom octatke 1,3,2,6,4,5,1,3..., nox mu3 6pojesa 2°,2',22 ... nmaje
penom ocratke 1,2,4,1,2,4,1,2.... Ilakie, IpBU HU3 OCTATAKA j€ MEPUOIUUYAH Ca
mepuonoM my:kuHe 6, a IPyru ca IePUonOM LY:KWHE 3, I1a M3 IPBUX 6 YJIaHOBA OBUX
HM30Ba MOKEMO IPUMeTUTH na O0pojeBu 3° m 2° majy UCTH OCTATAK NPU AEJHEHY
ca 7 jemnHo Kama je ¢ mesuBO ca 6, u Tama oba 6poja majy ocrarak 1. Jlakme, u3
7]3%+2°+2¢ cama cemm 7| 3% +2b + 1.

Tame, mramo 30°+3°+2018% = 204+3°42 = 2242 +1 (mod 7). IIpermocTasumo
na je oBaj 6poj memus ca 7. Tama 7| (32 +2°+1) — (22 +2°+1) = 3¢ — 2% ma
Ka0 y IPETXOTHOM Jely 3ak/bydyjeMo Ia je a mesbuBO ca 6 m ma 3% maje ocrarTax
1 mpu mememy ca 7. Mebyrum, u3 7 | 3 + 2% + 1 Tana zakmyuyjemo 28 = —2 =5
(mod 7), mro Huje moryhe (Bumenu cmo na cy moryhwm ocramm 1, 2 n 4). Tume je
3a/1aTaK PeIIeH.

2. Osznaunmo y = (a2017 + 1) ... (a2 + n)(a1 + n)(ap + n). Jacwo, uudppa n uuje 0
u "HHuje 1.

Iokaxkumo na je ag napan 6poj. [Ipernocrasumo cynporuo. Tana je x Henapan
opoj, ma je, 36or y = n-x, y napan 6poj ako 1 caMoO aKo je n mapan o6poj. MehyTum,
ap + N je pasauyuTe MapHOCTH O N, MITO je KoHTpamukmnuja. lakmae, ag je mapan
6poj, ma cy = u y napau 6pojesu. Onasnue je u ag+n napan 6poj, na je u n mapas.
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Tarobe, ag # 0, jep je y cynporHoMm u mudpa jeaununa 6poja y jeanaka 0, mro
uuje moryhe. Ilakme, ap > 1, ma xaxo je ag mapas, cienu ag = 2. I3 ag+n < 9
nvamo n < 7, ma Kako je n mapad, ciemn n < 6. Hakae, n € {2,4,6}.

3a n = 6, 360r ap +n < 9 mobujamo ag = 2 u ag +n = 8. Mebhyrum, mudpa
jemumHuna 6poja 6 - agei7...a2a12 jeqHaka je 2, a He 8.

3an =4, 36or ag+n < 9 nobujamo ag = 2 nnu ag = 4, 1 ag+n = 6 wnm ag+n = 8§,
pecnexktuBHO. MebhyTnM, mudpa jemuuauna Opoja 4 - agorr...a2a12 jemHakra je 8, a
opoja 4 - as17 .. .a2014 jennaka je 6, ma je u oBaj cayuaj memoryh.

Iaxkne, ocraje n = 2, u ouna ag € {2,4,6}. Ynopebusamwem nudpe jenuanna
Opoja 2-x u y 3akmbyuyjeMo ag = 2. Cana us

2. a2017 - - - 0@@12 = (a2017 + TL) N (a2 + n)(a1 + n)4

cJienn

2. aso17 - --0A2a1 = (02017 +’ﬂ) NN (CLQ + n)(a1 + n)

IHame Ha ucTtu HaumH KobujaMo a; = 2, as = 2, UTHA. 00 agg17 = 2. Jlakie, jenumHO
pemewme je n =2 u x = 222...222.
—_——
2018 myra

C 3. Hexa je I meHTap ymnucane KDPYKHUIE.
Nmamo AKEF ~ ANABC, na nobujamo A EKF =
£BAC = 180° — LFEIF, mro 3HauM na je 4eTBOp-
oyrao EIFK rerusau. Caemu { KIF = {KEF =
£LABC = 180° — £DIF, na cy tauke K,I, D xo-
JIMHeapHe, ONaKJe cienu TBpheme.

4. Yaunmo A = {a,b}. Tana nmamo Z(A) =
{2,{a}, {b},{a,b}}. Ilpumernmo nma a He MOxe
outu jemmako ®Hu {a}, mm {a,b}: 3amcra, aro je
n HajMamu IpUpoaaH Opoj Takas ma a € P (),
raga nmamo {a},{a,b} ¢ P"(D), jep 6u u3 {a} €

Ox 2018 1A 3 P"(F) (camuno 3a {a,b} € P"(D)) caemuio

{a} € 2" Y2), 1j. a € P"" YD), KoETPAMMEK-

mja ca uzbopom n. Ilakie, na 6u Bakuno A C HP(A), caenu na a Mopa buru &
niu {b}, nok (camuno) b mopa 6urn & nin {a}.

IIpernocrasumo upso a,b # &. Tana je jemuna moryhuocr a = {b} u b = {a}.
Hexka je n HajMamu npuponal 6poj takas 1a a € P"(9), 1j. {b} € " (@). Cnean
{b} € 2" Y(@), a omarne b € 2" Y(@), mro 3mauu {a} € " 1(2). MebhyTum,
omatne Ha Beh Buhen maumn mobujamo a € P"%(J), mWTO je KOHTpaIUKIMja ca
u3bopom n.

Ilakne, 6e3 ymamema ommroctu, ¢ = &. Tana nmamo b # a = &, na je jenuna
npeocrana moryhuocr b = {a} = {@}. IIpema ToMe, OCTOj1 jeAMHCTBEH CKYT KOjU
3am0BoJbaBa yciose 3anatra: A = {@, {T}}.

5. ITo6ebhyje Mumna.

Ozmaunmo npase koje Makcum 1 MuHa moBiade ca aj,ds, ..., 018, PEAOM KaKO
ce mojaBmyjy v urpu. Raga Markcum moBydye npaBy a;, MuHA MOBJIaYM MPABY a3
Kao0 MPOM3BOJLHY NpaBy mapaJenHny ca aj. ame, Muna y cBakoM CBOM HOTE3y
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Tpeba [na mOBydYe IpaBy HapajelHy Ca a) W dg, U TO HA HAUYMH KOju he Outu
OIICaH y HACTaBKY.

Hawnme, tBpaumo ma Mwuma moske cBOje mpaBe HOBJIAYNTYU HA TAKAB HAUMH Oa
ce OpPOj pPa3IUYNTUX NPECEUYHUX TAadyaKa HAKOH IIOBJIAYEIE IPABE (9,12 moBeha 3a
He Bume ox max{3i — 2,2 + 1} y omHocy Ha 6pOj HAKOH MOBJAYeHa NMPABE ay;.
ITokasxkumo ToO.

IIpernocraBumo npBo na MakcuMoBa mpaBa Gg;+1 Y IPECEKY C HEKOM OJ[ DaHU-
jux MakcuMoBUX TpaBUX OCHUM @ oOpa3syje HOBY mpeceuny Taudky. lama Mwuna
CBOJy IpaBy ag2;+2 Tpeba ma MOByYe TAKO Na MPOJIA3U KPO3 Ty NPECEUHY Tauky (aKo
VMa BUIE TAKBUX [PECEUYHUX TAUYaKa, OHIA KPO3 OUI0 KOjy o1 Bux). VzpauyHnajMo
3a KOJIMKO ce Ha Taj HauuH noBeliao OPOj pPa3inmynTUX MPECEYHUX TadaKa TOKOM
oBa aBa more3a. MakcuMoBa mpaBa ag;+1 0Opa3yje HajBuine 2¢ HOBUX IPECEUHUX
ravaka. [lorom, Mununa npaBa ag;+o He cede NpaBy aj, HUTU HjeIHY OJ MPABUX
as,aq,-..,a9 (jep je mapaneaHa ca cBUMa HBUMA); OCUM TOra, Oyayhn na mpasa
G2;+2 TPOJIA3U KPO3 IPECEUHY TAYKy Heke OBe MakcuMoBe IpaBe, HU y IIPECEKY
IIpaBe G242 C TUM ABeMa He NOoOMjaMO HOBe IpecevHe Tauke; nakie, MuHnuHa npasa
a2i+2 MOKEe 00pa30BaTH HOBE IPECEUHE TAUKEe y IPECEKy ¢ MaKCUMAJHO i — 2 Mak-
CUMOBE TIpaBe, Tj. MOKe 00pa30BATU MAKCUMAJIHO ¢ — 2 HOBUX IPECEUHUX TAUAKA.
Ilakne, yrynas 6poj HOBOIZOOMjeHUX NMPECEYHUX Tadvyaka TOKOM OBa IBa MOTE3a je
ue Behn oxm 2i+ (i — 2) = 3i — 2.

IIpernocraBumo cana na MaxkcrMmoBa mpaBa ag;t] He 00pa3yje HOBY IpECeUHy
TAYKy HU C jeqHOM OJ paHujux MaKCUMOBUX IpaBUX, OCUM €BEHTYAJHO a1. lana ce
HaKOH TOI MakCMMOBOT moTe3a 6pOj pa3InUYUTUX MpecevHux Tavaka nosehao 3a e
Bumie ox i+ 1 (HOBe mpeceune Tauke ce MOry mobuUTHU y mpecery ca cBuM MuHuHUM
opaBuMa, Kao U y Opeceky ca ap). Tama Muna cBOjy mpaBy ag;12 Moke moByhu
OPOU3BOJBLHO (IIPUTOM, HAPABHO, IAPAJEIHy Ca IPEeTXOJHUM CBOJUM IIPAaBUMA), U
oHa 06pa3yje HOBe IIpecevHe Tayke MaKCUMAaJHO ¢ MakCuMOBUX ¢ npaBux (CBe ceM
a1), ma je yKyman 6poj HOBOMOOUjEHUX MPECEYHUX TadyaKa TOKOM OBa IBa MOTE3a
ue Behu ox (i+1)+i=2i+ 1.

Tuwme je majaBmeno tBpheme nokazano. Ocraje ma m3bPOjUMO KOIMUKO CE MaK-
CUMAJIHO PA3JIMUYUTUX IPECEUYHUX Tavaka nobuja Ha oBaj HauwH. 3a i = 1,2 umamo
max{3i — 2,2i + 1} = 2i+ 1, a 3a i > 3 umamo max{3i — 2,2 + 1} = 3i — 2. Iaxue,
KaKO IIOCJIe NTOBJIaYeHha IPABEe (o HEMAMO HUjeIHY MPECEUYHY TAUKY, U KAKO Ce HOBE
mpeceyHe Tavke A00Mjajy mpeMma MOKa3aHuM OTrpaHWYeHmUMa, YKyIMaH Opoj pa3iu-
YMTUX [PECEeYHUX Tadvyaka Ha Kpajy urpe je me sehu on:

8 2 8
D max{3i-2,2i+1} = (2i+1)+»_(3i—2) = (34+5)+(7+10+13+16+19+22) = 95,
i=1 =1 1=3

ma mobebhyje Mwuna.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Onmax mmamo yciose > 1 u 2z > a. Tpanchopmumemo jeqHadymHy Kao
V2xr —a = 2++/x — 1 u kBagpupamo, HaKOH uera ocraje 2 —a = 4+4v/x — 1+x—1,
1j. x — (3+a) = 4/ — 1. Hakon jomw jemsor kBaapupama, y3 IOCTABbAKE YCIOBA
r > 3+ a, nobujamo x2 — 2x(3+a) + (94 6a +a?) = 16(x — 1), 1j. 2% — (22 + 2a)x +
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25 + 6a + a? = 0. PemaBamem oBe KBaIpaTHE jelHaunmHe TOGUjaMo:

22 + 2a & 4/ (484 + 88a + 4a2) — (100 + 24a + 4a? 929 4+ 92a + /384 + 64
VI )~ ) _2+2+ V38 PN

Z1,2 =

, 2 2

3a a < —6 ouuriieqHO HEMa peaJHUX pelema, a 3a ¢ = —6 qobujamMo jennHO
pememe ¥ = 5, KOje 3amoBoJbaBa ycjaoBe meduHucanoctu. Tpeba 3a a > —6

NPOBEPUTHU KOja pPelema 3a00BOJbABAjY YCIOBE Te(PUHMCAHOCTU T 2> 1, 22 = a
u x > 3+ a. lIpBu ycnoB ce ceonu vHa 11 +a+£4v/6+a > 1, 1j. 10+ a = F4/6 + a;
mocie KBazpupama gobujamo 100 4+ 20a + a® > 96 + 16a, Tj. a® +4a+4 > 0, a oBo
je ucnymeno ysek (jep je nesa crpama jemmaka (a + 2)?). Ilpyru ycioB ce CBOIH
Ha 224 20 £ 86+ a > a, 1j. 22 4+ a > F8v/6 + a; nmocne kBanpupama mod6UjaMo
484 + 44a + a? > 384 + 64a, Tj. a? — 20a + 100 > 0, a oBo je ucmymeno ysek (jep
je meBa cTpama jemmaka (a — 10)?). IIpeocraje jom tpehu ycmaos. O ce cBomu Ha
11+a+4v6+a >3+a, tj. 8+ 4v/6+a > 0, u komauno 2+ /6 +a > 0. YBek
Basku 2 + /6 4+ a > 0, ma jemno pememe mmamo yBek. Hejemnakoct 2 — /6 +a > 0
ce (HakoH mpebalUBama U KBaApupama) cBomi Ha 4 > 6+ a, Tj. a < —2, na Tazxa
UMaMO U IPYTO PEIIeHE.

Ilakne, peauMupajmo:

e 3a a < —0 HEMa peaJIHUX pellena;
3a @ = —06 jemuHO pememe je x = b;
3a —6 < a < —2 umamo JnBa pemema, i = 11+ a+4v/6 + a;
3a —2 < a nmamo jenHo pemewme, ¢ = 11+ a+ 46 + a.

2. Heka je d 6poj morobhernux, a n 6poj mpoMalleHnX IyTeBa TOKOM TPEHUHTA.
Tana nmamo d — kn = k, u o yCcyOBY 3aaTKa BayKuU

3
15d5n Grntk s

d kn+k 4
5

Jlesa mejemnaroct naje 3(k + 1)n + 3k < 4kn + 4k, 1j. kn + k > 3n, nok mecua
wejennarkoct maje 4(k + 1)n + 4k > Skn + bk, 1j. kn + k < 4n. V3 npyre Hejen-
HarkocTu nobujamo k < 4, tj. k € {1,2,3}. Y cayuajy k = 1 upsa Hejenmaroct ce
ceomu Ha n+ 1 > 3n, tj. 1 > 2n, a oBo je moryhe camo 3a n =0, vHo 3a n = 0
opyra HejemHakocT ce cBomu Ha k < 0, koHTpamukuumja. Y ciaydajy k = 2 npsa
HejeTHAKOCT ce CBOaM Ha 2n+2 > 3n, Tj. n < 2, a Apyra HejeaHaKkoCT Ce CBOIU Ha
2n 4+ 2 < 4n, tj. 1 < n, ma omer mMaMoO KOHTpamukIujy. lakae, mpeocraje jenmHo
moryhuoct k = 3.

3. O3HAUMMO CTpaHWIEe AATOr TPOYTJa yobOudajeHo
ca a, buc, yraose ca «,  u 7y, a TOTYIPEYHUK OMUCAHE
kpy:xuuiie ca R. Heka je D mommo:kje BUCHHE M3 TEMEHA
A, a E nonuoxkje Bucune us temena B.

Baxu ANAHN ~ AAMD, omakne mobujamo f‘—ﬁ =
AM 1j. AN-AM = AH-AD. Us ycnosa AN = 3MN 1o-
bujamo AN = MTM, ma yBpmraBajyhu oBo y nmperxonHy
jemHakocT 3akmyuyjemo SAM? = 4AH -AD. Kako je AM

2 2 2
TEKUITHA Y+, 33 WY Baku popmyna AM? = 2174-2‘#_ " A

Or 2018 2A 3
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Hamwe, umamo AD = c¢sin§ = 2Rsin fsiny (rme cMo kKo-
PUCTUIM CUHYCHY TeopeMmy: —— = 2R), rao u AH =

sin

AE __ ccosa
cos(90°—v) ~  sinvy
Masonpebammy jearaxkocT, nobujamMo

= 2Rcos . ¥YBpmrasajyhu cBe 0BO y

3

Z(sz +2¢% — a?) = 4(2R cos ) (2R sin Bsiny) = 16 R? cos asin 3sin .

IIpumerumo cana:

cos(B—7v) —cos(B+7) cosa(cos(f —7)— cos(180° — a))

cos a cos(f3 -

cos asin Bsiny = cos « 5 = 5 —

-
p-

COS(aJFﬂ_W);COS(a_BJW) +1—sin®a  cos(180° — 2v) 4 cos(180° — 23) + 2 — 2sin

2 4

1—cos2y+1—cos2B8—2sina  2sin’y+2sin® B —2sina _ sin’y +sin® 3

4 4

TE UMaMO

2

16R? cos asin Bsiny = 8R?sin® y+8R? sin® —8R?sin® o = 2(2R siny)?+2(2R sin 3)*—~2(2R sin a)?

IIpema TOMe, MOEMO KOHCTATOBATH [ BakM jeaHarocT (207 + 2¢% —a?) = 2¢2 +
2br"’+2¢:27a2 _
4

2% —2a?%, mro ce cromu Ha 5a’ = 2b% 4 2¢%. Onatne nobujamo AM? =

5a%—a?

% =a?, 1j. AM = BC, mto je m Tpebano AoKazaTu.

4. 3anumummo n y obauky n = pFm 3a Hekm mpocT 6poj p 1 mpupoaHe GpojeBe
k,m, roe ptm. Heka d(m) o3nauasa Opoj mennunana 6poja m. Taxa n uma TavHo
d(m) menunana koju HuUCY HemuBu ca p (TO Cy ympaso menuonu 6poja m), Kao
u kd(m) onux koju jecy (TO cy menuonu Gpoja M HOMHOMKEHU C HEKUM CTEIEHOM
6poja p me BehuMm ox k-tor). Ilomro ce y cBakoM mapy u3 Gopmysanuje 3anaTia
Mopa HajaszuTu 6ap jexan 6poj Koju Huje mesmsus ca p (y CynpoTHOM 6u UM U 36up
6uo memus ca p m npuroMm Belim ox p, ma 36up He Gu Morao Gutm mpoct Gpoj),
caema d(m) > kd(m), onarne mobujamo k = 1. Jlakne, n He MOke OUTU HEJLUB
HUjeIHUM KBaIpaToM mpocTtor 6poja. I[Ipumerumo jom m ma n Mmopa OuTw mapaH
Opoj, jep 6u y CympOTHOM CBU HE€TOBU OEJIUONM OWJIM HEMApHU, ma Ou, Ma KaKo
UX TMOAEeJMMO Ha mapoBe, 30up OpojeBa y cBakoM mapy 6wmo mapan O6poj, Te He Ou
MOTJIM CBU Tu 30upoBu Outw; mpoctu. Ilpema cBemy Tome, n Mopa OuTu OOJIUKA
n = 2pips - Pk, TAE CY P1,P2 - - -, Pk PAIUYATA HEMAPHU TPOCTU OPOjEBU.

Bpoj n Moske Outu y mapy jemuno ca Gpojem 1 (axo 6u 6uo y mapy 6wmio c
KOjUM IOPYTUM CBOjUM IEJIUOIEM, BHUXOB 30up Ou OMO mEBWB TUM IEIUOIEM, IIa
He Ou 6uo npoct). lame, cBaku ox 6pojeBa -+ je y mapy ca HEKUM OpojeM Koju je
y3ajaMHO TPOCT C HBUM, IMTO MOPa OUTH P;. élJ'II/I‘IHO 3aKDbyUyjeMo 1a je 6poj pi’;j
y mapy ca p;p; UTK., Tj. HOOMjaMo Ia CBU IHapoBU MOpajy outu obiuka {z, %}

[IpernocTaBuMo na HEeKa IBa Napa UMajy UCTu 30up, Tj. r+7 = er%. Muoxehn

obe crpame ca xy mobujamo 2y +ny = xy? +nx, tj. 2y(x —y) = n(z —y), a oBo ce
ceomu Ha (ry — n)(x —y) = 0, omakTe KOHAYHO MOOMjaMO y = & WK Y = T HaKie,
{z. 3} =1y, 5}7 uuMe je TOKA3 3aBPIICH.
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5. Hajupe, cBe mu¢ppe merampocror Gpoja mopajy Ouru m3 ckyna {2,3,5,7}.
OsmaunmMo ckyn cBux Gpojesa ca 2018 mudapa u cBum mudpama us ckyna {2,3,5,7}
ca S. Hera je A ckyn 6pojeBa u3 S xKoju cy nesmusu ca b, B ckyn nmapuux G6pojeBa
u3 S, a C' cryn Henapuux OpojeBa u3 S uuju je 30up mupapa mapas.

Umamo |A| = |B| = 4217 kao u |AN B| = |[BN C| = 0. Uspauyrajmo cana
opoj enemenara ckyna C. Ilomro cy ememenTtu ckynma C' HemapHU, KAO MOCJIENBHA
mdpa nouase y 063up 3 moryhuoctu (muope 3, 5 u 7). Ilomro um je 36up mudapa
mapas, To 3Haun na ce Meby npsux 2017 nudpapa mudpa 2 nojaBiyje napasn 6poj
nyTa. Y3 OBe PECTPUKIHUje, OcTaje nuppe MokeMo dmupaTu nmpousBosrHO. Jlakie,
|IC| = 32,1;2? (2211:)32017_%' IIpumerumo na cabupoy MOX CYMOM IMPEACTABILAJY
yIpaBo CBaKU APYTHU cabupak u3 GuHoMHOT passoja (3 + 1)2°Y7 ma cremm

1008
|C| 4 Z <2017) 3201772k _ 3. (3 + 1)2017 + (3 _ 1)2017 3(42017 + 22017) .
k=0

2%k 2 - 2

Enementu us npeceka ANC cy ynpaso ouu 6pojesu u3 ckyna C Koju umajy 5 Kao
Q o 42017+22017
o= 42

= . Ilakne, npuHOIUIOM

mopy jemuuuna. Onarne umamo |[ANC| =
VEJbYyUeHa-UCKLYYeHa 3aKbydyjeMo

_ 42017+42017+3(42017;‘ 22017T) 42017 ‘; 22017 _ 3.42017 4 92017
JacwHo, nujenan 6poj u3 ckyna AU B U C Huje meramnpocr.

Osuaummo ca D ckyn OpojeBa u3 S KOju Cy OebUBU ca 3, a & NPUTOM HUCY
y ckyny AU B UC (mpyru ycioB ce CBOAM Ha TO Aa Ce 3aBpHaBajy mmadpom 3
wiu 7, U na uMajy Henapad 30up nupapa). [Ipouenumo 6poj enemenara ckyna D.
Aro ce meby mpeux 2016 mudapa mudpa 2 mojaBspyje HemapadH O6poj IyTa, OHIA
3a mpermnocienme Mecto umaMo Mmoryhuocru 3, 5 mim 7 (kako 6u ykymaH 36up
mudapa 6ro mHenapan). Koju rox ma ocrarak npu nememy ca 3 naje 36up mpBux
2016 mupapa, yBEeK MOKEMO Ha OBa HAUYMHA M3a0paTu IOCIENHY U IPETIOCIENHY
mdpy (u3 cryna {3,7}, onsocuo {3,5,7}) Ha TakaB HAYMH Ja yKynaH 36up mmadapa
(ma TrMme u mocmaTpanu Opoj) Oyme mesuB ca 3. Y OBOM CiIydajy, HAKJIe, UMAaMO

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANC]|

10207 < 2016 )32016_(2k+1) —9. (34 1)2016 _ (3 1)2016 _ 2016 _ 2016
Pt 2k+1 2

6pojeBa memuBux ca 3. Aro ce meby mpeux 2015 mudapa undpa 2 mojaBipyje
napaH 6poj myra a 2016. muppa je HemapHa, OHZA IPETIOCIIeqHa HMUdpa MOpa
outu 2. Koju rox na ocrarak npu nesbemy ca 3 naje 36up npeux 2015 nmudapa, yBex
MOMKEMO Ha [Ba HaUMHA M3abpaTy mociaenmy MUPy U NUPPY Ipe NPEeTIOCIeNHe
(3 cryma {3,7}, omsocuo {3,5,7}) Ha TakaB Ha4MH na yKynaH 30up mudapa (ma
TuMe U mocMaTpaHu 6poj) Oyne memus ca 3. Y OBOM CIydajy, Dakie, UMaMO

1007

2015 B (3 + 1)2015 + (3 _ 1)2015

2 32015 2k _ 2. _ 42015 22015
Z ( 2% > 2 +

k=0

OpojeBa memuBux ca 3. larme, MOKEMO 3aKJbyUUTU

|D| 2 (42016 _ 22016) + (42015 + 22015) =5. 42015 _ 22015
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(upumeruMo na HECMO ucupiin cse Moryhe obiuuke GpojeBa u3 ckymna D u crora
He 3HAMO TavyaH Opoj eseMeHara y ckymy D, amum u oBa mporneHa he HaMm Outum
mososbHA). JacHo, HUjenan 6poj u3 ckyna D Huje Merampocr.

Konauno, rako saxxkn DN (AU BUC) = &, nmamo

|AU BuUCU Dl > (3 . 42017 4 22017) 4 (5 X 42015 _ 22015) =53. 42015 +3. 220157

Te OBa BPEIHOCT IPEACTAaBJba AOHE OFPpAHUYEHE 3a OPOj eleMeHara CKyna S Koju
Hucy meramnpocTtu OpojeBu. IIpema Tome, merampocTux OpojeBa y CKymy S MOKe
outy majsume 42018 — (5342015 4 3.92015) — 11.42015 _ 3. 92015 — 11.42015 10 je
u Tpebaso JOKA3ATH.

Tpehu pazpem — A rareropuja

1. Tpaskena BpenuocT je Hajseha BpemHocT peasHor Opoja a 3a KOjy je He-
jeTHAKOCT ;—jg > a ucnymeHa Ha nejgoM umHTepBaty = € (9,00). IIpumernmo na
je majseha TakBa BPEAHOCT a CUTYPHO HEHETaTWBHA, jep 3a a = ( yCJIOB BaiKW.
MuokemeMm ca & — 9 (IITO MOKEMO yPAIUTU jep jé Ta BPEIHOCT MO3UTUBHA) U
npebanuBameM C JeCHe CTpaHe Ha JIeBY, IMOCMATPAHA HEjeTHAKOCT Ce CBOAU HA
2?2 —ax +9a > 0. Ilpumetuvo na je, 3a x < 9, mOCIeImHa HEjeJHAKOCT YBEK UCITYH-
jema (7eBy cTpamy MoskeMo 3amucaTu y obauky 2+ a(9— ), rae cy oba cabupka
HEHETaTMBHA), IIa je YCJIOB Ia OHa Oyhe WCIyH.eHa Ha uHTepBatdy x € (9,00) 3a-
IIpaBO €KBUBAJIEHTAH yCJOBY Ia OHa Oyme mcuymena 3a cBe x € R. OBo nocuenme
ce CBOIM Ha TO Oa AUCKPUMUHAHTA MOpa OUTU HENO3UTUBHA, Tj. a’ — 36a < 0,
vin a(36 — a) < 0. Pememe ose nejequauune ouursienuo je a € [0,36], na najseha
moryha Bpennoct 6poja a usnocu 36.

2. Younmo, mpe cBera, Ia 13 HOCTaB/beHe jenHaunue ciaemn 4 | x!, onakie
nobujamo x = 4.

IIpernocraBumo npsBo na je = + 3 ciaoxker 6poj. Tana, yrkomuko 6u x + 3 6uo
[IeJbUB HEKUM IPOCTUM YMHUOLEM P, p = 3, uMaiau oucMo p < ¢ (HauMe, OYUUIrIIe[HO
r+2fx+3,a3ax+1=p>3oner umamo x + 1 { x + 3); HO, onma p | x! auam
p1t4, na p He nenu JEBy CTpaHy jelHAYWHE & NeiU AECHYy, KOHTpauknuja. Jlakie,
VKOJIMKO je x + 3 ciioxkeH Opoj, Tama x + 3 mopa butu cremen nsojke. Ho, tana
je IecHa cTpaHa OUWIJIENHO HesbuBa ca 8, oK 3a = > 4 umamo 8 | z! u 8 1 4 na
8 t z! + 4, xourpagukuuja.

Haxkne, x+3 je mpoct 6poj, permmo p. VI3 mocrasimene jennaunte mMamo x—+3 |
x!+4, 1j. p| (p—3)!+4. Y3 osor mmamo p | (p—3)!+4)(p—2) = (p—2)!+4(p—2), a
npeMa Bep3uju Buiconose teopeme mobujamo (p—2)!+4(p—2)=1+4-(-2) = -7
(mod p); omarie caenu p =7, Tj. x = 4. Y TOM Cilyuajy 3alCTa HAJIA3UMO DEIICHE:

4 +4=28=4-T=4-(4+3)",
Tj. jequno pememe je nap (x,y) = (4,1).

3. Heka cy AD u AG, pemom, Bu-
cune u3 vemena A y AABC u AAEF,
u veka je H oprouentap y AABC. Ko-
pucrehu teruBnoct yerBopoyriaa AFHE,
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ka0 u uumbenuny na cy LAHE u LACB
YIVIOBU C HOPMAJIHUM Kpanuma, T00rjamo
LAAFE = KAHE = KACB. Iaxne,
ANABC ~ AAEF, a npu Tpanchopmanuju
CJIMYHOCTY KOja MPECINKABA IPBU TPOYTA0
y npyru, tauke M u D ce npeciaukaBajy y
N u G, penqom. OcuMm Tora, ¢ 063UPOM Ha
ME = MF (xpysuuna "an npegaukom BC
uma nenrap y M u nposnasu Kpo3 obe Taure
Ewu F), nmamo MN L EF, tj. MN || AG.
Cunemu ADAM = ANAG = 180° — L{ANM, mro 3Haum ma npasa AD momupyje
kpyskuuny onucany oko AAMN (36or Bese mehy yriom usmeby TeTrBe u TanrenTe
7 mepuepujCKUM yTJIOM HaJ TOM TeTuBOM). TBpbheme 3amarka ommax cuiemy.

4. 3a n = 2 mpou3BOJLAH ABOUIAH CKYyIl WCIyH.aBa yCJOBe 3amaTka. llper-
IIOCTABUMO HaJzaJhe n > 2.

Osmaumvo S = ay + as + -+ + a,. VI3 npBor ycnosa umamo {ai,as,...,a,} =
{S—-a1,S —ag,...,S —a,}, ma cy onma u 36UpOBU eJeMeHATA U3 OBa [BA CKYIa
jemsagu. Ilobujamo S = nS — S, 1j. S(n —2) = 0, onarue caemu S = 0. Ilakue,
{ay,az,...,a,} = {—a1,—as,...,—a,}. Ipumerumo, axo 3a meko i, 1 < i < n,
BaxKU a; = —a;, caeawnao 6bu a; = 0, ma MOKEMO MMATH HAjBUIIE jeTHO OBAKBO
i. He rybehm ma ommrocTy, HEKa Ba)KU a1 = —ag. lama mMaMoO U de = —ai, 14

clleu Jja MOYeTHU CKyIl OpojeBa (¢ M30CTaBILEHOM HYJIOM, y ciaydajy na 0 mpunana
[IOYETHOM CKYIly) MO:KEMO MOAeIUTH y mapose {z,—z}, x # 0.

Pasmorpumo npBo cayuaj n = 2k, 3a k > 2. Taga umamo k mapoBa o0iuka
{x;,—xi}, v, #0, 32 i = 1,2,..., k. Ibux MokeMO HOZeIUTH HA IBA UC)jyHKTHA
cryma {xy,—x1} u {T2, —T2,..., Ty, Tk}, ae Bagkm 7T 4 (—2)" =0 = 20T 4
(=)™ + o+ 2Pt 4 (—ap)" L. TIpema TOMe, OBAKBE 1 HUCY pelIema 3aIaTKa
360T OpPyror ycJIOBa.

Pasmorpumo canma cayuaj n = 2k + 1, 3a k > 1. 3akmyuyjemMo ma je jeman oxm
nocMarpanux OpojeBa jemuar 0, a ocTasu YrHE IAPOBE KAKO jé rOPe KOHCTATO-
BaHO. 3aJaTH CKYNl MOKEMO NOJEJNUTH Ha NBa MUCjyHKTHA ckyna {0,z1, 22, ..., Tk}
u {—z1,—22,...,—x}, rae Basm 0" 4 Pt 4t 4 p T = ()t
(—z2)" Tt + -+ (—z,)" L. Ilpema ToMe, HM OBAKBU N HUCY pemema 3aJaTka 360r
APYTOT yCJIOBA.

axrne, jequHo pememe 3a0aTKa je n = 2.

5. Heka je V ckyn cBux TpansucTopa, F CKyI CBUX BOIOBA, U HEKA XY O3HAYABA
Box m3mebhy Tpansucropa x u y (makie, TPAH3UCTOPU T U Y Cy Ha HOCMATPAHOM
YUIly TOBE3aHU BOJOM aKO U caMo ako Baku xy € E). Iamwe, o3aaunmo ca d(x) 6poj
BOJIOBA KOjU MoJia3e u3 TpaHsucrtopa x, n e = |E|. Koncraryjmo jemmakoct (mTo
he 6utu morpe6uo Kacuumje) ) -y d(u) = 2e: 3amcra, seBa cTpama TauHO yGpaja
CBAKM BOJ 1O ABa myTa (IO jeIHOM 3a CBAKMU KPaj), OJNAKJe CJIeIn KOHCTATAIM]A.

IIpema ycsioBy 3amaTka, 3a CBaka OBa TPAH3NCTOPA T M Yy Taksa na xy ¢ F

nvamo d(x)+d(y) = n—1. Kako oBakBux maposa TpaH3UCTOPA NMAa (Z) —e, nobujamo

>t + ) = ((3) -¢) -,

zy¢E
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ITpumerumo na ce, 3a cBaKUA TPAH3UCTOP U, cabupak d(u) HA JEBOj CTPAHU CTPAHU
IOjaBJbyj€ OHOJIMKO IIyTa KOJIMKO UMa TPAH3UCTOPAa C KOjUMa U HUje MOBE3aH, & TO
je n—1—d(u). Hakne, nmamo:

Y d@)+dy) =Y du)(n—1-dw)=(n—1) Y du)— Y du)*

zy¢ E ueV ueVvV ueV

W3 nocnemma mBa m3pasa ciemnu

((7;)—@) (n=1) < (n=1) Y d(u)= Y d(u)* < (n=1) Y d(u) wzzem—l)—f

ueV ueV ueV

(rme mpyra HejemHAKOCT BaskM IpeMa HejemHakocTu m3MeDly KBaapaTHe M apuT-
METUYKE CPeIuHe).
Iakne, noOuan CMO HEjeIHAKOCT

45_3@(71—1)+<’;>(n—1)<0.

Oso hemo pemaBaTu ka0 KBaApaTHY HejenHaunny 1o e. Hyie ce Hanase y Taurama

3(n— 1) = /9(n — 12 — B0 ) 0 (30 —1) £ /(n—1)?)
" - 8 ’
Tj. @ u %. Ilakne, mocMaTpaHa HEjeJHAKOCT BAKU 33 € € [%, (Z)], MITO

je m Tpebaso noxasaTu.

YerspTHu pa3pen — A kareropuja

1. Yromuko 2 € S, Tama yciaoB maje ma Oap jeman mpoct (arrop Opoja 2 -
2 + 1 mopa mpunanatu ckymy S, Tj. 5 € S, a npoct 6poj 5 je obnuka 4k + 1.
IIpernocraBumo cana ma 2 ¢ S, ¥ IPETIOCTABUMO CYNPOTHO O TPAKEHOT: HEKa
cy cBu mpocTtu 6pojeBu mu3 ckyma S obmuka 4k + 3. Y3mMumo p € S NpPOU3BOJLHO.
IIpema ycmoBy, Gap jeman HemapaH IpocT ¢axTop 6poja p? + 1 mopa Gutu y
ckymy S. IlokaskuMO ma je cBaku HemapaH (aktop 6poja p? + 1 obauka 4k + 1.
[IpeTmocTaBUMO CyImpOTHO: Heka mmaMo ¢ = 4k+3, p> +1 =0 (mod ¢). Tana Basu
p?> = —1 (mod q), ma u p**+? = (p?)2¢*1 = —1 (mod ¢); ¢ apyre crpame, mpema
masoj Pepmaosoj Teopemu Bazku p*ht? = p?~! =1 (mod q), korTpamuknuja. Tume
je noras 3aspmen. (Kpaj mokasa ce morao m Mauo ckpatuty nomohy kBaapaTHUX
ocraraka: ako ¢ | p> + 1, Tama je —1 KBaZpaTHM OCTATAK MO MOIYIY (, OJAKJIe
caemu na je g obnura 4k + 1.)

2. HpeTHOCTaBI/IMO na je r TakaB peasaH 6poj. Tama umamo 0 > cosx —cos 2x =
231n§s1n— Heka Bamum § = r + 2k7m, 3a mHeko k € Z u r € [0,2m). ¥ cayuajy
3z

sin§ > 0 mmamo r € (0,m), u 6y/1yh1/1 nma taza Tpeba ma Bazwm 0 > sin g =

sin(3r+6km) = sin3r, ciemw 3r € (m,2m) (360r 3r € (0,37)); cBe 3ajemno, r € (§, 3F)

y oBOM ciydajy. ¥ caydajy sin § < 0 umamo r € (7,27), n 6yayhu ma rana tpeba
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na Baskn 0 < sin 32 = sin(3r+6k7) = sin 3r, cinem 3r € (47, 57) (360r 3r € (37, 67));

2
cBe 3ajenno, r € (4, 2X) y oBom cayuajy.

IIpumernmo, sinz = sin(2r + 4kw) = sin2r u sin 3z = sin(6r + 12k7) = sin6r.
Buamo 2r € (3F,4%) U (82, 19%). Y cayuajy 2r € (25,7 U (55, 3n], mmamo 6r €
(27, 37) U (87, 97], n Tana Basku sinz = sin2r > 0 u sin3z = sin6r > 0. Y ciaygajy
2r € (m, ) U (3w, 197), mmanmo 67 € (3m,4m)U (97, 107), n Tana Baxm sinz = sin 2r <
0 u sin3z = sinbr < 0. Mebyrum, to (y oba ciyuaja) 3uaum cos2x — cosdxr =
2sinx sin3x > 0, Tj. cos2x > cos4r, KOHTPAAUKIN]A C YCIOBOM 3a,IaTKA.

Iakne, TakaB peasian Opoj ¥ HE TOCTOjU.

3. [locmarpajmo poramujy p oko tauke O 3a LAOB.
Tana wmmamo p : k — k,CA — AB, a onna, 360r
AXBA = LY AC, mmamo u p : Y — X, ma moroMm u
p:Y'+— X' Omarane mupexruo cremu OX' = OY'.

4. Ilobebyje urpau B. Ilogenmumo npsux 2016 pe-
IOBa Ha XOpU3OHTaJHe noMuHe. Kama urpau A ynume
nu¢py y Hexku ox npsux 2016 penosa, urpau B ynume
y APYro IOJbe MCTe NOMUHE IU(ppy Koja y 30upy c yIi-
paBo ymmcanoMm muppom maje 6poj memwuB ca 3. Kana
urpau A ymume umdppy y Heko mosme y 2017. peny,
urpay b ynume nugpy 2 y mosbe HEIOCPEOHO HCIOL. Ox 2018 4A 3
Ha raj mauun he ma rpajy urpe 6pojesu y npsux 2016
penoBa cBu Outum nmespuBu ca 3, ma Helie Outu npoctu; 6poj y 2018. peny 6uhe
jemmak 222...222, ma Hu oH Hehe OuTm mpoct; 6pojeBM y CBAKOj KOJOHU e ce
3aBpmasaTu udpoM 2, ma Hu ouu Hehe Outu npoctu. lakie, jennuo 6poj y 2017.
peny Mmoske Outm mpoct, na mobebyje urpau B.

5. IIpernocraBumo na ce HamoBe3uBameM O6poja k! mza Gpoja m! mobuja Gpoj
nl. Jacwo, n > k + 1. Heka Gpoj k! uma tauno ¢ mudpapa. [Ipumerumo, 10¢ > k,
mTo hemMo KopucTutu y HacTaBKy. MMamo

n!l=m!-10° + k.

[Ipernocrasumo npso k < m. Taga moxkemo o6e crpane nomeautu ca k!, mocmue
yera ocraje:

nn—1)---(k+2)(k+1)=m(m—-1)---(k+2)(k+1)-10°+ 1.

Ilecna crpana je Hemapaa, ma mopa Outu u neBa. To je moryhe jenmHo Kama ce
IPOU3BOJ C J€BE CTPAHE CACTOJU CAMO O jeJHOr yuHMoua, Tj. n =k + 1 (u 1o je
yj€IHO BPEIHOCT Ha JIeBOj CTPaHM). Y KOIUKO Ou Bakwmio m > k+1, 1j. ykonuko 6u
IPOM3BOL C JecHe cTpane ucupen 10¢ 6uo Hempa3aH, MeCHA CTpaHa OM OYWTIIETHO
ouna Beha onm k + 1, mro je memoryhe. Ilakme, jemuno ocraje m = k, uume ce
jemmakoct comu Ha k+1 =10°+1, 1j. k = 10° > k!, kourpamuknuja. [Ipema Tome,
oBze He mobujaMo perreme.

[Ipernocrasumo cana k > m. IloroBo nonenumo obe cTpaHe noJIa3He je AHAUMHE
ca k!, mocse uera ocraje:

10¢

nn—1)(k+2)(k+1) = k(k,l)...(m+2)(m+1)+1'
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Pasznomak na mecuoj crpanu Mopa 6utu neo 6poj. 3a k > m+3 meros nMenunarn 6u
6uo memus ca 3, a kako 10¢ Huje memuBo ca 3, oBO je Hemoryhe. Ocraje k = m+1
unu k =m + 2. Illocmarpahemo oBa mBa cayuyaja 3acebHO.
e k=m+2:
Kako (m+1)(m+2) |10 am+1 u m+ 2 cy y3ajaMHO IPOCTU TPUPOTHA
O6pojeBu Behwm on 1, oHM MOpajy OWTH CTeleH OBOjKEe U CTEIEH NEeTULE ¥
HEKOM pemocnueny. 3a m+2=2°um-+1 = 50 mmamo 2¢ = 5b + 1; ommax
BUIMMO a 3> 3, HO Taja je JeBa CTpaHa AessuBa ca 8 ma 6u 5° Mopaso maBaTu
ocrarak 7 TIpHU mebemy ca 8, MoK ce 3ampaso Mehy ocramuma 6poja 5° mpu
AeJbelY ca 8 HAaM3MEHUYHO jaBibajy caMo b u 1, kouTpamurnuja. lakme, Mopa
Bkt m+2 =5 um+1 =2 u 5 =2"+1. 3ab< 2 manaszumo jemHo
pememe, (a,b) = (1,2); Tana cnemu m = 3 u k = m+ 2 = 5, HO Kako GOpPOj
6120 (manosesuBame Gpojesa 3! u 5!) Huje darropujas HUje HOI TPUPOLHOT
Opoja, oBme me mobujamo pemieme. [IpernmocraBumo cama b > 3. Tama mecua
cTpaHa maje ocrtaTtak 1 mpu membemy ca 8, Ia MOpPa U JieBa, OfaKJIe CIeIN Oa
je a mapam 6poj, permmo a = 2a;. Tama caema 2° = 5291 —1 = (59 —1)(5% 4-1).
Cgaka 3arpama Mopa OUTH CTENEH OBOjKE, & KAKO Ce PA3JIMKY]y 3a TAadHO 2,
jemmuaa moryhHocT je ma Oyme 5% — 1 = 2, mrro auje moryhe.
e k=m+1:
Canuno kao u rope, mopa 6utu m + 1 | 10°. IIpernocrasumo upso 2° 4 m + 1.
Tana je 7711(74)-01 +1 menmapan 6poj, ma TO MOpa OUTU U JeBa CTPAHA MOCMATPAaHE
jemuarocTu, Koja ussocu n(n —1)---(m+3)(m +2). Oso je moryhe camo 3a
n=m+2, tj. ocraje m+2 = %Jrl. Cnemu (m+2)(m+1) =104+ (m+1),
a omatme (m +1)2 = 10° > k! = (m + 1)}, tj. m +1 > m!. Onasne caem
m< 2. 3am=1wumamo k=2, a 3a m =2 umamo k = 3, aju Kako OpojeBu
12 u 26 HUCY PpaKkTOpPUjaU HUjeTHOT IPUPOAHOT Opoja, HU OBAE HEe HoOujaMo
pememne.
IIpernocraBumo cana 2¢ | m+ 1. Taga umamo m+ 1 > 2° u

10¢

@) <n(n =1 (m+3)m+2) = ——

+1<5°+1,

na cremu n—m—1<2 (3dan—m—1 > 3 ropma HejeHAKOCT OU ce CBesa HA
8¢ < 5¢+ 1, mro je memoryhe), tj. n < m+ 3, a oBo uMmmiaunupa n = m + 3
umu n = m + 2. Ciyuaj n = m + 2 ¢MO pelaBajayd MaJONpe U HUCMO HAILIN
pemema. Ocraje n = m + 3. Tama nmamo

10°¢ 3] (m+1)!

3 2) = 1 l=—Z+1=ml+1
(m+3)(m + 2) m+1+ >m+1+ 1 + m!+1,

tj. m? +5m + 5 > m!. OBa mejemmaxocT Bazxku camo 3a m < 4. Ciyudajese
m=1wu m = 2 cMo ucnuraau panuje. 3a m = 3 umamo k = 4, a 3a m = 4
nmamo k = 5, anu rako Opojesu 624 u 24120 HuCYy QarTOpHUjaIU HUjeTHOT
npupoaHOr Opoja, ONeT He HAJa3VMMO pEIleHe.

Ilakne, npuponau OpojeBu m U k TpasKeHW y TOCTABIU HE MOCTOje.

Ilpeu paspen — B kareropuja
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1. Heka je N cpemumre crpanune BC, yjemnno u
C k npecek k ca BC. Umamo LANC = LANB = 90°, jep
je AC npeunur kpy:kuute k. I[To craBy CYC mmamo
ANANC =2 NANB, na cnemu AB = AC = 60. Cana
] umamo 60 = AD+DB = 3DB+DB = DB, na ciean
N DB =24u AD = 3 - 24 = 36. Bau u LADC = 90°
(monoso jep je AC upeunuk), na cana u3 [luraropuse
teopeme mobujamo CD = /602 — 362 = 12v/52 — 32 =
B D A 48. Kaxo je CD Bucuna ma AB y AABC, merosa

MIOBPIINHA W3HOCU % = % = 1440.

Ox 2018 1B 1 2. IlIpso pewemne. Hexa je S npecek nujaronasne DB

u nysxxu KM. Kako ABKM u ADKM wwmajy 3ajenunuky crpanuny KM, omHOC
BUXOBUX MOBPIIMHA 3AIIPAaBO MPEACTAB/hA OTHOC BUXOBUX BUCUHA CIYIITEHUX HA
KM. Bucune cnymrene u3 B, onnocuo D ma KM o;[Hoce ce kao SB u DS (upema
TamecoBoj TeOpeMI/I), ma 3anpaBo Tpeba mahin 2 D—S

O3Haq1/1Mo #=DCu y= DA. Cana u3 DB = :Z"’Jrgj' D C’
u DS = kDB aHeKOk0<k<1(aOH,Z[S =

—_— —

DB—-DS=(1- )DB), MaMO
—
DS = kZ + ky.

C mpyre crpane, kako je S ma mysku KM, 10 3a HEKun
— —
peanan 6poj m, 0 < m < 1, Basku DS = mDK + (1 — Ox 2018 1B 2
— — — — PN —_— —_— — . 1—
m)DM. C o6supom va DK = DA+ AK =§+ :¥u DM = DC+CM =7+ 3,

YBPIITaBaHEM OBOTa y MPETXOMHY jeIHAKOCT mobumjaMo

— L2 L1 2m . 1-m\_, 5—-3m_ 2m+1_
DS:m<y+3x)+(1—m)(x+fy):<—+1—m>x+<m+ )y: T+ 7.

3 5 3 5 3
Takne, cnemu ki+ky = 3=22 7+ 22417 14 kako cy BeKTOPU T HEKOJUHEaPHU,
, Yy 5 Y, y p y p
mopa BaxuTu k = 220 u k= 225 Onarae mvamo 2 53’" =2mdl 1j. 15— 9m =
10m +5 — 19 Hajsan, k = 23941 — 13
m + 5, ma uspauynasamo m = i¢. Hajsan, k = =15 U

P(ABKM) SB _1—k

P(ADKM) DSk

Slgle ©

o
5713

Zpyzo pewewe. Kao 1 y IpeTxoqHOM pEIICHY, TPAKAMO D—S IIpoByuumo kpo3
M upapy mapasenny ca AB, u mHexa je P npeceuna Tauka Te npase ca BD. IToc-

marpajyhn npaBe BD u BC, npema TanecoBoj TeopemMu nmMmamMo Jgg = ]gg = %, Tj.
MP = 2C’D u ﬁ = %]\34 = ;}, Tj. DP = ;)DB. I[Mocmarpajyhu npase BD u KM,

3
npema TasecoBoj TeopeMu uMaMo %&S* = % = 325 = i
PS = 10z. mamo BS + PS = BP = DB — DP = 2DB, tj. 192 = 2DB, na ciaemn
T = %DB. Oparne m3pauynasamo BS = 9z = 6 DB u DS = DB BS 13DB

IIa KOHA4YHO

Osrauumo BS =9z u

P(ABKM) SB ;DB 6

P(ADKM) DS 2Bpp 13
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3. NzpauynajmMo Hajupe yKymIaH Opoj Taukuila Ha JOMUHAMA HA KOjUMa CE jaBJI-
jajy mBa pasauumra 6poja. Ilocmarpajmo cBe ypebene mapose paziauuutux O6po-
jeBa om 0 mo 9. Csaku 6Gpoj ce Ha MPBOj KOOpIAMHATHU jaBiba TadyHo 9 myra (3a
cBe moryhe BpemHocTu Opyre KOOpAMHATE pa3iauuuTe OJ TOr Opoja), ma 36up
cBux npBux koopmuuara m3mocu 9- (0+1+2+---+9) =9 9'2& = 405; cauyHoO,
30up cBUX Ipyrux KoopauHara m3Hocu Takobe 405, ma 30up cBux O6pojeBa KOju
ce jaBipajy y oBuM ypebenmm maposuma wm3nocu 910. Ilpmvermmo na ce momwuue
Ha KOjuMa Cce jaBibajy ABa pas3auyuTa Opoja MOTY TPEICTaBUTU YIPABO OBAKBUM
ypebernuM nmapoBuMa, Ipu yeMy CMO CBAKy JOMWHY HA Ta] HAUWH PaUyHAIUA ABA
nyTa (mOMUHY Ha KOjo] cy OpojeBu a u b pauyHamu cMo ¥ kao nap (a,b), u kao
nap (b,a)); nakie, ykynas 6poj TAUKMIA HA OBAKBUM AOMUHAMA j€ TAUYHO IIOJIOBUHA
MAaJIONpe M3padyyHaTe BpenHocTu, Tj. u3dnocu 405.

Yrynan 6poj Taukuia Ha JOMHUHAMA HA KOjuMa ce C obe cTpaHe HaJJa3Uu UCTU
6poj msmocu 2 (0+ 142+ ---+9) = 2. 20 = 90. Jlakne, pememe 3anaTKa je
405 + 90 = 495.

4. Y gnoraszy kopuctuMo ciaenehie jemHocTaBHO 3amazkame: ako Cy T U Y
TIpUpOgHN OpOjeBU TAKBU Oa Cy & ¥ xy KyOOBM mpupomuux OpojeBa, Tama je u
y Ky6 mpupoaunor 6poja.

a) Ako cy ab u be ky6oBu npuponaux GpojeBa, Tana je Ky6 npupomHor 6poja u
(ab)?be, Tj.a?b3c. Tama no 3amaskamy ¢ TOYETKa CIAENd 1a je U a’c Ky6 mpupomHor
opoja.

b) C o6zupom wa a*b = a®-ab, a xaro cy a*b u a® xky6osu npupomEux 6pojesa,
cnemu na je u ab xy6 mpuponmor 6poja. Camumno, u3 b3c® = b8¢3 - b?c? mobujamo ma
je b%c? xy6 mpupomHOr 6poja, a u3 c'a = ¥ - ca mobujamo ma je ca Ky6 mpupoIHOT
6poja (jep cy b8c® u b5¢3, omrocuo ¢’a u 8, kyGosu mpupoaEux 6pojesa). Cana n3
ab - b%c? = ab3c® cnema na je ab®c? xy6 mpupomror Gpoja (jep cy To oba umHMOIA
Ha JIeBOj CTPaHW), a OHMAA je W ac’ KyO mpupommor Opoja. Jlame, Kako Cy ac u
ac® Ky6oBU IPUPOIHUX OpojeBa, ciaenu na je u ¢ Ky6 mpupoauor 6poja. Komauno,
a je xky6 mpuponHor Opoja jep cy ¢ u ac KyOoBu mpupoanux OpojeBa, a b je KyO
npuponHor 6poja jep ¢y canxa a u ab kyGoBu npupogHUX OGpojeBa.

5. IlpeTnocTaBuMoO IPBO & < % Tana umamo |3z — 1| = 1 — 3z, na ce jennaduna
CBOIM Ha

1=z — 22— |3z =1]||| = |z — |22 — (1 = 32)|| = |z — |5z — 1]

Saz < % rmamo |5z —1| = 152z, na ce jeqnauuna nasme csoau Ha 1 = |z—|bz—1|| =

|z—(1—5z)| = |6z —1], Tj. 6z —1 = £1, a oBo Ma pemema = 1+ 1 z = 0, 0 Kojux
IpBO OmbAaIlyjeMo jep He UCIYHaBa YCIOB & < %; 3a T > % nvamo |5z —1| =5z —1,

ma ce jenHaumHa masbe csomu Ha 1 = |z — |bx — 1|| = |z — (bx — 1)| = |1 — 4x|, Tj.
1 —4x = +1, a oBo uma pemewma £ =0 u & = %, Koja 00a oxbalyjeMo jep HUCY ¥
VHTEPBAJY % <z < %

I[Ipernocrasumo cana x > % Tana umamo |3z — 1| = 3z — 1, na ce jexHauusa
CBOIM Ha

l=lz—122—Bz—1|||=|z— 22— Bz —-1)|| = |z — |1 — ||

3a x < 1 ummamo |1 —z| =1—x, na ce jengaunna name cBomu Ha 1 = |z — |1 —z|| =
|z —(1—2)| =|2¢—1|, Tj. 2e—1 = +1, a 0BO uMa pemema & = 1 n & = —1, o Kojux
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APYyro onbalyjeMo jep He UCIyHaBa yCJIOB T > %; 3a > 1 nmamo |1 —z| =z — 1,

na ce jemmaumHa mame ceommHa l=|x—|[1—z||=|z—(z—1)|=|1|=1, macy y
OBOM CJIy4ajy pellema CBU OPOjeBU KOjU UCIYEHaBajy ycjioB z > 1.

Haxrne, pemema jemuauumue cy ¥ = 0 u cBu peasHu OpOjeBU T 3a KOj€ BaKU
x> 1.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. [Tpumerumo ma 36up cBux mo3BosbeHUX nudpapa n3nocu 04+1+2+3+445+6 =
%—7 = 21. [Tomro Tpeba cacraBuTu uveTrBOpOIUdpPEH Opoj oxm Hekmx MmeDhy oBuM
nudppama umju 36mup Tpeda ma mzHocu 15, Tpeba oxbamury Heke Tpu nuppe Koje
nmajy 36up 6. Ounrienso, ome mMory 6utm camo memto on: {0,1,5}, {0,2,4} nin
{1,2,3}.

Y mpBoM caydajy MoOkeMO KopuctuTtu nudpe 2,3,4,6, u BUX MOXKEMO pas-
mectutu Ha 4! = 24 Hauuna. Y Apyroum ciaydajy MoskeMo kopuctutu mudpe 1,3, 5,6,
U BUX MOKeMO pasMectutu Ha 4! = 24 mauwuna. Y tpehem ciyuajy Mo:keMO KO-
puctutu udpe 0,4,5,6, a IPUIUKOM BUXOBOI PA3MEMITAKHA MOPAMO MA3UTHU HA TO
na 0 He cMe OUTM Ha IPBOM MeECTY; HakKJe, 3a HajleBby mudpy Odmpamo jemHy on
4,5,6, a oHma TmpeocTaje TPU MOKEMO pa3MecTUTd Ha 3! = 6 HAUMHA, TAa Yy OBOM
cIy4ajy mMaMo YKymHO 3 -6 = 18 6pojena.

ITakne, pememe 3anatka je 24 + 24 + 18 = 66.

2. Heka kpy:xuuna k momupyje crpam- D 4 Fg_oC
vune AD, CD u BC y taukama J, F'u K, Z P
penom. Hera cy Cy u Dy momHOx%ja HOP-
mana u3z C' u D va AB, penowm.

Heka je r momynpeunur kpy:kauie k. 15 0
Oszmaunmo ¢ = DJ. Ha ocuOBYy jemnakocTu
TAHDEHTHUX AYKU U3 TAUKE HA KPY/KHUILY,
miano AJ = AE = 15, BK = BE = 10, - ‘Q‘kE/dl
DF =DJ=xuCK =CF =8—z. Baxn
uDyE=DF =xuCyEF=CF=8—2z. U3 Oxk 2018 26 2
[Muraropune Teopeme mpumemene sa AADDy u ABCCy mmamo AD2+ DD3 = AD?
u BC2 + CC2 = BC?, 7j.

0 B

(15 —2)? + (2r)* = (15 4+ z)?

(10 — (8 —2))? + (2r)* = (10 + (8 — x))%.
IIpBa jeanaunna ce comu Ha 225 — 30z + 22 + 4r? = 225+ 30z + 22, 1j. 472 = 60z, a

2 .
omarie ciremu v = Tz. Ilpyra jennaunna ce cBoM Ha d+4r+x2+4r? = 324—362+22,
. . 2 2 2
Tj. 40z 4 4r* = 320, a omarne cnemn x = 3204 = 80— Jlakne, pamm Tz = S0

mTo ce ceomu Ha 1072 = 1200 — 1572, a omaTie U3paUyHABAMO T = \/%go = /48 =
44/3.

3. Kaxo /2019 muje mpupoman 6poj (442 = 1936 < 2019 < 2025 = 452), caemn

na je 6poj n? 6ap meromudpen. IIpernocrasumo n? = 2019a. Kakxo mmamo 1422 =

20164 < 2019a < 20449 = 1432, taxBo n me moctoju. IIpermocTaBuMO caza n’ =
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2019ab, Tj. 2019-102 = 201900 < n? < 202000 = 2020-102. O marae umamo n > /2019-
10 > 440 nu n < v/2020-10 < 450, anu OHIA UCTIUTUBAKEM OBOT MHTEPBAJA y HOTPAa3U
3a N KOje HCIyH-aBa 3aJaTe ycJIoBe ycraHoBmasamo 4492 = 201601 < 2019ab <
202500 = 4502, ma TakBo n He moctoju. Ilpermocrasumo cana n? = 2019abe, Tj.
20190-102 = 2019000 < n? < 2020000 = 20200-102. O marae mmamo n > 4/20190-10 >
1420 u n < /20200 - 10 < 1430. Cana ncnuTuBameM OBOT MHTEPBAJIA Y MOTPA3U 34
n Koje mcmymaBa 3amaTe yciaose Beh 3a n = 1421 nobujamo 14212 = 2019241.
Ilakne, HAjMamU TakaB npuponaH 6poj n je n = 1421.

4. TlocraBmena jemHauvHa je exBuBajeHTHa ca \/a? —xzvVa?+a?> = a — z.
Ogpatie mMaMo yCJIOB a > %, a HAKOH KBaJApUpama jeJHAUYMHA CE€ CBOAU HA
a® — 222+ a? = a? — 2ax + 22, 1j. V2?2 + a? = 2ax — 2%, Jemma moryhmocT je
x =0 (wTo jecre pememe Kax IOX je UCIYHEH YCIOB a = &, Tj. a > 0); nuHave HaM
nocse ckpahuBama ca x octaje Va2 + a2 = 2a — x, a OBO Ceé HAKOH KBaIpUpama,
y3 mocTaBbame ycaosa 2a —x > 0, Tj. a > §, cBOaM Ha 22 + a? = 4a® — dazx + 22,
Tj. 4ax = 3a%. Y caydajy a = 0 0BO je UCIyH,€HO YBEK, Tj. Tala Cy pEIIema CBU
OpojeBn x 3a Koje Baxkm a > T u a = 5, Tj. ¢ < 0. [Ipernocrasumo cama a # 0.
Tana u3 mocienme jennauynHe moOMjaMo jOIl peleme r = %‘1; OBO jecTe pelnieme
[IOJIa3HE jeIHAUYMHE aKO Cy UCIYHEHU YCJIOBU a4 > T U a > <, Tj. a > %‘1 uaz %‘1,
a oHm ce cpoge Ha 7 = 0 m ‘%a >0, 1j. (moroOBO) a > 0.

2
Iaxkne, peaumupajmo: 3a a = 0 pemene jennavyune je meo naTepsat x € (—oo, 0],
3a

3a a > 0 jennaumua uMa aBa pemewa, © =0 un z = ¢, a 3a a < 0 jennaunna Hema
pelema.

5. IlocmaTpajMO MarmyHm KBaJApAT KAaO Ha CJIIUIU alb|ec 2194
saeso. [lomro Basku a+b+c+---+i = 14+243+---+9 =45 dlel|f 71513
ua+b+c=d+e+f = g+h+i, cnemu a+b+c=d+e+f = glhli 6118
g+ h+1=15, u takohe 30UpoBU y CBAKOj BPCTU U HA
obe nujaronaise m3unoce 15. [Ipumerumo caga: Ox 2018 2B 5

60 = 4-15 = (b+e+h)+(d+e+f)+(ate+i)+(ct+e+g) = (a+b+c+- - +i)+3e = 45+ 3e,

OJaKJe cienu e = 5.

IIpetnoctaBumMo ma je 6poj 9 cmemren y yrao; 6e3 yMamema ONMmToCTr, a = 9.
Tana uz 15 =a+b+c=a+d+g cnemqu b+c=d+g = 6. Mehyrum, npumerumo na
nBa 6poja Mory nasartu 36up 6 camo ako cy To 6pojesu 2 u 4 (3aucra, moryhuoctu
3+ 3 ormana jep 6pojeBu mopajy Ouru pasznmunTy, a Moryhuoct 1+ 5 ornana jep
je 6poj 5 Beh mckopumlien 3a €), ma cMO 3a0paBo KOOUIM KOHTDAIUKIL]Y.

IIpema Tome, 6poj 9 HE MOKe OUTU CMELITEH y yIuy, Ia MOPa OUTU HA CPEIVHU
Heke cTpaHuie. Y 3muMmo Hiop. b = 9. Taga ciumuno rkao Masonpe mobujamo a+c = 6,
Tj. a =2 u ¢ = 4 nun o6patHo. Kojy rox ox ose nse moryhuocru na onabepemo (a
MeDycoBHO cy aHasorse), JaKO BUAUMO Ja C€ OCTATAK MATMYHOT KBaPaTa MOKE
HONYHUTU HA JeUHCTBEH HAUMH (HA CIUOU NECHO je NMPUKA3aHO MOMYHABAHE 34
a=2mnuc=4.

Ilakne, y cpemuuu yBek Mopa butu 6poj 5, a 3aTtum 6poj 9 MokeMO ymucaTu
Ha CpeAuHy HEeKe cTpaHwuie, mro naje 4 moryhuaoctu 3a 6poj 9. Hakon ynucusama
6poja 9, 3a meroesa ABa cycema mMaMo jour m300p Koju on BuX he butu 2 a Koju
4, mro cy jom 2 moryhHOCTH, a JaJhe MONYHaBame MATMYHOT KBAIpPATa je jel-
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noszuauno onpebeno. [Ipema ToMe, pasamunTUX MATUYHUX KBAApPaTa 3 X 3 YKYIHO
uma 4 -2 = 8.

Tpehu paspen — B kareropuja

5 1), Ia KaKoO je CBAKO Ca CBAKUM
omurpao mo k mapruja, cjenu %k = 224, 1j. n(n — 1)k = 448 = 2°. 7. Meby
OpojeBuma n u n—1 jeman Mopa OUTHM HemapaH, a jeAUHU HENAPHU ACINONU Opoja
448 cy 1 u 7. Hemoryhe je n =1, jep 6u Tana npou3BOA Ha JIEBO] CTPAHU M3HOCUO
0. 3an—1=1wmvmamo n = 2 u taga k = 224, 1j. HA TYpHUPY Cy UTrPaJa CAMO
aBojurna maxucta u omurpanu cy 224 napruje. Cayuaj n = 7 je rakobe memoryh
jep Tama mmamo n—1 = 6, a mecHa cTpaHa HUje mesuBa ca 3. Komaumo, 3an—1=7
umamMo n =8 u Tana k = % = 8, Tj. HA TYPHUDPY je Urpajo § maxucTa U CBAKO je
ca CBaKUM OIUI'PAO IO 8 mapTHja.

Harme, moryhe jen=2u k=224, unu n=8 u k =8.

1. Bpoj mapoBa pa3IMuYUTUX MAaXHACTa je —o—

2. Jemmauuny tpanchpopmumemo y sindxr — sinx = 1 — cos2zx = 2sin? z, Tj.
2sinzcos2x = 2sin’z. Jemma moryhmoct je sinz = 0, 1j. ¢ = kr 3a k € Z.
Y cayuajy sinz # 0 mocie ckpahuBama ca 2sinx ocraje cos2x = sinz, Tj.

1 — 2sinz = sinz. YBemumo cmeny sinz = t. Tazna nobujaMo KBagpaTHy jei-
—1+148 _ —143
4 R

mHaunny 2t +t — 1 = 0, a meHa pemema Cy lij2 = , Tj. t1 = % u
to = —1. Hakme, sinx =
r=—5+2knzakel.

IIpeocraje jom mpebpojatu KOIMKO ce on mponabeHux pemema HaJIa3U Y UH-
TepBaiy [2,24]. 36or 0 < 2 <7 u 7r < 24 < 87 umamo 7 pemema obauka T = kT
(3a 1 < k < 7). Ilame, 360r 5 < 2 < 87T y 370 < 24 < 49?’7 AMaMO 3 pelIemna
obmmka = % +2kr (3a 1 < k < 3). Batum, 360r 0 < 2 < 2T n 4T <24 < 57
umMaMo 4 pemema O0IUKa T = %’T +2k7m (3a 0 <k < 3). Hajsan, 36or —5 <2< ¢
u 1%” <24 < 197” uMamo 4 pemema obmuka r = —3 +2km (3a 1 <k <4).

Haxrne, ykynan Opoj periema y TpakeHOM WHTepBaay usHocu 7+3+4+4 = 18.

umu sinz = —1, 1j. * = ¢ + 2km, x = %’r + 2km nan

N|—=

3. U3 npBe jemnauwmne caenu b = 8 — a, ma yBpmTaBameM OBOra y APYry AOOU-
jamo
32=a®>+8—a)?+c*=a®+64—16a+a* + * = 2a*> — 16a + 64 + 2,
1j. 2a% — 16a + 32+ 2 = 0. MebyTuM, IpUMETUMO 14 JIEBY CTPAHY MOKEMO TPAHC-
dopmucaTn kao 2a? — 16a + 32+ ¢ = 2(a? — 8a +16) + ¢ = 2(a — 4)? + 2, na na 6m
0BO Omi0 jemmaro Hyau, Mopa Baxkutu ¢ — 4 = 0 u ¢ = 0. Ilakie, jequHo pereme
3anmaror cucrema jea=4,b=8—-a=4uc=0.

4. Ilpso pewemwe. Hera je O mpecek mmjaronana pomba ABCD, u Heka je a
werosa crpanuna. Osumaunmo LSOA = a, LSOC =7 — «a, £LSOB = 3, £50D =
7w — (3. llpumenom kocunrycue teopeme Ha ASOB, ASOD, ASOA u ASOC, penowm,
nobujamMo:

SB? = S0?+ 0OB?—-250 - OB cos 3;
SD? = SO? + OD? + 250 - OD cos §3;
SA2 =S50 +0A? —250 - OAcos o
SC? = 50% +0C? + 250 - OC cos a.
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CabupameM npBe ABE jeIHAKOCTU U APYyre ABe jeIHAKOCTHU, y3 yBpiuraBame OB =
OD =%, 0A=0C = 23 u SA = a, nobujano SB2+SD? = 250%+ % u a®>+5C* =
2502 + @ W3 apyre jemmaxoctu ciaemu SC? = 2502 + %, na ymnopebusamem c
IPBOM 11061/1JaMo SB? 4 SD? = SC2.
— o —> -
ﬂpyzo pewemwe. YBeIUMO BEKTOpE § AS b=AB ud =
- — -
|b] = |d\7a kao u b-d = a?cos60° = %, Taxobe, B:bf.s*,S =d—5u

—_— -
5. Onarne:

n
Q
\

l o;l
®‘l
&.

Ilakine, Kako OecHe s D,y
CTpaHe IPBe OBE jel-
HAKOCTU y 30Upy Oajy
mecHy cTpany tpehe, A "
TO BayKM U 32 JieBe v' >
CTpaHe, YnMe je TBPI- X

jeme TOKa3aHo.

. Tpehe pewiene. Hexa Ox 2018 35 4
je Sp momHOXKje HOp-

mase m3 Temena S ma pasan ABCD. Tama mmamo SB? = SS? + SyB?, SC? =
SS2 +SoC? u SD? = SS2 + SoD?, ma ce jemmakoct kojy Tpeba MOKa3aTH CBOIU HA
SS2 + SoB? + SS2 + SoD? = SS2 + SoC?, Tj

SS§ + SoB? + SoD? = S,C2.

Hexa je a ny:xuna crpanune pomba ABCD (a taga nmamo u SA = a). Taxobe,
meka cy X m Y momHoskja HOpMasia u3 Tauke Sy Ha mnpase AB u CD, pemowm.
Pamufiemo ciyuaj kana ce Sp manasu usmeby tavaka X u Y (y cympornom ce
pamu camuno). Heka je D' mommoskje Bucunue uz D y jemmaxoctpanmanom AABD.
Mpuverumo, AX +CY = AD'+ D'X +CY = AD'+ DY +CY =% +a =3¢ Cana
MOXKEMO padyHATH:

SSZ + SoB% + SoD? = (SA% — AS2) + (SoX? + XB?) + (SoY? + Y D?)
=a?— (A8 — SoX?) + (a — XA)?2+ SY? + (a — YC)?
=a?—AX?+a® —2a XA+ XA2+5,Y%2+a?—2aYC+YC(C?
=3a? - 2a(XA+YC) + (SoY?2 +YC?) =3a® —a-3a+ SyC? = S,C?,

mTo je u Tpebayo JoKa3aTu.

5. V3pasze mox kopeHoBUMa MOkeMO 3amnucaTtu kao x(z +3)+ 1 u y(y — 1) +
3. Opmarie, 3a Ma KakBe meje OpojeBe T U Y, OBU U3pasu Ccy Hemapuu (jep cy
npoussomu x(x+3) u y(y — 1) napuu, 6ynyhu na uMm je yBek jeqas duHUIAL IapaH
a IpyTW Hemapas).
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Osmaummo 22 + 3z +1 = a u y> —y + 3 = b. imamo a + Vb = 2017, j.
Va =2017 — Vb. KBanpupamenm oBe jemraroctu nobujamo a = 20172 — 4034v/b + b,
1j. Vb = %. OmaBzme BuamMo ma je Vb pammomanan 6poj, a momro je b
meo 6poj, M3 OBa ABA 3aKMYUKa ciaemu ga je n Vb meo 6poj. Ha mcru maumn
MOKasyjeMo u na je y/a neo 6poj. Mebhyrum, kaxo cy a u b menapuu 6pojeBu, TO
cy u v/a u Vb memapuu Gpojesu, amm y ToM ciydajy je v/a 4+ vb mapam 6poj, ma
oBaj 30up mHe moyke Outu; jemuak 2017, kourpamuknuja. akme, mojga3Ha jeTHAYNHA,
HeMa [eJ00pojHa pelema.

YerspTHu pa3pen — b kareropuja

1. IIpBa Hejemmaumua ce cBomu Ha z2 — 4z +

4+ -4y <0, 1j. (@ -2+ @y —-2?2< 4= 4
22, Ckyn Tauaka KoOje OBO MCIOYH:ABajy Ope-
CcTaB/bajy KPyr ¢ meHtpoM y (2,2) m moaynped- 3

Huka 2. /[Ipyra HejemHaumHA Cce CBOAM HA Y <

\/(x — 2)? = |z — 2|; makxne, mocmarpana Qurypa 2
mpencTaB/ba Ie0 MajloYac OMUCAHOT KPyra KOju

ce Halas3uW uCHoj rpaduka (QyHEDUje y = |r — 1
2|, Tj. cacToju ce OX& HOBA KpPY)KHA OZICEUKa
(Bumeru cauky). Aro obeneswnmo tauxe A(0,2), T p > 3 4
B(2,0) n C(4,2), cama mako BHAUMO nOa Ce
TpaskeHa MOBPIIMHA MOMKE M3PAUYHATUA OLy3U-
Majyhu o4 NIOJIOBMHE MOBPIIMHE KPyra IIOBPII-
uHy jemaaxokparo--upasoyrior AABC (uuja je Ox 2018 45 1
2 _ Qv _9n g,

KaTeTa jemHara 2v/2), Tj. M3HOCH

2. Nimamo 247 +2° 4+2018° = 20 4+-2¢ = (—1)° 4 (—1)¢ (mod 3) u 10°+ 32 42018° =
1€+ 2" =1+ (-1)® (mod 3). Hakre, apyru 6poj je MebUB ca 3 aKO U CAMO aKoO je
b mpousBosan Henapan 0poj. Cana, kopucrehu na je b menapan Opoj, BUAUMO Oa
je mpBu Opoj mesbuB ca 3 aKO U CaMo ako je ¢ napan 0poj. Ilakie, TpaskeHu yciaoB
ucnymasajy cBe Tpojke (a,b,¢) rae je a mpousBosbad npuponan 6poj ve Behu ox
2018, b mpomsBossan HenapaH O0poj He Behu ox 2018, u ¢ mpousBoman napas 6poj
me Behu ox 2018. IIpema ToMe, TakBux Tpojkm mMa 2018 - 1009 - 1009 = 2 - 10093.

3. Ilpso pewewe. TpakeHa jeOHAKOCT Ce MOKE
rparcdpopmucatu y MB - MC = (AB — AM)(AB +
AM), T1j. AB]\{E’;M = ABJE?M. Osuaummo ca K Tauky
Ha crpanuiu AB rtakBy nma Basku AK = AM, a ca
L raury Ha nponysketky crpanuie AC mpeko Tauke
A rakBy nma Baku AL = AM. Tana ce xemena jen-
HAKOCT CBOJU HA % = % Ilakme, DOBOJBHO je
nokaszatu camdaoct AMBK ~ ALCM.

Osnaunmo LBAM = ¢. Tana mmamo L MAC =
60° — ¢. Kako je AALM jemuakokpak a HeroB CHOJ-
jammu yrao kon rtemena A msuocu 60° — p, ciaemm

LAML = LALM = 30° — %. Y AMLC umvmamo

Ox 2018 45 3
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jom LLCM = 60°, ma manasumo u tpehwu yrao:
ALMC = 180° — (30° — £) — 60° = 90° + #. Kaxo
je AAKM jenHakokpak M yrao HACIPAM OCHOBUIE
usHocu ¢, ciremu LAKM = LAMK = 90° — &, omakme mMpeKTHO xoGujamo
ABKM = 90° + £. Ilakne, kakxo 3a AMBK u ALCM Baxun £{LMC = 90° + % =
ABKM n LLCM = 60° = L MBK, cnemu AMBK ~ ALCM, mto je u Tpe6aiao

JOKa3aTH.

Lpyeo pewewe. Oznaunmo a = AB = AC = BC'. IlpuMeHOM KOCUHYCHE Teopeme
ma ANABM nobujamo: AM? = a? + BM? — 2a - BM cos60° = a? + BM? —a - BM.
Oparne umamo a? — AM? =a- BM — BM? = BM - (a— BM) = MB - MC, mTo je
u Tpebaso MOKA3aATH.

4. a) Ogrosop: muje moryhe.

CBu moryhwm 30mpoBM KOju Cce MOI'y HOjaBUTH y BpCTaMa U KOJIOHAMa Cy
cnenehu: —3,—-2,—1,0,1,2,3. Kako ce, mo yciaoBy 3amarka, MOpPa jaBUTU IIECT
pas3anumTux 30MpoBa, TO Ce TAYHO jenaH on OBuX 7 OpojeBa Hehe mojaBuTH Kao
36up (a cBu ocramu lie ce mojaBuTm TayHo mo jexHoM). Ilpmmerumo, name, na
pauynajyhu cymMy CBUX TUX mecT 30UpOBa KOju Ce TMOjaBbyjy, 3alpPaBO CBAKU
6poj y Tabauim pauyHaMO 1O ABa MyTa (jeTHOM y HEerOBOj BPCTU, APYTHU MYT Y
BErOBOj KOJIOHU), Ia Ta yKynHA cyMa Mopa Outu mapad 6poj. Kako Ha ropmoj
sucty Moryhwmx 306upoBa mmamo 4 HemapHa u 3 mapHa Opoja, ma Ou cyMa HEKUX
6 on Tux 7 6pojeBa Ouia mapHa, cienu ga Opoj KOju ce He MOjaBibyje MOpa OuTu
mapas.

Hakmne, 30up HEKe BPCTE MM KOJIOHE MOpa OWUTU jemHak 3, u 30up HEKe BpPCTe
U KOJIOHE Mopa buTu jemHak —3. be3 ymamema ONIMITOCTH, HEKA je 30up OpojeBa
y NPBOj BPCTU jemHakK 3, Tj. y OPBOj BpcTu cy cBe jemuuuine. Cana, ouuriemnHo,
HU Yy jeOHOj KOJIOHM HE MOKeMO mMmaTru 30up —3, ma ce 30up —3 MOpa IOjaBUTU
y HEKOj BPCTH; HEKa je TO, 0e3 yMamema OMNITOCTHU, ApYyra BpPCTa, Tj. V OPYroj
BpcTHu cy cBU OpojeBu jemnaru —1. Jlakise, y cBakoj KoJOHU 3acan uMamo 30up 0,
na na 6u (HakoH ymucuBama OpojeBa y tpehioj Bpctm) cBa oBa Tpu 36upa Gumna
pasauumura, y Tpehoj Bpctu Mopajy Outu pasnuuutu OpojeBu, Tj. 6pojesu 1, 0 u
—1 (cBaku mo jemmom). Mebyrum, rana 36up 6pojesa y tpehoj spctu usnocu 0,
a takobe y jemnnoj komonu umamo 36up 1+ (—1) + 0 = 0, kouTpasukMja.

b) Omrosop: moryhe je. [Ipukasyjemo jemso TAKBO MOT- 1] 1 1 1
yBbaBame Tadaure. 111 1| -1
. 110 |—-1|-1
5. Pemema mocmarpane jemHauuHe Cy HyJe MTOJIUHOMA
. s . 0 1| 1] -1
f(z) = 2°—3x—a. Kaxko je oBaj nmonuuom Tpehier crenena, on
vma Hajume 3 peanne nyae. C o63upom Ha lim, o f(z) = Ox 2018 45 4
—00 u lim, . f(x) = 00, a KakO je MONMHOM HENPEKUIHA
¢yuruuja, caemu na f(x) mopa mmaru 6ap jenmy Hyay. V3Boxm oBe ¢yHKuuje je
f'(z) = 32% =3 = 3(z — 1)(z + 1), ma xKako m3BOA MMa HyJe y TaukamMa T = —1 u

x = 1, merarusan je Ha maTepBaty (—1,1), a HO3UTUBAH MHAYE, 3aKLYUY]EMO 1A
f(z) pacre ma muTepBamMMa (—00,—1) 1 (1,00), onama Ha (—1,1), uma JTOKAIHK
MaKCUMyM 3a ¢ = —1, a JoraysHm MumHUMyM 3a x = 1. Ha cBakom on mHTepBaia
(=00, —1), (—1,1) u (1, 00) monuuOM f(x) MOKE UMATU HAJBUIIE IO jeAHY HYJILY, 300T
MOHOTOHOCTU Ha TUM MHTepBaauma. llonuaoMm lie MMaTu yKymHO TPU pa3IuduTe
peasHe Hyie ako u camo ako Basku f(—1) >0u f(1) <0 71j. 2—a>0u -2—a <0,
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nMvalie nBe pasznuuure peasnsHe Hyse (0L TOra jeAHy ABOCTPYKY) aKO U CaMO aKO
Baxkr f(—1) =0 uwnm f(1) = 0, a unaue (1j. ako u camo akro cy Bpensoctu f(—1)
n f(1) pasnmuuure ox 0 u MmehycoBHO ucTOr 3HAKA) CAMO jenHy peajHy HYyJLy.

Ilakmie, mocMaTpaHa jeIHAUMHA WMa TPU PA3JIUUUTA PEaJHa pellema 3a a4 €
(—2,2), mBa pasnmumra peasHa pemema 3a a € {—2,2}, a caMO jeqHO peayHo
pememe 3a a € (—00, —2) U (2, 00).

PEIIEILA 3AIATAKA CA NPKABHOI' TAKMUYEILA M3
MATEMATHURE YYEHUKA CPEIILNUX IITKOJIA, 10. 3. 2018.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. IlpernocraBuMo na TaxkBu OpojeBu ¢t m ng mocroje. Tanma je ckym cBux
moryhux Bpennocru koje QpyHkuuja f Moske mmartu ouursaento jemuak {f(n): 1 <
n <ng+t—1}. Kako je oBaj ckyn komauan, oH uMa Hajsehu emement; Heka je To
M. Hexka je cama k mpom3Bo/baH IpUpOmaH OPOj UMjU ce MEeKATHU 3AIUC 3aBPIIaBa,
ca M + 1 jemmuaumnom. Tanma ce u 6poj xy 3aBpmaBa ca M + 1 jeamuumoMm, ma ma
6u oH yommre Oro mapas (& MOrOTOBO AEILUB Ca 8), U3 HErOBOT JEKAMIHOT 3AIUCA
Mopamo uszbpucaru csux tux M + 1 jemmuuna c kpaja. Hakxe, f(k) > M + 1, Tj.
¢yuruuja f ysuma Bpenaoct Behy om M, kKOHTpaauKImja.

2. Os3maummo ca L1, T2, T3, Y1, Y2, Ys 1 2 Kap- A B
MUHAJIHOCTU oarosapajyhux nenosa Benosor mu-
jarpama kao Ha caumu. Tama umamo |[AAB| =
T1+Toty1 +y2 = 2k, |BAC| = zotwx3+ys+ys = 2k
u |[CAA| = 21 +x3+y1 +ys = 2k. Cabupamem cBe
OBE TPU jeJHAKOCTU IOOMjaMo 22?21(331‘ +yi) =
6k, 1j.

3
> (@i + i) = 3k.
i=1

Herka je D crkynm koju ucmymaBa yCJIOBE U3

nocraBke. Sammmumo x1 = ) + a2, Tme cmo ca
Z} O3HAYMIM KAPAMHAJIHOCT Npeceka ckyma D Ilp 2018 1A 2
”n mapueTa OOeNeXEHOT ca T1, a ca Tj kapmu-
HAJHOCT OCTATKA; CIWYHO YUMHMMO 3a cBe ocTtase mapuumhe. Taxobe, o3maummo
u=|D\(AUBUC)|. Taga nmamo |[AAD|=z{ +y5 +y4 + 2" +xb+as+yi+u==k.
Ucnucyjyhu ananorne popmyne 3a |[BAD| u |[CAD| n cabupajyhu Te tpu jenna-
KOCTH NobumjaMo

3 3
Bk = (20) +af + i +2y)) +32" +3u=Y (i +yi+a}+y])+32" +3u
=1 =1
3
=3k + Z(x; + ) + 32" + 3u.

i=1

Oparae ogmax mobujamo ) =0,y =0 (3ai=1,2,3), 2 =0u u = 0. To 3naun na
D pma mpasan mpecek ¢ nmapunhuMa o3HAUEHUM Ca X1, Tz U T3, 1 ga D He caapxu
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enemente Ban AUBUC, kao u na D canp:ku ynrase napumnhe o3HAUEHE Ca Y1, Yo,
y3 u z. Tume je jenmosuauno ogpeben ckyn D: D= (ANB)U(BNC)U(CNA).

3. Osmaunmmo LBAC = o, ABAF = ¢ u LADBE = 0. Imamo {BEF = 2,
LACFA = 90° —a — ¢ u ADCB = £DBC = 90° — a. Ilame, U3 TETUBHOCTU
uerBopoyraa BCDE nobujamo ADCE = ADBE = 0, {EDB = {ECB =
90° — LACD — ADCFE = 90° —a — 0 u L{CEB = L{CDB = 2a. Cana MoxkeMO
n3pauyHatu u LEFC = 180° — KBEF — {CEB — {ECF = 90° —2p —a+ 60 un
AEFG = LCFG — LEFC = (90° —a—¢) — (90° = 2p —a+6) = ¢ — 6.

Heka je G mpyra mpeceuna tauka npase FA wu kpysxkuune ky. Ha ocuoBy
teruBHoctu uverBopoyria CFGE mobujamo LECG = AEFA = ¢ — 0, u cana
n3pauyHaBaMo L DCG = ADCE+ AECG =0+ ¢ —0 = p = LDAG. Raro Baxu u
£ADCA = KDAC, npasa GD je cumerpana nyxu AC, u onarae GD || BC. Ilame
nobujamo LGDB = ACBA=90°—-au

£GDE = £GDB — {BDE = (90° — &) — (90° — a — §) = § = {DCE.

IMopen Trora, LDEG = 360° — {DEC — LGEC = 360° — (90° — a) — (180° — (90° —
a—p)) =180° — ¢, a onma omatie

£DGE = 180° — {DEG — {GDE = 180° — (180° — ¢) — 0 = ¢ — 0 = LEFG.

W3 mobujene mBe jemmaxocTu, Ha OCHOBY Bede meby yriom m3ameby TeTuBe u Tan-
reHTe U nepudepujcKuM YoM Hal TOM TETUBOM, cieau naa je npasa DG TtaHrenra
u #Ha k m Ha ki, yuMe je mOKa3 3aBPIIEH.

4. Ha ocama ce manaze raure (—100,0),...,(100,0) u (0,—100),...,(0,100), xo-
jux mma yrymuo 401 (mpumermmo na ce tauka (0,0) mHamasu mHa 00e OBe smCTE).
Haname hemo mocmarpaTu camMo Tauke BaH Oca.

Csakoj tauku (x,y) 3a mpuponHe O6pojeBe T U Y NPUAPYKUMO jeIAHUYHU
kBaapar (Ha UeJ0o0POJHO] PEIIeTKM) uuje je ropme JecHO TeMe Tadvka (z,y). Y
OPeoCTalla TPU KBAJPAHTA HAIPABUMO AHAJIOTHO (CUMETPUYHO) IPUAPYKABAHE
KBaApaTa MmesJoOpojHMM Tadkama. JacHO je ma Ha OBaj HAUWH MMAMO OWjeKIn]jy
u3mebhy ckyma mesoBpojHuX Tauaka yHyTap Kpyra (BaH 0oca) U CKyIa jeIMHUIHUAX
KBaJIpaTa KOju Cy UATABU YHYTap KPyra, 1 1a je IPUTOM OpOj 1eJ00pOojHIX TadaKa
jemHaK MOBPIIMHU MHOTOYTJIa KOjU CaunikhaBajy OBAKBU jeNUHUYHU KBagpatu. Ha-
30BMMO Ta] MHOTOYTaO0 .4 , a KpyT Koju nmocmarpamo % . [Tokymahemo ma onennmo
paznuky u3mebhy nmospmmaa % u 4. OBo hemo yuuHUTH Ha Taj HAUWH MTO NeMo
HAjIpe ONEHUTU Ty Pa3juKy yHyTap OKTaHTa KOju o0pa3yjy mpaBa Yy = T U IMO3U-
TUBaH cMep z-oce (a MOTOM NOOUjeHy OIeHy MOMHOKUTH ca 8).

Osmaunvo ca f(i) majsehm memeraTumBam meo 6poj j 3a Koju Bawm i2 + j2 <
100? (npyrum peumma, (i, f(i)) je mocaemma meo6pojHA Tauka YHyTap KpyTra Ha
npaBoj x = ). IIpumerrmo na je mocienma 1enob6pojHa TauKa yHYTap Kpyra Ha
npasoj y = x taura (70,70) (3amcta, 2 - 70?2 = 9800 < 100% < 10082 = 2 - 712).
Baxn f(70) = 70 u f(100) = 0. Hame, 3a cBe i 3a koje Baxku 70 < i < 100
IpaBoOyTJIU TPOyTao ¢ TemeHuma y Taukama (i, f(7)), (i + 1, f(e+ 1)) u (i, f(i + 1))
npunana Kpyry £ aiau He IPUlana MHOTOYTIY ./, a HmeroBa MOBPIIMHA W3HOCHU
w. Haxrne, paznuka usMmeby nmoBpmmHa Kpyra £ W MHOTOYTJIA 4 YHYTAD

IIOCMAaTpPaHOr OKTAHTa M3HOCU Oap 299 f(i)_g(iﬂ) = f(70)_2f(100) = ? = 35, a

=70
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oJaTJIe OHOA MMaMO

P(X) — P(AM) > 8- 35 = 280.

To naje
P(#) < P(A) —280 < 3.15- 100% — 280 = 31220.

Iakie, nenodpojHMX Tauyaka BaH oca mMa He Bume on 31220, na je ykynan 6poj
tauaka #He Behu ox 31220 + 401 = 31621 < 31650, unme je 3amaTar peIIeH.

Ipyru pa3spen — A kareropuja

1. Heka cy ma tabau ocranau 6pojeBu n, n+1, n+2, n+3 u n+4. Meby oBum
OpojeBuMa WOCTOje ABe Ipyme o4 MO aBa Opoja TakBa ma je IPOU3BOI OpojeBa y
PBOj I'PYIU jedHAK IPOM3BOLY OpojeBa y APYroj rpymu: 3amcTta, ako je Hukoma
3amMucauo 6pojese a, b, ¢ u d, u axo je Iyme obpucao, 6e3 ymamema ONIITOCTH,
6poj cd, rana umamo (bc)(ad) = (ac)(bd) u 6pojesu be, ad, ac u bd cy ua Tabau.
IIpurom, 6poj Ha TabaM KOju HE YUECTBYje HUA V jeAHO] O T€ ABE T'PYyIe MOMHOMKEH
¢ obpucanuM 6pojeM maje MCTH Taj MPOM3BOJ (3amMcTa, y pasMaTpamy MAaJONpe
Heuckopumihen 6poj je ab, u oH moOMHOkeH ¢ oOpucanuMm O6pojem, cd, naje MOHOBO
npousson abed).

Mmamo mer moryhnocTtu 3a 6poj KOju He ydecTBYje HU Yy jemHO] On Te mBe
rpyme. Ilpumermmo ma, makoH mTo omabepemo Taj Opoj, ma O6m TPOM3BON HEKA
IBa OJ YeTHUPU mpeocTtasia 6poja 6mo jemHak IPOM3BOLY APYTa ABa, jeIHY T'DYILY
MOpajy umHUTH HajMamu u HajBehw Gpoj, a apyry msa cpemma 6poja (umauve Gu
IPOUM3BOL I'Jle yUYeCTByje HajMamu Opoj Omo Mamu O IPOM3BOAA LIe YUeCcTBYje
Hajsehn). Jlakne, Mopa BaskuTu Heka of cienehwux jemmaroctu: (n+ 1)(n+4) =
(n+2)(n+3), n(n+4) = (n+2)(n+3), n(n+4) = (n+1)(n+3), n(n+4) = (n+1)(n+2)
ni n(n + 3) = (n+ 1)(n + 2). One cy exkBuBajenTHe ca, penom, bn + 4 = b5n + 6,
dn =5n+6, dn =4n+3, 4n = 3n+2 u 3n = 3n+ 2, na npumehyjemo na je jemuua
Ol BUX KOja WMMa PEeNelme y CKyIy IPUPOAHUX OpojeBa MPETIOCIeNtha, Yuje je
pememe n = 2.

Hakme, na Tabau cy ocramu Opojesu 2, 3, 4, 5 n 6. Meby oBum OpojeBuma
MOCTOjW TAYHO jeqHa MoAesia Ha ABE IPYIe O IO ABa Opoja TakBa aa Cy MPOU3BOIN
OpojeBa y rpynama jemaaku: 2-6 = 3-4. [Ipema ToMe, Ipou3BO I HEMCKOPUIINEHOT
6poja (a To je 5) m obpucanor 6poja Takobhe mopa usHocuTu 12, na je obpucan
opoj L.

2. Ilpumerumo:

m\ F
9
10 (*) =T1x2...29,L1T2...T9L1L2...TLY9 ...
n

. . m\k
=T123...09 + 0,212 ... T9T122...Tg9... = T1X2...29 + o)

na nobujamo (107 — 1)(2)F = 123 Ty, 1j. (10° — 1)m* = Zy@5 . @5 - n*. Jacso,

MOKEMO MPETIOCTABUTH Ha Cy m U n y3ajamuo npoctu. Onarie ciaenu

n10% —1=999...999.
N————

9 myTa
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[Morymahemo na 6poj ¢ mecHe cTpane pacTaBuMo Ha npocte unarone. OuurienHo,
999...999 =9-111...111, a npeocranu 6poj je Takobe memus ca 9, 1 ouurae HO je

9 I;;TH. 9 myTa
nemuB u ca 111, ma ce y meMy mojaBibyje mpoct umbauiaan 37. Jlakme, mupexkTHUM
IeJbelmheM T00ujaMo
999...999 = 3. 37 - 333667,
—_——
9 myTa

mpu uemy 3a 6poj 333667 mucmo yrepamnu ma au je mpoct. Cana, kaxo n* mopa

IEeIUTA TOpHU 6poj 3a k > 2un > 1 (mro caequ u3 n > m > 1), moryhe je n = 3,
n =9 uiu ga n O6yae HEKU NOTIIYH cTeneH Koju meau 6poj 333667. lorazahemo na
ocJIe iU Ccirydvaj Huje Moryh.

Hajope hemo yrBpautu na 6poj 333667 Huje messuB HUjeTHUM MPOCTUM OPOjeM
o 70. OBo je (y3 noBo/bHO BpeMeHa) Moryhe yumHUTE U OUPEKTHUM UCIpObaBaH-
jeMm, o morazahemo u 6pxu HauwH. [IpeTnocTraBuMo na je p TpocT 6POj KOju meiu
333667. Tana p memm u 107 — 1, Te umamo 10° = 1 (mod p), a omartae 0,(10) | 9
(ca op(a) o3mauaBaMo mopemak Opoja a MO MOIYJIY M, Tj. HAJMAHU TPUPOIAH
6poj t 3a xoju Baskm a' = 1 (mod m)), Tj. 0,(10) € {1,3,9}. ¥ npsa nBa cayuaja
nobujamo p | 101 — 1 =9 ommocuo p | 10° — 1 = 999, 1j. p € {3,37}, a 333667 muje
[eJbUB HUjeOHUM on oBuX OpojeBa. Ocraje 0,(10) = 9. Cana, momro MOpa BasKATH
0p(10) | p— 1, cnemn ma p maje ocratak 1 mpum mememy ca 9. Jemunu npoctu Gpo-
jeBu mo 70 koju oBO mcmymanajy cy 19 u 37, a kaxko 333667 muje memuBo ca 19
(a pamuje cmo Beh Bumenu na Huje nemuBO HU ca 37), Cleou Oa HUje AEIHLUBO
HUjeqHUM npocTuM Opojem mo 70.

Iame, 6poj 333667 ruje moruyH KBaapar, jep ce 3appmasa nuppom 7. Hakie,
axKo O6m OH OMO IeJbUB HEKVM MOTIYHUM CTEIEHOM, TaJa OWCMO MOIJIM 3aIKCATH
333667 = p?t, 3a Hexu mpocT GPOj p U HEKU mpUpogaH 6poj t, t > 1. MebHyTum, Tana
Bucmo uMasu p,t > 70 u omatie p’t > 703 = 343000 > 333667, kKoHTpaIUKIU]a.

IIpema cBemy pedenoMm, octaje n = 9 (u Tama k = 2), wmu n = 3 (u ranga
k € {2,3,4}). Opatne, y6anyjyhu 3a m cse moryhie BpemHocTu Mame O1 T U
y3ajaMHO TpOCTe ca n, mobujamo:

mk{14162549641418}
(n) 81781'81°81'81781'9°9'277 27"

3. Osmaunmmo ca A’ Tauky cumerpumuny tauku A y ommocy ma BC, ca v m w
kpysHune Han npeununuvma BC u DE, pemom, a ca () KPyKHUI[y ONMCAaHY OKO
AABC. Tpeba nmokasatu na tauka A’ mpumana pamukainoj ocu KL KpyskHMIA
v u w. Heka ce mpase KL u BC ceky y tauku F. llenrpu Kpy:KHUIA ¥ U W CY,
penom, cpemumra M u P ny:u BC u DE, na je nosomno nokazatu A'F L MP.

Tauxa M nexu Ha kpyskuunu w (Oynyhu na je AE cumerpasia yria Tpoyria,
caema na je rauka E cpenumre nyka onucane kpyskaune, na Baku EM 1 BC). Axo
npasa F'A mouoBo ceue kpy:xuuiyy 2 y tauku N, cnemu FA-FN = FB - FC =
FK-FL=FD-FM, mro suauu na cy tauke A, D, M u N xounukauune. Kako
KpyskHUna omucana oko AADM mopa mposasuTy Kpo3 CPEIUInTe JIyKa BAC (jep
cumerpaina crpanutne BC u cumerpasa cnospammer yria konq A y AABC obe
IpoJjia3e KPO3 CPEIUIITe TOT JIYKa, a IPUTOM je YeTBOPOyrao 4uja Cy TeMeHa TO
cpemumre ayka u tauke A, D m M terusan 36or mpasux yriosa kon M u A),
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crenu na je yupaso tauka N cpemumre ayka BAC, a omarie mobujamo £ DAN =
ADMN = 90°. Cana pauynamo L PMF + AMFA' = APDM + AMFA = {ADF +
ADFA=090°, 1j. AF 1 M P, unme je 3amaTak pemieH.

4. a) ahemo mobGemumuky crparermjy 3a Aamcy TOJ NPETIOCTABKOM b <
V2n—2-3.

[MpousBomuO PpukcupajMo jemny on matux tadaka U. Y cBakom motesy Amuca
pamu ciaenehie. Ako nmocroju HeoOOjeHa My KOja 3aTBapa IPBEHU TPOyrao, Ajuca
je boju y mpBeno u mobebhyje. ¥ cynpoTHOM, OHA 6Oju TPOU3BOLHY HEODOjEHY IViK
unju je jeman kpaj U. Tepaumo na wa opaj maumn Ausuca mobebyje npe mero mro
moHEeCTaHe HeoDOojeHuX oy:ku uumju je jeman kpaj U.

[IpernocraBuMO CynmpoTHO, & y HEKOM MOMEHTY WUIDE€ HeMa Bulle HeoOOjeHUX
nysku umju je jemam kpaj U, Anuca je ma moresy, a no tana uuje nobemuia. Heka
je k ©6poj mo Tama omurpanux more3a. byayhu ma je Hoba o6ojuo y miaBo cBe
oy:xu umju je jemam kpaj U Koje HuUCY IIpBEHE, KA0 W CBE OY:KU KOje 3aTBapajy
IPBEHU TPOYTao, YKyIaH Opoj IIaBux qy:xku je 6ap n—1—k+ (g) C npyre cTpane,
YKyIaH Opoj miaBux my»ku nocie k moresa je bk, mro 3uaun n—1—k+ g —bk < 0.

k(k—1)

MebyTum, mvamo n—l—k—l—(g) —bk = n—1+=5—=—k(b+1) = n—l—i—w, ma aKo

OBO IIOCMATPaMO Ka0 KBaAPaTHY (YHKUUjY IO b, OHA NOCTIWKE MUHUMYM Yy TAUKU

3\2
k= %T+3 = b+%, U Ta] MUHUMYM U3HOCH n—l—%; ognartie, n—l—k+('§) —bk >
3)2 V2n—2)2
n—1-— @ >n—1- 020220 — () konrpamuxumja.

b) ITahemo noGemuuury crparerujy 3a Boby nmox mpermoctaBgroM b = 24/n.

Axo y i-tom moresy Amuca oGoju y upseno ay:x U;V;, Boba he omroBopurnu
Gojemen | 2| neoGojenux my:xu uuju je jenam xpaj U, u [2] meoBojennx mxywu umju
je jeman kpaj V; (ako Hema DOBOJHO TAKBUX HEODOjeHMX mysku, oHZa bBoba 6oju
CBe TakBe KOje MOCTOoje, a MPEeOCTAJM Le0 HOoTe3a Urpa IPOU3BOJLHO). IlpumroMm,
Hajupe he oGojutu ome my:ku umju je jemaun kpaj y U;, omaocuo V;, Koje mpemn-
CcTaBbajy Henocpedny npemmny — HeoDOjeHe My»KU KOje 3aTBapajy UPBEHU TPOYyrao.
Ilorazahemo na Ha oBaj Hauma Boba nmobGebyje.

[Ipumernmo Hajupe ma y OMIO KOM MOMEHTY Urpe OpPOj UPBEHUX Iy:KU KOje

noja3e m3 OMIIO KOje youeHe Tauke Huje Behu o Lz’lj_il +1. Hame, mmamo =1 4
3

L5]+1
1< [2]+1, mro cmemm w3 [2)([2]+1) > 252 (52 +1) = (5)? — 1 > n—1; npema
TOME, y OMJIO KOM MOMEHTY Urpe OpOj IPBEHUX OYVKU KOje IoJsasze U3 OUI0 Koje
youene Tauxe muje Behn on [2].

I[Ipernocrasumo ma je Aauca moGemuiaa y3 oBakBy bobumy crparerujy. To
3aayn ga nocrtoje tauke U, V u W rtaxse ma cy ayxu UV, VW u UW o6ojene
upBeHo. bes ymamema ONmToCcTH, IPETIOCTABUMO 13 CY Te HOy:KU 000jeHe IPBEHO
Gam maBeneHuUM penoM. Takobe, jacHO, MOMkeMO mpermocTaBuTu U 1a je Asuca
KpeupaJja IpBEeHM Tpoyrao umMm je To Owmiao moryhe. Hakom Anucumor 6ojema
nyxu VW, Goba je o6ojuo 6ap L%J nysku Koje nosaze uz W, a momro Huje 060juo
UW, cnenu na je y TOM MOMEHTY OWJIO BUIIE OJ L%J HEmOCpeaHUX mpeTmu Mehy
ay:kuMa Koje moisaze 3 W. Anm, momro cy cBe Te mpeTme KpernpaHe 0O0jemeM
nysku VW y upseno (Hamme, ako OM HeKa TaKBa MPETHA IIOCTOjaNa W DaHUje,
rana 6u Anuca Beh 3aBpmmia urpy), 3a CBaky Ol BUX MOPa MOCTOjATH IO jeIHA
upBeHa Iy uuju je jemam kpaj V (pasmuuura om VW), mTo 3HAYM na UPBEHUX
rpasa 4muju je jema kpaj V ykymHO mma Gap LgJ + 2, KOHTpAAUKIK]A.
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Tpehu pa3pem — A kareropuja

1. Osmaunvo P(z) = z3+ax?+br+c. Kako Baxu ab = 9cu b < 0, ceqm na cy a n
¢ pazauuuTor 3Haka. lpumerumo name, P(0) = cu P(—a) = —a®+a3—ab+c = —8c.
3a a >0 umamo ¢ < 0 u rana P(—a) = =8¢ > 0 u P(0) = ¢ < 0; ocum Tora, Kako
3a CBe NOBOJBHO MaJie ¥ Baxku P(x) < 0 a 3a cBe noBOJBHO Besnke ¢ Baxku P(x) > 0
(jep je Bomehu roepumujenT mMo3MTHMBAH), cilemu ma P uMa 1o jemHy peajHy HyIy
Ha CBaKOM on mHTepBausa (—oo,—a), (—a,0) u (0,00). Camuno, 3a a < 0 umamo
P(0)=c¢c>0u P(—a) = —8¢ < 0, u Tana P nMa 1o jemHy peajiHy HyJIy HAa CBAKOM
on unrepsada (—00,0), (0,—a) u (—a,00). Tume je 3amaTar peueH.

2. IIpso hemo morazaru ma mpaBa DFE mposasu kpo3 cpemumre M cTpaHuie
BC. Heka je K upecek nyxu AH u DE| yjenuo u cpenuiure te ase ay:xu (jep
je ADHE mupasoyraonuk), a O mnenrap kpyskuune omucane oko AABC. Vmamo
AH || OM, n mosnaro je ma Baxu AH = 20M, Tj. AR = O—]\/[7 ma je AKMO
napasuesorpam. Osmauasajyhu yriose maTor Tpoyria yobuuajeHo ca «, [ u 7,
caja M3padyHaBaMo

LHKM = £HAO = a — LHAC — LOAB = a— (90° —7) — (90° — ) = o+ 2y — 180°
n

{HKD =2 £ HAD = 2(LCAD — {HAC) =2 (% —(90° — 'y)) = o+ 2y — 180°

(ropwu pauys je paben mox npermocraskom AB < AC, nHade je CIUYHO), Ha U3
AHKM = {HKD cnemun na tauka M nexu nHa npasoj DE.

Mosemo uszpauysaTu jom u MD - ME = (MK — KD)(MK + KD) = MK? —
KD? = AO?~AK? = BO?*-~0OM? = M B?, onakne 3akmyuyjemo AMBD ~ AMEB
(umajy jom m 3ajemauuku yrao kox temena M) u omatae {MBD = {MEB. Ha
cimmuan HaunH umamo LMCD = LM EC, na cabupameM OBe OBE jeIHAKOCTHU HO-
6ujamo 180° — ABDC = AMBD 4+ AMCD = AMEB+ AMEC = {BEC, mto je n

TpebaJio moKa3aTu.

3. Oarosop: To cy maposu (t°,t), (¢, t3),(t® —t,#3) 3a t € N (u t > 2 y nocaen-
BeHaBeIeHOM Tapy), kao u (7,4) un (9,4).

Bamumuno 22 +y3 = kxy? + k. 3a x > ky? maamo k—y3 = x(z —ky?) > (ky?> +1) -
1 > k, mro je memoryhe. Caemn x < ky?. 3a x = ky? mmamo (u3 mMamonpebamme
jemmaxoctw) k = y® u onna x = y°; map (¢°,t) 3a t € N 3amcra jecre pememe.

Haname cmarpamo o < ky?. Cama umamo y2—k = z(ky?—z) > 1-(ky*—1) = ky*—
1 (maBemena HejemHakocT Baxku Oymyhiu na, 3a BapujabuiHO X, ABA MOCMATPAHA
YHHUOIA MMAajy KOHCTAaHTAH 306up, ky?, ma UM je mpoM3BOJ MUHUMAJIAH KAIA je
pasmuka usmeby umEMIana MakcuMmagHa), Tj. 3 + 1> k(y? + 1), ma Bawu k < y. C
IpyTe CTpaHe, MOJA3HA jeIHAYMHA CEe MOJKE 3aIMCATH KAO KBAIAPATHA j€ITHAUYMHA

22— (ky*)x + (y* —k) =0
1o . 3a meny muckpumuHanTy d mMamo d? = k?y* — 4y + 4k, na masme 3amucyjemo
(kd)® = k*y* — 4k*y® + 4k = (K*y® — 29)> + 4(K® — o*).

Osaj 3anuc maje MOTUBaLUjy na pasiukyjemo cienehie ciayuajese:
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o i3 =y
Tazna k Mopa GUTH IOTIYH KBAAPAT, PEMUMO k = t2, U OHZA UMaMO y =t u
d = Vt16 — 419 + 442 = 8 — 2t. TlocMaTpasa KBAIPATHA jeIHAUMHA CE€ CBOIU

8 8
ma 22 — %z + (tY — t?) = 0, ma Haa3UMO pemema T = M, Tj. T =t uam
r=1%—t.
o k3 >y

Tana je (kd)? normym sanpar sehwm ox (k%y? — 2y)? m ucte mapmocTm, Ta
cremn (k2y? — 2y)? + 4(k3 — y?) = (kd)? > (k*y® — 2y + 2)?, omaxme mobujamo
k3> (k2 +1)y?—2y+1 > k?y?. MebyTum, omna mvamo k > 32, a To je memoryhe
30or paxujer k < y.
o k3 <y
Tana je (kd)? mornym xBanpar mamu on (k%y? — 2y)? u mcre maprocTu, ma
crema (k2y? —2y)2+4(k3 —y?) = (kd)? < (k*y*—2y—2)?, mTo je ekBUBATIEHTHO
ca k? + (k* — 1)y?> <2y + 1. OBo je moryhe camo 3a k = 1. Cama ocraje
d> = y* — 4P +4 = (y* — 2y —2)? — 8y, ma u3 d*> < (y* — 2y — 4)? caemm
2 — 4y —3 < 0. Hobujamo y < 4 (a Baskm u y > 2, 360r 1 = k3 < ¢?). Ba
y =2 umamo d? = 16 — 32 +4 = —28, mro je memoryhe. 3a y = 3 umamo d? =
81 —108 +4 = —23, mro je memoryhe. 3a y = 4 mmamo d? = 256 — 256 +4 = 4,
16+v4

na HaJa3suMo pemema T = —5—, Tj. £ =7 mmm . = 9.

4. Heka je S 6poj obnactu pena k. Tpeba morazatu HejeqHAKOCT

S324+85+Sc+---+ Sy
Hajupe mokasyjemo mHIyKuMjoM na yrymnan 6poj obmactu nanocu 1+ n("H) . 3a
n =1 rBpbheme je Tpusujanuno. [IpernocraBumo cana na tBpheme Basku 3a n—1,
Tj. fa n IpaBUX AeJU paBaH Ha 1+ w obnactu. Kako n-ta npasa ceue cBakKy
O mocamammmux N — 1 OpaBUX, OHA IPOJA3U KPO3 YKYIHO 1 ODJIACTU, U CBAKy

on Tux obmactu menm Ha ABa gena. llakme, mociie moOBIAaYema M-Te mpase OpPOj
2
(n 1) n—14n 7’!2L+2n 1 n(n+1)

obsactu ce noBehasa 3a n, na uzsocu 1 +
mTo je n Tpebaso JOKa3aTH.

I[Mox mojmom 3ud mompasymeBahemo my:k miam moaympaBy KoOja IpPEICTaBba
rpamuny udMebhy mHeke mBe obisactu. [lomTo cBaky mpaBy cede CBUX IIPEOCTAJIUX
n—1, ciemu ma je cBaka mpaBa IOIE/LEHA HA N 3UAOBA, T€ YKYIHO IOCTOju n’ 3u-
nosa. Cana hemo mokazatu ma obiactu pena 2 e Moske 6utu Bume on n. [Ipume-
THMO [a Cy TPaHUIlEe CBake 00sacTu pena aABa Heke ase moaynpase. Takobe npume-
TUMO ma, 300r n > 2, HUjenHa MOJIyIpaBa HE MOKE UCTOBPEMEHO OUTU T'DAHUIA
nBe obnactu pema 2. Ilakme, makcumasian 6poj obsacTtu pena 2 je ymosia Mamu
oxn Gpoja 3mooBa KOjU Cy HOJyHpaBe, a KAKo HmUX uMa 2n (Ha CBAKO] HPABOj IO
2), mobujamo Sy < 27" =n.

I[Tpumerumo,

255+ 353+ ---+nS, =

(Ha 7eBOj cTpaHU CMO CBakKU 3uA OPOjasu TAYHO ABA IyTa, IO jeJAaHIYT 38 CBAKY
on mBe obiacTu KojuMma je oH rpanuna). lame, nmMaMo u (Kako je IOKA3aHO Ha
[IOYETKY )

n(n+1)
+ —— .

So+S3+--+85, = B)
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MuoskemeM Opyror mapasa ca 4 u oay3uMameM IPBOT O TaKO JOOUjeHe jemHaKo-
cTtu nobujamo

Sz =4+2n(n+1) —2n? =28 + S5+ 25 +--- + (n — 2)S,
=4+2(n—952)+S5+28 +---+(n—2)S, >4+ 55+ 5+ + S,

mTO je U Tpebaso MOKA3aATH.

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

1. [IpumeTunMo, ako je X jeAHO pelleme jeIHAUMHE U3 MOCTaBKe (3a HEeKU (YUK-
cupaH mapamMerap a), Tajga je u —x pememe. Jlakie, ako mapaMeTrap ¢ UCIyHaBa
yCJOBE M3 HOCTABKE, Tana PeajiHa pellemha IOCTABJHEHE jeqHAUWHE MOpajy Ouru
opojesu 1 u —1. Camna, kopucrehu uumenunyy na je © = 1 pememe, mobujamo
a2® — 2971 =32, 1j. 2%(a — 2) = 32. Kako je 2% mo3WTMBHO, CIEmN Ma U a — 2 MOPa
OuTy TO3UTUBHO, Tj. @ > 2. Ho, Tana cy 2% u a—2 no3urusHe u pacryhe ¢yHKuuje,
IIa je M jJeBa CTpaHa IOCMATPAHOr mM3pa3a pacryha ¢yHKIHUja, Te MOKE IOCTOjaTH
HajBUIlE jemaH TakaB mapamMerap a. lIpuroMm ouurienHo a = 4 3a10BOJbABA MOCMAa~
TpaHy jemHAKOCT, 1a je a = 4 jenuHa Moryha BpemHOCT mapaMeTpa @, U IpPeocTaje
jOUI IPOBEPUTH & JI y TOM CJIydajy 3aUCTa BayKe YCJIOBU U3 IIOCTABKE.

3amaTta jesEaumHEa Tama ce comm Ha 4 - 240 — 24+’ — 39 5. 24’ _ 92+a’ _
8. Ilocme cmene y = x2 ocraje 2% = 8 + 227Y, mT0 je exBUBasenTHO ca 2% =
2 4 4. lpumerumo na je 3a memeratusre y (a Baskm y = 22 > 0) JeBa cTpaHa
pacryha ¢ysrmuja nmo y, a mecua omagnajyha. Ilakie, mocrtoju HajBUIIE jemHO Y
KOje UCIyHaBa OBY jeTHAKOCT, & KaKO je OUMIJIETHO UCIYHmaBa Yy = 1, OHOA je OBO
U jeAUHO pellelme nmocMarpaHe jemHauwbe. Jlakie, y HOJa3HO] jeqHAYWHU MOPa
BaxkuTu 2 = 1, Tj. * = £1, uuMe ce moGMIM Ia TMONA3HA jeTHAUMHA 3AMCTA MMA
TAYHO ABA pEaJlHA Pellelha U Ia Ce OHA Pa3iIUKyjy 3a 2.

IIpema ToMme, jemuua BpemHOCT mapaMeTpa @ KOja MCIYHaBa YCJOBE 3aaTKa
je a=4.

2. a) Oxrosop: 0BO je Morylie MCIyHUTH aKO U CaMO ako je m mapaH Opoj.

IMpumernmo na (k1, ko, ..., kn—1) Tpeba ma umaM nepmyTanujy ckyma {1,2,...,n—
1}. Hame, mocme i KOpaka, CBAKM HAIUpP Ce Haja3M KOJ ocobe Koja ce Halas3u
22:1 k; MecTa ymecHO onm ocobe Koja je Ha IOYETKYy HWIDe AP:EKAJIA Taj Tamump.
Oparae, u (k1,k1+ko, ..., k1 +ko+---+k,_1), rme padynamo mo Mmoxyiy n, rpeda
na uyumHA nepMmyTtanujy ckyna {1,2,...,n—1}. Mebhyrum, umamo ki +ko+- - -+k,—1 =
1424+ (n-1) = w, a KaKo je 3a HemapHO N OBO KOHrpyeHTHO ca 0 mo
MOMYJy 7, CIEIU 1A 34 HEIapHO N He MOKEMO UCIYHUTU 3aXTEB.

Heka je cama mar mapam 06poj n. OmaGepumo k; = (—1)"1imodn, tj.
(k1,kay. . ykn—1) = (1,n—2,3,n—4,5,n—6,...,n—1). Mugyrnujom 1o i mokasyjemo
i1 kj = (=1)"*1[£] (cBe mocMaTpamo mo Mogyty 1): 3amcTa, Gasa je OUMrIeAHO
UCIYBCHA, & Y MHIyKTUBHOM KODAKY UMAMO 22:1 kj = 23;1 kj+k = (-1)" 52+
(=1l = (=1)"1(i — [52]) = (=1)**![L], mTo je u Tpebano morazaru. llaxie,
IocMaTpaHe IaplyjajHe cyMe Ccy jenHake, pemom, 1,—1,2,—2/3,—3,..., a Kako
OBO TI0O MOZYJy N OUWTJIEIHO jecTe mepmyTamuja ckyma {1,2,....n — 1}, oBum je
3aaTaK PEIIEH.



65

b) Oarosop: oBo je moryhie ucuyHuTH aKko 1 caMO ako je n Henapad 6poj.

[MprmeTrnMo ma cBaku wUrpady y CBaKOM Kpyry mpociebyje cBojy pedeHUIry
[21] myra, a cBoj uprex |[%7%| myra. Ilakne, ykymHo he kpo3 mBa Kpyra
npocieauTy cBojy pedennmy 2[271] myra, a cBoj uprex 2|51 myra, na ma Gu
06e oBe BpemHocTu Oumie jemnake n — 1 (mo ycJoBy 3amaTka), cieod Oa 1 MOpa
Outu HemapaH OpPOj.

Hexa je cama mat memapan 6poj n. Onabepumo y IpBOM KPYyry, KA0 U MaJIOIpe,
ki = (=1)"*1i mod n, a y apyrom kpyry ki = (—k;) mod n. Kaxo cmo Bunenu y mery
oK a), HApIUjaHe CyMe 3ancTa duHe mepMmyTtamujy ckyna {1,2,...,n—1} (¢ tum
mWTO 32 HENAPHO N He Basku na je (ki, ko, ..., k,—1) nepmyranuja cxymna {1,2,...,n—
1}, anu To u Huje morpebHO y oBOoM gmexay). Ilpumerumo na he cBaku wurpau y
IPBOM KDYy CBOje pedeHunie npociebuBaTu urpavmma xoju ceme 1,3,5,...,n—2
MecTa yIeCcHO, a CBOje IpTeske urpaumnma koju cezne 2,4,6,...,n — 1 mecra ymaeso.
IIpumernmo ma he y apyroMm Kpyry urpe OuTu ympaso CynpoTHO (peuenure he
Ooutu npociaebuBane urpaumma koju ceme 1,3,5,...,n — 2 mecTa ysego, a TO je
yopaso n — 1,n —3,n —5,...,2 MecTa ydecho, MTO je UCTU CKYIl UCPada KOjU Cy
y IPETXOMHOM KPYyTy HOOUjaiay LPTEKe; CIAUUYHO je 1 OOPATHO), WITO 3HAYM Aa he
mocJsie [Ba Kpyra OWTW UCOYHE€H 3aXTEB M3 MOCTABKE, YMME je 3a1aTak PEIIeH.

3. OaroBop: TpaKEHO IEOMETPHUjCKO MECTO Tadvyaka YMHE CBE TauKe KOje JIeKe
Ha HEKO] OCU CHUMEeTpHje 3a1aTOT MHOIOyIJa, U IPUTOM Ce HaJjla3e y HBEeroBOj yHY-
TPAIIHOCTH.

Heka je M Tauka ca maBemenom ocobmuom. IlocTaBuMO mocMaTpaHU N-TOYTrao
y KOMILJIEKCHY DaBaH, HA TakaB HAUMH na TeMeHy A; oarosapa KOMIIJIEKCAH Opoj
e', 3a € = cos 27” + i sin 27", a taukum M omroBapa xommiaercan 6poj m. Os3naummo
P(x) = 2™ — 1; mpumeTuMo, Kako cy 6pojesu !, €2, ..., €" TaUHO CBU N-TU KOPEHU
6poja 1, ciema P(x) = 2" — 1= (z —el)(z —€2) - (x — ™).

Heka cy T, A u B Tpu pa3juuuTe TAUKe y KOMIIEKCHO] PABHU, KOjUMa OArO-

Bapajy KOMIUIeKCHU OpojeBu t, a u b, n npurom Basku |a| = |b| = 1. Ako o3naumMo
_ t—a . t—a _ t—a - _ 1
o = LBAT, Baxku T—a)e= € R, 1j. Ta)e® = Goaye v’ T€ ropumhemeMm @ = - u
b= i mamasmvo t —a = 2P =% (f — 1) = —e?%ab(f — 1). OTyna, axo osmaumvo
P
Y = 4Aj+1AJ-M 3aj=12..n (umerTndURyjemo A, 1 = A1), nmamo, 3a cBe j,
m — el = —e?%iglgd T (m — en~7). MuOKemeM CBUX OBUX jeHAKOCTHU NOOUjaMo:

P(m) = (—1)"62i2?:1wE"(7L+2)P(m>.

—2
Omnasne, kako mmamo (IpemMa yCIIOBY 3aJaTKA) Z;’L:I ;= w u e =1, caemn

P(m) = (=1)"e'"27P(m) = (=1)"(~1)"*P(m) = P(m).

ITakine, ako Tauka M 3am0BOJLaBa yCJIOBE 3a1aTKa, oEga Baxku m”™ =m”. 3am =0
YCIIOB je CBaKakKo WCHyH:eH, a 3a m # 0 mmamo m = |m|e’? 3a mexo ¢ € [0,27), u
ounma 1 = (&)" = e?m? = 1. U3 nocnenme jenmakoctu, umajyhu ma ymy ¢ € [0, 27),
nobujaMo ¢ = %’T 3a mHeko k, k=0,1,...,n— 1. OBuM cMo moka3aju na Tauka M
JISKU Ha jeOHOj Ol OCa CUMETpPHje 3aJaTOr N-TOyTJIa.

JoraskmMo capma na CBaka Tadka Ca OCE CHMETPHje 3aTaTOr N-TOyILJIa, KOja
je IpuUTOM y HEeroBOj YHYTPAIImOCTU, 33,10BOJHAaBA HaBemeHU ycjaoB. Heka je ma-

jope tauxka M Ha ocu cumMeTpuje KOja IpOJa3u KPO3 HEKO TeMe n-toyria. bes
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yMambema ONIMITOCTH, MOXKEMO y3€TH Aa Ta OCA CHMETPHje IPOJA3U KPO3 TAUKY
A;. Tama mmamo LM A; A1 = AMA,40_;Ant1—; 3a cBe 4, i =1,2,...,n, na Baxu
Z?:l AMA; A4 = E?:l AMAp+2-iAnt1—i, & ¢ OIpyre CTpaHe, IPUMETHUMO 1A je
30Mp CBUX YIJIOBA UM HA JIEBO] U Ha JECHOj CTPAHUM OBE jeAHAKOCTU YKYIIHO jeIHAK
30Upy CBUX yIJOBa y AATOM N-TOyriy, Tj. (n — 2)m. OmaBme AUpeKTHO n06UjaMo
-2 . .
Z?:l AMAA;41 = w, mTo je m Tpebaio mokaszaru. Canuno, ako je M Ha ocu
CUMeTpUje KOja je CHMeTpajia HeKe CTpaHule, 0e3 yMAamema OIIITOCTH MOKEMO
y3eru nma je Tto crpamuna A;As. Tama mmamo LAMA; A1 = AMA,13-;Anto—i,
na Baky p ;. AMA A =Y AMA, 3 ;Anio—;, a 30Up I€Be U NECHE CTpaHe
2 .
omer uzHOCH (n—2)m, Ha MOHOBO cemn y ;| AMA;A; 1 = w Tume je 3amarax
peIIeH.

4. Ozmaummo ca M CKym KOju Caap:KA CBe TaKBe CTEIeHe MBOjKe, W MpeT-
IIOCTABMMO CYIPOTHO, Tj. Oa je ckyn M Oecrkonauan. Tanma mocroju mudppa ag
KOjOM ce 3aBpmiaBa OeckoHauyHO MHOrO Opojesa y M. Ilasme, mocToju mudpa ai
TakKBa Oa ce DeCKOHAYHO MHOro OpojeBa y M 3aBpmaBa nuppama ajag, 3aTUM
mocToju mupa as; TAKBa na ce DECKOHAYHO MHOIO HUX 3aBPIIaBa Ca G3G10G¢ UTH.
OBako nmedurumemo HK3 udapa ag,ai,ds,as ... Rako je 36up cBuUX 0BUX mudapa
mamu on 2018, cBe oHe Cy HyJie IOUEB OJX HEKe, Tj. mocToju [N TakBO na 3a CBe
k> N Baxu ap = 0.

IMocmarpajmMo 6poj GN_1aN_z.-.a1Gp (jacHO, oH He Mopa Outu y crymy M).
Samumumo ra y obuuky 2™A, rme 2 + A. Ilo nperxomHoM, mocToju GECKOHAUHO
MHOT'O CTeIleHa IBOjKEe KOjU ce 3aBpliaBajy mudppama aN_1GN_2...a109 UCIPEn
Kojux ciaemu k myna. Jlakie, Tama 3a HEKM CTemeH ABOjke mMamo 27 = 10mTN X 4
AN_1GN_32...a100 = 10m+N X 4+ 2MA, a kako ouuraemnHo mMamo 2" > 2™ ok je
IecHa CTpaHa nejbuBa ca 2™ a HUje mebrBa ca 2m+1, nobujaMo KOHTPAIUKIN]Y.
Tume je 3amarak pemrex.

IIpBu pa3spen — b kareropuja

1. Heka je K cpemumre crpanune BC. Kako je AABC jemmarkorpar, AK
je cumerpasia crpanune BC, ma Ha moj jdexku u tauka 0. Cama mmamo OK =
VOC?2 —CK? = V49 —4 = 3V5 u AK = VAC?2 —CK? = /324—4 = 85, a
omarae AO = AK — OK = 5V/5. Ilame, kako je yrao xox temexa M y AOMA
npas, pauysamo AM = /AO?2 —OM? = /125 —49 = 2v/19. Konauno, mmamo
P(OMAN) =2P(AOMA) = 2. 2MAM — 7.2,/19 = 14/19.

2. IIpBa jemHaunHa je €KBUBAJICHTHA Ca II—T = %, Tj. %—l—% = % Cunygno, npyra
u Tpeha jeaHauywHa Cy €KBUBAJIEHTHE Ca % + % = % u % + % = %. Cmenom a = %,
b = % uc = % nobujamMo JguHEapaH cucteM b+ a = %, c+b= % ua+c= %.
Cabupamem cBe Tpu jemHauune nobujamo 2(a+b+c) = %+§+% = 9+72+8 =22 1y,
a+b+c=% Onarne pauysamo c= 4 -3 =2 a=4 - 2=1lmb=4 -3 =1,

nacremzr=1,y=2mn z = 3.

3. Tpu 3aznara 6poja npu gemeny ca Tpu najy ocrarke 0, 1 u 2 (cBaku ocrarak
ce IojaBibyje TAYHO jeIHOM), ma na Ou 36up Heka Tpu OX HUX OUO NeJbuB ca 3,
OHU MOpajy OUTU WM CBU jeAHAKU, WM CBU pa3auuuTtu. /lakie, y CBaKOj BPCTH,
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CBAKOj KOJIOHM W Ha oDe mujaroHaje mMopajy OuTu mau Tpu jemHaka Opoja, wim
Tpu pasauyuTa O6poja.

ITocmaTpajmo mpBYy BpcTy oBe Tabauie. PazMoTpuMo npBO ciydaj Kaaa je OHa
nonywmena ca Tpu pasnaumuura O0poja. [locmarpajmo cama menTpasHo mosme. Koju
ce ron O6poj Ty Hasaszuo, ocraTak Tabiauie je Morylie HOIYHUTH Ha jeIUHCTBEH
HauuH (3amMcra, HA CBAKOM IOy y TpelieM BpCTM uMMaMO jeIHO3HAYaH u360D,
Oynyhu ma ce muMe 3aBpIIaBa HEKA KOJOHA WM AUjaroHAJNa y KOjO] MMaMO IBA
Beh ymmcana Opoja, ma ako cy Ta OBa Opoja jemmaka, ouma m tpehum 6poj Mopa
OuTH jenHaK BUMa, a aKO Cy Ta nBa Opoja pasiauuura, oHAa u Tpehu O6poj mopa
Outu pazauyuT on 006a; HAKOH IMITO MOMyHUMO ey Tpelly BpCTy, CIMYHO BUAMMO
a ¥ Ha NPeocTasa JBa [0Jba Y CPEAmOj BPCTU MMaMo jexHo3navan uzbop). Kako
IPBU pel MOKEMO MOIYHUTH Ha 3 -2 = 6 HaumHa, a MEeHTPAaJHO IOoJbe IIOTOM Ha 3
HaUWHA, YKyIaH Opoj momymaBama y OBOM ciaydyajy je 18.

Hexa je canma mpa BpcTa Tabauiie monymeHa ca Tpu jeqHaka opoja. Ha canuan
HAYMH KA0 MaJompe yTBpDyjeMo ma, Ma KaKO je MOMYEEHO IEHTPAJHO MOJbe, OC-
raTak Tabauie je Moryhe mOIMyHUTU HA jeIMHCTBEH HAYMH. KaKO IPBU Pe MOKEMO
NOIYHUTH Ha 3 HAUMHA, & MEHTPAJHO MOJbe MOTOM Ha 3 HAYWHA, YKYIaH Opoj IOoI-
ymaBama y OBOM ciaydajy je 9.

Ilakie, TpajkeHUX MONyHaBama uMa 27.

4. IoraxknMmo na TakBu Ieau O0pojeBu He mocrtoje. IIpermocraBumo CympoTHO:
Tpojka (z,y, z) ucnymana Tpaskenu yciaos. CabupameM IpBa Tpu u3pasa qobujamo

3-(2017 4+ 2018%°18) = 22 + 2 + 2% 4 20y + 2yz + 2220 = (x +y + 2)°.

Omasne je 6poj = +y + z memus ca 3, na je (v +y + 2)? memus ca 9. MebyTum,
kKako 6poj 2017 +20182°® wuje nemus ca 3 (6poj 2017 maje ocraTtak 1 mpu mememy
ca 3, a 6poj 20182918 = (20181992 je kpampaT Gpoja Koju HUje memuB ca 3, Te
maje ocratak 1 mpu mememy ca 3; caemu ma 2017 4 20182°18 naje ocrarax 2 mpm
mememy ca 3), UMaMO Aa JieBa CTpaHa HUje OesbuBa ca 9, KOHTPAAUKIM]A.

5. Oarosop: TakaB TPOYrao MOCTOjU.

[Tocmarpajmo kpyskauy noaynpeunnka 2018 u ogabepumo jenHy meHy TeTUBY
AB nysxune 120. Ha kpahem nyky AB onabepumo npom3BoJsHY Taury C; npume-
tumo, LACB > 90°. Tana je kpysxuuna onucana oko NAABC Gam monaszua Kpysk-
Huna, u meH noxynpeunuk je 2018. C apyre crpane, AABC ce Hajasu y Kpyry
Han npeunukoM AB (a meros monymnpeunuk je 60), 6ynyhu na je AB npeunuk n
£LACB > 90°.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Heka je om marux mranuha (gopMupan TAHIE€HTHNM UYETBOPOYrao dYuje Cy
CTpaHUIE Oy:KUHA a, b, ¢ u d, penoMm. Kako cy y cBaKOM TAHT€HTHOM YETBOPOYTIY
30MpOBY HACTIPAMHUX CTPAHUIA jedHAKU, mMamMo a + ¢ = b+ d, a ¢ ob63upom Ha
yciaoB a+b+c+d = 24, cnemu a + ¢ = b+ d = 12. [Ilpumernmo na ce 6poj 12
MOKe MPENCTABUTU Kao 30up my:kuHa Heka nBa nocrojeha mramumha zHa ciaenehe
Haumbe: 12=1411=2410=3+9=448 =547 = 6+6 (yxyuso 6 xombunanuja).
Iakne, Tpeba uzabpaTu jegHy o4 OBUX KOMOMHAaNUja 3a OpojeBe a u ¢, U jeqHy 3a
Oopojese b u d. YKOIUKO OMpaMo mBe Pa3INYUTEe KOMOUHAIMA]E, TO MOKEMO YVUMHUTY
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Ha 6—; = 15 HauymMHA; YKOJIWKO OMpaMO ABAIyT KCTY KOMOWHAIM]Y, TO MOKEMO

yumHauTy Ha 6 Haumza. /lakne, ykynHOo mmaMo 21 HauuH.

2. Heka je O menrap rpyskuuie, a F Tauka Ha Kpy:KHUIM TakBa na je AFE
npeunnk. Osnauumo LBAC = ¢ u LDCA = ¢ (upumerumo, ¢ + ¥ = 90°, mo
ycaoBy 3anaTka). Tana umamo LAOD = 2y u ouna LFAD = LOAD = 180%% =
90° — ¢ = . Ilpema Tome, Kako cy mepudepujcku yriosu Han TermBama BC
u ED ob6a jemmara ¢, cienu ED = BC = 25. Cana u3 Iluraropune teopeme
maamo (2r)2 = AE? = AD? + ED? = 602 + 252 = 3600 + 625 = 4225, ma mo6ujamo

V4225 _ 65

r=-" 2

3. ¥YBemumo cmere t| = Vx — 3 u to = /7 — x. Ouuro, ty,ts > 0. I[Ipumerumo,
(r —3)(7T—2) = —2% + 102 — 21, Tj. mecHy cTpaHy MOCTaB/LEHE jeHAUNHE MOKEMO
3ammMcaTé Kao —t%t% + 2; maksie, uMamo t1 + ty = —t%t% + 2 < 2. C gpyre crpase,

3601 t2+12 = 2 —3+T7—x = 4 Bawm (t) +12)? = t2 + 21t +13 = 4+ 2t1ty > 4, onakmue
umamo ty + to > 2. VI3 mobujene mBe jemmakocTu ciaemy ti + to = 2, a MTO BUIAMMO
a ce MOCTW:KE caMo y ciayuajy tits = 0, 1j. t1 = 0 unu t; = 0. Omatae nobujamo
na cy jemmHa Moryha pemmema IIOJNa3He jefHAYMHE T = 3 U & = 7, a IPOBEPOM
yTBpbhyjeMo ma oba oBa O6poja 3aucra jecy pemema.

4. KopuctuheMo reoMeTpujCcKy MHTEPIpPETAIA]Y KOMIIEKCHUX OpojeBa. Hamme,
aKo ¢y a m b KoMIuekcHu 6pojeBu, Tana je BPemHOCT |a — b| jemHaka pacTojamy
KOMILIEKCHUX OpojeBa (mpenmsuuje, ravaka koje ouu oapebyjy) a u b. 3ato ckyn
cBux OpojeBa 21 KOjU WCIyHAaBajy YCJIOB M3 IOCTAaBKE IPEACTAaBba KPyXULy ki
C HEHTPOM Yy —2¢ ¥ TOJYIPEYHUKOM 2, NOK CKYIl CBUX OpOjeBa zo KOjU WUCIIYH-
jaBajy yCJIOB M3 IOCTaBKe IPEACTaBJHA KPYKHUINY ko C MEHTPOM y Tauku ¢ — 1
n moxynpeunnkoMm 1. Ilpmmerumo ma BpemHocT |21 + 22| mpencrasma pacrojame
n3meby roMmiekcHux GpojeBa z; U —zo. Ao ca k) 0O3HAUMMO IEHTPAJIHOCUMET-
PUYHY CJIUKY KDPY:KHUIE k2 Yy ONHOCY HA KOODAWHATHU MOUYETAK (Tj. KPYMKHUIYY C
HEHTPOM y TauyKU 1 — i U MOJIYNPEYHUKOM 1), Tanua, IOK 2z ONKUCYje KPy:KHULYY ko,
MMaMO Ja —2o OTNUCYje KPY:KHUIY kb, Te Hama 3ampaBo Tpeba MAKCUMAJIHO PAac-
Tojame Koje ce Moxke moctuhm mameby jemme taure ma ki m jemme Taure ma k.
To pacrojame ce OUMIIIENHO MOCTIKE 32 TAUKEe Ha3HAUYEHE HA CJIWNU, U WU3HOCU
24 (1—i) — (=20)| +1=3+|1+i =3+2.

5. Osmaunmo p? + 7" = m? 3a mexo m € N. Kpamparu menux GpojeBa mpu

nebewmy ca 3 mMory maBatu camo ocratke 0 m 1; ako Oum Bakwiio p # 3, uMayu
bucMmo ma p? maje ocraTak 1 mpu mememy ca 3, a Kako u 7" maje ocraTak 1 mpu
nememy ca 3 (jep 7 maje ocrarak 1 mpu gememy ca 3), jeBa cTpaHa 0u naBaJa
ocraTak 2 IpHU Hesselmy ca 3, Ia He Ou Morsa Outm jemsaxa m?. Ilakme, ocraje
jemuro Moryhmocr p = 3. Taga umamo 7" =m? —3% = (m—3)(m+3). Bam—-3 =1
umMamMo m = 4 u n = 1, mro jecte pememe. IIpermocraBumo cama m — 3 > 1.
Tana cremu m —3 = 7% u m + 3 = 7° 3a Heke a,b > 1, ma oxy3umameM K06ujaMo
7% — 7% = 6; mehyTuM, oBo je Hemoryhe jep je meBa cTpaHa memuBa ca 7 a JTECHA
HUj€E.
Ilakne, jenuHo pememe 3amgaTia je p=3 un = 1.

Tpehu pa3spen — B kareropuja
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1. ¥YBemumo cmery t = 3z. IlocraBibeHa HejenHaurHa ce cBOAM Ha logs, t +
log 2 2 < g IIpumerumo ma t =1 (7). = = %) jecte pememe (mobujamo 0 < %)
3

1 Baxkm 1 = d_=_—_1 _pyl 2 = 1 = 1 =

Ba t 7é a; 083 t log, 3t log, 3+1 Ogé t log, > % log,2 t2+log,2 +
11+gt3, ma HakoH cMmeme u = log, 3 (kKomcraryjmo, u # 0) mobujamo HejemHAUMEY
—log3

1 1L 5 0> L 2 5 _ A—2utdut4-5(ut+)(2—-u)) _  5u’—3u—2
u+1 1-4 27 J- u+1 2—u 2 2(u+1)(2—u) T 2ut)(2—u) "
Bpojunamn oBor pasioMka mMa HyJie y TadKaMa 3+ = 9+4 = 31%7, Tj. y Taukama u = 1
u u = —2, nosuruBaH je 3a u € (—oo,—2) U (1, oo)7 a HeraTuBaH uHade. VMeHumar
rMa Hyjle y Taukama u = —1 u u = 2, mosutusaH je 3a u € (—1,2), a HeraTuBan

unave. Kako paszsnomar Tpeba ma Oyme HerarwBaH, OpPOjUIAI] U UMEHUIIAI] MOPA]y
OuTH Pa3IUYUTOr 3HAKA; OPOjUIAIl je MO3UTUBAH & MMEHUJAI HETATUBAH 33 U €
(=00, —1) U (2,00), mOK je Opojuian HEraTUBAH & MMEHUJAL MO3UTUBAH 33 U €
(—%,1). W3 oBor ckyna pemema Tpeba camMoO KUCKbyunTtu Bpensoct u = 0 (wro
CMO paHUje KOHCTATOBAJIMN).

U3 u = log, 3 mobujamo ¢ = 3%, 1 HOTOM T = t= 3u~L. Hagne, 3a u € (—oo, —1)
nobujamo x € (§,%); 3a u € (2,00) mobujamo x € (3, %), 3a u € (—2,0) nobujamo

T € (O,W); 3a u € (0,1) mobujamo x € (1,00). IToncehiajyhu ce na je u & = %
pememne (IITO CMO IPOBEPUIM Ha HOUYETKY), y3uMmajyhu yHujy cBera noGujeHor

3aKbydyjeMo na je pememe nare nejemuaunue x € (0, ﬁ) U (é, %) U (1,00).

2. 3amaTy jemHaUMHY MOYKEMO KBAIPUPATU, y3 MOCTaBJ/hame yciaoBa sinx = 0.
IIpumernmo na m3pas3 Mo KOPEHOM MOKEMO Tpchc{)opMMcaTH Ha cnenehm HAYWH:
sin? 3x - sin2 2z = (sin 3z — sin2z)(sin3z + sin2z) = 2sinZ cos 2 - 2sin L cos £ =
2sin 5 cos 5 - 2 sin 52 cos 52 = sinxsin 5z, Te kBampupamem 3aﬂaTe JenHaqMHe Jo-

2
6I/IJaMO smzx = sinzsinbz, mwro je exkBuBaseHTHO ca sinz(sinbz — sinz) = 0, Tj.
2sinx sin 2x cos 3z = 0. IHakme, umamo sinz = 0, sin2x = 0 unu cos3z = 0, Tj.
r=kr, x = %’T unm r = § %”, 3a Heko k € Z. Bomehu jom pauyna o ycioBy
sinx > 0, mobujamo cieneha perrema:

{k‘ﬂ' + 2km, +2k7r +2k7r keZ}

3. [Ipumerumo na HUjenan Opoj TakBoOr obiMKa HUje nesbus ca 3 (jep My je 36up
mudapa jemaar 11, mro HUje memUBO ca 3), ma Ce€ OH HE MOMKE IPEACTABUTU Kao
MPOU3BOJ TPU MJIU BUIIE y3aCTOMHUX IPUPOIHUX OpojeBa (jep Ou Takas mpOU3BO
6uo mewus ca 3). Ilakxae, ocraje jom moryhuocT ma ce Heku 6pOj TAKBOT O0IUKA
MOKe IPEICTABUTHU KAao MPOM3BOX [Ba y3acCTONHA IpUpOAHA Opoja, Tj. y dopmnu
n(n+1). Ipumerumo na, ako ce n 3aspmasa uudpom 0,1,2,...,9, rana ce n(n+1)
3aBpmasa, pecnexktusHO, tudpom 0,2,6,2,0,0,2,6,2,0. Harmre, n(n+ 1) ce aurana
He 3aBpmiaBa nuppom 8, ma He MOke OUTH jenHako Opojy mocmarpaHOr OOIMKA.
Iaxkne, He mocToju OPOj KOjU UCIYHaBa OCOOMHE U3 MOCTABKE.

4. a) Moryhe je. Ilocmarpajmo konuueapue tauke Ap, As, As u Ay Takse na
Basku pacnopen Ay — Ay — Az — Ay m |A1As| = 1, |A2Az| = 3 u |A3A4| = 2. Tana
nvmamo u |A1Az| =4, |A2Ay] =5 n |A1Ay] = 6, ma je ycuoB 3amaTKa UCIYHEH.

b) Huje moryhie. IlpernocraBumo cynporso: Heka cy By, Ba, Bs, By u Bs
Tayke KOje UCIyHaBajy yciloBe 3aJaTka (Jakie, pacrojama maMmeDy mux cy 1, 2,
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..., 10). Here mBe ox wux, penumo B; u Bj, mopajy 6urn na pacrojamy 1. Heka
je By mpousBoJsbHa Tauka pasaumuura on B; u Bj;, n Hexa Baxu, 6e3 yMamema OIl-
mrocty, |ByB;| > |BypBj|. Kako cy |ByB;| u |ByB;| pasnmuuntu npuponsn 6pojesu,
nmaMo |ByB;| > |BiBj| + 1. Mebytum, ako 6u tauka By Ouna Ban mpase B;Bj,
13 HejeIHAKOCTH Tpoyria bucmo mManu |BypB;| < |ByB;| + |B;Bj| = |BiBj| + 1,
koHTpamuknuja. laxne, Tauka B mMopa Outm Ha mpasoj B;Bj, a kakxo je Tauka
By, buna mpou3BomHO omabpaHa, Cleau na CBUX IET Tavyaka MOpajy OWTU KOJUH-
eapHe.

Be3 ymamema ommrocTu, HEKa Cy OHe y pemocineny By — By — Bs — By — Bs.
Tana cy By u Bs nBe Hajyna/beHUje Tadke, Ia je pacTojame udMehy BUX jeTHAKO
10. HpI/IMeTI/IMO, ‘BlB5| = |BlBQ| + |B2B3| + ‘BgB4| + ‘B4B5| 2 1+4243+4 =
10, ma momTo MOopa GUTH UCIYH€HA jeJHAKOCT, Cjleld na Ccy BpenHoctu |BiBsl,
|B2Bs|, |B3Bas| n |B4Bs| y mexkoMm mopertkry jemmake 1, 2, 3 u 4. Axko 6u Baskuio
|B2Bs| = 1, Tana, kako je 6ap jemsa ox spenuoctu |ByBs| unu |B3By| mama ox 4,
vMau 6ucMo ma je Heka on Bpennoctu |ByBsz| unu |ByBy| ve Beha on 4, mro je
KOHTpaAUKIUja jep cy cBe Bpemuoctu He Behe on 4 Beh ,uckopumhene“. Ilakie,
|BoB3| # 1, u ananoruo |B3By| # 1, na caequ |B1Bs| = 1 unu |ByBs| = 1; Ge3
yMamemha OIINTOCTY, npernocTasuMo |ByBs| = 1. Kako mopa Bamuru |B1Bs| > 4,
3akmyuyjemMo |BaBs| = 4. MebhyrtuMm, onna cy spennoctu |BsBy| n |ByBs| y HekoM
nopeTky jemHake 2 u 3, ma nmmamo |B3Bs| =2+3 =5, amm u |B1B3| =1+4 =5,
KOHTPAaAUKIN]a.

5. Heka je O menrap, a r momynpevyHuk kpyskauie omucane oko AABC. Kako
BayKM arcsin % < 5, yrao y temeny A je tym, na cy O u A ca pa3auuuTux CTpaHa
npase BC. Heka je O meHrap a 71 HOJNYNpEYHUK Kpy:KHUIE <. Kako vy campskum
taury A m momupyje kKpysxHuiy ommcany oko AABC, ciemu na je tauyka mOIupa
yupaso A, ma umamo OO = r + ry. U3 cunycue teopeme 3a AABC nobujamo
2r = % = g =74, tj. r = 37. Heka je M momuo:xje nHopmasue uz O Ha mpaBy
BC (10 je yjemuo u cpemumre crpanune BC), n Hera je K mogHoskje HopMmase
u3 O ma npasy O1D. U3 Iluraropune teopeme npumemene sa AOM B nobujamo
OM? = 37% — 352 = 144, tj. OM = 12. mamo OK || BC, u O u K cy, y omaocy
Ha Taury (O, ca cymporHe crpane npaBe BC. Kako je OM DK upaBoyraoHuk,
mmamo DK = MO = 12, na m3pauynasamo O1 K = O1D + DK = r; + 12, kao u
OK = MD = MB + BD = 35+ 10 = 45. Cana npumenoMm I[luraropune Teopeme
ra AO1KO nvmano 010% = OK? + 01 K2, 1j. (37 +71)? = 452 + (12 + r1)?, mTo ce
comu Ha 1369 + 74r; = 2025 4 144 + 24r¢, omakyie modujamo 11 = % =16.

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

1. U3 npse jemmaumne mspasumo y2 = 22 — 16 u yBpcTMMO y ApYTY, UuMe
nobujamo 3z(x? — 16) + 23 = 260, mTo ce comm Ha 13 — 127 — 65 = 0. JlupexTHOM
IIPOBEPOM YCTAHOBJ/FABAMO Oa je jeqHo pememe 1 = 5. Jlememem momuaOMa 2° —
122 —65 ca x—5 mamazumo 12— 122 —65 = (v —>5)(22+5x+13), a Kako U3pa3 y APYTOj
3arpajm WMa HeraTuBHy muckpumuaanTy (52 — 413 = —27), 3akmyuyjemo ma je
x = b jenuHo pememe. Bpahamem y monassu cucteM mobujamo y? = 52 — 16 = 9,
Tj. y = £3, na cucrem nMa asa pemewma: (z,y) = (5,3) u (x,y) = (5, —3).

2. Hera je a yrao xonm temena A. Tama Basku a = csina u b = ccosa, ma ce
maTa jeIHAKOCT CBOIM Ha 3sina + cosa = 4sin®a, tj. 3sina — 4sin® o = — cosa.
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OBo je name ekBuBaseHTHO ca sin3a = —sin(90° —«). Kako je o omrap yrao, Basku
0° < 3a < 270°, ma Moske Gutu jemmuo 3o = 180° 4 (90° — o), omakIe M3apadyHABAMO
a =2 =67.5°u f=90° — a = 22.5°.

3. Osnaunmvo A = {1,2,3,4,5,6,7}, n HeKa je f jemna QyHKIMja KOja 3aIT0BOJ-
jaBa matu ycaoB. Ako 3a meko ¢ Baxku f(c) = ¢, Tama umamo f(f(c)) = f(c) = ¢,
ma je ycJIoB 3aJaTKa 3aI0BOJbeH 3a ¢. Ako 3a Heke a u b, a # b, Basku f(a) = b,
Taja 13 gartor yciaosa mobujamo ma mopa 6utu f(b) = f(f(a)) = a; noTom mmamo
n f(f(b)) = f(a) = b, ma je ycnos 3amarka 3anoBosman 3a a u b. Canxa je jacHo
na ¢yHruuja f 3am0BO/baBa ATE YCIOBE aKO M CAMO aKO jeé MCIYEEHO: 33 HeKe
enemente ¢ ckyna A Baxku f(¢) = ¢, a mpeocTanmu ce MOry MONEIUTH y MAPOBE
{a,b} raxse ma Baxku f(a) =bu f(b) = a.

Ilakne, 6poj ememenara ¢ ckyna A 3a koje Baxku f(c¢) = c je 7, 5, 3 nun 1.
Axo ux je 7, tama mMaMo jemHy ¢OyHKIWjy f; ako ux je 5, Tama mpeocTasu map
MOKEMO n3abpaTu Ha (;) = 21 HauMH; aKo uX je 3, Taza MpPeocTalie mapoBe MOKEMO

3(2) (5 % 2110 = 105 mayuna (npBu map MO:KeMO M3abpaTu Ha
(;) HauuWHa, OPYTU Ha (g) HauuMHAa, a OeJUMO ca 2 jep pemxocien onabupa OBUX
naposa Huje OuTaH); ako ux je 1 Tama mpeocrase mapoBe MOMKEeMO u3abparu Ha
3 (g) (;) (3) = %-21-10-3 = 105 mauuna (IpBU mAp MOKEMO U3abpaTH HA (;) HAYMHA,
IpYTHU HA (g) HaumHa, Tpehu Ha (g) HauMHa, & AeauMo ca 3! jep pemocien onadupa
OBUX TapoOBa HUje OUTaH).
IIpema Tome, Opoj TpaskeHux ¢ysHrmuja usnocu: 1+ 21+ 105 + 105 = 232.

n3abpatu Ha l(7) (5) =

4. la 6u nocMarpaHa (pyHKIMja Oumia mapHa, 3a CBakM peajaH Opoj  Tpeba
na 6yne ucmymeno sin(az? + bx + ¢) = sin(ax?® — br +¢) , Tj.

0 = sin(az? + bx + ¢) — sin(az?® — br + ¢) = sin(bx) cos(az? + c).

3a b = 0 jemgHAKOCT je OUWIJIENHO WUCIYEHEHA, KOju ron OpojeBu Ouim a U C.
[pernocrasmmo cana b # 0. [Tocmarpajvo warepsas (0, [7]). 3a 6uao koje x u3
oBor maTepBasa mmamo sin(bz) # 0, Te Tama mopa BamuTu cos(ar? + ¢) = 0, Tj.
3a CBAKO % W3 TOI MHTEPBAJa MOPa OUTM MCOyH-eHO ax’ + ¢ = 5 + km 3a Heko
k€ Z. Y caygajy a =0 mopano 6u BaxuTn ¢ = 5 + k7, a BuImmo na je samcta 3a
CBAKO ¢ OBAKBOT OOJIMKA MOCMATPAHU KOCUHYC JeTHAK HYJU, 1T Cy TUME UCILYHEHU
ycaoBu 3anarka. [Ipernocrasumo cana a # 0. Tama, ako x mposa3um UHTEPBAIOM
(0,1%]), orma az? + ¢ nponasu urTepBanoM (c, %\2 + ¢), a ounrsnenuo je memoryhe
na cBu 6pojeBu u3 oBor mHTEpBasia Oymy obamka 5 + A7 3a Heko k € Z (y maTom
VHTEDPBAJY OpOjeBa OBAKBOT ODJIMKA MMa CAMO KOHAUHO MHOTO); JaKJIEe, y OBOM
cilyuajy He mocToju Tpojka (a,b,c) Koja ucnymasa yciIoBe 3aJaTKA.

Ilakse, 0OArOBOD je: TpaskeHe TPOjKe Cy CBe Tpojke obuuka (a,0,c) (roe cy a n
C TPOM3BOJLHU peaJsiHu Opojesn), kao u cBe Tpojke obmmka (0,0, 5 + k) (rme je b
IpPOU3BOLAH peajiaH Opoj a k mpou3BoJbaH 1eo 6poj).

5. 3anummMo IOCTAaBJbEHY jeIHAYNHY YV OOJIUKY
P2y+1D)+z2+3y+3)+P+ 2 +y+2=0.

ITpumernmo ma 3a y = —1 upeocraje 2z + 2 = 0, 1j. nap (—1,—1) je jemso pem-
eme. IIpernmocraBumo canma y # —1. Tanga jeqaadymHy MOMKEMO IOCMATPATH KaO
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KBaJpaTHY jeIHAUMHY IO X; U3PAUYyHA]MO HEHA pPElIeHha:

—(20% +3y +3) £ /(202 + 3y +3)2 — 4y + ) (y® + 22 +y + 2)

= 2(y+1)
_ —2y® 3y — 34 /AyT 1 125 1 2132 + 18y + 9 — dyT — 12y% — 12y — 12y — 8
a 2(y+1)
=22 -3y -3+ /92 +6y+1 —2y°—-3y—3+(3y+1)
B 20y +1) B 20y + 1) ’
Tj. = 5(2;’_1;)2 = _(;’i';l) wm x = 722”(2;617’)74 = _2(12’(4;2%4'2) —(y+2). Y cayuajy

x = —(y+2) npumeTnMO 12 3a CBAKO LEIOOPOjJHO Y Koje ucnymasa |y| < 18 umamo
|z| < 20, 1j. u ogrosapajyhie x 3a00BOmAaBA OCTABILEHN YCJIOB, A PEIICHA OBOD

TUna yKyIHO uMa 36 (CBAKOM TAKBOM Y OATOBAPA TAUHO jEAHO T, IPU YEeMY, IOACE-
—(¥?+1)

TUMO ce, uckmpyuyjemo y = —1). Ilocmarpajmo cana cnyqaj x = . IIpume-

y+1
TIMO, —(2+1) _ —(J —1) 2 _ == 1)(y+1) 2y

1 — y+1’ Te je T meo 6poj ako u
camo ako y+1 | 2, Tj. y+1 e {-2, 1,1,2} Tj. KoHauHo y € {—3,-2,0, 1} Ilakae, Ty
no6ujamo u caenehie napose kao pemema: (z,y) € {(5,-3),(5,—-2),(-1,0),(-1,1)},
Tj. jom 4 pemena.

Ilakse, yryman Opoj pemema KOja HCIYHAaBajy MOCTAB/LEHE YCJIOBE W3HOCH:
1436+ 4 =41.
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