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Zapis o Beogradu

Beograd, grad veoma burne istorije, jedan je od najstarijih u Evropi.
ǋegova istorija traje punih 7 000 godina. Prostor oko velikih reka Save
i Dunava bio je naseǉen jox u paleolitskom periodu. Iz starijeg kamenog
doba potiqu ostaci ǉudskih kostiju i lobaǌa neandertalaca, prona�eni u
kamenolomu kod Lextana, u pe�ini na Qukarici i u blizini Bajlonijeve
pijace.

Ostaci kulture mla�eg kamenog doba prona�eni su u Vinqi, �arkovu i
Gorǌem gradu, iznad ux�a Save u Dunav. To ukazuje da je prostor Beograda
bio naseǉen u kontinuitetu i da je intezitet tog naseǉavaǌa bivao sve jaqi.
Mnoga danaxǌa naseǉa beogradske okoline le�e na kulturnim slojevima
ranijih praistorijskih naseobina.

Vinqa kraj Beograda spada u red najznaqajnijih naseobina i kulturnih
nalazixta praistorijskog perioda. Arheoloxke iskopine na Rospi �upriji,
Gorǌem gradu, Karaburmi, Zemunu i Vinqi potvr�uju pretpostavke da je
podruqje Beograda bilo intezivno naseǉeno i da se ǌegovo stanovnixtvo
bavilo plu�nom zemǉoradǌom i drugim prate�im privrednim delatnostima.
Na ovim lokalitetima otkrivene su nekropole bronzanog i metalnog doba,
kao i dokazi razliqitih kulturnih uticaja.

Beograd je sredixte kulture i umetnosti Srbije. U Beogradu stvaraju
mnogi naxi znaqajni umetnici, godixǌe se odr�i vixe od 9 000 pozorixnih
predstava, izlo�bi, koncerata, performansa i drugih umetniqkih programa,
gostuju brojni eminentni stvaraoci iz sveta umetnosti. Beograd je sedixte
najvixih dr�avnih i nacionalnih institucija kulture i umetnosti: Srpske
akademije nauka i umetnosti, Narodne biblioteke Srbije, Narodnog muzeja,
Narodnog pozorixta, Univerziteta u Beogradu, Univerziteta umetnosti.

U Beogradu se nalaze znaqajna dela arhitekture, Kalemegdan i Beograd-
ska tvr�ava, spomenici kulture i druga nepokretna kulturna dobra, brojna
arheoloxka nalazixta sa materijalnim ostacima koji svedoqe o razvijenoj
civilizaciji i kulturi na tlu Beograda od praistorije do danas.

Grad Beograd osnivaq je 36 ustanova kulture (11 pozorixta, 8 ustanova
zaxtite, 4 biblioteke, 13 centara za kulturu i galerija) i 2 javna preduze�a
za koje obezbe�uje uslove rada, a istovremeno poma�e realizaciju programa
i programskih projekata 101 ustanove i umetniqke asocijacije.

Beograd, kao univerzitetski centar, ima 2 dr�avna univerziteta i vixe
privatnih visokoobrazovnih institucija. U Beogradu ima 280 osnovnih i
sredǌih xkola. Od 195 osnovnih xkola – 162 su redovne osnovne, 14 je
specijalnih osnovnih xkola, 15 umetniqkih i 4 xkole za osnovno obrazo-
vaǌe odraslih.

Beograd je i sedixte vrhunskih nauqnih i istra�ivaqkih ustanova iz
svih oblasti.



2

!!!!O Devetoj gimnaziji
Deveta gimnazija ,,Mihailo Petrovi� Alas“ (Novi Beograd, Bulevar

marxala Tolbuhina 41) osnovana je 30. juna 1961. godine i od 1. septembra
te godine poqela je sa radom. Pod imenom Gimnazija ,,Novi Beograd“ xkola
prvu xkolsku godinu zapoqiǌe u zgradi Osnovne xkole ,,Vladimir Iǉiq
Leǌin“ upisavxi u prvi razred 176 uqenika raspore�enih u pet odeǉeǌa.
Najve�i problem Gimnazije bio je nedostatak adekvatnog prostora jer se
nastava odr�avala i u Osnovnoj xkoli ,,Ivan Gunduli�“ poxto xkola nije
imala sopstvenu zgradu. U julu 1964. godine Gimnazija se konaqno useǉava
u svoju zgradu, podignutu za potrebe Osnovne xkole ,,�ikica Jovanovi�
Xpanac“, blizu Studentskog grada. U to vreme ona je bila prva sredǌa
xkola i zadugo jedina gimnazija na Novom Beogradu. U Odluci o osni-
vaǌu Gimnazije uneseni su i ǌeni osnovni zadaci: ,,Proxiriti i produbiti
znaǌe prirodnih i druxtvenih nauka i opxte-tehniqkog obrazovaǌa: negovati
i podsticati liqne sposobnosti i sklonosti uqenika i pomagati im u izboru
daǉeg xkolovaǌa i poziva: doprinositi daǉem intelektualnom, fiziqkom,
druxtvenom, moralnom i estetskom vaspitaǌu i usavrxavaǌu uqenika radi
ǌihovog osposobǉavaǌa za aktivan druxtveni rad, kao i za zdrav i kulturan
�ivot“. Xkolske 1961/62. godine Gimnazija je primila u radni odnos 4 a
naredne godine jox 17 nastavnika, kada je upisala u prvi i drugi razred
456 uqenika. Iste xkolske godine gimnazija je otvorila i tre�i razred,
jedno odeǉeǌe druxtveno-jeziqkog i dva odeǉeǌa prirodno-matematiqkog
smera, upisavxi 81 uqenika. Xkola je vremenom meǌala nazive. Godine
1963. upisana je u registar kao Gimnazija ,,Novi Beograd“ a 1965. kao
Deveta beogradska gimnazija ,,Novi Beograd“. Gimnazija nije mogla da
izbegne ni usmereno obrazovaǌe, ni integraciju. Od 1979. do 1984. godine
bila je integrisana sa Obrazovnim centrom ,,Prvi maj“. Tada je imala
i polaznike Veqerǌe xkole. Posle neuspele integracije registrovana je
1984. kod Okru�nog privrednog suda u Beogradu kao Radna organizacija
matematiqko-tehniqka sredǌa xkola ,,Mihailo Petrovi� Alas“, a tri go-
dine kasnije kod istog suda meǌa naziv u Matematiqka xkola ,,Mihailo
Petrovi� Alas“. Sadaxǌi naziv – Deveta gimnazija ,,Mihailo Petrovi�
Alas“ – nosi od decembra 1990. godine. Posle gotovo dve decenije od osni-
vaǌa ova uzorna xkola dobila je ime velikog nauqnika Mihaila Petrovi�a
– Mike Alasa – imanentno ǌenom profilu i ugledu me�u gimnazijama.

Danas je ovo savremena xkola koju poha�a pribli�no 1000 uqenika ras-
pore�enih u 32 odeǉeǌa – po osam odeǉeǌa u svakom razredu od kojih su tri
odeǉeǌa druxtveno-jeziqkog i pet odeǉeǌa prirodno-matemariqkog smera.
Devetu gimnaziju upisuju najboǉi i najuspexniji uqenici Republike Srbije
i grada Beograda. U Gimnaziji posledǌih godina uspexno rade: �aqki par-
lament, debatni klub, dramska, muziqka, recitatorska, literarna, bioloxka
i antiqka sekcija, kao i razne sportske sekcije. Uqenici Devete gimnazije
osvajali su i osvajaju najvixa priznaǌa i nagrade na razliqitim takmiqe-
ǌima i olimpijadama znaǌa iz gotovo svih nastavnih predmeta, na sportskim
takmiqeǌima, konkursima i smotrama. Stoga oni lako obezbe�uju prohod-
nost na �eǉeni fakultet i u Srbiji i u inostranstvu. Brojni uqenici svake
godine poha�aju programe u Istra�ivaqkoj stanici Petnica kao i u Regio-
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nalnom centru za talente. Isto tako, kontinuirano i uspexno, naxi uqenici
se bave i humanitarnim radom – sara�uju sa Crvenim krstom Srbije, Do-
mom za decu ometenu u razvoju u Sremqici i Centrom za zaxtitu odojqadi,
dece i omladine u Zveqanskoj ulici i ǌihovim Domom na Vo�dovcu. Prote-
klih godina uqestvovali su u brojnim projektima poput Zdravo Evropo, Eko
Deveta, Internest, Viki gimnazijalac, Uqeniqko preduze�e ,,Alasi“. Neko-
liko uzastopnih generacija Gimnazija ima uspexne predstavnike u projektu
BeoGradska KulTura u organizaciji Zavoda za zaxtitu spomenika kulture
grada Beograda.

Deveta gimnazija je ostvarila i uspexnu me�unarodnu saradǌu sa gi-
mnazijama u Rusiji i Sloveniji, kao i vixegodixǌu kulturno-prosvetnu
saradǌu sa Ruskim domom i Ruskom xkolom u Beogradu.

Od juna 2007. godine uprava Gimnazije ustanovila je sveqani prijem i
nagrade za najuspexnije uqenike koji su svojim anga�ovaǌem u razliqitim
vannastavnim aktivnostima dostojno i uspexno predstavili svoju xkolu u
teku�oj xkolskoj godini. Ovom prilikom obiqno se nagra�uje oko 50 uqenika
koji su ostvarili najboǉe rezultate na me�unarodnim, republiqkim i grad-
skim takmiqeǌima iz matematike, fizike, hemije, biologije, istorije, ge-
ografije, srpskog jezika, stranih jezika, kǌi�evnosti, filozofije, razli-
qitih sportova. Me�u ǌima su i uqenici koji su svojim muziqkim ume�em
obogatili kulturni �ivot u xkoli.

Uqenici naxe xkole su uvek pokazivali posebnu zainteresovanost za
matematiku i raqunarstvo i informatiku. To pokazuju ǌihovi odliqni
rezultati na dosadaxǌim takmiqeǌima. Zato su u velikom broju uqestvo-
vali na okru�nim, a u zavidnom broju na dr�avnim takmiqeǌima iz ovih
predmeta. Nastavnici naxe xkole, zadovoǉni takvim rezultatima, preuzeli
su odgovornost da u vixe navrata budu doma�ini okru�nim takmiqeǌima, a
ove godine su doma�ini Dr�avnom takmiqeǌu iz matematike.

Posle pet i po decenija trajaǌa i vixe od 13 000 izvedenih maturanata,
Deveta gimnazija s ponosom mo�e re�i da je ostvarila svoju prosvetnu,
pedagoxku i kulturnu misiju koja joj je poverena jox davne 1961. godine.
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DR�AVNA KOMISIJA
za takmiqeǌa iz matematike uqenika sredǌih xkola,

xkolska godina 2017/2018.

1. Balti� dr Vladimir, Matematiqka gimnazija, Beograd

2. Baxi� dr Bojan, PMF, Novi Sad – predsednik komisije

3. Bo�in dr Vladimir, Matematiqki fakultet, Beograd

4. Varga B. Jo�ef, OX ,,Petar Koqi�“, Temerin

5. �iki� dr Marko, PMF, Nix

6. �uki� Duxan, Maxinski fakultet, Beograd

7. Kne�evi� dr Miǉan, Matematiqki fakultet, Beograd

8. Luki� dr Milivoje, Rajs, SAD

9. Marinkovi� Rastko, Kǌa�evaqka gimnazija, Kǌa�evac

10. Mati� dr Ivan, Baruh kole
, SAD

11. Milosavǉevi� Milox, Gimnazija ,,Svetozar Markovi�“, Nix

12. Petrovi� dr Nikola, Institut za fiziku, Beograd

13. Radovanovi� dr Marko, Matematiqki fakultet, Beograd

14. Seniqi� mr Aleksandar, Gimnazija, Kraǉevo

15. Stojakovi� dr Milox, PMF, Novi Sad

16. Tomi� Ivanka, Gimnazija, Vaǉevo

17. Qikox Pajor Gizela, Gimnazija ,,Boǉai“, Senta

Prevod na ma�arski jezik:

1. Ago Balog Kristina, PMF, Novi Sad
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 13. 1. 2018.

Prvi razred – A kategorija

1. Za prirodan broj n, neka je f(n) broj napisan istim ciframa ali obrat-
nim redosledom (tj. zdesna nalevo) ako n nije deǉiv sa 10, a inaqe defin-
ixemo f(n) = 0. (Na primer, f(123) = 321 i f(30) = 0.)

a) Ako va�i n = 3f(n), dokazati da je n deǉiv sa 27.

b) Ako va�i n = 2f(n), dokazati da je n deǉiv sa 9.

2. Neka je taqka K sredixte stranice CD pravougaonika ABCD. Prave
BK i AC su ortogonalne i seku se u taqki H, a taqka G je podno�je normale
iz D na AC. Dokazati:

a) ]ACB = ]DHA;

b) GH =
1
3
AC.

3. Matematiqka komisija se sastoji od 2n qlanova, n > 3. Poznato je da
je svaki qlan komisije u sva�i s taqno jednim drugim qlanom komisije (ova
relacija je simetriqna). Na koliko naqina je mogu�e podeliti komisiju u
tri odbora: jedan za sastavǉaǌe zadataka, jedan za oceǌivaǌe zadataka i
jedan za organizaciju takmiqeǌa, tako da svaki odbor ima bar dva qlana i
da nikoja dva qlana komisije koja su u sva�i ne budu u istom odboru?

4. Sat ima tri kazaǉke koje se sve okre�u ravnomernom brzinom. Sekundna
kazaǉka napravi krug za jedan minut, minutna za jedan sat, a satna za 12 sati.
U pono� su sve kazaǉke u istoj poziciji. Koliko �e puta u periodu od 24
qasa od tada jedna kazaǉka sa svakom od druge dve zaklapati ugao od 30◦?

5. Baron Minhauzen �ivi u zemǉi Z u kojoj postoji 2018 gradova i neki
gradovi su povezani putevima (putevima je mogu�e kretati se u oba smera).
Baron je ustanovio da postoji grad A iz kog mo�emo krenuti na putovaǌe,
na kraju tog putovaǌa se vratiti u grad A, a da tokom putovaǌa pro�emo
svim putevima u toj zemǉi taqno jednom. On tvrdi da iz te qiǌenice sledi
da za bilo koja dva puta p i r koja idu iz istog grada postoji putovaǌe iz
nekog grada B na kraju kog se vra�amo u grad B, tokom putovaǌa prolazimo
svim putevima taqno jednom, i pritom putevima p i r prolazimo neposredno
jednim za drugim. Da li je on pravu ili po obiqaju la�e?

Drugi razred – A kategorija

1. Rexiti jednaqinu:
√

17− 7 sin 2x = 3 cosx− 5 sinx.

2. Dat je 4ABC qije su stranice a, b i c, a 6 b 6 c, a te�ixne du�i koje
ǌima odgovaraju su ta, tb i tc, respektivno. Dokazati:
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a) jednakost a2 + c2 = 2b2 va�i ako i samo ako va�i t2a + t2c = 2t2b ;

b) jednakost a2 + c2 = 2b2 va�i ako i samo ako je 4ABC sliqan trouglu
qije su stranice du�ina ta, tb i tc.

3. Na�i sve proste brojeve oblika 1010101 . . . 0101 (tj. qiji decimalni za-
pis se sastoji od cifre 1 iza koje sledi blok ,,01“ ponovǉen proizvoǉan broj
puta).

4. Na�i sva nenegativna realna rexeǌa (x1, x2, . . . , xn) sistema jednaqina

xi+1 = x2
i − (xi−1 − 1)2, i = 1, 2, . . . , n.

(Indekse uzimamo cikliqno po modulu n.)

5. Dat je neparan prirodan broj n. Kvadrat stranice n je podeǉen na
n2 jediniqnih kvadrata. Stranice ovih kvadrata odre�uju ukupno 2n(n + 1)
jediniqnih du�i. Neke od ovih du�i su obojene crveno, pri qemu svaki je-
diniqni kvadrat ima bar dve crvene stranice. Koliko najmaǌe du�i mo�e
biti obojeno?

Tre�i razred – A kategorija

1. Na�i sve funkcije f : R→ R takve da za sve x, y ∈ R va�i

f(f(xy)) = |x|f(y) + 3f(xy).

2. Neka je I centar kru�nice upisane u 4ABC, AB < AC. Prava AI
ponovo seqe ǌegovu opisanu kru�nicu u taqki D. Kru�nica opisana oko
4CDI ponovo seqe pravu BI u taqki K. Dokazati: BK = CK.

3. Dat je trougao qije su du�ine stranica prirodni brojevi i qija je
povrxina prirodan broj. Jedna od ǌegovih stranica je aritmetiqka sredina
druge dve, a zbir najkra�e stranice i povrxine je jednak zbiru preostale
dve stranice. Na�i du�ine ǌegovih stranica i ǌegovu povrxinu.

4. Data je tabla (2n + 1) × (2n + 1) u qijem se �oxku nalazi pauk. Pauk
u jednom potezu mo�e da se pomeri jedno ili dva poǉa vertikalno ili di-
jagonalno, ili jedno poǉe horizontalno. Koliko najmaǌe poteza je potrebno
pauku da obi�e sva poǉa na tabli? (Smatramo da poǉe na kom pauk stoji na
poqetku, kao i poǉe na koje stigne na kraju, jesu poǉa koja je obixao; tako�e,
ukoliko pauk odigra potez u kom se pomeri za dva poǉa, smatramo da pauk
jeste obixao i poǉe izme�u ǌih.)

5. Primitivnom Pitagorinom trojkom nazivamo ure�enu trojku prirod-
nih brojeva (a, b, c), uzajamno prostih po parovima, za koje va�i a2 + b2 = c2.

a) Dokazati da se nijedna primitivna Pitagorina trojka ne mo�e zapisati
koriste�i samo dve razliqite cifre.

b) Dokazati da se beskonaqno mnogo primitivnih Pitagorinih trojki
mo�e zapisati pomo�u cifara 0, 1 i 5.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. U zavisnosti od nenegativnog parametra k odrediti graniqnu vrednost:

lim
x→0

�
tg kx
x

� 1
x2

.

2. Oktaedar ABCDEF ima za svoju osnovicu kvadrat ABCD, dok je prava
EF normalna na ravan odre�enu kvadratom ABCD i prolazi kroz ǌegov cen-
tar. Poznato je da lopta koja dodiruje sve pǉosni oktaedra i lopta koja
dodiruje sve boqne ivice (tj. EA, EB, EC, ED, FA, FB, FC i FD) imaju
isti centar i da lopta koja dodiruje boqne ivice ima za 50% ve�u povrxinu.

Na�i odnos
EF

AB
.

3. Perica stoji na jednom od qetiri sprata zgrade. U jednom potezu on
prelazi na susedan sprat (sprat iznad ili sprat ispod, ako takav postoji).
Na koliko naqina Perica mo�e da napravi n poteza, gde je n zadat neneg-
ativan ceo broj, ako mo�e poqeti na bilo kom spratu a mora zavrxiti na
posledǌem?

4. Data su dva prosta broja p i q koji zadovoǉavaju uslov p < q < 2p.
Dokazati da postoje dva uzastopna prirodna broja takva da je najve�i prost
delilac jednog od ǌih jednak p, a najve�i prost delilac drugog jednak q.

5. U jediniqnom krugu Γ je dato n du�i ukupne du�ine 2
√
n. Dokazati da

postoji kru�nica koncentriqna s krugom Γ koja seqe bar dve date du�i.

Prvi razred – B kategorija

1. Merni brojevi uglova trougla, izra�eni u stepenima, predstavǉaju
tri prosta broja. Na�i sve mogu�e vrednosti za uglove tog trougla.

2. Svaka karta s jedne strane ima broj, a s druge strane ima slovo (dve
karte koje s jedne strane imaju isto slovo ne moraju nu�no s druge strane
imati isti broj, i obratno). Na stolu stoje karte koje na vidǉivoj strani
imaju:

M,A,T,E,M,A,T,I,K,A, 2, 0, 1, 8.

Vlada tvrdi slede�e: ,,Ako je na karti samoglasnik, onda je s druge strane
paran broj“. Miǉan �eli da proveri Vladino tvr�eǌe. Koliko najmaǌe
karata (i koje) treba da okrene da bi utvrdio taqnost tvr�eǌa?

3. Da li postoje uzastopni prirodni brojevi a, b, c i d takvi da va�i

1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d

=
2018
1301

?

4. Na slici je dat Venov dijagram za xest skupova A, B, C, D, E i F , pri
qemu va�i D ⊆ A, E ⊆ B i F ⊆ C. Napisati formulu za skup koji odgovara
osenqenoj oblasti.
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5. Svako slovo u reqi MAXTOVIT predstavǉa jednu cifru iz skupa
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Razliqita slova predstavǉaju razliqite cifre. Broj MAX-
TOVIT je neparan i deǉiv sa 3, a svi suglasnici predstavǉaju cifre iste
parnosti. Koliko ima takvih brojeva?

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti koliko ima skupova X koji zadovoǉavaju oba slede�a uslova:

• X \ {1, 2, 3, 4, 5} = {6, 7, 8};

• X ∪ {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.

2. Ako je polinom
x3 + 3ax2 + 3bx+ c

deǉiv polinomom
x2 + 2ax+ b,

onda je prvi polinom potpun kub, a drugi potpun kvadrat. Dokazati.

3. U pravouglom trapezu du�ina sredǌe linije je 43. Kra�a dijagonala
tog trapeza je istovremeno simetrala tupog ugla tog trapeza, i ǌena du�ina
iznosi 60. Odrediti du�ine svih stranica tog trapeza.

4. Na�i sve proste brojeve p takve da su i brojevi 4p2 +1 i 6p2 +1 prosti.

5. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu:

2|x− 2| −
���� 3
|x− 3|

− 1
���� > 1.

Tre�i razred – B kategorija

1. Na�i sve proste brojeve p, q, r i s takve da va�i

6p+ 7pq + 8pqr + 9pqrs = 2018.

2. Dati su brojevi a1 = log2(3x−1), a2 = log4(9x−3x+1+2) i a3 = log2(3−3x).
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a) Odrediti sve realne vrednosti x za koje su sva 3 broja a1, a2 i a3

definisana.

b) Odrediti sve realne vrednosti x za koje va�i a1 + a3 = 2a2.

3. Marko je upisao 5 brojeva u 5 kru�i�a na slici.

Marko �eli da upixe brojeve prirodne brojeve maǌe od 100 u ostale
kru�i�e, a da pri tome zbir 3 broja du� svake stranice petougla bude isti.
Na koliko razliqitih naqina on mo�e to da uradi?

4. An�elija upisuje redom slova S,R,B,I,J,A u poǉa tablice:

(po jedno slovo u svako poǉe). Prvo slovo mo�e da upixe u bilo koje poǉe,
a svako slede�e slovo mo�e da upixe samo u poǉe susedno poǉu u koje je
napisala prethodno slovo (poǉa su susedna ako imaju bar jednu zajedniqku
taqku). Na koliko razliqitih naqina ona mo�e da upixe slova u tablicu?

5. Ivice tetraedra ABCD imaju du�ine 7, 13, 18, 27, 36 i 41 (u nekom
poretku). Ako je AB du�ine 41, odrediti du�inu ivice CD.

Qetvrti razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

(x− 7)3 + (x+ 3)3 = 278(x− 2).

2. U zavisnosti od nenegativnog parametra a odrediti graniqnu vrednost:

lim
x→0+

�
a+ 2018x

2

� 2018
x

.

3. Koliko ima petocifrenih prirodnih brojeva koji imaju taqno dve parne
cifre?
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4. Osnova piramide je pravougli trougao kome je jedan od oxtrih uglova
60◦. Boqne ivice imaju du�inu 2018 i svaka od ǌih zaklapa ugao od 45◦ s
ravni osnove. Na�i povrxinu i zapreminu te piramide.

5. Za prirodne brojeve m i n, m < n, va�i�m
n

�3

= 0,xyzxyzxyz . . .

gde su x, y i z neke cifre (ne nu�no razliqite), i blok xyz se periodiqno
ponavǉa beskonaqno mnogo puta. Odrediti sve mogu�e vrednosti za

m

n
.

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 24. 2. 2018.

Prvi razred – A kategorija

1. Ako su a, b i c prirodni brojevi takvi da su brojevi

24a + 2b + 2018c i 10c + 3a + 2018b

deǉivi sa 7, dokazati da broj 30b + 3c + 2018a nije deǉiv sa 7.

2. Na�i sve cifre n i 2018-tocifrene prirodne brojeve x, x = a2017 . . . a2a1a0,
takve da va�i

n · x = (a2017 + n) . . . (a2 + n)(a1 + n)(a0 + n).

3. Kru�nica upisana u 4ABC dodiruje stranice BC, CA i AB u taqkama
D, E i F , redom. Uoqena je taqka K sa iste strane prave EF kao i taqka A,
i pritom va�i ]KFE = ]ACB i ]KEF = ]ABC. Dokazati: KD ⊥ BC.

4. Za skup X, oznaqimo P(X) = {Y : Y ⊆ X}. (Na primer: P({1}) =
{∅, {1}}, jer su podskupovi skupa {1} skupovi ∅ i {1}; P(∅) = {∅}, jer
skup ∅ ima taqno jedan podskup, i to je ∅.) Sa Pn(X) oznaqavamo izraz
P(P(. . .P(X) . . . )), gde je P primeǌeno n puta. Na�i sve dvoelementne pod-

skupove A skupa
2018[
n=1

Pn(∅) takve da va�i A ⊆P(A).

5. Maksim i Mina igraju igru ,,Xampioni dokolice“. Najpre Mak-
sim povlaqi jednu pravu u ravni, zatim Mina povlaqi pravu razliqitu
od prethodno povuqene, pa onda opet Maksim povlaqi pravu razliqitu od
dve prethodno povuqene, i tako naizmeniqno. Igra se zavrxava kada bude
povuqeno ukupno 18 pravih (jasno, posledǌu �e povu�i Mina). Maksim pobed-
juje ukoliko postoji vixe od 100 razliqitih preseqnih taqaka povuqenih
pravih, a Mina pobe�uje u suprotnom (tj. ako ima 100 ili maǌe takvih
taqaka). Ko ima pobedniqku strategiju?
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Drugi razred – A kategorija

1. U zavisnosti od realnog parametra a, rexiti jednaqinu
√

2x− a−
√
x− 1 = 2

u skupu realnih brojeva.

2. Novica na treningu ga�a kox. Za svaki pogodak dobija 1 poen, a za
svaki promaxaj oduzima mu se k poena, gde je k fiksiran prirodan broj. (Na
poqetku ima 0 poena, a broj osvojenih poena u nekom trenutku tokom treninga
mo�e biti i negativan.) Na kraju treninga Novica je imao k poena. Ako je
poznato da je Novica pogodio u vixe od 75% a maǌe od 80% od ukupnog broja
bacaǌa, odrediti k.

3. Dat je 4ABC, qiji je ortocentar H, a M je sredixte stranice BC. Za
podno�je normale N iz H na AM va�i AN = 3MN . Dokazati: AM = BC.

4. Pretpostavimo da se svi pozitivni delioci prirodnog broja n (ukǉuquju�i
1 i n) mogu podeliti u disjunktne parove na takav naqin da je zbir brojeva
u svakom paru prost broj. Dokazati da su ovako dobijeni prosti brojevi
me�usobno razliqiti.

5. Broj zovemo megaprost ako je prost, svaka cifra mu je prost broj i zbir
cifara mu je prost broj. Dokazati da megaprostih brojeva sa 2018 cifara
ima maǌe od 11 · 42015.

Tre�i razred – A kategorija

1. Odrediti najmaǌu vrednost funkcije

f(x) =
x2

x− 9

na intervalu x ∈ (9,∞).

2. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

x! + 4 = 4(x+ 3)y.

3. Neka su BE i CF visine oxtrouglog 4ABC, AB 6= AC, a M i N , redom,
sredixta du�i BC i EF . Dokazati da centar kru�nice opisane oko 4AMN
le�i na pravoj kroz A paralelnoj pravoj BC.

4. Na�i sve prirodne brojeve n > 2 za koje postoje me�usobno razliqiti
realni brojevi a1, a2, . . . , an takvi da su ispuǌena slede�a dva uslova:

• kada se svaki od ovih n brojeva zameni zbirom preostalih n− 1 brojeva
(svih osim ǌega), dobija se isti skup brojeva;

• ne postoji podela ovih n brojeva na dva disjunktna neprazna skupa takva
da su sume (n+ 1)-ih stepena elemenata tih skupova me�usobno jednake.
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5. Kompjuterski qip se sastoji od n tranzistora. Neki tranzistori su
povezani vodovima. Za svaka dva tranzistora x i y va�i: ukoliko x i y nisu
povezani vodom, tada iz tranzistora x i y ukupno polazi bar n − 1 vodova.

Dokazati da ukupan broj vodova iznosi bar
�n
2

�
2
.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka je S neprazan skup qiji su svi elementi prosti brojevi, i neka
je ispuǌeno: za sve p, q ∈ S (ne obavezno razliqite) bar jedan prost faktor
broja pq + 1 tako�e je u skupu S. Dokazati da se u skupu S nalazi bar jedan
prost broj oblika 4k + 1.

2. Postoji li realan broj x za koji va�i

cosx < cos 2x < cos 4x ?

3. Dat je jednakokraki 4ABC, AB = AC. Neka je k ǌegova opisana kru�-
nica, s centrom u taqki O. Na kra�im lukovima ÷AB i ÷AC date su taqke X
i Y , respektivno, takve da va�i ]XBA = ]Y AC. Neka je X ′ taqka osnosi-
metriqna taqki X u odnosu na pravu AB, i neka je Y ′ taqka osnosimetriqna
taqki Y u odnosu na pravu AC. Dokazati: OX ′ = OY ′.

4. Data je prazna tabla 2018× 2018. Igraqi A i B naizmeniqno, poqev od
igraqa A, biraju po jednu kolonu na tabli (koja ne sme biti skroz popuǌena)
i na prvo prazno poǉe (gledano odozgo nadole) upisuju jednu cifru od 0 do 9.
Pritom na poǉima u prvoj vrsti i u prvoj koloni ne sme biti upisana cifra
0. Nakon 20182 poteza, cifre u svakoj vrsti obrazuju po jedan 2018-tocifren
broj, i cifre u svakoj koloni obrazuju po jedan 2018-tocifren broj. Igraq
A pobe�uje ako su bar dva od ovih 4036 brojeva prosta, a igraq B pobe�uje
u suprotnom. Koji igraq ima pobedniqku strategiju?

5. Na�i sve prirodne brojeve m i k takve da se ispisivaǌem brojeva m!
i k! jednog iza drugog dobija faktorijal nekog prirodnog broja.

Prvi razred – B kategorija

1. Dat je 4ABC, nad qijom je stranicom AC kao nad preqnikom konstru-
isana kru�nica k. Kru�nica k prolazi kroz sredixte stranice BC, a stran-

icu AB seqe u taqki D takvoj da va�i AD =
3
2
DB. Ako va�i AC = 60,

izraqunati povrxinu 4ABC.
2. Na stranicama AB i BC paralelograma ABCD odabrane su taqke K

i M , redom, takve da va�i AK : KB = 2 : 3 i BM : MC = 2 : 1. Na�i odnos

povrxina 4BKM i 4DKM , tj. izraqunati vrednost
P (4BKM)
P (4DKM)

.

3. Komplet od 55 domina sadr�i sve mogu�e kombinacije dva broja od 0
do 9, ukǉuquju�i i domine na kojima je dva puta isti broj. (Na slici su
prikazane tri domine: domina koja sadr�i brojeve 3 i 4, domina koja sadr�i
brojeve 0 i 9, i domina koja sadr�i dva puta broj 3.) Koliko taqkica ima
ukupno u celom kompletu domina?
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4. Neka su a, b i c prirodni brojevi.

a) Ako su ab i bc kubovi prirodnih brojeva, dokazati da je i a2c kub
prirodnog broja.

b) Ako su a4b, b8c5 i c7a kubovi prirodnih brojeva, dokazati da su a, b i c
kubovi prirodnih brojeva.

5. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

|x− |2x− |3x− 1||| = 1.

Drugi razred – B kategorija

1. Koliko postoji qetvorocifrenih prirodnih brojeva koji se mogu za-
pisati pomo�u cifara 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ako sve cifre moraju biti razliqite i
zbir cifara treba da iznosi 15?

2. Kru�nica k upisana u trapez ABCD, AB ‖ CD, dodiruje stranicu AB
u taqki E. Ako va�i AE = 15, BE = 10 i CD = 8, odrediti polupreqnik
kru�nice k.

3. Na�i najmaǌi prirodan broj n takav da broj n2 poqiǌe sa 2019 (tj. da
va�i n2 = 2019 . . . ).

4. U zavisnosti od realnog parametra a, rexiti jednaqinu

x = a−
È
a2 − x

p
x2 + a2

u skupu realnih brojeva.

5. Popuǌavaǌe tablice 3×3 brojevima od 1 do 9 nazivamo magiqni kvadrat
ako je svaki broj iskorix�en taqno jednom, i pritom su zbirovi u svakoj
vrsti, svakoj koloni i na obe dijagonale svi me�usobno jednaki. Odrediti
koliko postoji razliqitih magiqnih kvadrata 3× 3. (Dva magiqna kvadrata
smatramo razliqitim ako bar na jednom poǉu imaju upisane razliqite bro-
jeve.)
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Tre�i razred – B kategorija

1. Na xahovskom turniru uqestvuje n xahista. Svako je sa svakim odigrao
po k partija. Odrediti sve mogu�e vrednosti za n i k ako su ukupno odigrane
224 partije.

2. Koliko rexeǌa jednaqine

sin 3x− sinx+ cos 2x = 1

le�i u intervalu [2, 24]?

3. Rexiti sistem jednaqina

a+ b = 8;

a2 + b2 + c2 = 32

u skupu realnih brojeva.

4. Osnova piramide SABCD je romb ABCD, sa uglom od 60◦ u temenu A.
Du�ina boqne ivice SA je jednaka du�ini stranice tog romba. Dokazati:

SB2 + SD2 = SC2.

5. Dokazati da jednaqinap
x2 + 3x+ 1 +

È
y2 − y + 3 = 2017

nema rexeǌa u skupu celih brojeva.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Odrediti povrxinu figure koja je u Dekartovom koordinatnom sistemu
odre�ena nejednaqinama:

x2 + y2 6 4(x+ y − 1);

y 6
√
x2 − 4x+ 4.

2. Odrediti koliko postoji trojki (a, b, c) prirodnih brojeva ne ve�ih od
2018 takvih da su brojevi

24a + 2b + 2018c i 10c + 3a + 2018b

deǉivi sa 3.

3. Na stranici BC jednakostraniqnog4ABC uoqena je taqkaM . Dokazati:

MB ·MC = AB2 −AM2.

4. Tablica n×n popuǌava se brojevima 1, 0 i −1 na takav naqin da zbirovi
brojeva u svakoj vrsti i u svakoj koloni (ukupno 2n takvih zbirova) svi budu
me�usobno razliqiti. Da li je ovo mogu�e posti�i za:
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a) n = 3;

b) n = 4?

5. U zavisnosti od realnog parametra a, ispitati koliko razliqitih
realnih rexeǌa ima jednaqina

x3 − 3x = a.

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE UQENIKA
SREDǋIH XKOLA, 10. 3. 2017.

Prvi razred – A kategorija

1. Za prirodan broj n oznaqimo sa xn broj koji se dobije uzastopnim
zapisivaǌem svih prirodnih brojeva od 1 do n jedan iza drugog (npr. x14 =
1234567891011121314). Neka je funkcija f : N → N0, definisana na slede�i
naqin: f(n) je najmaǌi broj cifara koje treba izbaciti iz zapisa broja xn
da bi novodobijeni broj bio deǉiv sa 8 (dozvoǉeno je izbaciti i sve cifre
broja xn, pri qemu tada smatramo da je novodobijeni broj jednak nuli). Da
li postoje prirodni brojevi t i n0 takvi da za sve n ∈ N, n > n0, va�i
f(n+ t) = f(n)?

2. Dat je prirodan broj k, i skupovi A, B i C takvi da va�i

|A4B| = |B4C| = |C4A| = 2k.

Dokazati da postoji jedinstven skup D za koji va�i

|A4D| = |B4D| = |C4D| = k.

(Za skupove X i Y oznaqili smo X4Y = (X \ Y ) ∪ (Y \ X), xto se naziva
simetriqna razlika skupova X i Y .)

3. U pravouglom 4ABC taqka D je sredixte hipotenuze AB. Neka je k
kru�nica opisana oko 4BCD, i neka je E proizvoǉna taqka na kra�em luku÷BD. Na pravoj BC uoqena je taqka F takva da je B izme�u C i F i da pritom
va�i ]BEF = 2]BAF . Neka je k1 kru�nica opisana oko 4CEF . Dokazati da
jedna od zajedniqkih tangenata kru�nica k i k1 prolazi kroz taqku D.

4. Dokazati da krug polupreqnika 100 s centrom u koordinatnom poqetku
sadr�i maǌe od 31650 taqaka qije su obe koordinate celobrojne. (Smatramo
da krug sadr�i neku taqku ukoliko se ona nalazi na ǌegovom rubu ili u
ǌegovoj unutraxǌosti.)

Drugi razred – A kategorija
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1. Nikola je zamislio 4 razliqita realna broja i na tabli je zapisao
proizvod svaka dva od ǌih (qime se na tabli naxlo 6 brojeva). Dule je
izbrisao jedan od tih brojeva, nakon qega je na tabli ostalo 5 uzastopnih
prirodnih brojeva. Koji je broj Dule izbrisao?

2. Za prirodne brojeve k, m i n koji ispuǌavaju nejednakosti k > 2 i
m < n va�i �m

n

�k
= 0,x1x2 . . . x9x1x2 . . . x9x1x2 . . . x9 . . .

gde su x1, x2, . . . , x9 neke cifre (ne nu�no razliqite), i blok x1x2 . . . x9 se
periodiqno ponavǉa beskonaqno mnogo puta. Na�i sve mogu�e vrednosti za�m
n

�k
.

3. Dat je 4ABC u kom je ugao kod temena A tup i AB 6= AC. Simetrala
ugla kod temena A seqe stranicu BC i opisanu kru�nicu u taqkama D i E,
redom. Neka se kru�nice nad preqnicima BC i DE seku u taqkama K i L.
Dokazati da taqka simetriqna taqki A u odnosu na pravu BC le�i na pravoj
KL.

4. Za date prirodne brojeve b i n, Alisa i Boba igraju slede�u igru. U
prostoru je dato n taqaka u opxtem polo�aju (nikoje tri nisu kolinearne,
nikoje qetiri nisu komplanarne), i svake dve su povezane jednom du�i. Oni
naizmeniqno boje neobojene du�i – najpre Alisa oboji jednu du� crveno,
a zatim Boba oboji b du�i plavo, i tako dok ima neobojenih du�i. Alisa
pobe�uje ako kreira crveni trougao, dok Boba pobe�uje ako se igra zavrxi,
a Alisa nije kreirala crveni trougao.

a) Ako va�i b <
√

2n− 2− 3
2 , dokazati da Alisa ima pobedniqku strategiju.

b) Ako va�i b > 2
√
n, dokazati da Boba ima pobedniqku strategiju.

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka su a, b i c realni brojevi za koje va�i b < 0 i ab = 9c. Dokazati
da jednaqina

x3 + ax2 + bx+ c = 0

ima tri realna i razliqita rexeǌa.

2. U oxtrouglom 4ABC, taqke D i E su redom podno�ja normala iz orto-
centra na simetrale unutraxǌeg i spoǉaxǌeg ugla kod temena A. Dokazati:

]BDC + ]BEC = 180◦.

3. Na�i sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da xy2 + 1 | x2 + y3.

4. Dato je n pravih u ravni, n > 2, takvih da nikoje dve nisu paralelne
i nikoje tri se ne seku u istoj taqki. Ove prave dele ravan na disjunktne
oblasti (me�u kojima ima i konaqnih i beskonaqnih). Kaza�emo da je red
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neke oblasti broj pravih koje sadr�e neki deo ruba te oblasti. Dokazati da
je broj oblasti reda 3 bar za 4 ve�i od broja oblasti reda strogo ve�eg od
4.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

a2ax
2
− 2a+x

2
= 32

u skupu realnih brojeva ima taqno dva rexeǌa i da se ona razlikuju za 2.

2. Za okruglim stolom sede n igraqa i igraju slede�u igru. Svako od
ǌih dr�i po jedan papir na kom treba da napixe jednu reqenicu, i potom
prosledi svoj papir igraqu koji se nalazi k1 mesta udesno. Svaki igraq na
dobijeni papir potom treba nexto da nacrta, i prosledi papir igraqu koji
se nalazi k2 mesta udesno. Igraqi potom na dobijeni papir treba da napixu
po jednu reqenicu i proslede papir igraqu koji se nalazi k3 mesta udesno
itd. (U i-tom koraku svaki igraq treba da napixe jednu reqenicu ako je i
neparno, odnosno da nexto nacrta ako je i parno, i potom da prosledi papir
igraqu koji se nalazi ki mesta udesno.) Jedan krug igre se zavrxava nakon
n koraka, pri qemu u posledǌem koraku igraqi ne prosle�uju papir daǉe
(nego samo napixu odnosno nacrtaju nexto). Krug se smatra validnim ako
je na kraju igre svaki igraq pisao ili crtao taqno po jednom na svakom od
postoje�ih n papira.

a) Igraqi �ele da odigraju jedan validan krug igre, na takav naqin da
tokom tog kruga svaki igraq taqno po jednom prosle�uje papir svakom od
preostalih igraqa. Za koje vrednosti n je mogu�e odabrati (n−1)-orku
parametara (k1, k2, . . . , kn−1) da ovo bude ispuǌeno?

b) Igraqi �ele da odigraju dva validna kruga igre, na takav naqin da
ukupno tokom ta dva kruga svaki igraq taqno po jednom prosle�uje svoju
reqenicu svakom od preostalih igraqa, i taqno po jednom prosle�uje
svoj crte� svakom od preostalih igraqa. Za koje vrednosti n je mogu�e
odabrati (n− 1)-orke parametara (k1, k2, . . . , kn−1) za prvi i drugi krug
(ne nu�no iste za oba kruga) da ovo bude ispuǌeno?

3. U unutraxǌosti zadatog pravilnog n-tougla A1A2 . . . An odrediti ge-
ometrijsko mesto taqaka M za koje va�i

]MA1A2 + ]MA2A3 + · · ·+ ]MAn−1An + ]MAnA1 =
(n− 2)π

2
.

4. Dokazati da postoji samo konaqan broj stepena dvojke sa zbirom cifara
maǌim od 2018.

Prvi razred – B kategorija
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1. Dat je 4ABC za koji va�i AB = AC = 18 i BC = 4. Uoqena je kru�nica
k polupreqnika 7 koja prolazi kroz taqke B i C, a pritom se ǌen centar,
taqka O, nalazi unutar 4ABC. Iz taqke A su povuqene tangente na k koje je
dodiruju u taqkama N i M . Na�i povrxinu qetvorougla OMAN .

2. Rexiti sistem:

xy

x+ y
=

2
3

;

yz

y + z
=

6
5

;

zx

z + x
=

3
4
.

3. Na koliko naqina je tablicu 3 × 3 mogu�e popuniti elementima skupa
{10, 3, 2018} ako zbir brojeva u svakoj vrsti, svakoj koloni i na obe dijagonale
mora biti deǉiv sa 3?

4. Odrediti sve trojke (x, y, z) celih brojeva za koje va�i:

x2 + xy + yz = y2 + yz + zx = z2 + zx+ xy = 2017 + 20182018.

5. Postoji li trougao kome je polupreqnik opisane kru�nice 2018, a koji
se mo�e smestiti u krug polupreqnika 60?

Drugi razred – B kategorija

1. Na raspolagaǌu su nam xtapi�i du�ina 1, 2, . . . , 12, pri qemu od svakog
xtapi�a imamo dovoǉan broj komada. Potrebno je odabrati qetiri xtapi�a
(ne nu�no razliqitih du�ina) od kojih se mo�e sastaviti tangentni qetvor-
ougao qiji je obim 24. Na koliko naqina je ovo mogu�e uraditi?

2. Tetive kru�nice AB i CD se seku pod pravim uglom. Poznate su i
du�ine tetiva AD = 60 i BC = 25. Izraqunati polupreqnik te kru�nice.

3. Rexiti jednaqinu:
√
x− 3 +

√
7− x = x2 − 10x+ 23.

4. Ako kompleksni brojevi z1 i z2 ispuǌavaju jednakosti |z1 + 2i| = 2 i
|z2 + 1− i| = 2, odrediti najve�u mogu�u vrednost izraza |z1 + z2|.

5. Odrediti sve prirodne brojeve n i proste brojeve p za koje je p2 + 7n

potpun kvadrat.

Tre�i razred – B kategorija
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1. Rexiti nejednaqinu:

log9x 3x+ log3x2 9x2 <
5
2
.

2. Rexiti jednaqinu:

sinx =
È

sin2 3x− sin2 2x.

3. Da li postoji broj oblika

200 . . . 0018

(gde se nule pojavǉuju proizvoǉan broj puta) koji se mo�e predstaviti kao
proizvod nekoliko (dva ili vixe) uzastopnih prirodnih brojeva?

4. U ravni biramo n taqaka takvih da je skup svih rastojaǌa izme�u
parova ovih taqaka {1, 2, 3, . . . , n(n−1)

2 } (dakle, svaka od ovih vrednosti se po-
javǉuje taqno jednom kao rastojaǌe izme�u neke dve od uoqenih taqaka). Da
li je ovo mogu�e posti�i za:

a) n = 4;

b) n = 5?

5. Dat je 4ABC, i uoqena je kru�nica γ koja sadr�i taqku A, dodiruje
kru�nicu opisanu oko 4ABC, i dodiruje pravu BC u taqki D, pri qemu je B

izme�u C i D. Ako va�i ]BAC = π − arcsin
35
37

, BC = 70 i BD = 10, odrediti
polupreqnik kru�nice γ.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Rexiti sistem:
x2 − y2 = 16;

3xy2 + x3 = 260.

2. Dat je nejednakokraki pravougli 4ABC, ]C = 90◦, za qije stranice
a = BC, b = CA i c = AB va�i

c2(3a+ b) = 4a3.

Odrediti uglove u 4ABC.

3. Odrediti koliko ima funkcija f : {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} → {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
takvih da za sve x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} va�i

f(f(x)) = x.
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4. Odrediti sve ure�ene trojke (a, b, c) realnih brojeva takvih da funkcija
f : R→ R, zadata sa

f(x) = sin(ax2 + bx+ c),

bude parna. (Za funkciju f ka�emo da je parna akko za sve x va�i f(x) =
f(−x).)

5. Odrediti koliko jednaqina

y3 + x2y + 2xy2 + x2 + 3xy + 2y2 + 3x+ y + 2 = 0

ima celobrojnih rexeǌa (x, y) za koja va�i |x| 6 20 i |y| 6 18.
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REXEǋA ZADATAKA SA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 13. 1. 2018.

Prvi razred – A kategorija

1. a) Poxto je n deǉiv sa tri, sledi da je ǌegov zbir cifara deǉiv sa tri,
te je onda i f(n) deǉiv sa 3 jer ima isti zbir cifara. Odatle, iz n = 3f(n)
sledi da je broj n deǉiv sa 9 te je i ǌegov zbir cifara deǉiv sa 9, i najzad,
poxto je i f(n) deǉiv sa 9 jer ima isti zbir cifara, iz n = 3f(n) sledi da
je n deǉiv sa 27.

b) Ukoliko zapixemo n = akak−1 . . . a1a0, jednakost n = 2f(n) se svodi na

10kak + · · ·+ 10a1 + a0 = 2(10ka0 + · · ·+ 10ak−1 + ak).

Iz konstatacije 10i ≡ 1i = 1 (mod 9) sledi ak+· · ·+a1+a0 ≡ 2(a0+· · ·+ak−1+ak)
(mod 9), tj. a0 + · · ·+ ak−1 + ak ≡ 0 (mod 9). Dakle, kako je zbir cifara broja
n deǉiv sa 9, sledi da je i n deǉiv sa 9.

Op 2018 1A 2

2. a) Neka prava BK seqe produ�etak
stranice AD u taqki E. Kako su 4BCK i
4EDK pravougli, K je sredixte stranice
CD i kod K imamo unakrsne uglove, dobi-
jamo 4BCK ∼= 4EDK. Odatle imamo ED =
BC = AD, pa kako je 4AHE pravougli (po
uslovu zadatka va�i BK ⊥ AC), to je D
sredixte hipotenuze, pa imamo AD = ED =
HD, tj. 4HAD je jednakokraki, odakle sledi
]DAH = ]DHA. Sada iz jednakosti ]DAH =
]ACB (uglovi sa paralelnim kracima) dobi-
jamo tra�enu jednakost ]ACB = ]DHA.

b) Oqigledno, 4GAD ∼= 4HCB (imaju po-
dudarna sva tri odgovaraju�a ugla, i AD =
CB). Odatle sledi AG = CH, a kako su prave
DG i EH paralelne i AD = DE, iz Talesove
teoreme sledi AG = GH. Konaqno, iz AG =
GH = HC sledi GH = 1

3AC.

3. Na�imo prvo na koliko se naqina mogu odabrati tra�eni odbori ako
izostavimo zahtev da svaki odbor mora imati bar dva qlana. Svaka dva ma-
tematiqara koji su me�usobno u sva�i mo�emo na ukupno 3 · 2 = 6 naqina
rasporediti u tri odbora (prvog matematiqara stavimo u bilo koji odbor,
a za drugog biramo jedan od preostala dva), te je ukupan broj naqina 6n. Od
ovog broja treba oduzeti odabire u kojima je broj qlanova u nekom odboru
0 ili 1. Primetimo, pre svega, da mo�e postojati najvixe jedan takav odbor
(ako bi dva odbora bila takva, u tre�em bismo imali bar 2n − 2 qlanova
komisije, a poxto za n > 3 va�i 2n − 2 > n, neki od qlanova u tom odboru
bi bili me�usobno u sva�i). Broj odabira gde je neki odbor bez qlanova
iznosi 3 · 2n (najpre fiksiramo koji od 3 odbora �e biti bez qlanova, a onda
svaki par matematiqara u sva�i mo�emo u preostala dva odbora rasporediti
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na 2 naqina). Broj odabira gde neki odbor ima samo jednog qlana iznosi
2n · 3 · 2 · 2n−1 = 3n · 2n+1 (usamǉeni matematiqar se mo�e izabrati na 2n
naqina, smestiti u jedan od 3 odbora, osoba sa kojom je u sva�i u bilo
koji od preostala 2 odbora, a onda se preostalih 2n− 2 matematiqara mo�e
smestiti na 2n−1 naqina). Sledi da je rexeǌe zadatka broj 6n−3·2n−3n·2n+1 =
6n − 3 · 2n(2n+ 1).

4. Neka je t broj sekundi proteklih od pono�i, pri qemu je t nenegati-
van realan broj. Uglovi koje su za to vreme prexle sekundna, minutna i
satna kazaǉka, redom, iznose 6t, t

10 i t
120 (izra�eni u stepenima). Uslov da

sekundna i minutna kazaǉka zaklapaju ugao od 30◦ je 6t− t
10 = ±30 + 360a, xto

je ekvivalentno sa

t =
300(±1 + 12a)

59
;

uslov da sekundna i satna kazaǉka zaklapaju ugao od 30◦ je 6t− t
120 = ±30+360b,

xto je ekvivalentno sa

t =
3600(±1 + 12b)

719
;

uslov da minutna i satna kazaǉka zaklapaju ugao od 30◦ je t
10−

t
120 = ±30+360c,

xto je ekvivalentno sa

t =
3600(±1 + 12c)

11

(gde su a, b i c neki celi brojevi). Po uslovu zadatka, dve od ove tri jed-
nakosti moraju da va�e. Kako su brojevi 11, 59 i 719 uzajamno prosti po
parovima, sledi da t mora biti ceo broj (naime, imenilac broja t mora
deliti neka dva od ova tri broja, pa sledi da imenilac mora biti 1). Kako
va�i jedna od posledǌe 2 jednakosti, a broj 3600 je uzajamno prost i sa 11 i
sa 719, sledi da je t deǉiv sa 3600. Drugim reqima, uslovi zadatka se mogu
ispuniti samo kad je proxao celobrojan broj sati, xto znaqi da i sekundna
i minutna kazaǉka tada pokazuju na broj 12. Tada, da bi se ispunio uslov
zadatka, satna kazaǉka mora pokazivati na broj 1 ili 11. Sledi da �e u toku
dvadesetqetvoroqasovnog perioda 4 puta biti zadovoǉeni uslovi zadatka: u
1.00, 11.00, 13.00 i 23.00.

Op 2018 1A 5

5. Baron Minhauzen nije u pravu: iz ustanovǉene
qiǌenice ne sledi ǌegov zakǉuqak. Kao kontraprimer
mo�emo uzeti situaciju u kojoj iz jednog grada polaze
qetiri puta, a iz svakog od preostalih 2017 gradova po
dva puta, na naqin koji je prikazan na slici. Oqigledno,
u takvoj situaciji jeste ispuǌena qiǌenica koju je baron
ustanovio. Odaberimo sada za p i r dva puta oznaqena
na slici. Jasno, da bismo iz ,,gorǌe polovine“ prexli u
,,doǌu“ (ili obratno), moramo pro�i putem p ili r. Med-
jutim, ukoliko bismo ǌima prolazili neposredno jednim
za drugim, oqigledno bismo prvo ixli (jednim od ǌih) u
smeru ka gradu X, a potom (drugim od ǌih) u smeru od
grada X. Ovo znaqi da smo putovaǌe zapoqeli u doǌoj
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polovini (budu�i da bi eventualni prethodni prelazak iz gorǌe polovine
u doǌu podrazumevao prolazak putem p ili r u smeru od grada X), no onda,
posle prolaska putevima p i r na opisani naqin, ne postoji vixe naqin da
do�emo do gorǌe polovine uz poxtovaǌe opisanih uslova putovaǌa. Time je
zadatak rexen.

Drugi razred – A kategorija

1. Iz sin 2x 6 1 imamo 17−7 sin 2x > 0 za sve vrednosti x, pa je koren s leve
strane uvek definisan. Dakle, pre kvadriraǌa jednaqine treba postaviti
samo uslov 3 cosx−5 sinx > 0. Nakon kvadriraǌa ostaje 17−7 sin 2x = 9 cos2 x+
25 sin2 x − 30 sinx cosx, tj., zameǌuju�i 17 = 17 sin2 x + 17 cos2 x i prebacuju�i
sve na levu stranu,

8 cos2 x− 8 sin2 x+ 30 sinx cosx− 7 sin 2x = 0.

Iz identiteta cos2 x − sin2 x = cos 2x i 2 sinx cosx = sin 2x vidimo da je dobi-
jena jednaqina ekvivalentna sa 8 cos 2x+ 8 sin 2x = 0. Ovo daǉe mo�emo trans-
formisati kao

0 = 8
√

2

�√
2

2
cos 2x+

√
2

2
sin 2x

�
= 8
√

2
�

sin
π

4
cos 2x+ cos

π

4
sin 2x

�
= 8
√

2 sin
�

2x+
π

4

�
,

odakle sledi 2x+ π
4 = kπ, k ∈ Z. Dakle, rexeǌa posledǌe jednaqine su brojevi

oblika x = −π8 + kπ
2 , k ∈ Z. Oni se mogu podeliti u qetiri klase (gde u svakoj

klasi imamo period 2π): x = −π8 +2kπ, x = 3π
8 +2kπ, x = 7π

8 +2kπ, x = 11π
8 +2kπ,

k ∈ Z. Rexeǌa iz druge i tre�e klase ne ispuǌavaju uslov 3 cosx− 5 sinx > 0
(imamo cos 3π

8 < cos π4 =
√

2
2 i sin 3π

8 > sin π
4 =

√
2

2 , pa 3 cos 3π
8 − 5 sin 3π

8 < −
√

2 < 0;
tako�e, cos 7π

8 < 0 i sin 7π
8 > 0, pa 3 cos 7π

8 − 5 sin 7π
8 < 0). Rexeǌa iz prve i

qetvrte klase ispuǌavaju taj uslov (cos(−π8 ) > 0 i sin(−π8 ) < 0, pa 3 cos(−π8 )−
5 sin(−π8 ) > 0; tako�e, cos 11π

8 > cos 5π
4 = −

√
2

2 i sin 11π
8 < sin 5π

4 = −
√

2
2 , pa

3 cos 11π
8 − 5 sin 11π

8 >
√

2 > 0), pa samo ona qine rexeǌa polazne jednaqine.
Drugim reqima, odgovor je:

x ∈
§
−π

8
+ 2kπ,

11π
8

+ 2kπ : k ∈ Z
ª
.

Op 2018 2A 2

2. U oba dela zadatka koristi�emo formulu

t2a =
2b2 + 2c2 − a2

4

(i analogno za ostale te�ixne du�i). Poka�imo
kako se ona izvodi. Ako je A1 sredina stranice
BC, iz kosinusne teoreme primeǌene na 4AA1B
imamo c2 = t2a +BA2

1− 2taBA1 cos ]AA1B, a iz kos-
inusne teoreme primeǌene na 4AA1C dobijamo
b2 = t2a +CA2

1 − 2taCA1 cos ]AA1C. Sabiraǌem ove
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dve jednakosti, uz primenu BA1 = CA1 = a
2 i

cos ]AA1B = − cos ]AA1C (budu�i da su ova dva ugla naporedna), dobijamo
b2 + c2 = 2t2a + a2

2 , odakle sledi �eǉena formula.
a) Pretpostavimo a2 + c2 = 2b2. Tada imamo

t2a + t2c =
2b2 + 2c2 − a2

4
+

2b2 + 2a2 − c2

4
=

4b2 + a2 + c2

4
=

6b2

4
=

3b2

2
i

2t2b =
2a2 + 2c2 − b2

2
=

4b2 − b2

2
=

3b2

2
,

tj. zaista va�i t2a + t2c = 2t2b .
Obratno, ukoliko pretpostavimo t2a + t2c = 2t2b , ovo se svodi na

4b2 + a2 + c2

4
=

2a2 + 2c2 − b2

2
,

odakle (posle mno�eǌa obe strane sa 4 i potiraǌa) sledi 6b2 = 3a2 + 3c2, tj.
a2 + c2 = 2b2.

b) Prvo rexeǌe. Pretpostavimo a2 + c2 = 2b2. Tada imamo

t2a
t2b

=
2b2+2c2−a2

4
2a2+2c2−b2

4

=
2b2 + 2c2 − a2

2a2 + 2c2 − b2
=

(a2 + c2) + 2c2 − a2

2(2b2)− b2
=

3c2

3b2
=
c2

b2
,

tj. tatb = c
b . Analogno,

tc
tb

= a
b . Dakle, poxto posmatrana dva trougla imaju dva

para proporcionalnih stranica, sledi da su oni sliqni.
Obratno, ukoliko pretpostavimo da su ta dva trougla sliqna, tada imamo

ta
tc

= c
a (primetimo, iz a 6 b 6 c sledi ta > tb > tc, odakle zakǉuqu-

jemo koja stranica korespondira kojoj), tj. ata = ctc. Ovo se daǉe svodi na
a
√

2b2 + 2c2 − a2 = c
√

2a2 + 2b2 − c2, tj. 2a2b2 + 2a2c2 − a4 = 2a2c2 + 2b2c2 − c4.
Prebacivaǌem svega na desnu stranu jednakosti dobijamo

0 = a4− c4 + 2b2c2−2a2b2 = (a2− c2)(a2 + c2) + 2b2(c2−a2) = (a2− c2)(a2 + c2−2b2).

Odavde sledi a = c ili a2 + c2 = 2b2. U drugom sluqaju zadatak je rexen.
U prvom sluqaju, iz a = c i a 6 b 6 c imamo a = b = c, pa tada opet va�i
a2 + c2 = 2b2. Time je dokaz zavrxen.

Drugo rexeǌe. Iz jednakosti a2 + c2 = 2b2 dobijamo sliqnost posmatranih
trouglova kao u prvom rexeǌu. Pretpostavimo sada da su ta dva trougla
sliqna, i poka�imo ovu jednakost. Na osnovu pretpostavǉene sliqnosti
sledi da postoji realan broj k takav da va�i tc = ka, tb = kb i ta = kc.
Imamo

t2a + t2b + t2c =
2b2 + 2c2 − a2

4
+

2a2 + 2c2 − b2

4
+

2a2 + 2b2 − c2

4
=

3(a2 + b2 + c2)
4

,

pa ako ovde uvrstimo malopre�axǌe jednakosti, dobijamo k2c2 +k2b2 +k2a2 =
3(a2+b2+c2)

4 , odakle sledi k2 = 3
4 . Sada imamo

2b2 + 2c2 − a2

4
= t2a =

3
4
c2,
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odakle odmah sledi a2 + c2 = 2b2.

3. Posmatrani brojevi su oblika 102k−1
99 za neki prirodan broj k. Za k = 1

imamo broj 1, xto nije prost broj. Za k = 2 imamo broj 101, xto jeste prost
broj. Za k > 3 imamo

102k − 1
99

=
(10k − 1)(10k + 1)

99
=

10k−1
9 (10k + 1)

11
.

Jedan od dva qinioca u brojiocu mora biti deǉiv sa 11 (jer je posmatrani
broj prirodan). Ako 11 | 10k + 1, tada je 10k−1

9 faktor posmatranog broja
(ve�i od 1 i razliqit od samog broja), pa je posmatrani broj slo�en; ako
11 | 10k−1

9 , tada je 10k−1
99 faktor posmatranog broja (ve�i od 1 i razliqit od

samog broja), pa je posmatrani broj ponovo slo�en.
Dakle, jedino rexeǌe je broj 101.

4. Sabiraǌem svih n jednaqina dobijamo

nX
i=1

xi =
nX
i=1

x2
i −

 
nX
i=1

x2
i − 2

nX
i=1

xi + n

!
,

xto se svodi na
Pn
i=1 xi = n. Pretpostavimo, bez smaǌeǌa opxtosti, da je x1

minimalan me�u x1, x2, . . . , xn. Tada imamo 06x161. Me�utim, prva jednaqina
daje x2 = x2

1−(xn−1)26x2
16x1, pa zbog minimalnosti x1 mora biti x2 = x1 = x2

1

i xn = 1. Odatle sledi x1 = 0 ili x1 = 1. U prvom sluqaju na isti naqin
dobijamo x3 = x2 = 0, x4 = x3 = 0 itd., tj. x2 = x3 = · · · = xn = 0, xto nije
rexeǌe. Ostaje samo sluqaj x1 = 1 i odatle opet na isti naqin dobijamo
x1 = x2 = · · · = xn = 1, pa je to jedino rexeǌe.

5. Jediniqnih kvadrata ima n2, svaki ima bar dve crvene stranice, xto
znaqi da parova oblika

(jediniqni kvadrat, ǌegova crvena stranica)

ima bar 2n2. Me�utim, svaka crvena du� se pojavǉuje u najvixe dva takva
para, pa crvenih du�i ima bar n2.

Pretpostavimo da ih ima taqno n2. Tada svaka od ǌih le�i u taqno dva
jediniqna kvadrata, a svaki jediniqni kvadrat ima taqno dve crvene du�i
(jer bi u suprotnom u nekoj od procena iz prethodnog pasusa va�ila stroga
nejednakost, pa bi broj crvenih du�i morao biti strogo ve�i od n2). Obojimo
jediniqne kvadrate crno i belo, poput xahovske table. Svaka crvena du� je
u taqno jednom belom kvadratu (i jednom crnom), a poxto svaki beli kvadrat
ima dve crvene stranice, sledi da belih kvadrata ima 1

2n
2, xto nije ceo broj;

kontradikcija.
Dakle, crvenih du�i ima bar n2 + 1. Poka�imo da je mogu�e dosti�i

ovu vrednost. Dovoǉno je obojiti sve horizontalne du�i osim onih koje su
na stranicama velikog kvadrata, a vertikalne jediniqne du�i koje nale�u
na dve horizontalne stranice velikog kvadrata obojiti naizmeniqno (prvu,
tre�u, petu...). Ovako je obojeno n(n − 1) + n+1

2 + n+1
2 = n2 + 1 du�i, qime je

dokaz zavrxen.
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Tre�i razred – A kategorija

1. Ako x i y zamene mesta, dobijamo f(f(xy)) = |y|f(x) + 3f(xy), xto oduz-
imaǌem od polazne jednaqine daje |x|f(y) = |y|f(x). Za y = 1 imamo f(x) =
f(1)|x|. Zatim za x = y = 1 u polaznoj jednaqini dobijamo f(f(1)) = 4f(1), a
poxto iz formule iz prethodne reqenice sledi f(f(1)) = f(1)|f(1)|, spajaǌem
posledǌe dve jednakosti dobijamo f(1)|f(1)| = 4f(1), tj. f(1)(|f(1)| − 4) = 0.
Odatle sledi f(1) ∈ {−4, 0, 4}, tj. kandidati za rexeǌa su funkcije f(x) ≡ 0,
f(x) = 4|x| i f(x) = −4|x|. Prva od ǌih oqigledno jeste rexeǌe, vidimo i da
druga jeste rexeǌe jer va�i |x|f(y)+3f(xy) = 4|xy|+12|xy| = 16|xy| = f(f(xy)),
a sliqno i f(x) = −4|x| jeste rexeǌe.

Op 2018 3A 2

2. Poznato je da va�i DC = DI. Za-
ista, ako uglove trougla oznaqimo uo-
biqajeno sa α, β i γ, imamo ]ICD =
]ICB+]BCD = ]ICB+]BAD = γ

2 + α
2 =

]ICA+ ]IAC = ]DIC, tj. DI = DC.
Neka BI seqe simetralu stranice BC

u taqki K ′. Dokaza�emo K ′ ≡ K, xto
je dovoǉno za rexeǌe zadatka jer po
izboru taqke K ′ va�i BK ′ = CK ′. Kako
imamo ]IK ′D = ]BK ′D = ]CK ′D, taqka
D je presek simetrale ]IK ′C i sime-
trale du�i IC (podsetimo se, DI = DC),
a poznato je da taj presek le�i na kru�-
nici opisanoj oko 4IK ′C. Dakle, taqke
I, K ′, C i D su koncikliqne; odatle, K ′

le�i na kru�nici opisanoj oko 4CDI,
pa sledi K ′ ≡ K.

3. Neka su du�ine stranice tog trougla a, b i c, a ǌegova povrxina P .
Mo�emo pretpostaviti, bez umaǌeǌa opxtosti, a 6 b 6 c. Tada je b aritme-
tiqka sredina a i c, pa iz b = a+c

2 dobijamo c = 2b − a. Sada iz a + P = b + c
dobijamo P = b+c−a = b+(2b−a)−a = 3b−2a. Izrazi�emo povrxinu trougla
pomo�u Heronove formule. Imamo s = a+b+c

2 = 3b
2 , s − a = 3b

2 − a, s − b = b
2 i

s− c = a− b
2 , pa sledi

3b− 2a = P =
r

3b
2

�
3b
2
− a
�
b

2

�
a− b

2

�
=
b

4

È
3(3b− 2a)(2a− b).

Kvadriraǌem obe strane dobijamo 16(3b − 2a)2 = 3b2(3b − 2a)(2a − b), xto se
svodi na 16(3b − 2a) = 3b2(2a − b) (mo�emo skratiti sa 3b − 2a jer iz b > a
sledi 3b − 2a > 0), tj. 48b − 32a = 6ab2 − 3b3. Uoqavamo da je 3b3 paran broj
(jer su svi ostali sabirci parni), pa sledi da je i b paran broj, tj. b = 2b′.
Posledǌa jednakost se svodi na 96b′ − 32a = 24ab′2 − 24b′3, tj., posle deǉeǌa
sa 8, 12b′ − 4a = 3ab′2 − 3b′3. Odavde mo�emo izraziti

a =
3b′3 + 12b′

3b′2 + 4
=

3b′3 + 4b′ + 8b′

3b′2 + 4
= b′ +

8b′

3b′2 + 4
.
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Kako je a ceo broj, dobijamo 3b′2 + 4 | 8b′, a odatle 3b′2 + 4 6 8b′. Jednakost
se dosti�e za b′ = 8±

√
64−4·3·4
6 = 8±4

6 , tj. za b′ = 2
3 i b′ = 2, pa posmatrana

nejednakost va�i za b′ ∈ [ 23 , 2]. Jedini prirodni brojevi u ovom intervalu su
b′ = 1 i b′ = 2. Za b′ = 1 imamo a = 1 + 8

7 , xto nije prirodan broj, pa se
ovde ne dobija rexeǌe. Za b′ = 2 imamo a = 2 + 16

3·4+4 = 2 + 1 = 3, b = 2b′ = 4,
c = 2b−a = 2 ·4−3 = 5 i P = 3b−2a = 3 ·4−2 ·3 = 6, xto je jedinstveno rexeǌe
zadatka.

4. Prvo poka�imo da je mogu�e obi�i tablu u n(2n + 1) + 2n = 2n2 + 3n
poteza. Ovaj broj poteza se mo�e posti�i ako pauk du� svake kolone ide ver-
tikalno dva poǉa sve dok je ne obi�e celu, onda se pomeri horizontalno jedno
poǉe do slede�e kolone i ponavǉa postupak do kraja table. Sada poka�imo
da je ovo najmaǌi mogu� broj poteza. Obojimo sva poǉa u neparnim vrstama
u crno. Vidimo da u svakom potezu skup novoobi�enih poǉa mo�e sadr�ati
najvixe jedno crno poǉe. Ukupan broj neobi�enih crnih poǉa na poqetku
(dakle, sva crna poǉa osim poqetnog) jednak je (n+ 1)(2n+ 1)− 1 = 2n2 + 3n,
te sledi da je upravo toliko minimalno poteza potrebno pauku da obi�e sva
poǉa.

5. a) Prvo rexeǌe. Poznato je da trojka (a, b, c) qini primitivnu Pitagor-
inu trojku ako i samo ako postoje uzajamno prosti prirodni brojevi m i n
razliqite parnosti takvi da va�i a = m2 − n2, b = 2mn i c = m2 + n2 (uz
mogu�e zameǌene uloge za a i b). Odatle, jedan od brojeva a i b je paran a
drugi neparan, pa se oni zavrxavaju razliqitim ciframa. Dakle, pod pret-
postavkom da se a, b i c mogu zapisati koriste�i samo dve razliqite cifre,
sledi da se c mora zavrxavati istom cifrom kao jedan od brojeva a ili b.
Sada iz a2 +b2 = c2 sledi da se neki od brojeva a2, b2 ili c2 mora zavrxavati
cifrom 0, pa se odatle i jedan od brojeva a, b ili c zavrxava cifrom 0, tj.
0 je jedna od dve cifre koje se (po pretpostavci) koriste u zapisu ova tri
broja. Kad bi druga cifra bila x, x > 1, sledilo bi da su sva tri broja
deǉiva sa x, te da nisu uzajamno prosta; dakle, te dve cifre moraju biti 0
i 1.

To znaqi da mo�emo zapisati a =
Pn1
i=1 10ai , b =

Pn2
i=1 10bi i c =

Pn3
i=1 10ci ,

gde su ai, bi i ci nenegativni celi brojevi, indeksirani u rastu�em poretku.
Tada imamo a2 =

P
16i,j6n1

10ai+aj i analogno za b2 i c2. Najmaǌi sabirci u
brojevima a2, b2 i c2, redom, jesu 102a1 , 102b1 i 102c1 , te, ne umaǌuju�i opx-
tost, moramo imati a1 = c1. Doka�imo indukcijom da za sve i va�i ai = ci
(odatle �e slediti a = c, kontradikcija). Bazu smo upravo pokazali. Pret-
postavimo sada da za sve i, 1 6 i 6 k, va�i ai = ci, i doka�imo ak+1 = ck+1. Iz
pretpostavke sledi da se svi sabirci u a2 oblika 10ai+aj za i, j 6 k potiru
s odgovaraju�im sabircima u c2. Od preostalih sabiraka, najmaǌi u a2 je
2 · 10a1+ak+1 , najmaǌi u b2 je 102b1 , a najmaǌi u c2 je 2 · 10c1+ck+1 . Kako se 102b1

pojavǉuje samo jednom u b2, on sam ne mo�e potreti 2 · 10c1+ck+1 , pa ostaje
2 · 10a1+ak+1 = 2 · 10c1+ck+1 , tj. ak+1 = ck+1, xto je i trebalo dokazati.

Drugo rexeǌe. Kao u prvom rexeǌu, dobijamo da se a, b i c sastoje od
cifara 0 i 1, i da se (bez umaǌeǌa opxtosti) a i c zavrxavaju cifrom 1,
a b se zavrxava cifrom 0. Mo�emo zapisati b2 = c2 − a2 = (c − a)(c + a).
Pretpostavimo da se a i c poklapaju na taqno prvih t cifara zdesna (va�i
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t > 1, jer se oba broja zavrxavaju cifrom 1). Tada se c+ a zavrxava cifrom
2, a c− a se zavrxava sa t nula, levo od kojih je cifra 1 ili 9. Dakle, prva
nenula cifra zdesna u proizvodu (c− a)(c+ a) iznosi 2 ili 8. Me�utim, kako
je ovaj proizvod jednak b2, a prva nenula cifra zdesna u broju b2 iznosi 1 (jer
prva nenula cifra zdesna u broju b iznosi 1), ovim smo dobili kontradikciju.
Time je dokazano da takva trojka (a, b, c) ne postoji.

b) Ponovo �emo koristiti karakterizaciju primitivnih Pitagorinih
trojki s poqetka dela a). U toj karakterizaciji uzmimo n = 5l i m = 5l + 1.
Tada dobijamo a = 10l + 1, b = 10l(5l + 1) i c = 10l(5l + 1) + 1. Sledi da je
dovoǉno na�i l takvo da se i l i l(5l+ 1) mogu ispisati ciframa {0, 1, 5}. Ako
uzmemo l = 10s za proizvoǉno s ∈ N, tada imamo 5l + 1 = 5 · 10s + 1, pa sledi
l(5l + 1) = 5 · 102s + 10s, te se za beskonaqno mnogo s mo�e napraviti �eǉena
Pitagorina trojka.

Napomena. Jox neki primeri primitivnih Pitagorinih trojki koje se sas-
toje samo od tri razliqite cifre su (2 00 . . . 00| {z }

k−1

1, 2 00 . . . 00| {z }
k−1

2 00 . . . 00| {z }
k

, 2 00 . . . 00| {z }
k−1

2 00 . . . 00| {z }
k−1

1)

i (33 . . . 33| {z }
k

, 55 . . . 55| {z }
k−1

44 . . . 44| {z }
k

, 55 . . . 55| {z }
k−1

44 . . . 44| {z }
k−1

5) za ma koje k ∈ N.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Prvo rexeǌe. Pre svega, imamo

lim
x→0

tg kx
x

= lim
x→0

sin kx
cos kx

x
= lim
x→0

sin kx
kx

· lim
x→0

k

cos kx
= 1 · k = k.

Daǉe, imamo i limx→0
1
x2 =∞, pa dobijamo da za k > 1 va�i limx→0( tg kx

x )
1

x2 =
∞, a za 0 6 k < 1 va�i limx→0( tg kx

x )
1

x2 = 0. Preostaje sluqaj k = 1. Tada
posmatrani izraz transformixemo na slede�i naqin:

lim
x→0

�
tg x
x

� 1
x2

= lim
x→0

�
1 +

tg x− x
x

� x
tg x−x ·

tg x−x
x · 1

x2

= lim
x→0

��
1 +

tg x− x
x

� x
tg x−x

� tg x−x

x3

.

Primetimo da za x→ 0 imamo tg x−x
x → 0 (zbog vi�enog tg x

x → 1), pa je izraz u
spoǉnim zagradama oblika (1 + t)

1
t za t→ 0, i ǌegov limes je e. Prema tome,

daǉe mo�emo raqunati:

lim
x→0

��
1 +

tg x− x
x

� x
tg x−x

� tg x−x

x3

=
�

lim
x→0

�
1 +

tg x− x
x

� x
tg x−x

�limx→0
tg x−x

x3

= elimx→0
tg x−x

x3 ,

pa preostaje jox izraqunati limx→0
tg x−x
x3 . Primeǌuju�i Lopitalovo pravilo

(dva puta), dobijamo

lim
x→0

tg x− x
x3

= lim
x→0

1
cos2 x − 1

3x2
= lim
x→0

−2 cos−3 x · (− sinx)
6x

= lim
x→0

2 cos−3 x

6
· lim
x→0

sinx
x

=
2
6
·1 =

1
3
.
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Dakle, rexeǌe zadatka je:

lim
x→0

�
tg kx
x

� 1
x2

=

8>><>>:
0, za 0 6 k < 1;

e
1
3 , za k = 1;

∞, za k > 1.

Drugo rexeǌe. Radimo samo sluqaj k = 1 (ostatak ide kao u prethodnom
rexeǌu). Mo�emo zapisati

lim
x→0

�
tg x
x

� 1
x2

= lim
x→0

�
eln

tg x
x

� 1
x2 = lim

x→0
e

1
x2 ln tg x

x = elimx→0
1

x2 ln tg x
x ,

pa je dovoǉno izraqunati limx→0
1
x2 ln tg x

x . Ovo sprovodimo na slede�i naqin
(primeǌujemo Lopitalovo pravilo svugde gde je naznaqeno L. p.=):

lim
x→0

ln tg x
x

x2

L. p.= lim
x→0

x
tg x ·

1
cos2 x

x−tg x

x2

2x
= lim
x→0

x
cos2 x − tg x

2x2 tg x
= lim
x→0

x
cos2 x −

sin x
cos x

2x2 sin x
cos x

= lim
x→0

x− sinx cosx
2x2 sinx cosx

= lim
x→0

x− 1
2 sin 2x

x2 sin 2x

L. p.= lim
x→0

1− cos 2x
2x sin 2x+ 2x2 cos 2x

L. p.= lim
x→0

2 sin 2x
2 sin 2x+ 4x cos 2x+ 4x cos 2x− 4x2 sin 2x

= lim
x→0

sin 2x
sin 2x+ 4x cos 2x− 2x2 sin 2x

L. p.= lim
x→0

2 cos 2x
2 cos 2x+ 4 cos 2x− 8x sin 2x− 4x sin 2x− 4x2 cos 2x

=
2

2 + 4
=

1
3
,

pa dobijamo isti rezultat kao u prethodnom rexeǌu.

Op 2018 4A 2

2. Neka su G i H sredixta stran-
ica AB i CD, i O centar kvadrata
ABCD. Neka su r1 i r2 polupreq-
nici dve lopte. Tada su r1 i r2, re-
spektivno, polupreqnici kru�nica up-
isanih u qetvorouglove FGEH i FAEC.
Obele�imo OG = a, OA = a′ = a

√
2,

OE = b i OF = b′. Zajedniqki centar S
dve posmatrane lopte se nalazi na du�i
EF , i pritom je GS simetrala ]EGF ,
a AS simetrala ]EAF (jer je S ujedno
centar kru�nica upisanih u FGEH i
FAEC). Odatle sledi EG

FG = ES
FS = EA

FA ,

odakle dobijamo
√
a2+b2√
a2+b′2

=
√
a′2+b2√
a′2+b′2

, a
xto se (unakrsnim mno�eǌem) svodi na√
a′2a2 + a′2b′2 + b2a2 + b2b′2 =

√
a′2a2 + a′2b2 + b′2a2 + b′2b2, tj. a′2b′2 + b2a2 =

a′2b2 + b′2a2, a ovo je ekvivalentno sa (a′2 − a2)(b′2 − b2) = 0. Kako va�i a′ 6= a,
iz prethodne jednakosti sledi b′ = b, a odatle dobijamo S ≡ O. Sada imamo
r1 = ab√

a2+b2
i r2 = a′b√

a′2+b2
=

√
2ab√

2a2+b2
(xto smo dobili raqunaju�i visine iz
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O u 4EOG i 4EOA s pravim uglom u temenu O). Iz uslova zadatka imamo
r2
r1

=
È

3
2 , tj.

È
3
2 =

√
2
√
a2+b2√

2a2+b2
=
É

2+2( b
a )2

2+( b
a )2

, a odavde dobijamo 6+3( ba )2 = 4+4( ba )2,

tj. konaqno EF
AB = b

a =
√

6− 4 =
√

2.

3. Oznaqimo sa Ai(n), i ∈ {1, 2, 3, 4}, broj naqina da Perica krene sa i-tog
sprata, napravi n koraka i zavrxi na posledǌem spratu. Tra�eni broj je
Bn =

P4
i=1Ai(n). Direktno izraqunavamo B0 =

P4
i=1Ai(0) = 0 + 0 + 0 + 1 = 1 i

B1 =
P4
i=1Ai(1) = 0 + 0 + 1 + 0 = 1. Daǉe, jasno je da za svako n > 1 va�i

A1(n) = A2(n− 1),

A2(n) = A1(n− 1) +A3(n− 1),

A3(n) = A2(n− 1) +A4(n− 1),

A4(n) = A3(n− 1),

pa dobijamo

Bn =
4X
i=1

Ai(n) = A2(n− 1) + (A1(n− 1) +A3(n− 1)) + (A2(n− 1) +A4(n− 1)) +A3(n− 1)

= A2(n− 1) +A3(n− 1) +
4X
i=1

Ai(n− 1)

= (A1(n− 2) +A3(n− 2)) + (A2(n− 2) +A4(n− 2)) +
4X
i=1

Ai(n− 1)

=
4X
i=1

Ai(n− 1) +
4X
i=1

Ai(n− 2) = Bn−1 +Bn−2.

Dakle, iz B0 = 1 = F1, B1 = 1 = F2 i odgovaraju�e rekurentne veze za
Fibonaqijeve brojeve, imamo Bn = Fn+1.

4. Brojevi ap za − q−1
2 6 a 6 q−1

2 daju razliqite ostatke pri deǉeǌu sa q,
pa jedan od ǌih daje ostatak 1: neka je to ap = bq + 1. Brojevi |ap| i |bq| su
uzastopni i maǌi od 1

2pq < p2 (a time i od q2), pa su ǌihovi najve�i prosti
delioci upravo p i q, redom.

Op 2018 4A 5

5. Neka je AB jedna od datih du�i d. Pri
rotaciji oko centra O kruga Γ, du� AB opisuje
kru�ni prsten γAB. Neka je C sredina du�i AB i
uzmimo, bez smaǌeǌa opxtosti, ]OCA > 90◦. Tada
imamo OA2 − OC2 > AC2 = 1

4AB
2, pa je povrxina

prstena γAB bar 1
4AB

2π.
Ako su du�ine datih du�i d1, d2, . . . , dn, iz

prethodnog sledi da zbir povrxina ǌima odgo-
varaju�ih prstena nije maǌi od π

4 (d2
1 +d2

2 + · · ·+d2
n)>

π
4n (d1 + · · · + dn)2 = π (koristili smo nejednakost
izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine), xto je
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povrxina kruga Γ. Prema tome, bar dva prstena se
seku, xto znaqi da postoji kru�nica s centrom O koja seqe ǌima korespon-
dentne dve du�i.

Prvi razred – B kategorija

1. Kako su merni brojevi uglova tri prosta broja, a ǌihov zbir je 180◦,
ne mogu sva tri broja biti neparna, pa sledi da jedan ugao mora iznositi
2◦. Sada za sredǌi po veliqini ugao isprobavamo proste brojeve, redom,
i ispitujemo kada �e i vrednost preostalog ugla biti prost broj. Nalaz-
imo slede�a rexeǌa: {2◦, 5◦, 173◦}, {2◦, 11◦, 167◦}, {2◦, 29◦, 149◦}, {2◦, 41◦, 137◦},
{2◦, 47◦, 131◦}, {2◦, 71◦, 107◦} i {2◦, 89◦, 89◦}.

2. Miǉan treba da okrene karte na kojima su samoglasnici: A, E, A, I, A,
i uveri se da je s druge strane paran broj. Tako�e treba da okrene i kartu
na kojoj je broj 1 i uveri se da je s druge strane suglasnik (ako bi s druge
strane bio samoglasnik, ta karta bi predstavǉala kontraprimer za Vladino
tvr�eǌe). Dakle, treba da okrene najmaǌe 6 karata.

3. Primetimo da va�i 1
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 = 12+6+4+3
12 = 25

12 6=
2018
1301 . Dakle, posma-

trani brojevi nisu 1, 2, 3, 4, pa imamo a, b, c, d > 2. No, tada va�i

1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d

6
1
2

+
1
3

+
1
4

+
1
5

=
30 + 20 + 15 + 12

60
=

77
60

=
1925
1500

<
2013
1301

.

Dakle, takvi brojevi a, b, c i d ne postoje.

4. Tra�eni skup zapisa�emo kao uniju qetiri povezana osenqena dela.
Time dobijamo rexeǌe:�

(A ∩B) \ (D ∪ E ∪ C)
�
∪
�
((A ∩ C) \ (B ∪ F )

�
∪
�
(E ∩ C) \A

�
∪
�
F \ (A ∪B)

�
.

5. U reqi MAXTOVIT svako slovo sem T se javǉa taqno jednom (T se
javǉa 2 puta) i predstavǉa jednu od cifara iz skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, pa je
zbir cifara broja MAXTOVIT jednak 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + T = 28 + T.
Daǉe, kako je broj MAXTOVIT neparan, T mora biti neparna cifra, a kako
je broj MAXTOVIT deǉiv sa 3, i ǌegov zbir cifara 28+T mora biti deǉiv
sa 3, pa sledi T = 5.

Svi suglasnici predstavǉaju cifre iste parnosti, pa dobijamo da su i
M, X i V neparne cifre (jer je T = 5 neparna cifra), tj. M,X,V ∈ {1, 3, 7}, a
kako smo utroxili sve neparne cifre, onda samoglasnici predstavǉaju parne
cifre, tj. A,O,I ∈ {2, 4, 6}. Kako razliqita slova predstavǉaju razliqite
cifre, to M,X,V mo�emo odrediti iz skupa {1, 3, 7} na 3! = 6 naqina, kao i
A,O,I iz skupa {2, 4, 6} tako�e na 3! = 6 naqina, pa ukupno takvih brojeva
ima 6 · 6 = 36.

Drugi razred – B kategorija



32

1. Iz drugog uslova sledi da je X podskup skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.
Iz prvog uslova sledi da on mora sadr�ati brojeve 6, 7 i 8, kao i da ne
sme sadr�ati brojeve 9 i 10. Iz drugog uslova sledi da on mora sadr�ati
brojeve 1, 2 i 3. Dakle, preostaju jox brojevi 4 i 5, za koje mo�emo proizvoǉno
odabrati da li da budu ili da ne budu u skupu X. Prema tome, postoje qetiri
takva skupa: {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8} i {1, 2, 3, 6, 7, 8}.

2. Deǉeǌem zadata dva polinoma dobijamo koliqnik x+a i ostatak 2x(b−
a2) + (c− ab). Kako ostatak mora biti 0 (jer je prvi polinom deǉiv drugim),
sledi b − a2 = 0 i c − ab = 0, tj. b = a2 i c = ab = a3. Dakle, prvi polinom
iznosi x3 + 3ax2 + 3a2x+ a3, tj. (x+ a)3, a drugi x2 + 2ax+ a2, tj. (x+ a)2.

Op 2018 2B 3

3. Neka su u A i D pravi uglovi tog
trapeza, AB ve�a osnovica, CD maǌa. Po
uslovu zadatka imamo ]ACB = ]ACD = ϕ,
a odatle sledi ]CAB = ]ACD = ϕ, kao naiz-
meniqni uglovi. Dakle, 4ABC je jednakokrak,
tj. AB = BC = c. Neka je O presek sredǌe
linije trapeza sa dijagonalom AC; dakle, O
je sredixte AC. Kako je 4ADC pravougli, to
imamo OD = OA = OC = AC

2 = 30. Poxto je
i 4OCD jednakokrak sa uglom na osnovici ϕ,
imamo 4ABC ∼ 4DOC. Ako oznaqimo CD = x,
dobijamo proporciju 60

c = x
30 , odakle sledi

cx = 1800. Daǉe, imamo i c + x = AB + CD =
2 · 43 = 86, pa va�i c = 86 − x, i uvrxtavaǌem
ovoga u prethodnu jednaqinu dobijamo (86− x)x = 1800, tj. x2− 86x+ 1800 = 0.
Rexavaǌem ove jednaqine izraqunavamo x1/2 = 86±

√
862−4·1800

2 = 86±
√

196
2 =

86±14
2 , tj. x = 36 i c = 86 − x = 50 (odbacujemo drugo rexeǌe: x = 50 i

c = 36, jer treba da va�i c > x). Dakle, imamo AB = BC = 50, CD = x = 36,
i iz Pitagorine teoreme raqunamo AD =

√
AC2 − CD2 =

√
602 − 362 =√

3600− 1296 =
√

2304 = 48.

4. Za p = 5 imamo 4p2 + 1 = 101 i 6p2 + 1 = 151, i ovi brojevi su zaista
prosti. Pretpostavimo sada p 6= 5. Tada imamo p ≡ ±1 (mod 5) ili p ≡ ±2
(mod 5). U prvom sluqaju dobijamo 4p2 + 1 ≡ 4 · (±1)2 + 1 = 5 ≡ 0 (mod 5), tj.
broj 4p2 +1 je deǉiv sa 5, a kako je on oqigledno ve�i od 5, mora biti slo�en.
U drugom sluqaju dobijamo 6p2 + 1 ≡ 6 · (±2)2 + 1 = 25 ≡ 0 (mod 5), pa je tada
broj 6p2 + 1 slo�en. Dakle, jedino rexeǌe je p = 5.

5. Pre svega, imamo uslov x 6= 3, jer leva strana nije definisana za x = 3.
Za x > 3 izraz 3

|x−3| − 1 se svodi na 3
x−3 − 1, xto je negativno za x− 3 > 3,

tj. x > 6, a nenegativno za 3 < x 6 6. Za x < 3 izraz 3
|x−3| − 1 se svodi na

3
3−x − 1, xto je negativno za 3 − x > 3, tj. x < 0, a nenegativno za 0 6 x < 3.
Imaju�i jox u vidu da, zbog izraza |x − 2|, moramo razlikovati sluqajeve
x > 2 i x < 2, rexavaǌe delimo na slede�ih pet sluqajeva:
• x > 6:
Postavǉena nejednaqina se svodi na 2(x−2)−(1− 3

x−3 ) > 1, tj. 2x−6+ 3
x−3 >
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0, a xto se drugaqije mo�e zapisati kao 2(x−3)2+3
x−3 > 0, i oqigledno je

ispuǌeno uvek.
• 3 < x 6 6:
Postavǉena nejednaqina se svodi na 2(x−2)−( 3

x−3−1) > 1, tj. 2x−4− 3
x−3 >

0, a xto se drugaqije mo�e zapisati kao 2x2−10x+9
x−3 > 0. Funkcija 2x2 −

10x + 9 ima nule u taqkama x1/2 = 10±
√

100−72
4 = 5±

√
7

2 , pa je nenegativna

za x 6 5−
√

7
2 i x > 5+

√
7

2 . U preseku s uslovom 3 < x 6 6, ovde dobijamo

rexeǌa x ∈ [ 5+
√

7
2 , 6].

• 2 6 x < 3:
Postavǉena nejednaqina se svodi na 2(x− 2)− ( 3

3−x − 1) > 1, tj. 2x− 4−
3

3−x > 0, a xto se drugaqije mo�e zapisati kao −2x2+10x−15
3−x > 0. Funkcija

−2x2 + 10x − 15 ima negativnu diskriminantu (100 − 120 = −20 < 0), a
kako je koeficijent uz vode�i qlan negativan, ovde nema rexeǌa.

• 0 6 x < 2:
Postavǉena nejednaqina se svodi na 2(2− x)− ( 3

3−x − 1) > 1, tj. 4− 2x−
3

3−x > 0, a xto se drugaqije mo�e zapisati kao 2x2−10x+9
3−x > 0. Funkcija

2x2− 10x+ 9 je nenegativna (kako je ve� vi�eno) za x 6 5−
√

7
2 i x > 5+

√
7

2 .

U preseku s uslovom 0 6 x < 2, ovde dobijamo rexeǌa x ∈ [0, 5−
√

7
2 ].

• x < 0:
Postavǉena nejednaqina se svodi na 2(2−x)−(1− 3

3−x ) > 1, tj. 2−2x+ 3
3−x >

0, a xto se drugaqije mo�e zapisati kao 2x2−8x+9
3−x > 0, tj. 2(x−2)2+1

3−x > 0,
i oqigledno je ispuǌeno uvek.

Dakle, sumiraju�i sve, rexeǌe nejednaqine je:

x ∈
�
−∞, 5−

√
7

2

�
∪
�

5 +
√

7
2

,∞
�
.

Tre�i razred – B kategorija

1. Faktoriximo broj 2018 na proste qinioce: 2018 = 2 · 1009. Kako je izraz
na levoj strani postavǉene jednaqine jednak p(6 + 7q + 8qr + 9qrs), i kako
je p prost broj, mogu�e je p = 2 ili p = 1009. Drugi sluqaj otpada, jer
bi tada izraz u zagradi morao biti jednak 2, a on je oqigledno ve�i od 2.
Dakle, ostaje p = 2. Tada imamo 6 + 7q + 8qr + 9qrs = 1009, xto se svodi na
q(7 + 8r + 9rs) = 1003 = 17 · 59. Odavde sledi q = 17 (nemogu�e je q = 59 jer je
izraz u zagradi ve�i od 17). Daǉe dobijamo 7 + 8r + 9rs = 59, xto se svodi
na r(8 + 9s) = 52 = 22 · 13. Odavde sledi r = 2 (nemogu�e je r = 13 jer je izraz
u zagradi ve�i od 4). Konaqno, preostaje 8 + 9s = 26, xto se svodi na 9s = 18,
pa dobijamo s = 2.

Dakle, jedino rexeǌe je: (p, q, r, s) = (2, 17, 2, 2).

2. a) Da bi sva tri logaritma bila definisana, moraju va�iti uslovi
3x − 1 > 0, 9x − 3x+1 + 2 > 0 i 3− 3x > 0. Prva nejednaqina se svodi na 3x > 1,
tj. x > 0; tre�a nejednaqina se svodi na 3x < 3, tj. x < 1. Da bismo rexili
drugu, uvedimo smenu 3x = t. Tada se druga nejednaqina svodi na t2−3t+2 > 0,
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tj. (t − 1)(t − 2) > 0, i ǌeno rexeǌe je t ∈ (−∞, 1) ∪ (2,∞), a vra�aǌem smene
t = 3x dobijamo x ∈ (−∞, 0) ∪ (log3 2,∞). Uzimaju�i presek sva tri dobijena
uslova za x zakǉuqujemo da su sva tri logaritma definisana za x ∈ (log3 2, 1).

b) Postavǉena jednaqina se svodi na

log2(3x − 1) + log2(3− 3x) = 2 log4(9x − 3x+1 + 2),

tj.
log2((3x − 1)(3− 3x)) = log22(9x − 3x+1 + 2)2.

Desna strana jednakosti je zapravo log2(9x − 3x+1 + 2), pa nakon osloba�aǌa
od logaritama i uvo�eǌa smene t = 3x preostaje jox rexiti jednaqinu (t −
1)(3 − t) = (t − 1)(t − 2), gde smo za desnu stranu iskoristili faktorizaciju
ranije dobijenu u delu pod a). Ovo se daǉe svodi na 0 = (t−1)((t−2)−(3−t)) =
(t − 1)(2t − 5), xto ima rexeǌa t = 1 i t = 5

2 . Prvo rexeǌe daje x = 0,
xto odbacujemo jer ne pripada oblasti definisanosti. Drugo rexeǌe daje
x = log3

5
2 , i ova vrednost zaista ispuǌava dobijena ograniqeǌa (log3 2 <

log3
5
2 < 1), pa je to i jedino rexeǌe postavǉene jednaqine.

Op 2018 3B 3

3. Oznaqimo sa A, B, C, D i E preostalih pet bro-
jeva koje Marko treba da upixe, kao na slici.

Kako zbirovi na svakoj stranici petougla treba da
su jednaki, imamo da va�i:

A+ 6 +B = B+ 2 +C = C +D+ 6 = 6 + 3 +E = A+ 1 +E,

gde A,B,C,D,E ∈ {1, 2, 3, . . . , 99}. Iz jednakosti 6 + 3 +
E = A + 1 + E dobijamo A = 8. Iz jednakosti A + 6 +
B = B + 2 + C dobijamo C = A + 4 = 12. Preostaje jox
B + 2 + C = C + D + 6 = 6 + 3 + E, xto se svodi na 14 + B = 18 + D = 9 + E,
odakle dobijamo B = D+4 i E = D+9. Dakle, odabirom broja D jedinstveno
su odre�eni i B i E, a iz 1 6D < B < E 6 99 sledi 1 6D6 90 i bilo koju od
ovih vrednosti mo�emo odabrati za D. Dakle, Marko mo�e popuniti brojeve
na 90 naqina.

4. Obele�imo poǉa ure�enim parovima (i, j), 1 6 i 6 3, 1 6 j 6 2, gde
numerixemo sleva nadesno i odozdo nagore (dakle, doǌe levo poǉe ima ko-
ordinate (1, 1), a gorǌe desno (3, 2)).

Pretpostavimo prvo da je An�elija upisala slovo S u poǉe (2, 1). Prime-
timo sada: ukoliko bi upisala slovo R u poǉe (2, 2), i potom slovo B upisala
u jedno od dva poǉa levo, tada slovo I mora upisati u drugo od ta dva poǉa
levo, no onda ostaje bez mogu�nosti za slovo J, tj. ne mo�e uspexno pop-
uniti tablicu; analogno zakǉuqujemo i ako slovo B upixe u jedno od dva
poǉa desno. Dakle, ukoliko upixe slovo R u poǉe (2, 2), tada nikako ne mo�e
popuniti tablicu do kraja. Pretpostavimo sada da je upisala slovo R u jedno
od poǉa (1, 1) ili (1, 2) (dve mogu�nosti). Tada za slovo B ima izbor izme�u
drugog od ta dva poǉa ili pak poǉa (2, 2). U drugom sluqaju prime�ujemo
da, bez obzira na to gde upixe slovo I, ne mo�e popuniti tablicu do kraja.
Prema tome, slovo B mora upisati u preostalo od poǉa (1, 1) ili (1, 2) (jed-
noznaqno odre�eno), a zatim i za slovo I ostaje slobodno samo poǉe (2, 2),
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i konaqno, za slova J i A mo�e birati kojim �e redosledom iskoristiti
poǉa (3, 1) i (3, 2) (dve mogu�nosti). Dakle, zakǉuqimo, ukoliko upixe slovo
R u jedno od poǉa (1, 1) ili (1, 2), ima ukupno 4 naqina da popuni tablicu.
Analogno, ukoliko upixe slovo R u jedno od poǉa (3, 1) ili (3, 2), ima ukupno
4 naqina da popuni tablicu. Sve zajedno, izraqunali smo slede�e: ukoliko
An�elija upixe slovo S u poǉe (2, 1), ima ukupno 8 naqina da popuni tablicu.

Analogno, ukoliko An�elija upixe slovo S u poǉe (2, 2), ima ukupno 8
naqina da popuni tablicu.

Pretpostavimo sada da je An�elija upisala slovo S u poǉe (1, 1). Uko-
liko slovo R upixe u poǉe (1, 2), tada slovo B mora upisati u jedno od dva
poǉa u sredǌoj koloni, a preostala tri poǉa mo�e iskoristiti proizvoǉnim
redosledom; to ukupno daje 2 · 3! = 12 naqina. Pretpostavimo sada da je And-
jelija slovo R upisala u jedno od poǉa (2, 1) ili (2, 2) (dve mogu�nosti).
Tada, ukoliko slovo B upixe u drugo od ta dva poǉa, prime�ujemo da, bez
obzira na to gde upixe slovo I, ne mo�e popuniti tablicu do kraja. Dakle,
slovo B mo�e da upixe ili u poǉe (1, 2), ili u jedno od dva poǉa u desnoj
koloni. U prvom sluqaju za slovo I ima jednoznaqno odre�eno poǉe u sredǌoj
koloni, i konaqno, za slova J i A mo�e birati kojim �e redosledom isko-
ristiti poǉa (3, 1) i (3, 2) (dve mogu�nosti); u drugom sluqaju (B u jedno od
dva poǉa u desnoj koloni – dve mogu�nosti) zapravo prime�ujemo da pos-
toji jedinstven naqin da se tablica popuni do kraja (redosled: preostalo
poǉe u desnoj koloni, preostalo poǉe u sredǌoj koloni, preostalo poǉe u
levoj koloni). Dakle, ima ukupno 2 + 2 = 4 mogu�nosti da dovrxi popuǌa-
vaǌe tablice od slova B nadaǉe, tj. ukupno 2 · 4 = 8 mogu�nosti da popuni
tablicu ukoliko je slovo R na jednom od poǉa (2, 1) ili (2, 2). Sve zajedno,
izraqunali smo slede�e: ukoliko An�elija upixe slovo S u poǉe (1, 1), ima
ukupno 12 + 8 = 20 naqina da popuni tablicu.

Analogno, ukoliko An�elija upixe slovo S u neko od preostala tri
ugaona poǉa, ima 20 naqina da popuni tablicu. Prema tome, ukupan rezultat
je: 2 · 8 + 4 · 20 = 96 naqina.

5. Svaka strana tetraedra je trougao, i du�ine stranica svakog od tih
trouglova moraju ispuǌavati nejednakost trougla. To znaqi AC+CB > AB =
41 i AD + DB > AB = 41. Odatle dobijamo AC + CB + AD + DB > 82. Ovo
znaqi da obe ivice 27 i 36 moraju biti me�u AC, CB, AD ili DB (zaista,
ako to ne bi bilo ispuǌeno, tada bi zbir AC + CB + AD + DB iznosio 7 +
13 + 18 + 27 ili 7 + 13 + 18 + 36, tj. 65 ili 74, xto nije ve�e od 82). Pritom,
ne mogu obe te ivice istovremeno biti stranice 4ABC odnosno 4ABD, jer
bi tada u drugom trouglu stranica AB = 41 morala biti maǌa od zbira
druge dve, a taj zbir bi iznosio najvixe 13 + 18 = 31, kontradikcija. Dakle,
u, bez umaǌeǌa opxtosti, 4ABC jedna stranica ima du�inu 27, i neka je
to, ponovo bez umaǌeǌa opxtosti, AC, a tada u 4ABD jedna stranica ima
du�inu 36. U 4ABC mora va�iti BC > AB − AC = 41 − 27 = 14, pa je
jedina preostala mogu�nost BC = 18. Sada, ukoliko bi va�ilo BD = 36,
iz 4BCD imali bismo CD > BD − BC = 36 − 18 = 18, a ovo je nemogu�e
jer nema vixe ,,slobodnih“ ivica du�ine ve�e od 18. Dakle, u 4ABD ne
mo�e stranica BD imati du�inu 36, pa ostaje AD = 36. Konaqno, iz 4ACD
dobijamo CD > AD − AC = 36 − 27 = 9, pa je jedina preostala mogu�nost
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CD = 13.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Na osnovu identiteta a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2) mo�emo faktorisati
levu stranu, i time nam ostaje jednaqina

(2x− 4)((x− 7)2 − (x− 7)(x+ 3) + (x+ 3)2) = 278(x− 2).

Jedno rexeǌe je oqigledno x1 = 2. Ostala rexeǌa potra�i�emo posle
skra�ivaǌa obe strane sa 2(x − 2): na levoj strani tada ostaje (x2 − 14x +
49)− (x2 − 4x− 21) + (x2 + 6x+ 9) = x2 − 4x+ 79, a na desnoj ostaje 139. Dakle,
treba jox rexiti kvadratnu jednaqinu x2 − 4x − 60 = 0, a ǌena rexeǌa su
x2/3 = 4±

√
16+240
2 = 4±16

2 = 2± 8, tj. x2 = −6 i x3 = 10.

2. Primetimo da za x → 0+ imamo 2018
x → ∞. Kako za 0 6 a < 1 izraz

a+2018x

2 u okolini taqke x = 0 uzima vrednosti iz intervala (0, 1), iz toga
i prethodne reqenice imamo da je tada tra�eni limes jednak 0; sliqno, za
a > 1 izraz a+2018x

2 u okolini taqke x = 0 uzima vrednosti ve�e od 1, pa je
tada tra�eni limes jednak ∞. Ostaje jedino sluqaj a = 1. Tada imamo:

lim
x→0+

�
1 + 2018x

2

� 2018
x

= lim
x→0+

�
eln

1+2018x

2

� 2018
x

= lim
x→0+

e
2018(ln(1+2018x)−ln 2)

x = e2018 limx→0+
ln(1+2018x)−ln 2

x ,

pa preostaje jox izraqunati limx→0+
ln(1+2018x)−ln 2

x . Primenom Lopitalovog
pravila dobijamo

lim
x→0+

ln(1 + 2018x)− ln 2
x

= lim
x→0+

1
1+2018x (2018x ln 2018)

1
=

ln 2018
2

.

Dakle, rexeǌe zadatka je:

lim
x→0+

�
a+ 2018x

2

� 2018
x

=

8>><>>:
0, za 0 6 a < 1;

e
2018 ln 2018

2 , za a = 1;

∞, za a > 1.

3. Pretpostavimo najpre da je prva cifra neparna. Tada za dve parne
cifre treba odabrati dve pozicije od 2, 3, 4, 5 (gledano sleva nadesno), xto
se mo�e uqiniti na 4·3

2 = 6 naqina. Zatim, nakon xto smo odabrali na kojim
�e pozicijama biti parne cifre a na kojim neparne, za svaku cifru imamo
izbor izme�u 5 mogu�nosti (za parne cifre izme�u 0, 2, 4, 6, 8, a za neparne
cifre izme�u 1, 3, 5, 7, 9). To daje 55 = 3125 brojeva za svaku od mogu�nosti s
fiksiranim pozicijama parnih cifara, tj. 6 · 3125 = 18750 brojeva ukupno u
sluqaju kada je prva cifra neparna.

Pretpostavimo sada da je prva cifra parna. Tada za preostalu parnu
cifru treba odabrati jednu od pozicija 2, 3, 4, 5, xto se mo�e uqiniti na
4 naqina. Zatim, nakon xto smo to odabrali, za prvu cifru imamo izbor
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izme�u 4 mogu�nosti (2, 4, 6, 8, tj. prva cifra ne mo�e biti 0), a za sve os-
tale cifre izme�u 5 mogu�nosti. To daje 4 · 54 = 2500 brojeva za svaku od
mogu�nosti s fiksiranom pozicijom druge parne cifre, tj. 4 · 2500 = 10000
brojeva ukupno u sluqaju kada je prva cifra parna.

Op 2018 4B 4

Prema tome, ukupno postoji 18750 +
10000 = 28750 takvih brojeva.

4. Neka je 4ABC osnova te piramide,
]A = 60◦, ]C = 90◦, i neka je D
qetvrto teme piramide. Neka je D0 pod-
no�je normale iz temena D na ravan os-
nove. Tada su prave AD0, BD0, CD0 or-
togonalne projekcije pravih AD, BD,
CD, redom, pa su ]DAD0, ]DBD0 i
]DCD0 upravo uglovi koje ivice AD,
BD i CD grade s osnovom piramide, i
po uslovu zadatka, svi ovi uglovi iznose
po 45◦. Odatle su 4ADD0, 4BDD0 i
4CDD0 jednakokrako-pravougli trou-
glovi i pritom me�usobno podudarni
(jer imaju zajedniqku katetu DD0).
Dakle, va�i AD0 = BD0 = CD0 = DD0 =
2018

√
2

2 = 1009
√

2. Ujedno, iz AD0 =
BD0 = CD0 dobijamo da se D0 nalazi
upravo na sredini hipotenuze AB. Daǉe
mo�emo izraqunati AB = AD0 + BD0 = 2018

√
2, AC = AB

2 = 1009
√

2 i
BC = AC

√
3 = 1009

√
6. Odatle se lako izraqunava zapremina posmatrane

piramide:

V =
1
3
P (4ABC)DD0 =

1
3
· 1009

√
2 · 1009

√
6

2
· 1009

√
2 =

10093
√

6
3

.

Kako je D0 na sredini AB, sledi da je DD0 ujedno i visina na AB u4ABD.
Neka su E i F podno�ja normala iz D na AC i BC u 4ACD i 4BCD, redom.
Kako su ovi trouglovi jednakokraki s osnovicama AC i BC, iz Pitagorine
teoreme raqunamo

DE =

Ê
DC2 −

�
AC

2

�2

=

r
20182 − 10092

2
= 1009

r
7
2

i

DF =

Ê
DC2 −

�
BC

2

�2

=

r
20182 − 3 · 10092

2
= 1009

r
5
2
.
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Dakle, povrxina piramide iznosi:

P = P (4ABC) + P (4ABD) + P (4ACD) + P (4BCD)

=
1009
√

2 · 1009
√

6
2

+
2018

√
2 · 1009

√
2

2
+

1009
√

2 · 1009
È

7
2

2
+

1009
√

6 · 1009
È

5
2

2

= 10092

�
√

3 + 2 +
√

7
2

+
√

15
2

�
.

5. Primetimo:

1000
�m
n

�3

= xyz,xyzxyzxyz . . . = xyz + 0,xyzxyzxyz . . . = xyz +
�m
n

�3

,

pa dobijamo 999(mn )3 = xyz, tj. 999m3 = xyz · n3. Jasno, mo�emo pretpostaviti
da su m i n uzajamno prosti. Odatle sledi n3 | 999 = 33 · 37. Kako va�i n > 1
(zbog m < n), jedina mogu�nost je n = 3. Tada mo�e biti m = 1 ili m = 2.
U prvom sluqaju dobijamo xyz = 999

27 = 37 = 037, a u drugom xyz = 999·8
27 = 296.

Dakle, obe mogu�nosti za m zaista daju rexeǌa zadatka, pa sledi da m
n mo�e

biti 1
3 ili 2

3 .

REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 24. 2. 2018.

Prvi razred – A kategorija

1. Imamo 24a+2b+2018c ≡ 3a+2b+2c (mod 7) i 10c+3a+2018b ≡ 3c+3a+2b

(mod 7). Dakle, poxto su oba ova broja deǉiva sa 7, imamo 7 | (3c + 3a + 2b)−
(3a + 2b + 2c) = 3c − 2c. Primetimo da niz brojeva 30, 31, 32, . . . pri deǉeǌu
sa 7 daje redom ostatke 1, 3, 2, 6, 4, 5, 1, 3 . . ., dok niz brojeva 20, 21, 22, . . . daje
redom ostatke 1, 2, 4, 1, 2, 4, 1, 2 . . .. Dakle, prvi niz ostataka je periodiqan sa
periodom du�ine 6, a drugi sa periodom du�ine 3, pa iz prvih 6 qlanova ovih
nizova mo�emo primetiti da brojevi 3c i 2c daju isti ostatak pri deǉeǌu
sa 7 jedino kada je c deǉivo sa 6, i tada oba broja daju ostatak 1. Dakle, iz
7 | 3a + 2b + 2c sada sledi 7 | 3a + 2b + 1.

Daǉe, imamo 30b+3c+2018a ≡ 2b+3c+2a ≡ 2a+2b+1 (mod 7). Pretpostavimo
da je ovaj broj deǉiv sa 7. Tada 7 | (3a + 2b + 1) − (2a + 2b + 1) = 3a − 2a, pa
kao u prethodnom delu zakǉuqujemo da je a deǉivo sa 6 i da 3a daje ostatak
1 pri deǉeǌu sa 7. Me�utim, iz 7 | 3a + 2b + 1 tada zakǉuqujemo 2b ≡ −2 ≡ 5
(mod 7), xto nije mogu�e (videli smo da su mogu�i ostaci 1, 2 i 4). Time je
zadatak rexen.

2. Oznaqimo y = (a2017 + n) . . . (a2 + n)(a1 + n)(a0 + n). Jasno, cifra n nije 0
i nije 1.

Doka�imo da je a0 paran broj. Pretpostavimo suprotno. Tada je x neparan
broj, pa je, zbog y = n·x, y paran broj ako i samo ako je n paran broj. Me�utim,
a0 + n je razliqite parnosti od n, xto je kontradikcija. Dakle, a0 je paran
broj, pa su x i y parni brojevi. Odavde je i a0 +n paran broj, pa je i n paran.
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Tako�e, a0 6= 0, jer je u suprotnom i cifra jedinica broja y jednaka 0, xto
nije mogu�e. Dakle, a0 > 1, pa kako je a0 paran, sledi a0 > 2. Iz a0 + n 6 9
imamo n 6 7, pa kako je n paran, sledi n 6 6. Dakle, n ∈ {2, 4, 6}.

Za n = 6, zbog a0 + n 6 9 dobijamo a0 = 2 i a0 + n = 8. Me�utim, cifra
jedinica broja 6 · a2017 . . . a2a12 jednaka je 2, a ne 8.

Za n = 4, zbog a0+n 6 9 dobijamo a0 = 2 ili a0 = 4, i a0+n = 6 ili a0+n = 8,
respektivno. Me�utim, cifra jedinica broja 4 · a2017 . . . a2a12 jednaka je 8, a
broja 4 · a2017 . . . a2a14 jednaka je 6, pa je i ovaj sluqaj nemogu�.

Dakle, ostaje n = 2, i onda a0 ∈ {2, 4, 6}. Upore�ivaǌem cifre jedinica
broja 2 · x i y zakǉuqujemo a0 = 2. Sada iz

2 · a2017 . . . a2a12 = (a2017 + n) . . . (a2 + n)(a1 + n)4

sledi
2 · a2017 . . . a2a1 = (a2017 + n) . . . (a2 + n)(a1 + n).

Daǉe na isti naqin dobijamo a1 = 2, a2 = 2, itd. do a2017 = 2. Dakle, jedino
rexeǌe je n = 2 i x = 222 . . . 222| {z }

2018 puta

.

Ok 2018 1A 3

3. Neka je I centar upisane kru�nice.
Imamo 4KEF ∼ 4ABC, pa dobijamo ]EKF =
]BAC = 180◦−]EIF , xto znaqi da je qetvor-
ougao EIFK tetivan. Sledi ]KIF = ]KEF =
]ABC = 180◦ − ]DIF , pa su taqke K, I,D ko-
linearne, odakle sledi tvr�eǌe.

4. Uzmimo A = {a, b}. Tada imamo P(A) =
{∅, {a}, {b}, {a, b}}. Primetimo da a ne mo�e
biti jednako ni {a}, ni {a, b}: zaista, ako je
n najmaǌi prirodan broj takav da a ∈Pn(∅),
tada imamo {a}, {a, b} /∈Pn(∅), jer bi iz {a} ∈
Pn(∅) (sliqno za {a, b} ∈ Pn(∅)) sledilo
{a} ⊆ Pn−1(∅), tj. a ∈ Pn−1(∅), kontradik-

cija sa izborom n. Dakle, da bi va�ilo A ⊆ P(A), sledi da a mora biti ∅
ili {b}, dok (sliqno) b mora biti ∅ ili {a}.

Pretpostavimo prvo a, b 6= ∅. Tada je jedina mogu�nost a = {b} i b = {a}.
Neka je n najmaǌi prirodan broj takav da a ∈Pn(∅), tj. {b} ∈Pn(∅). Sledi
{b} ⊆ Pn−1(∅), a odatle b ∈ Pn−1(∅), xto znaqi {a} ∈ Pn−1(∅). Me�utim,
odatle na ve� vi�en naqin dobijamo a ∈ Pn−2(∅), xto je kontradikcija sa
izborom n.

Dakle, bez umaǌeǌa opxtosti, a = ∅. Tada imamo b 6= a = ∅, pa je jedina
preostala mogu�nost b = {a} = {∅}. Prema tome, postoji jedinstven skup koji
zadovoǉava uslove zadatka: A = {∅, {∅}}.

5. Pobe�uje Mina.
Oznaqimo prave koje Maksim i Mina povlaqe sa a1, a2, . . . , a18, redom kako

se pojavǉuju u igri. Kada Maksim povuqe pravu a1, Mina povlaqi pravu a2

kao proizvoǉnu pravu paralelnu sa a1. Daǉe, Mina u svakom svom potezu
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treba da povuqe pravu paralelnu sa a1 i a2, i to na naqin koji �e biti
opisan u nastavku.

Naime, tvrdimo da Mina mo�e svoje prave povlaqiti na takav naqin da
se broj razliqitih preseqnih taqaka nakon povlaqeǌe prave a2i+2 pove�a za
ne vixe od max{3i − 2, 2i + 1} u odnosu na broj nakon povlaqeǌa prave a2i.
Poka�imo to.

Pretpostavimo prvo da Maksimova prava a2i+1 u preseku s nekom od rani-
jih Maksimovih pravih osim a1 obrazuje novu preseqnu taqku. Tada Mina
svoju pravu a2i+2 treba da povuqe tako da prolazi kroz tu preseqnu taqku (ako
ima vixe takvih preseqnih taqaka, onda kroz bilo koju od ǌih). Izraqunajmo
za koliko se na taj naqin pove�ao broj razliqitih preseqnih taqaka tokom
ova dva poteza. Maksimova prava a2i+1 obrazuje najvixe 2i novih preseqnih
taqaka. Potom, Minina prava a2i+2 ne seqe pravu a1, niti ijednu od pravih
a2, a4, . . . , a2i (jer je paralelna sa svima ǌima); osim toga, budu�i da prava
a2i+2 prolazi kroz preseqnu taqku neke dve Maksimove prave, ni u preseku
prave a2i+2 s tim dvema ne dobijamo nove preseqne taqke; dakle, Minina prava
a2i+2 mo�e obrazovati nove preseqne taqke u preseku s maksimalno i−2 Mak-
simove prave, tj. mo�e obrazovati maksimalno i− 2 novih preseqnih taqaka.
Dakle, ukupan broj novodobijenih preseqnih taqaka tokom ova dva poteza je
ne ve�i od 2i+ (i− 2) = 3i− 2.

Pretpostavimo sada da Maksimova prava a2i+1 ne obrazuje novu preseqnu
taqku ni s jednom od ranijih Maksimovih pravih, osim eventualno a1. Tada se
nakon tog Maksimovog poteza broj razliqitih preseqnih taqaka pove�ao za ne
vixe od i+1 (nove preseqne taqke se mogu dobiti u preseku sa svim Mininim
pravima, kao i u preseku sa a1). Tada Mina svoju pravu a2i+2 mo�e povu�i
proizvoǉno (pritom, naravno, paralelnu sa prethodnim svojim pravima), i
ona obrazuje nove preseqne taqke maksimalno s Maksimovih i pravih (sve sem
a1), pa je ukupan broj novodobijenih preseqnih taqaka tokom ova dva poteza
ne ve�i od (i+ 1) + i = 2i+ 1.

Time je najavǉeno tvr�eǌe dokazano. Ostaje da izbrojimo koliko se mak-
simalno razliqitih preseqnih taqaka dobija na ovaj naqin. Za i = 1, 2 imamo
max{3i− 2, 2i+ 1} = 2i+ 1, a za i > 3 imamo max{3i− 2, 2i+ 1} = 3i− 2. Dakle,
kako posle povlaqeǌa prave a2 nemamo nijednu preseqnu taqku, i kako se nove
preseqne taqke dobijaju prema pokazanim ograniqeǌima, ukupan broj razli-
qitih preseqnih taqaka na kraju igre je ne ve�i od:

8X
i=1

max{3i−2, 2i+1} =
2X
i=1

(2i+1)+
8X
i=3

(3i−2) = (3+5)+(7+10+13+16+19+22) = 95,

pa pobe�uje Mina.

Drugi razred – A kategorija

1. Odmah imamo uslove x > 1 i 2x > a. Transformixemo jednaqinu kao√
2x− a = 2+

√
x− 1 i kvadriramo, nakon qega ostaje 2x−a = 4+4

√
x− 1+x−1,

tj. x− (3 + a) = 4
√
x− 1. Nakon jox jednog kvadriraǌa, uz postavǉaǌe uslova

x > 3 + a, dobijamo x2 − 2x(3 + a) + (9 + 6a+ a2) = 16(x− 1), tj. x2 − (22 + 2a)x+
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25 + 6a+ a2 = 0. Rexavaǌem ove kvadratne jednaqine dobijamo:

x1,2 =
22 + 2a±

È
(484 + 88a+ 4a2)− (100 + 24a+ 4a2)

2
=

22 + 2a±
√

384 + 64a
2

= 11+a±4
√

6 + a.

Za a < −6 oqigledno nema realnih rexeǌa, a za a = −6 dobijamo jedino
rexeǌe x = 5, koje zadovoǉava uslove definisanosti. Treba za a > −6
proveriti koja rexeǌa zadovoǉavaju uslove definisanosti x > 1, 2x > a
i x > 3 + a. Prvi uslov se svodi na 11 + a± 4

√
6 + a > 1, tj. 10 + a > ∓4

√
6 + a;

posle kvadriraǌa dobijamo 100 + 20a+ a2 > 96 + 16a, tj. a2 + 4a+ 4 > 0, a ovo
je ispuǌeno uvek (jer je leva strana jednaka (a+ 2)2). Drugi uslov se svodi
na 22 + 2a ± 8

√
6 + a > a, tj. 22 + a > ∓8

√
6 + a; posle kvadriraǌa dobijamo

484 + 44a + a2 > 384 + 64a, tj. a2 − 20a + 100 > 0, a ovo je ispuǌeno uvek (jer
je leva strana jednaka (a− 10)2). Preostaje jox tre�i uslov. On se svodi na
11 + a ± 4

√
6 + a > 3 + a, tj. 8 ± 4

√
6 + a > 0, i konaqno 2 ±

√
6 + a > 0. Uvek

va�i 2 +
√

6 + a > 0, pa jedno rexeǌe imamo uvek. Nejednakost 2−
√

6 + a > 0
se (nakon prebacivaǌa i kvadriraǌa) svodi na 4 > 6 + a, tj. a 6 −2, pa tada
imamo i drugo rexeǌe.

Dakle, rezimirajmo:
• za a < −6 nema realnih rexeǌa;
• za a = −6 jedino rexeǌe je x = 5;
• za −6 < a 6 −2 imamo dva rexeǌa, x1/2 = 11 + a± 4

√
6 + a;

• za −2 < a imamo jedno rexeǌe, x = 11 + a+ 4
√

6 + a.

2. Neka je d broj pogo�enih, a n broj promaxenih xuteva tokom treninga.
Tada imamo d− kn = k, i po uslovu zadatka va�i

3
4
<

d

d+ n
=

kn+ k

(k + 1)n+ k
<

4
5
.

Leva nejednakost daje 3(k + 1)n + 3k < 4kn + 4k, tj. kn + k > 3n, dok desna
nejednakost daje 4(k + 1)n + 4k > 5kn + 5k, tj. kn + k < 4n. Iz druge nejed-
nakosti dobijamo k < 4, tj. k ∈ {1, 2, 3}. U sluqaju k = 1 prva nejednakost se
svodi na n + 1 > 3n, tj. 1 > 2n, a ovo je mogu�e samo za n = 0, no za n = 0
druga nejednakost se svodi na k < 0, kontradikcija. U sluqaju k = 2 prva
nejednakost se svodi na 2n+ 2 > 3n, tj. n < 2, a druga nejednakost se svodi na
2n + 2 < 4n, tj. 1 < n, pa opet imamo kontradikciju. Dakle, preostaje jedino
mogu�nost k = 3.

Ok 2018 2A 3

3. Oznaqimo stranice datog trougla uobiqajeno
sa a, b i c, uglove sa α, β i γ, a polupreqnik opisane
kru�nice sa R. Neka je D podno�je visine iz temena
A, a E podno�je visine iz temena B.

Va�i 4AHN ∼ 4AMD, odakle dobijamo AH
AN =

AM
AD , tj. AN ·AM = AH ·AD. Iz uslova AN = 3MN do-
bijamo AN = 3AM

4 , pa uvrxtavaju�i ovo u prethodnu
jednakost zakǉuqujemo 3AM2 = 4AH ·AD. Kako je AM
te�ixna du�, za ǌu va�i formula AM2 = 2b2+2c2−a2

4 .
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Daǉe, imamo AD = c sinβ = 2R sinβ sin γ (gde smo ko-
ristili sinusnu teoremu: c

sin γ = 2R), kao i AH =
AE

cos(90◦−γ) = c cosα
sin γ = 2R cosα. Uvrxtavaju�i sve ovo u

malopre�axǌu jednakost, dobijamo

3
4

(2b2 + 2c2 − a2) = 4(2R cosα)(2R sinβ sin γ) = 16R2 cosα sinβ sin γ.

Primetimo sada:

cosα sinβ sin γ = cosα
cos(β − γ)− cos(β + γ)

2
=

cosα(cos(β − γ)− cos(180◦ − α))
2

=
cosα cos(β − γ) + cos2 α

2

=
cos(α+β−γ)+cos(α−β+γ)

2 + 1− sin2 α

2
=

cos(180◦ − 2γ) + cos(180◦ − 2β) + 2− 2 sin2 α

4

=
1− cos 2γ + 1− cos 2β − 2 sin2 α

4
=

2 sin2 γ + 2 sin2 β − 2 sin2 α

4
=

sin2 γ + sin2 β − sin2 α

2
,

te imamo

16R2 cosα sinβ sin γ = 8R2 sin2 γ+8R2 sin2 β−8R2 sin2 α = 2(2R sin γ)2+2(2R sinβ)2−2(2R sinα)2 = 2c2+2b2−2a2.

Prema tome, mo�emo konstatovati da va�i jednakost 3
4 (2b2 + 2c2 − a2) = 2c2 +

2b2−2a2, xto se svodi na 5a2 = 2b2 + 2c2. Odatle dobijamo AM2 = 2b2+2c2−a2

4 =
5a2−a2

4 = a2, tj. AM = BC, xto je i trebalo dokazati.

4. Zapiximo n u obliku n = pkm za neki prost broj p i prirodne brojeve
k,m, gde p - m. Neka d(m) oznaqava broj delilaca broja m. Tada n ima taqno
d(m) delilaca koji nisu deǉivi sa p (to su upravo delioci broja m), kao
i kd(m) onih koji jesu (to su delioci broja m pomno�eni s nekim stepenom
broja p ne ve�im od k-tog). Poxto se u svakom paru iz formulacije zadatka
mora nalaziti bar jedan broj koji nije deǉiv sa p (u suprotnom bi im i zbir
bio deǉiv sa p i pritom ve�i od p, pa zbir ne bi mogao biti prost broj),
sledi d(m) > kd(m), odakle dobijamo k = 1. Dakle, n ne mo�e biti deǉiv
nijednim kvadratom prostog broja. Primetimo jox i da n mora biti paran
broj, jer bi u suprotnom svi ǌegovi delioci bili neparni, pa bi, ma kako
ih podelimo na parove, zbir brojeva u svakom paru bio paran broj, te ne bi
mogli svi ti zbirovi biti prosti. Prema svemu tome, n mora biti oblika
n = 2p1p2 · · · pk, gde su p1, p2 . . . , pk razliqiti neparni prosti brojevi.

Broj n mo�e biti u paru jedino sa brojem 1 (ako bi bio u paru bilo s
kojim drugim svojim deliocem, ǌihov zbir bi bio deǉiv tim deliocem, pa
ne bi bio prost). Daǉe, svaki od brojeva n

pi
je u paru sa nekim brojem koji je

uzajamno prost s ǌim, xto mora biti pi. Sliqno zakǉuqujemo da je broj n
pipj

u paru sa pipj itd., tj. dobijamo da svi parovi moraju biti oblika {x, nx}.
Pretpostavimo da neka dva para imaju isti zbir, tj. x+n

x = y+n
y . Mno�e�i

obe strane sa xy dobijamo x2y+ny = xy2 +nx, tj. xy(x− y) = n(x− y), a ovo se
svodi na (xy − n)(x− y) = 0, odakle konaqno dobijamo y = x ili y = n

x ; dakle,
{x, nx} = {y, ny }, qime je dokaz zavrxen.
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5. Najpre, sve cifre megaprostog broja moraju biti iz skupa {2, 3, 5, 7}.
Oznaqimo skup svih brojeva sa 2018 cifara i svim ciframa iz skupa {2, 3, 5, 7}
sa S. Neka je A skup brojeva iz S koji su deǉivi sa 5, B skup parnih brojeva
iz S, a C skup neparnih brojeva iz S qiji je zbir cifara paran.

Imamo |A| = |B| = 42017, kao i |A ∩ B| = |B ∩ C| = 0. Izraqunajmo sada
broj elemenata skupa C. Poxto su elementi skupa C neparni, kao posledǌa
cifra dolaze u obzir 3 mogu�nosti (cifre 3, 5 i 7). Poxto im je zbir cifara
paran, to znaqi da se me�u prvih 2017 cifara cifra 2 pojavǉuje paran broj
puta. Uz ove restrikcije, ostale cifre mo�emo birati proizvoǉno. Dakle,
|C| = 3

P1008
k=0

�2017
2k

�
32017−2k. Primetimo da sabirci pod sumom predstavǉaju

upravo svaki drugi sabirak iz binomnog razvoja (3 + 1)2017, pa sledi

|C| = 3
1008X
k=0

�
2017
2k

�
32017−2k = 3 · (3 + 1)2017 + (3− 1)2017

2
=

3(42017 + 22017)
2

.

Elementi iz preseka A∩C su upravo oni brojevi iz skupa C koji imaju 5 kao
cifru jedinica. Odatle imamo |A ∩ C| = |C|

3 = 42017+22017

2 . Dakle, principom
ukǉuqeǌa-iskǉuqeǌa zakǉuqujemo

|A∪B∪C| = |A|+|B|+|C|−|A∩C| = 42017+42017+
3(42017 + 22017)

2
−42017 + 22017

2
= 3·42017+22017.

Jasno, nijedan broj iz skupa A ∪B ∪ C nije megaprost.
Oznaqimo sa D skup brojeva iz S koji su deǉivi sa 3, a da pritom nisu

u skupu A ∪ B ∪ C (drugi uslov se svodi na to da se zavrxavaju cifrom 3
ili 7, i da imaju neparan zbir cifara). Procenimo broj elemenata skupa D.
Ako se me�u prvih 2016 cifara cifra 2 pojavǉuje neparan broj puta, onda
za pretposledǌe mesto imamo mogu�nosti 3, 5 ili 7 (kako bi ukupan zbir
cifara bio neparan). Koji god da ostatak pri deǉeǌu sa 3 daje zbir prvih
2016 cifara, uvek mo�emo na dva naqina izabrati posledǌu i pretposledǌu
cifru (iz skupa {3, 7}, odnosno {3, 5, 7}) na takav naqin da ukupan zbir cifara
(pa time i posmatrani broj) bude deǉiv sa 3. U ovom sluqaju, dakle, imamo

2
1007X
k=0

�
2016

2k + 1

�
32016−(2k+1) = 2 · (3 + 1)2016 − (3− 1)2016

2
= 42016 − 22016

brojeva deǉivih sa 3. Ako se me�u prvih 2015 cifara cifra 2 pojavǉuje
paran broj puta a 2016. cifra je neparna, onda pretposledǌa cifra mora
biti 2. Koji god da ostatak pri deǉeǌu sa 3 daje zbir prvih 2015 cifara, uvek
mo�emo na dva naqina izabrati posledǌu cifru i cifru pre pretposledǌe
(iz skupa {3, 7}, odnosno {3, 5, 7}) na takav naqin da ukupan zbir cifara (pa
time i posmatrani broj) bude deǉiv sa 3. U ovom sluqaju, dakle, imamo

2
1007X
k=0

�
2015
2k

�
32015−2k = 2 · (3 + 1)2015 + (3− 1)2015

2
= 42015 + 22015

brojeva deǉivih sa 3. Dakle, mo�emo zakǉuqiti

|D| > (42016 − 22016) + (42015 + 22015) = 5 · 42015 − 22015



44

(primetimo da nismo iscrpli sve mogu�e oblike brojeva iz skupa D i stoga
ne znamo taqan broj elemenata u skupu D, ali i ova procena �e nam biti
dovoǉna). Jasno, nijedan broj iz skupa D nije megaprost.

Konaqno, kako va�i D ∩ (A ∪B ∪ C) = ∅, imamo

|A ∪B ∪ C ∪D| > (3 · 42017 + 22017) + (5 · 42015 − 22015) = 53 · 42015 + 3 · 22015,

te ova vrednost predstavǉa doǌe ograniqeǌe za broj elemenata skupa S koji
nisu megaprosti brojevi. Prema tome, megaprostih brojeva u skupu S mo�e
biti najvixe 42018 − (53 · 42015 + 3 · 22015) = 11 · 42015 − 3 · 22015 < 11 · 42015, xto je
i trebalo dokazati.

Tre�i razred – A kategorija

1. Tra�ena vrednost je najve�a vrednost realnog broja a za koju je ne-
jednakost x2

x−9 > a ispuǌena na celom intervalu x ∈ (9,∞). Primetimo da
je najve�a takva vrednost a sigurno nenegativna, jer za a = 0 uslov va�i.
Mno�eǌem sa x − 9 (xto mo�emo uraditi jer je ta vrednost pozitivna) i
prebacivaǌem s desne strane na levu, posmatrana nejednakost se svodi na
x2 − ax+ 9a > 0. Primetimo da je, za x 6 9, posledǌa nejednakost uvek ispun-
jena (levu stranu mo�emo zapisati u obliku x2 + a(9−x), gde su oba sabirka
nenegativna), pa je uslov da ona bude ispuǌena na intervalu x ∈ (9,∞) za-
pravo ekvivalentan uslovu da ona bude ispuǌena za sve x ∈ R. Ovo posledǌe
se svodi na to da diskriminanta mora biti nepozitivna, tj. a2 − 36a 6 0,
ili a(36− a) 6 0. Rexeǌe ove nejednaqine oqigledno je a ∈ [0, 36], pa najve�a
mogu�a vrednost broja a iznosi 36.

2. Uoqimo, pre svega, da iz postavǉene jednaqine sledi 4 | x!, odakle
dobijamo x > 4.

Pretpostavimo prvo da je x + 3 slo�en broj. Tada, ukoliko bi x + 3 bio
deǉiv nekim prostim qiniocem p, p > 3, imali bismo p 6 x (naime, oqigledno
x + 2 - x + 3, a za x + 1 = p > 3 opet imamo x + 1 - x + 3); no, onda p | x! ali
p - 4, pa p ne deli levu stranu jednaqine a deli desnu, kontradikcija. Dakle,
ukoliko je x + 3 slo�en broj, tada x + 3 mora biti stepen dvojke. No, tada
je desna strana oqigledno deǉiva sa 8, dok za x > 4 imamo 8 | x! i 8 - 4 pa
8 - x! + 4, kontradikcija.

Dakle, x+3 je prost broj, recimo p. Iz postavǉene jednaqine imamo x+3 |
x!+4, tj. p | (p−3)!+4. Iz ovog imamo p | ((p−3)!+4)(p−2) = (p−2)!+4(p−2), a
prema verziji Vilsonove teoreme dobijamo (p− 2)! + 4(p− 2) ≡ 1 + 4 · (−2) = −7
(mod p); odatle sledi p = 7, tj. x = 4. U tom sluqaju zaista nalazimo rexeǌe:

4! + 4 = 28 = 4 · 7 = 4 · (4 + 3)1,

tj. jedino rexeǌe je par (x, y) = (4, 1).

Ok 2018 3A 3

3. Neka su AD i AG, redom, vi-
sine iz temena A u 4ABC i 4AEF ,
i neka je H ortocentar u 4ABC. Ko-
riste�i tetivnost qetvorougla AFHE,
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kao i qiǌenicu da su ]AHE i ]ACB
uglovi s normalnim kracima, dobijamo
]AFE = ]AHE = ]ACB. Dakle,
4ABC ∼ 4AEF , a pri transformaciji
sliqnosti koja preslikava prvi trougao
u drugi, taqke M i D se preslikavaju u
N i G, redom. Osim toga, s obzirom na
ME = MF (kru�nica nad preqnikom BC
ima centar uM i prolazi kroz obe taqke
E i F ), imamo MN ⊥ EF , tj. MN ‖ AG.

Sledi ]DAM = ]NAG = 180◦ − ]ANM , xto znaqi da prava AD dodiruje
kru�nicu opisanu oko 4AMN (zbog veze me�u uglom izme�u tetive i tangente
i periferijskim uglom nad tom tetivom). Tvr�eǌe zadatka odmah sledi.

4. Za n = 2 proizvoǉan dvoqlan skup ispuǌava uslove zadatka. Pret-
postavimo nadaǉe n > 2.

Oznaqimo S = a1 + a2 + · · · + an. Iz prvog uslova imamo {a1, a2, . . . , an} =
{S − a1, S − a2, . . . , S − an}, pa su onda i zbirovi elemenata iz ova dva skupa
jednaki. Dobijamo S = nS − S, tj. S(n − 2) = 0, odakle sledi S = 0. Dakle,
{a1, a2, . . . , an} = {−a1,−a2, . . . ,−an}. Primetimo, ako za neko i, 1 6 i 6 n,
va�i ai = −ai, sledilo bi ai = 0, pa mo�emo imati najvixe jedno ovakvo
i. Ne gube�i na opxtosti, neka va�i a1 = −a2. Tada imamo i a2 = −a1, pa
sledi da poqetni skup brojeva (s izostavǉenom nulom, u sluqaju da 0 pripada
poqetnom skupu) mo�emo podeliti u parove {x,−x}, x 6= 0.

Razmotrimo prvo sluqaj n = 2k, za k > 2. Tada imamo k parova oblika
{xi,−xi}, xi 6= 0, za i = 1, 2, . . . , k. ǋih mo�emo podeliti na dva disjunktna
skupa {x1,−x1} i {x2,−x2, . . . , xk,−xk}, gde va�i xn+1

1 + (−x1)n+1 = 0 = xn+1
2 +

(−x2)n+1 + · · · + xn+1
k + (−xk)n+1. Prema tome, ovakvi n nisu rexeǌa zadatka

zbog drugog uslova.
Razmotrimo sada sluqaj n = 2k + 1, za k > 1. Zakǉuqujemo da je jedan od

posmatranih brojeva jednak 0, a ostali qine parove kako je gore konstato-
vano. Zadati skup mo�emo podeliti na dva disjunktna skupa {0, x1, x2, . . . , xk}
i {−x1,−x2, . . . ,−xk}, gde va�i 0n+1 + xn+1

1 + xn+1
2 + · · · + xn+1

k = (−x1)n+1 +
(−x2)n+1 + · · ·+ (−xn)n+1. Prema tome, ni ovakvi n nisu rexeǌa zadatka zbog
drugog uslova.

Dakle, jedino rexeǌe zadatka je n = 2.

5. Neka je V skup svih tranzistora, E skup svih vodova, i neka xy oznaqava
vod izme�u tranzistora x i y (dakle, tranzistori x i y su na posmatranom
qipu povezani vodom ako i samo ako va�i xy ∈ E). Daǉe, oznaqimo sa d(x) broj
vodova koji polaze iz tranzistora x, i e = |E|. Konstatujmo jednakost (xto
�e biti potrebno kasnije)

P
u∈V d(u) = 2e: zaista, leva strana taqno ubraja

svaki vod po dva puta (po jednom za svaki kraj), odakle sledi konstatacija.
Prema uslovu zadatka, za svaka dva tranzistora x i y takva da xy /∈ E

imamo d(x)+d(y) > n−1. Kako ovakvih parova tranzistora ima
�n
2

�
−e, dobijamo

X
xy/∈E

(d(x) + d(y)) >
��

n

2

�
− e
�

(n− 1).
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Primetimo da se, za svaki tranzistor u, sabirak d(u) na levoj strani strani
pojavǉuje onoliko puta koliko ima tranzistora s kojima u nije povezan, a to
je n− 1− d(u). Dakle, imamo:X

xy/∈E

(d(x) + d(y)) =
X
u∈V

d(u)(n− 1− d(u)) = (n− 1)
X
u∈V

d(u)−
X
u∈V

d(u)2.

Iz posledǌa dva izraza sledi

��
n

2

�
− e
�

(n−1) 6 (n−1)
X
u∈V

d(u)−
X
u∈V

d(u)2 6 (n−1)
X
u∈V

d(u)−

�P
u∈V d(u)

�2
n

= 2e(n−1)−4e2

n

(gde druga nejednakost va�i prema nejednakosti izme�u kvadratne i arit-
metiqke sredine).

Dakle, dobili smo nejednakost

4e2

n
− 3e(n− 1) +

�
n

2

�
(n− 1) 6 0.

Ovo �emo rexavati kao kvadratnu nejednaqinu po e. Nule se nalaze u taqkama

3(n− 1)±
È

9(n− 1)2 − 16
n
n(n−1)

2 (n− 1)
8
n

=
n
�

3(n− 1)±
È

(n− 1)2
�

8
,

tj. n(n−1)
2 i n(n−1)

4 . Dakle, posmatrana nejednakost va�i za e ∈
h (n

2)
2 ,
�n
2

�i
, xto

je i trebalo dokazati.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Ukoliko 2 ∈ S, tada uslov daje da bar jedan prost faktor broja 2 ·
2 + 1 mora pripadati skupu S, tj. 5 ∈ S, a prost broj 5 je oblika 4k + 1.
Pretpostavimo sada da 2 /∈ S, i pretpostavimo suprotno od tra�enog: neka
su svi prosti brojevi iz skupa S oblika 4k + 3. Uzmimo p ∈ S proizvoǉno.
Prema uslovu, bar jedan neparan prost faktor broja p2 + 1 mora biti u
skupu S. Doka�imo da je svaki neparan faktor broja p2 + 1 oblika 4k + 1.
Pretpostavimo suprotno: neka imamo q = 4k+ 3, p2 + 1 ≡ 0 (mod q). Tada va�i
p2 ≡ −1 (mod q), pa i p4k+2 = (p2)2k+1 ≡ −1 (mod q); s druge strane, prema
maloj Fermaovoj teoremi va�i p4k+2 = pq−1 ≡ 1 (mod q), kontradikcija. Time
je dokaz zavrxen. (Kraj dokaza se mogao i malo skratiti pomo�u kvadratnih
ostataka: ako q | p2 + 1, tada je −1 kvadratni ostatak po modulu q, odakle
sledi da je q oblika 4k + 1.)

2. Pretpostavimo da je x takav realan broj. Tada imamo 0 > cosx−cos 2x =
2 sin x

2 sin 3x
2 . Neka va�i x

2 = r + 2kπ, za neko k ∈ Z i r ∈ [0, 2π). U sluqaju
sin x

2 > 0 imamo r ∈ (0, π), i budu�i da tada treba da va�i 0 > sin 3x
2 =

sin(3r+6kπ) = sin 3r, sledi 3r ∈ (π, 2π) (zbog 3r ∈ (0, 3π)); sve zajedno, r ∈ (π3 ,
2π
3 )

u ovom sluqaju. U sluqaju sin x
2 < 0 imamo r ∈ (π, 2π), i budu�i da tada treba
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da va�i 0 < sin 3x
2 = sin(3r+6kπ) = sin 3r, sledi 3r ∈ (4π, 5π) (zbog 3r ∈ (3π, 6π));

sve zajedno, r ∈ ( 4π
3 ,

5π
3 ) u ovom sluqaju.

Primetimo, sinx = sin(2r + 4kπ) = sin 2r i sin 3x = sin(6r + 12kπ) = sin 6r.
Znamo 2r ∈ ( 2π

3 ,
4π
3 ) ∪ ( 8π

3 ,
10π
3 ). U sluqaju 2r ∈ ( 2π

3 , π] ∪ ( 8π
3 , 3π], imamo 6r ∈

(2π, 3π] ∪ (8π, 9π], i tada va�i sinx = sin 2r > 0 i sin 3x = sin 6r > 0. U sluqaju
2r ∈ (π, 4π

3 )∪(3π, 10π
3 ), imamo 6r ∈ (3π, 4π)∪(9π, 10π), i tada va�i sinx = sin 2r 6

0 i sin 3x = sin 6r 6 0. Me�utim, to (u oba sluqaja) znaqi cos 2x − cos 4x =
2 sinx sin 3x > 0, tj. cos 2x > cos 4x, kontradikcija s uslovom zadatka.

Dakle, takav realan broj x ne postoji.

Ok 2018 4A 3

3. Posmatrajmo rotaciju ρ oko taqke O za ]AOB.
Tada imamo ρ : k 7→ k,CA 7→ AB, a onda, zbog
]XBA = ]Y AC, imamo i ρ : Y 7→ X, pa potom i
ρ : Y ′ 7→ X ′. Odatle direktno sledi OX ′ = OY ′.

4. Pobe�uje igraq B. Podelimo prvih 2016 re-
dova na horizontalne domine. Kada igraq A upixe
cifru u neki od prvih 2016 redova, igraq B upixe
u drugo poǉe iste domine cifru koja u zbiru s up-
ravo upisanom cifrom daje broj deǉiv sa 3. Kada
igraq A upixe cifru u neko poǉe u 2017. redu,
igraq B upixe cifru 2 u poǉe neposredno ispod.
Na taj naqin �e na kraju igre brojevi u prvih 2016
redova svi biti deǉivi sa 3, pa ne�e biti prosti; broj u 2018. redu bi�e
jednak 222 . . . 222, pa ni on ne�e biti prost; brojevi u svakoj koloni �e se
zavrxavati cifrom 2, pa ni oni ne�e biti prosti. Dakle, jedino broj u 2017.
redu mo�e biti prost, pa pobe�uje igraq B.

5. Pretpostavimo da se nadovezivaǌem broja k! iza broja m! dobija broj
n!. Jasno, n > k + 1. Neka broj k! ima taqno c cifara. Primetimo, 10c > k,
xto �emo koristiti u nastavku. Imamo

n! = m! · 10c + k!.

Pretpostavimo prvo k 6 m. Tada mo�emo obe strane podeliti sa k!, posle
qega ostaje:

n(n− 1) · · · (k + 2)(k + 1) = m(m− 1) · · · (k + 2)(k + 1) · 10c + 1.

Desna strana je neparna, pa mora biti i leva. To je mogu�e jedino kada se
proizvod s leve strane sastoji samo od jednog qinioca, tj. n = k + 1 (i to je
ujedno vrednost na levoj strani). Ukoliko bi va�ilo m > k+1, tj. ukoliko bi
proizvod s desne strane ispred 10c bio neprazan, desna strana bi oqigledno
bila ve�a od k + 1, xto je nemogu�e. Dakle, jedino ostaje m = k, qime se
jednakost svodi na k+ 1 = 10c+ 1, tj. k = 10c > k!, kontradikcija. Prema tome,
ovde ne dobijamo rexeǌe.

Pretpostavimo sada k > m. Ponovo podelimo obe strane polazne jednaqine
sa k!, posle qega ostaje:

n(n− 1) · · · (k + 2)(k + 1) =
10c

k(k − 1) · · · (m+ 2)(m+ 1)
+ 1.
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Razlomak na desnoj strani mora biti ceo broj. Za k > m+3 ǌegov imenilac bi
bio deǉiv sa 3, a kako 10c nije deǉivo sa 3, ovo je nemogu�e. Ostaje k = m+ 1
ili k = m+ 2. Posmatra�emo ova dva sluqaja zasebno.
• k = m+ 2:
Kako (m + 1)(m + 2) | 10c a m + 1 i m + 2 su uzajamno prosti prirodni
brojevi ve�i od 1, oni moraju biti stepen dvojke i stepen petice u
nekom redosledu. Za m + 2 = 2a i m + 1 = 5b imamo 2a = 5b + 1; odmah
vidimo a > 3, no tada je leva strana deǉiva sa 8 pa bi 5b moralo davati
ostatak 7 pri deǉeǌu sa 8, dok se zapravo me�u ostacima broja 5b pri
deǉeǌu sa 8 naizmeniqno javǉaju samo 5 i 1, kontradikcija. Dakle, mora
va�iti m + 2 = 5a i m + 1 = 2b, i 5a = 2b + 1. Za b 6 2 nalazimo jedno
rexeǌe, (a, b) = (1, 2); tada sledi m = 3 i k = m + 2 = 5, no kako broj
6120 (nadovezivaǌe brojeva 3! i 5!) nije faktorijal nijednog prirodnog
broja, ovde ne dobijamo rexeǌe. Pretpostavimo sada b > 3. Tada desna
strana daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 8, pa mora i leva, odakle sledi da
je a paran broj, recimo a = 2a1. Tada sledi 2b = 52a1−1 = (5a1−1)(5a1 +1).
Svaka zagrada mora biti stepen dvojke, a kako se razlikuju za taqno 2,
jedina mogu�nost je da bude 5a1 − 1 = 2, xto nije mogu�e.

• k = m+ 1:
Sliqno kao i gore, mora biti m+ 1 | 10c. Pretpostavimo prvo 2c - m+ 1.
Tada je 10c

m+1 +1 neparan broj, pa to mora biti i leva strana posmatrane
jednakosti, koja iznosi n(n− 1) · · · (m+ 3)(m+ 2). Ovo je mogu�e samo za
n = m+ 2, tj. ostaje m+ 2 = 10c

m+1 + 1. Sledi (m+ 2)(m+ 1) = 10c + (m+ 1),
a odatle (m + 1)2 = 10c > k! = (m + 1)!, tj. m + 1 > m!. Odavde sledi
m 6 2. Za m = 1 imamo k = 2, a za m = 2 imamo k = 3, ali kako brojevi
12 i 26 nisu faktorijali nijednog prirodnog broja, ni ovde ne dobijamo
rexeǌe.
Pretpostavimo sada 2c | m+ 1. Tada imamo m+ 1 > 2c i

(2c)n−m−1 < n(n− 1) · · · (m+ 3)(m+ 2) =
10c

m+ 1
+ 1 6 5c + 1,

pa sledi n−m− 1 6 2 (za n−m− 1 > 3 gorǌa nejednakost bi se svela na
8c < 5c + 1, xto je nemogu�e), tj. n 6 m + 3, a ovo implicira n = m + 3
ili n = m + 2. Sluqaj n = m + 2 smo rexavali malopre i nismo naxli
rexeǌa. Ostaje n = m+ 3. Tada imamo

(m+ 3)(m+ 2) =
10c

m+ 1
+ 1 >

k!
m+ 1

+ 1 =
(m+ 1)!
m+ 1

+ 1 = m! + 1,

tj. m2 + 5m + 5 > m!. Ova nejednakost va�i samo za m 6 4. Sluqajeve
m = 1 i m = 2 smo ispitali ranije. Za m = 3 imamo k = 4, a za m = 4
imamo k = 5, ali kako brojevi 624 i 24120 nisu faktorijali nijednog
prirodnog broja, opet ne nalazimo rexeǌe.

Dakle, prirodni brojevi m i k tra�eni u postavci ne postoje.

Prvi razred – B kategorija
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Ok 2018 1B 1

1. Neka je N sredixte stranice BC, ujedno i
presek k sa BC. Imamo ]ANC = ]ANB = 90◦, jer
je AC preqnik kru�nice k. Po stavu SUS imamo
4ANC ∼= 4ANB, pa sledi AB = AC = 60. Sada
imamo 60 = AD+DB = 3

2DB+DB = 5
2DB, pa sledi

DB = 24 i AD = 3
2 · 24 = 36. Va�i i ]ADC = 90◦

(ponovo jer je AC preqnik), pa sada iz Pitagorine
teoreme dobijamo CD =

√
602 − 362 = 12

√
52 − 32 =

48. Kako je CD visina na AB u 4ABC, ǌegova
povrxina iznosi AB·CD

2 = 60·48
2 = 1440.

2. Prvo rexeǌe. Neka je S presek dijagonale DB
i du�i KM . Kako 4BKM i 4DKM imaju zajedniqku stranicu KM , odnos
ǌihovih povrxina zapravo predstavǉa odnos ǌihovih visina spuxtenih na
KM . Visine spuxtene iz B, odnosno D na KM odnose se kao SB i DS (prema
Talesovoj teoremi), pa zapravo treba na�i SB

DS .

Ok 2018 1B 2

Oznaqimo ~x =
−−→
DC i ~y =

−−→
DA. Sada iz

−−→
DB = ~x+~y

i
−→
DS = k

−−→
DB za neko k, 0 < k < 1 (a onda

−→
SB =

−−→
DB −

−→
DS = (1− k)

−−→
DB), imamo

−→
DS = k~x+ k~y.

S druge strane, kako je S na du�i KM , to za neki
realan broj m, 0 < m < 1, va�i

−→
DS = m

−−→
DK + (1 −

m)
−−→
DM . S obzirom na

−−→
DK =

−−→
DA +

−−→
AK = ~y + 2

5~x i
−−→
DM =

−−→
DC +

−−→
CM = ~x + 1

3
−→y ,

uvrxtavaǌem ovoga u prethodnu jednakost dobijamo

−→
DS = m

�
~y +

2
5
~x

�
+(1−m)

�
~x+

1
3
~y

�
=
�

2m
5

+ 1−m
�
~x+
�
m+

1−m
3

�
~y =

5− 3m
5

~x+
2m+ 1

3
~y.

Dakle, sledi k~x+k~y = 5−3m
5 ~x+ 2m+1

3 ~y, pa kako su vektori −→x i −→y nekolinearni,
mora va�iti k = 5−3m

5 i k = 2m+1
3 . Odatle imamo 5−3m

5 = 2m+1
3 , tj. 15− 9m =

10m+ 5, pa izraqunavamo m = 10
19 . Najzad, k = 2· 1019+1

3 = 13
19 i

P (4BKM)
P (4DKM)

=
SB

DS
=

1− k
k

=
6
19
13
19

=
6
13
.

Drugo rexeǌe. Kao i u prethodnom rexeǌu, tra�imo SB
DS . Provucimo kroz

M pravu paralelnu sa AB, i neka je P preseqna taqka te prave sa BD. Pos-
matraju�i prave BD i BC, prema Talesovoj teoremi imamo MP

CD = MB
CB = 2

3 , tj.
MP = 2

3CD, i DP
DB = CM

CB = 1
3 , tj. DP = 1

3DB. Posmatraju�i prave BD i KM ,

prema Talesovoj teoremi imamo BS
PS = BK

PM =
3
5AB
2
3CD

= 9
10 . Oznaqimo BS = 9x i

PS = 10x. Imamo BS + PS = BP = DB −DP = 2
3DB, tj. 19x = 2

3DB, pa sledi
x = 2

57DB. Odatle izraqunavamo BS = 9x = 6
19DB i DS = DB − BS = 13

19DB,
pa konaqno

P (4BKM)
P (4DKM)

=
SB

DS
=

6
19DB
13
19DB

=
6
13
.
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3. Izraqunajmo najpre ukupan broj taqkica na dominama na kojima se javl-
jaju dva razliqita broja. Posmatrajmo sve ure�ene parove razliqitih bro-
jeva od 0 do 9. Svaki broj se na prvoj koordinati javǉa taqno 9 puta (za
sve mogu�e vrednosti druge koordinate razliqite od tog broja), pa zbir
svih prvih koordinata iznosi 9 · (0 + 1 + 2 + · · · + 9) = 9 · 9·10

2 = 405; sliqno,
zbir svih drugih koordinata iznosi tako�e 405, pa zbir svih brojeva koji
se javǉaju u ovim ure�enim parovima iznosi 910. Primetimo da se domine
na kojima se javǉaju dva razliqita broja mogu predstaviti upravo ovakvim
ure�enim parovima, pri qemu smo svaku dominu na taj naqin raqunali dva
puta (dominu na kojoj su brojevi a i b raqunali smo i kao par (a, b), i kao
par (b, a)); dakle, ukupan broj taqkica na ovakvim dominama je taqno polovina
malopre izraqunate vrednosti, tj. iznosi 405.

Ukupan broj taqkica na dominama na kojima se s obe strane nalazi isti
broj iznosi 2 · (0 + 1 + 2 + · · · + 9) = 2 · 9·10

2 = 90. Dakle, rexeǌe zadatka je
405 + 90 = 495.

4. U dokazu koristimo slede�e jednostavno zapa�aǌe: ako su x i y
prirodni brojevi takvi da su x i xy kubovi prirodnih brojeva, tada je i
y kub prirodnog broja.

a) Ako su ab i bc kubovi prirodnih brojeva, tada je kub prirodnog broja i
(ab)2bc, tj.a2b3c. Tada po zapa�aǌu s poqetka sledi da je i a2c kub prirodnog
broja.

b) S obzirom na a4b = a3 · ab, a kako su a4b i a3 kubovi prirodnih brojeva,
sledi da je i ab kub prirodnog broja. Sliqno, iz b8c5 = b6c3 · b2c2 dobijamo da
je b2c2 kub prirodnog broja, a iz c7a = c6 · ca dobijamo da je ca kub prirodnog
broja (jer su b8c5 i b6c3, odnosno c7a i c6, kubovi prirodnih brojeva). Sada iz
ab · b2c2 = ab3c2 sledi da je ab3c2 kub prirodnog broja (jer su to oba qinioca
na levoj strani), a onda je i ac2 kub prirodnog broja. Daǉe, kako su ac i
ac2 kubovi prirodnih brojeva, sledi da je i c kub prirodnog broja. Konaqno,
a je kub prirodnog broja jer su c i ac kubovi prirodnih brojeva, a b je kub
prirodnog broja jer su sada a i ab kubovi prirodnih brojeva.

5. Pretpostavimo prvo x 6 1
3 . Tada imamo |3x− 1| = 1− 3x, pa se jednaqina

svodi na

1 = |x− |2x− |3x− 1||| = |x− |2x− (1− 3x)|| = |x− |5x− 1||.

Za x 6 1
5 imamo |5x−1| = 1−5x, pa se jednaqina daǉe svodi na 1 = |x−|5x−1|| =

|x− (1−5x)| = |6x−1|, tj. 6x−1 = ±1, a ovo ima rexeǌa x = 1
3 i x = 0, od kojih

prvo odbacujemo jer ne ispuǌava uslov x 6 1
5 ; za x >

1
5 imamo |5x−1| = 5x−1,

pa se jednaqina daǉe svodi na 1 = |x − |5x − 1|| = |x − (5x − 1)| = |1 − 4x|, tj.
1− 4x = ±1, a ovo ima rexeǌa x = 0 i x = 1

2 , koja oba odbacujemo jer nisu u
intervalu 1

5 < x 6 1
3 .

Pretpostavimo sada x > 1
3 . Tada imamo |3x − 1| = 3x − 1, pa se jednaqina

svodi na

1 = |x− |2x− |3x− 1||| = |x− |2x− (3x− 1)|| = |x− |1− x||.

Za x 6 1 imamo |1− x| = 1− x, pa se jednaqina daǉe svodi na 1 = |x− |1− x|| =
|x−(1−x)| = |2x−1|, tj. 2x−1 = ±1, a ovo ima rexeǌa x = 1 i x = −1, od kojih
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drugo odbacujemo jer ne ispuǌava uslov x > 1
3 ; za x > 1 imamo |1− x| = x− 1,

pa se jednaqina daǉe svodi na 1 = |x− |1− x|| = |x− (x− 1)| = |1| = 1, pa su u
ovom sluqaju rexeǌa svi brojevi koji ispuǌavaju uslov x > 1.

Dakle, rexeǌa jednaqine su x = 0 i svi realni brojevi x za koje va�i
x > 1.

Drugi razred – B kategorija

1. Primetimo da zbir svih dozvoǉenih cifara iznosi 0+1+2+3+4+5+6 =
6·7
2 = 21. Poxto treba sastaviti qetvorocifren broj od nekih me�u ovim
ciframa qiji zbir treba da iznosi 15, treba odbaciti neke tri cifre koje
imaju zbir 6. Oqigledno, one mogu biti samo nexto od: {0, 1, 5}, {0, 2, 4} ili
{1, 2, 3}.

U prvom sluqaju mo�emo koristiti cifre 2, 3, 4, 6, i ǌih mo�emo raz-
mestiti na 4! = 24 naqina. U drugom sluqaju mo�emo koristiti cifre 1, 3, 5, 6,
i ǌih mo�emo razmestiti na 4! = 24 naqina. U tre�em sluqaju mo�emo ko-
ristiti cifre 0, 4, 5, 6, a prilikom ǌihovog razmextaǌa moramo paziti na to
da 0 ne sme biti na prvom mestu; dakle, za najlevǉu cifru biramo jednu od
4, 5, 6, a onda preostale tri mo�emo razmestiti na 3! = 6 naqina, pa u ovom
sluqaju imamo ukupno 3 · 6 = 18 brojeva.

Dakle, rexeǌe zadatka je 24 + 24 + 18 = 66.

Ok 2018 2B 2

2. Neka kru�nica k dodiruje stran-
ice AD, CD i BC u taqkama J , F i K,
redom. Neka su C0 i D0 podno�ja nor-
mala iz C i D na AB, redom.

Neka je r polupreqnik kru�nice k.
Oznaqimo x = DJ . Na osnovu jednakosti
tangentnih du�i iz taqke na kru�nicu,
imamo AJ = AE = 15, BK = BE = 10,
DF = DJ = x i CK = CF = 8 − x. Va�i
i D0E = DF = x i C0E = CF = 8− x. Iz
Pitagorine teoreme primeǌene na 4ADD0 i 4BCC0 imamo AD2

0 +DD2
0 = AD2

i BC2
0 + CC2

0 = BC2, tj.

(15− x)2 + (2r)2 = (15 + x)2

i
(10− (8− x))2 + (2r)2 = (10 + (8− x))2.

Prva jednaqina se svodi na 225−30x+x2 + 4r2 = 225 + 30x+x2, tj. 4r2 = 60x, a
odatle sledi x = r2

15 . Druga jednaqina se svodi na 4+4x+x2+4r2 = 324−36x+x2,
tj. 40x+ 4r2 = 320, a odatle sledi x = 320−4r2

40 = 80−r2
10 . Dakle, va�i r2

15 = 80−r2
10 ,

xto se svodi na 10r2 = 1200− 15r2, a odatle izraqunavamo r =
È

1200
25 =

√
48 =

4
√

3.

3. Kako
√

2019 nije prirodan broj (442 = 1936 < 2019 < 2025 = 452), sledi
da je broj n2 bar petocifren. Pretpostavimo n2 = 2019a. Kako imamo 1422 =
20164 < 2019a < 20449 = 1432, takvo n ne postoji. Pretpostavimo sada n2 =
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2019ab, tj. 2019·102 = 201900 6 n2 < 202000 = 2020·102. Odatle imamo n >
√

2019·
10 > 440 i n <

√
2020·10 < 450, ali onda ispitivaǌem ovog intervala u potrazi

za n koje ispuǌava zadate uslove ustanovǉavamo 4492 = 201601 < 2019ab <
202500 = 4502, pa takvo n ne postoji. Pretpostavimo sada n2 = 2019abc, tj.
20190 ·102 = 2019000 6 n2 < 2020000 = 20200 ·102. Odatle imamo n >

√
20190 ·10 >

1420 i n <
√

20200 · 10 < 1430. Sada ispitivaǌem ovog intervala u potrazi za
n koje ispuǌava zadate uslove ve� za n = 1421 dobijamo 14212 = 2019241.

Dakle, najmaǌi takav prirodan broj n je n = 1421.

4. Postavǉena jednaqina je ekvivalentna sa
È
a2 − x

√
x2 + a2 = a − x.

Odatle imamo uslov a > x, a nakon kvadriraǌa jednaqina se svodi na
a2 − x

√
x2 + a2 = a2 − 2ax + x2, tj. x

√
x2 + a2 = 2ax − x2. Jedna mogu�nost je

x = 0 (xto jeste rexeǌe kad god je ispuǌen uslov a > x, tj. a > 0); inaqe nam
posle skra�ivaǌa sa x ostaje

√
x2 + a2 = 2a − x, a ovo se nakon kvadriraǌa,

uz postavǉaǌe uslova 2a − x > 0, tj. a > x
2 , svodi na x2 + a2 = 4a2 − 4ax + x2,

tj. 4ax = 3a2. U sluqaju a = 0 ovo je ispuǌeno uvek, tj. tada su rexeǌa svi
brojevi x za koje va�i a > x i a > x

2 , tj. x 6 0. Pretpostavimo sada a 6= 0.
Tada iz posledǌe jednaqine dobijamo jox rexeǌe x = 3a

4 ; ovo jeste rexeǌe
polazne jednaqine ako su ispuǌeni uslovi a > x i a > x

2 , tj. a > 3a
4 i a > 3a

8 ,
a oni se svode na a

4 > 0 i 5a
8 > 0, tj. (ponovo) a > 0.

Dakle, rezimirajmo: za a = 0 rexeǌe jednaqine je ceo interval x ∈ (−∞, 0],
za a > 0 jednaqina ima dva rexeǌa, x = 0 i x = 3a

4 , a za a < 0 jednaqina nema
rexeǌa.

a b c
d e f
g h i

2 9 4
7 5 3
6 1 8

Ok 2018 2B 5

5. Posmatrajmo magiqni kvadrat kao na slici
levo. Poxto va�i a+b+c+· · ·+i = 1+2+3+· · ·+9 = 45
i a+b+c = d+e+f = g+h+i, sledi a+b+c = d+e+f =
g + h+ i = 15, i tako�e zbirovi u svakoj vrsti i na
obe dijagonale iznose 15. Primetimo sada:

60 = 4·15 = (b+e+h)+(d+e+f)+(a+e+i)+(c+e+g) = (a+b+c+· · ·+i)+3e = 45+3e,

odakle sledi e = 5.
Pretpostavimo da je broj 9 smexten u ugao; bez umaǌeǌa opxtosti, a = 9.

Tada iz 15 = a+b+c = a+d+g sledi b+c = d+g = 6. Me�utim, primetimo da
dva broja mogu davati zbir 6 samo ako su to brojevi 2 i 4 (zaista, mogu�nosti
3 + 3 otpada jer brojevi moraju biti razliqiti, a mogu�nost 1 + 5 otpada jer
je broj 5 ve� iskorix�en za e), pa smo zapravo dobili kontradikciju.

Prema tome, broj 9 ne mo�e biti smexten u uglu, pa mora biti na sredini
neke stranice. Uzmimo npr. b = 9. Tada sliqno kao malopre dobijamo a+c = 6,
tj. a = 2 i c = 4 ili obratno. Koju god od ove dve mogu�nosti da odaberemo (a
me�usobno su analogne), lako vidimo da se ostatak magiqnog kvadrata mo�e
popuniti na jedinstven naqin (na slici desno je prikazano popuǌavaǌe za
a = 2 i c = 4.

Dakle, u sredini uvek mora biti broj 5, a zatim broj 9 mo�emo upisati
na sredinu neke stranice, xto daje 4 mogu�nosti za broj 9. Nakon upisivaǌa
broja 9, za ǌegova dva suseda imamo jox izbor koji od ǌih �e biti 2 a koji
4, xto su jox 2 mogu�nosti, a daǉe popuǌavaǌe magiqnog kvadrata je jed-
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noznaqno odre�eno. Prema tome, razliqitih magiqnih kvadrata 3× 3 ukupno
ima 4 · 2 = 8.

Tre�i razred – B kategorija

1. Broj parova razliqitih xahista je n(n−1)
2 , pa kako je svako sa svakim

odigrao po k partija, sledi n(n−1)
2 k = 224, tj. n(n − 1)k = 448 = 26 · 7. Me�u

brojevima n i n−1 jedan mora biti neparan, a jedini neparni delioci broja
448 su 1 i 7. Nemogu�e je n = 1, jer bi tada proizvod na levoj strani iznosio
0. Za n − 1 = 1 imamo n = 2 i tada k = 224, tj. na turniru su igrala samo
dvojica xahista i odigrali su 224 partije. Sluqaj n = 7 je tako�e nemogu�
jer tada imamo n−1 = 6, a desna strana nije deǉiva sa 3. Konaqno, za n−1 = 7
imamo n = 8 i tada k = 448

8·7 = 8, tj. na turniru je igralo 8 xahista i svako je
sa svakim odigrao po 8 partija.

Dakle, mogu�e je n = 2 i k = 224, ili n = 8 i k = 8.

2. Jednaqinu transformixemo u sin 3x − sinx = 1 − cos 2x = 2 sin2 x, tj.
2 sinx cos 2x = 2 sin2 x. Jedna mogu�nost je sinx = 0, tj. x = kπ za k ∈ Z.
U sluqaju sinx 6= 0 posle skra�ivaǌa sa 2 sinx ostaje cos 2x = sinx, tj.
1 − 2 sin2 x = sinx. Uvedimo smenu sinx = t. Tada dobijamo kvadratnu jed-
naqinu 2t2 + t − 1 = 0, a ǌena rexeǌa su t1/2 = −1±

√
1+8

4 = −1±3
4 , tj. t1 = 1

2 i
t2 = −1. Dakle, sinx = 1

2 ili sinx = −1, tj. x = π
6 + 2kπ, x = 5π

6 + 2kπ ili
x = −π2 + 2kπ za k ∈ Z.

Preostaje jox prebrojati koliko se od prona�enih rexeǌa nalazi u in-
tervalu [2, 24]. Zbog 0 < 2 < π i 7π < 24 < 8π imamo 7 rexeǌa oblika x = kπ
(za 1 6 k 6 7). Daǉe, zbog π

6 < 2 < 13π
6 i 37π

6 < 24 < 49π
6 imamo 3 rexeǌa

oblika x = π
6 + 2kπ (za 1 6 k 6 3). Zatim, zbog 0 < 2 < 5π

6 i 41π
6 < 24 < 53π

6
imamo 4 rexeǌa oblika x = 5π

6 + 2kπ (za 0 6 k 6 3). Najzad, zbog −π2 < 2 < 3π
2

i 15π
2 < 24 < 19π

2 imamo 4 rexeǌa oblika x = −π2 + 2kπ (za 1 6 k 6 4).
Dakle, ukupan broj rexeǌa u tra�enom intervalu iznosi 7+3+4+4 = 18.

3. Iz prve jednaqine sledi b = 8− a, pa uvrxtavaǌem ovoga u drugu dobi-
jamo

32 = a2 + (8− a)2 + c2 = a2 + 64− 16a+ a2 + c2 = 2a2 − 16a+ 64 + c2,

tj. 2a2− 16a+ 32 + c2 = 0. Me�utim, primetimo da levu stranu mo�emo trans-
formisati kao 2a2− 16a+ 32 + c2 = 2(a2− 8a+ 16) + c2 = 2(a− 4)2 + c2, pa da bi
ovo bilo jednako nuli, mora va�iti a− 4 = 0 i c = 0. Dakle, jedino rexeǌe
zadatog sistema je a = 4, b = 8− a = 4 i c = 0.

4. Prvo rexeǌe. Neka je O presek dijagonala romba ABCD, i neka je a
ǌegova stranica. Oznaqimo ]SOA = α, ]SOC = π − α, ]SOB = β, ]SOD =
π−β. Primenom kosinusne teoreme na 4SOB, 4SOD, 4SOA i 4SOC, redom,
dobijamo:

SB2 = SO2 +OB2 − 2SO ·OB cosβ;

SD2 = SO2 +OD2 + 2SO ·OD cosβ;

SA2 = SO2 +OA2 − 2SO ·OA cosα;

SC2 = SO2 +OC2 + 2SO ·OC cosα.
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Sabiraǌem prve dve jednakosti i druge dve jednakosti, uz uvrxtavaǌe OB =
OD = a

2 , OA = OC = a
√

3
2 i SA = a, dobijamo SB2+SD2 = 2SO2+ a2

2 i a2+SC2 =
2SO2 + 3a2

2 . Iz druge jednakosti sledi SC2 = 2SO2 + a2

2 , pa upore�ivaǌem s
prvom dobijamo SB2 + SD2 = SC2.

Drugo rexeǌe. Uvedimo vektore ~s =
−→
AS, ~b =

−−→
AB i ~d =

−−→
AD. Imamo |~s| =

|~b| = |~d| = a, kao i ~b · ~d = a2 cos 60◦ = a2

2 . Tako�e,
−→
SB = ~b − ~s,

−→
SD = ~d − ~s i

−→
SC =

−→
AC −

−→
AS = ~b+ ~d− ~s. Odatle:

SB2 =
−→
SB ·

−→
SB = (~b− ~s) · (~b− ~s) = ~b ·~b− 2~b · ~s+ ~s · ~s = 2a2 − 2~b · ~s;

SD2 =
−→
SD ·

−→
SD = (~d− ~s) · (~d− ~s) = ~d · ~d− 2~d · ~s+ ~s · ~s = 2a2 − 2~d · ~s;

SC2 =
−→
SC ·

−→
SC = (~b+ ~d− ~s) · (~b+ ~d− ~s) = 3a2 + 2~b · ~d− 2~b · ~s− 2~d · ~s = 4a2 − 2~b · ~s− 2~d · ~s.

Ok 2018 3B 4

Dakle, kako desne
strane prve dve jed-
nakosti u zbiru daju
desnu stranu tre�e,
to va�i i za leve
strane, qime je tvrd-
jeǌe dokazano.

Tre�e rexeǌe. Neka
je S0 podno�je nor-
male iz temena S na ravan ABCD. Tada imamo SB2 = SS2

0 + S0B
2, SC2 =

SS2
0 +S0C

2 i SD2 = SS2
0 +S0D

2, pa se jednakost koju treba dokazati svodi na
SS2

0 + S0B
2 + SS2

0 + S0D
2 = SS2

0 + S0C
2, tj.

SS2
0 + S0B

2 + S0D
2 = S0C

2.

Neka je a du�ina stranice romba ABCD (a tada imamo i SA = a). Tako�e,
neka su X i Y podno�ja normala iz taqke S0 na prave AB i CD, redom.
Radi�emo sluqaj kada se S0 nalazi izme�u taqaka X i Y (u suprotnom se
radi sliqno). Neka je D′ podno�je visine iz D u jednakostraniqnom 4ABD.
Primetimo, AX +CY = AD′ +D′X +CY = AD′ +DY +CY = a

2 + a = 3a
2 . Sada

mo�emo raqunati:

SS2
0 + S0B

2 + S0D
2 = (SA2 −AS2

0) + (S0X
2 +XB2) + (S0Y

2 + Y D2)

= a2 − (AS2
0 − S0X

2) + (a−XA)2 + S0Y
2 + (a− Y C)2

= a2 −AX2 + a2 − 2aXA+XA2 + S0Y
2 + a2 − 2aY C + Y C2

= 3a2 − 2a(XA+ Y C) + (S0Y
2 + Y C2) = 3a2 − a · 3a+ S0C

2 = S0C
2,

xto je i trebalo dokazati.

5. Izraze pod korenovima mo�emo zapisati kao x(x + 3) + 1 i y(y − 1) +
3. Odatle, za ma kakve cele brojeve x i y, ovi izrazi su neparni (jer su
proizvodi x(x+3) i y(y−1) parni, budu�i da im je uvek jedan qinilac paran
a drugi neparan).
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Oznaqimo x2 + 3x + 1 = a i y2 − y + 3 = b. Imamo
√
a +
√
b = 2017, tj.√

a = 2017−
√
b. Kvadriraǌem ove jednakosti dobijamo a = 20172 − 4034

√
b+ b,

tj.
√
b = 20172+b−a

4034 . Odavde vidimo da je
√
b racionalan broj, a poxto je b

ceo broj, iz ova dva zakǉuqka sledi da je i
√
b ceo broj. Na isti naqin

dokazujemo i da je
√
a ceo broj. Me�utim, kako su a i b neparni brojevi, to

su i
√
a i
√
b neparni brojevi, ali u tom sluqaju je

√
a +
√
b paran broj, pa

ovaj zbir ne mo�e biti jednak 2017, kontradikcija. Dakle, polazna jednaqina
nema celobrojna rexeǌa.

Qetvrti razred – B kategorija
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Ok 2018 4B 1

1. Prva nejednaqina se svodi na x2 − 4x +
4 + y2 − 4y 6 0, tj. (x − 2)2 + (y − 2)2 6 4 =
22. Skup taqaka koje ovo ispuǌavaju pred-
stavǉaju krug s centrom u (2, 2) i polupreq-
nika 2. Druga nejednaqina se svodi na y 6È

(x− 2)2 = |x − 2|; dakle, posmatrana figura
predstavǉa deo maloqas opisanog kruga koji
se nalazi ispod grafika funkcije y = |x −
2|, tj. sastoji se od dva kru�na odseqka
(videti sliku). Ako obele�imo taqke A(0, 2),
B(2, 0) i C(4, 2), sada lako vidimo da se
tra�ena povrxina mo�e izraqunati oduzi-
maju�i od polovine povrxine kruga povrx-
inu jednakokrako--pravouglog 4ABC (qija je

kateta jednaka 2
√

2), tj. iznosi π·22

2 −
(2
√

2)2

2 = 2π − 4.

2. Imamo 24a+2b+2018c ≡ 2b+2c ≡ (−1)b+(−1)c (mod 3) i 10c+3a+2018b ≡
1c + 2b ≡ 1 + (−1)b (mod 3). Dakle, drugi broj je deǉiv sa 3 ako i samo ako je
b proizvoǉan neparan broj. Sada, koriste�i da je b neparan broj, vidimo da
je prvi broj deǉiv sa 3 ako i samo ako je c paran broj. Dakle, tra�eni uslov
ispuǌavaju sve trojke (a, b, c) gde je a proizvoǉan prirodan broj ne ve�i od
2018, b proizvoǉan neparan broj ne ve�i od 2018, i c proizvoǉan paran broj
ne ve�i od 2018. Prema tome, takvih trojki ima 2018 · 1009 · 1009 = 2 · 10093.

Ok 2018 4B 3

3. Prvo rexeǌe. Tra�ena jednakost se mo�e
transformisati u MB ·MC = (AB − AM)(AB +
AM), tj. MB

AB−AM = AB+AM
MC . Oznaqimo sa K taqku

na stranici AB takvu da va�i AK = AM , a sa
L taqku na produ�etku stranice AC preko taqke
A takvu da va�i AL = AM . Tada se �eǉena jed-
nakost svodi na MB

BK = CL
MC . Dakle, dovoǉno je

dokazati sliqnost 4MBK ∼ 4LCM .
Oznaqimo ]BAM = ϕ. Tada imamo ]MAC =

60◦−ϕ. Kako je 4ALM jednakokrak a ǌegov spol-
jaxǌi ugao kod temena A iznosi 60◦ − ϕ, sledi
]AML = ]ALM = 30◦ − ϕ

2 . U 4MLC imamo
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jox ]LCM = 60◦, pa nalazimo i tre�i ugao:
]LMC = 180◦ − (30◦ − ϕ

2 ) − 60◦ = 90◦ + ϕ
2 . Kako

je 4AKM jednakokrak i ugao naspram osnovice
iznosi ϕ, sledi ]AKM = ]AMK = 90◦ − ϕ

2 , odakle direktno dobijamo
]BKM = 90◦ + ϕ

2 . Dakle, kako za 4MBK i 4LCM va�i ]LMC = 90◦ + ϕ
2 =

]BKM i ]LCM = 60◦ = ]MBK, sledi 4MBK ∼ 4LCM , xto je i trebalo
dokazati.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo a = AB = AC = BC. Primenom kosinusne teoreme
na 4ABM dobijamo: AM2 = a2 + BM2 − 2a · BM cos 60◦ = a2 + BM2 − a · BM .
Odatle imamo a2 −AM2 = a ·BM −BM2 = BM · (a−BM) = MB ·MC, xto je
i trebalo dokazati.

4. a) Odgovor: nije mogu�e.
Svi mogu�i zbirovi koji se mogu pojaviti u vrstama i kolonama su

slede�i: −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3. Kako se, po uslovu zadatka, mora javiti xest
razliqitih zbirova, to se taqno jedan od ovih 7 brojeva ne�e pojaviti kao
zbir (a svi ostali �e se pojaviti taqno po jednom). Primetimo, daǉe, da
raqunaju�i sumu svih tih xest zbirova koji se pojavǉuju, zapravo svaki
broj u tablici raqunamo po dva puta (jednom u ǌegovoj vrsti, drugi put u
ǌegovoj koloni), pa ta ukupna suma mora biti paran broj. Kako na gorǌoj
listi mogu�ih zbirova imamo 4 neparna i 3 parna broja, da bi suma nekih
6 od tih 7 brojeva bila parna, sledi da broj koji se ne pojavǉuje mora biti
paran.

Dakle, zbir neke vrste ili kolone mora biti jednak 3, i zbir neke vrste
ili kolone mora biti jednak −3. Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je zbir brojeva
u prvoj vrsti jednak 3, tj. u prvoj vrsti su sve jedinice. Sada, oqigledno,
ni u jednoj koloni ne mo�emo imati zbir −3, pa se zbir −3 mora pojaviti
u nekoj vrsti; neka je to, bez umaǌeǌa opxtosti, druga vrsta, tj. u drugoj
vrsti su svi brojevi jednaki −1. Dakle, u svakoj koloni zasad imamo zbir 0,
pa da bi (nakon upisivaǌa brojeva u tre�oj vrsti) sva ova tri zbira bila
razliqita, u tre�oj vrsti moraju biti razliqiti brojevi, tj. brojevi 1, 0 i
−1 (svaki po jednom). Me�utim, tada zbir brojeva u tre�oj vrsti iznosi 0,
a tako�e u jednoj koloni imamo zbir 1 + (−1) + 0 = 0, kontradikcija.

1 1 1 1
1 1 1 −1
1 0 −1 −1
0 −1 −1 −1

Ok 2018 4B 4

b) Odgovor: mogu�e je. Prikazujemo jedno takvo pop-
uǌavaǌe tablice.

5. Rexeǌa posmatrane jednaqine su nule polinoma
f(x) = x3−3x−a. Kako je ovaj polinom tre�eg stepena, on
ima najvixe 3 realne nule. S obzirom na limx→−∞ f(x) =
−∞ i limx→∞ f(x) = ∞, a kako je polinom neprekidna
funkcija, sledi da f(x) mora imati bar jednu nulu. Izvod ove funkcije je
f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x − 1)(x + 1), pa kako izvod ima nule u taqkama x = −1 i
x = 1, negativan je na intervalu (−1, 1), a pozitivan inaqe, zakǉuqujemo da
f(x) raste na intervalima (−∞,−1) i (1,∞), opada na (−1, 1), ima lokalni
maksimum za x = −1, a lokalni minimum za x = 1. Na svakom od intervala
(−∞,−1), (−1, 1) i (1,∞) polinom f(x) mo�e imati najvixe po jednu nulu, zbog
monotonosti na tim intervalima. Polinom �e imati ukupno tri razliqite
realne nule ako i samo ako va�i f(−1) > 0 i f(1) < 0 tj. 2−a > 0 i −2−a < 0,
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ima�e dve razliqite realne nule (od toga jednu dvostruku) ako i samo ako
va�i f(−1) = 0 ili f(1) = 0, a inaqe (tj. ako i samo ako su vrednosti f(−1)
i f(1) razliqite od 0 i me�usobno istog znaka) samo jednu realnu nulu.

Dakle, posmatrana jednaqina ima tri razliqita realna rexeǌa za a ∈
(−2, 2), dva razliqita realna rexeǌa za a ∈ {−2, 2}, a samo jedno realno
rexeǌe za a ∈ (−∞,−2) ∪ (2,∞).

REXEǋA ZADATAKA SA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 10. 3. 2018.

Prvi razred – A kategorija

1. Pretpostavimo da takvi brojevi t i n0 postoje. Tada je skup svih
mogu�ih vrednosti koje funkcija f mo�e imati oqigledno jednak {f(n) : 1 6
n 6 n0 + t− 1}. Kako je ovaj skup konaqan, on ima najve�i element; neka je to
M . Neka je sada k proizvoǉan prirodan broj qiji se dekadni zapis zavrxava
sa M + 1 jedinicom. Tada se i broj xk zavrxava sa M + 1 jedinicom, pa da
bi on uopxte bio paran (a pogotovo deǉiv sa 8), iz ǌegovog dekadnog zapisa
moramo izbrisati svih tih M + 1 jedinica s kraja. Dakle, f(k) > M + 1, tj.
funkcija f uzima vrednost ve�u od M , kontradikcija.

Dr 2018 1A 2

2. Oznaqimo sa x1, x2, x3, y1, y2, y3 i z kar-
dinalnosti odgovaraju�ih delova Venovog di-
jagrama kao na slici. Tada imamo |A4B| =
x1+x2+y1+y2 = 2k, |B4C| = x2+x3+y2+y3 = 2k
i |C4A| = x1 +x3 +y1 +y3 = 2k. Sabiraǌem sve
ove tri jednakosti dobijamo 2

P3
i=1(xi + yi) =

6k, tj.
3X
i=1

(xi + yi) = 3k.

Neka je D skup koji ispuǌava uslove iz
postavke. Zapiximo x1 = x′1 + x′′1 , gde smo sa
x′1 oznaqili kardinalnost preseka skupa D
i parqeta obele�enog sa x1, a sa x′′1 kardi-
nalnost ostatka; sliqno uqinimo za sve ostale parqi�e. Tako�e, oznaqimo
u = |D \ (A∪B ∪C)|. Tada imamo |A4D| = x′′1 + y′′2 + y′′3 + z′′+x′2 +x′3 + y′1 +u = k.
Ispisuju�i analogne formule za |B4D| i |C4D| i sabiraju�i te tri jedna-
kosti dobijamo

3k =
3X
i=1

(2x′i + x′′i + y′i + 2y′′i ) + 3z′′ + 3u =
3X
i=1

(xi + yi + x′i + y′′i ) + 3z′′ + 3u

= 3k +
3X
i=1

(x′i + y′′i ) + 3z′′ + 3u.

Odatle odmah dobijamo x′i = 0, y′′i = 0 (za i = 1, 2, 3), z′′ = 0 i u = 0. To znaqi da
D ima prazan presek s parqi�ima oznaqenim sa x1, x2 i x3, i da D ne sadr�i



58

elemente van A∪B ∪C, kao i da D sadr�i qitave parqi�e oznaqene sa y1, y2,
y3 i z. Time je jednoznaqno odre�en skup D: D = (A ∩B) ∪ (B ∩ C) ∪ (C ∩A).

3. Oznaqimo ]BAC = α, ]BAF = ϕ i ]DBE = θ. Imamo ]BEF = 2ϕ,
]CFA = 90◦ − α − ϕ i ]DCB = ]DBC = 90◦ − α. Daǉe, iz tetivnosti
qetvorougla BCDE dobijamo ]DCE = ]DBE = θ, ]EDB = ]ECB =
90◦ − ]ACD − ]DCE = 90◦ − α − θ i ]CEB = ]CDB = 2α. Sada mo�emo
izraqunati i ]EFC = 180◦ − ]BEF − ]CEB − ]ECF = 90◦ − 2ϕ − α + θ i
]EFG = ]CFG− ]EFC = (90◦ − α− ϕ)− (90◦ − 2ϕ− α+ θ) = ϕ− θ.

Neka je G druga preseqna taqka prave FA i kru�nice k1. Na osnovu
tetivnosti qetvorougla CFGE dobijamo ]ECG = ]EFA = ϕ − θ, i sada
izraqunavamo ]DCG = ]DCE + ]ECG = θ + ϕ− θ = ϕ = ]DAG. Kako va�i i
]DCA = ]DAC, prava GD je simetrala du�i AC, i odatle GD ‖ BC. Daǉe
dobijamo ]GDB = ]CBA = 90◦ − α i

]GDE = ]GDB − ]BDE = (90◦ − α)− (90◦ − α− θ) = θ = ]DCE.

Pored toga, ]DEG = 360◦ − ]DEC − ]GEC = 360◦ − (90◦ − α)− (180◦ − (90◦ −
α− ϕ)) = 180◦ − ϕ, a onda odatle

]DGE = 180◦ − ]DEG− ]GDE = 180◦ − (180◦ − ϕ)− θ = ϕ− θ = ]EFG.

Iz dobijene dve jednakosti, na osnovu veze me�u uglom izme�u tetive i tan-
gente i periferijskim uglom nad tom tetivom, sledi da je prava DG tangenta
i na k i na k1, qime je dokaz zavrxen.

4. Na osama se nalaze taqke (−100, 0), . . . , (100, 0) i (0,−100), . . . , (0, 100), ko-
jih ima ukupno 401 (primetimo da se taqka (0, 0) nalazi na obe ove liste).
Nadaǉe �emo posmatrati samo taqke van osa.

Svakoj taqki (x, y) za prirodne brojeve x i y pridru�imo jediniqni
kvadrat (na celobrojnoj rexetki) qije je gorǌe desno teme taqka (x, y). U
preostala tri kvadranta napravimo analogno (simetriqno) pridru�ivaǌe
kvadrata celobrojnim taqkama. Jasno je da na ovaj naqin imamo bijekciju
izme�u skupa celobrojnih taqaka unutar kruga (van osa) i skupa jediniqnih
kvadrata koji su qitavi unutar kruga, i da je pritom broj celobrojnih taqaka
jednak povrxini mnogougla koji saqiǌavaju ovakvi jediniqni kvadrati. Na-
zovimo taj mnogougao M , a krug koji posmatramo K . Pokuxa�emo da ocenimo
razliku izme�u povrxina K i M . Ovo �emo uqiniti na taj naqin xto �emo
najpre oceniti tu razliku unutar oktanta koji obrazuju prava y = x i pozi-
tivan smer x-ose (a potom dobijenu ocenu pomno�iti sa 8).

Oznaqimo sa f(i) najve�i nenegativan ceo broj j za koji va�i i2 + j2 6
1002 (drugim reqima, (i, f(i)) je posledǌa celobrojna taqka unutar kruga na
pravoj x = i). Primetimo da je posledǌa celobrojna taqka unutar kruga na
pravoj y = x taqka (70, 70) (zaista, 2 · 702 = 9800 < 1002 < 10082 = 2 · 712).
Va�i f(70) = 70 i f(100) = 0. Daǉe, za sve i za koje va�i 70 6 i < 100
pravougli trougao s temenima u taqkama (i, f(i)), (i+ 1, f(i+ 1)) i (i, f(i+ 1))
pripada krugu K ali ne pripada mnogouglu M , a ǌegova povrxina iznosi
f(i)−f(i+1)

2 . Dakle, razlika izme�u povrxina kruga K i mnogougla M unutar
posmatranog oktanta iznosi bar

P99
i=70

f(i)−f(i+1)
2 = f(70)−f(100)

2 = 70
2 = 35, a
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odatle onda imamo
P (K )− P (M ) > 8 · 35 = 280.

To daje
P (M ) 6 P (K )− 280 < 3.15 · 1002 − 280 = 31220.

Dakle, celobrojnih taqaka van osa ima ne vixe od 31220, pa je ukupan broj
taqaka ne ve�i od 31220 + 401 = 31621 < 31650, qime je zadatak rexen.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka su na tabli ostali brojevi n, n+ 1, n+ 2, n+ 3 i n+ 4. Me�u ovim
brojevima postoje dve grupe od po dva broja takva da je proizvod brojeva u
prvoj grupi jednak proizvodu brojeva u drugoj grupi: zaista, ako je Nikola
zamislio brojeve a, b, c i d, i ako je Dule obrisao, bez umaǌeǌa opxtosti,
broj cd, tada imamo (bc)(ad) = (ac)(bd) i brojevi bc, ad, ac i bd su na tabli.
Pritom, broj na tabli koji ne uqestvuje ni u jednoj od te dve grupe pomno�en
s obrisanim brojem daje isti taj proizvod (zaista, u razmatraǌu malopre
neiskorix�en broj je ab, i on pomno�en s obrisanim brojem, cd, daje ponovo
proizvod abcd).

Imamo pet mogu�nosti za broj koji ne uqestvuje ni u jednoj od te dve
grupe. Primetimo da, nakon xto odaberemo taj broj, da bi proizvod neka
dva od qetiri preostala broja bio jednak proizvodu druga dva, jednu grupu
moraju qiniti najmaǌi i najve�i broj, a drugu dva sredǌa broja (inaqe bi
proizvod gde uqestvuje najmaǌi broj bio maǌi od proizvoda gde uqestvuje
najve�i). Dakle, mora va�iti neka od slede�ih jednakosti: (n + 1)(n + 4) =
(n+2)(n+3), n(n+4) = (n+2)(n+3), n(n+4) = (n+1)(n+3), n(n+4) = (n+1)(n+2)
ili n(n + 3) = (n + 1)(n + 2). One su ekvivalentne sa, redom, 5n + 4 = 5n + 6,
4n = 5n+ 6, 4n = 4n+ 3, 4n = 3n+ 2 i 3n = 3n+ 2, pa prime�ujemo da je jedina
od ǌih koja ima rexeǌe u skupu prirodnih brojeva pretposledǌa, qije je
rexeǌe n = 2.

Dakle, na tabli su ostali brojevi 2, 3, 4, 5 i 6. Me�u ovim brojevima
postoji taqno jedna podela na dve grupe od po dva broja takva da su proizvodi
brojeva u grupama jednaki: 2 · 6 = 3 · 4. Prema tome, proizvod neiskorix�enog
broja (a to je 5) i obrisanog broja tako�e mora iznositi 12, pa je obrisan
broj 12

5 .

2. Primetimo:

109
�m
n

�k
= x1x2 . . . x9,x1x2 . . . x9x1x2 . . . x9 . . .

= x1x2 . . . x9 + 0,x1x2 . . . x9x1x2 . . . x9 . . . = x1x2 . . . x9 +
�m
n

�k
,

pa dobijamo (109 − 1)(mn )k = x1x2 . . . x9, tj. (109 − 1)mk = x1x2 . . . x9 · nk. Jasno,
mo�emo pretpostaviti da su m i n uzajamno prosti. Odatle sledi

nk | 109 − 1 = 999 . . . 999| {z }
9 puta

.
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Pokuxa�emo da broj s desne strane rastavimo na proste qinioce. Oqigledno,
999 . . . 999| {z }

9 puta

= 9·111 . . . 111| {z }
9 puta

, a preostali broj je tako�e deǉiv sa 9, i oqigledno je

deǉiv i sa 111, pa se u ǌemu pojavǉuje prost qinilac 37. Dakle, direktnim
deǉeǌem dobijamo

999 . . . 999| {z }
9 puta

= 34 · 37 · 333667,

pri qemu za broj 333667 nismo utvrdili da li je prost. Sada, kako nk mora
deliti gorǌi broj za k > 2 i n > 1 (xto sledi iz n > m > 1), mogu�e je n = 3,
n = 9 ili da n bude neki potpun stepen koji deli broj 333667. Dokaza�emo da
posledǌi sluqaj nije mogu�.

Najpre �emo utvrditi da broj 333667 nije deǉiv nijednim prostim brojem
do 70. Ovo je (uz dovoǉno vremena) mogu�e uqiniti i direktnim isprobavan-
jem, no pokaza�emo i br�i naqin. Pretpostavimo da je p prost broj koji deli
333667. Tada p deli i 109 − 1, te imamo 109 ≡ 1 (mod p), a odatle op(10) | 9
(sa om(a) oznaqavamo poredak broja a po modulu m, tj. najmaǌi prirodan
broj t za koji va�i at ≡ 1 (mod m)), tj. op(10) ∈ {1, 3, 9}. U prva dva sluqaja
dobijamo p | 101 − 1 = 9 odnosno p | 103 − 1 = 999, tj. p ∈ {3, 37}, a 333667 nije
deǉiv nijednim od ovih brojeva. Ostaje op(10) = 9. Sada, poxto mora va�iti
op(10) | p− 1, sledi da p daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 9. Jedini prosti bro-
jevi do 70 koji ovo ispuǌavaju su 19 i 37, a kako 333667 nije deǉivo sa 19
(a ranije smo ve� videli da nije deǉivo ni sa 37), sledi da nije deǉivo
nijednim prostim brojem do 70.

Daǉe, broj 333667 nije potpun kvadrat, jer se zavrxava cifrom 7. Dakle,
ako bi on bio deǉiv nekim potpunim stepenom, tada bismo mogli zapisati
333667 = p2t, za neki prost broj p i neki prirodan broj t, t > 1. Me�utim, tada
bismo imali p, t > 70 i odatle p2t > 703 = 343000 > 333667, kontradikcija.

Prema svemu reqenom, ostaje n = 9 (i tada k = 2), ili n = 3 (i tada
k ∈ {2, 3, 4}). Odatle, ubacuju�i za m sve mogu�e vrednosti maǌe od n i
uzajamno proste sa n, dobijamo:�m

n

�k
∈
§

1
81
,

4
81
,

16
81
,

25
81
,

49
81
,

64
81
,

1
9
,

4
9
,

1
27
,

8
27

ª
.

3. Oznaqimo sa A′ taqku simetriqnu taqki A u odnosu na BC, sa γ i ω
kru�nice nad preqnicima BC i DE, redom, a sa Ω kru�nicu opisanu oko
4ABC. Treba pokazati da taqka A′ pripada radikalnoj osi KL kru�nica
γ i ω. Neka se prave KL i BC seku u taqki F . Centri kru�nica γ i ω su,
redom, sredixta M i P du�i BC i DE, pa je dovoǉno dokazati A′F ⊥MP .

Taqka M le�i na kru�nici ω (budu�i da je AE simetrala ugla trougla,
sledi da je taqka E sredixte luka opisane kru�nice, pa va�i EM⊥BC). Ako
prava FA ponovo seqe kru�nicu Ω u taqki N , sledi FA · FN = FB · FC =
FK · FL = FD · FM , xto znaqi da su taqke A, D, M i N koncikliqne. Kako
kru�nica opisana oko 4ADM mora prolaziti kroz sredixte luka ùBAC (jer
simetrala stranice BC i simetrala spoǉaxǌeg ugla kod A u 4ABC obe
prolaze kroz sredixte tog luka, a pritom je qetvorougao qija su temena to
sredixte luka i taqke A, D i M tetivan zbog pravih uglova kod M i A),
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sledi da je upravo taqka N sredixte luka ùBAC, a odatle dobijamo ]DAN =
]DMN = 90◦. Sada raqunamo ]PMF + ]MFA′ = ]PDM + ]MFA = ]ADF +
]DFA = 90◦, tj. A′F ⊥MP , qime je zadatak rexen.

4. a) Da�emo pobedniqku strategiju za Alisu pod pretpostavkom b <√
2n− 2− 3

2 .
Proizvoǉno fiksirajmo jednu od datih taqaka U . U svakom potezu Alisa

radi slede�e. Ako postoji neobojena du� koja zatvara crveni trougao, Alisa
je boji u crveno i pobe�uje. U suprotnom, ona boji proizvoǉnu neobojenu du�
qiji je jedan kraj U . Tvrdimo da na ovaj naqin Alisa pobe�uje pre nego xto
ponestane neobojenih du�i qiji je jedan kraj U .

Pretpostavimo suprotno, da u nekom momentu igre nema vixe neobojenih
du�i qiji je jedan kraj U , Alisa je na potezu, a do tada nije pobedila. Neka
je k broj do tada odigranih poteza. Budu�i da je Boba obojio u plavo sve
du�i qiji je jedan kraj U koje nisu crvene, kao i sve du�i koje zatvaraju
crveni trougao, ukupan broj plavih du�i je bar n−1−k+

�k
2

�
. S druge strane,

ukupan broj plavih du�i posle k poteza je bk, xto znaqi n−1−k+
�k
2

�
−bk 6 0.

Me�utim, imamo n−1−k+
�k
2

�
−bk = n−1+k(k−1)

2 −k(b+1) = n−1+k(k−2b−3)
2 , pa ako

ovo posmatramo kao kvadratnu funkciju po b, ona dosti�e minimum u taqki

k = 2b+3
2 = b+ 3

2 , i taj minimum iznosi n−1− (b+ 3
2 )2

2 ; odatle, n−1−k+
�k
2

�
−bk >

n− 1− (b+ 3
2 )2

2 > n− 1− (
√

2n−2)2

2 = 0, kontradikcija.
b) Da�emo pobedniqku strategiju za Bobu pod pretpostavkom b > 2

√
n.

Ako u i-tom potezu Alisa oboji u crveno du� UiVi, Boba �e odgovoriti
bojeǌem b b2c neobojenih du�i qiji je jedan kraj Ui, i d b2e neobojenih du�i qiji
je jedan kraj Vi (ako nema dovoǉno takvih neobojenih du�i, onda Boba boji
sve takve koje postoje, a preostali deo poteza igra proizvoǉno). Pritom,
najpre �e obojiti one du�i qiji je jedan kraj u Ui, odnosno Vi, koje pred-
stavǉaju neposrednu pretǌu – neobojene du�i koje zatvaraju crveni trougao.
Dokaza�emo da na ovaj naqin Boba pobe�uje.

Primetimo najpre da u bilo kom momentu igre broj crvenih du�i koje
polaze iz bilo koje uoqene taqke nije ve�i od n−1

b b
2 c+1

+ 1. Daǉe, imamo n−1
b b

2 c+1
+

1 < b b2c + 1, xto sledi iz b b2c(b
b
2c + 1) > b−1

2 ( b−1
2 + 1) = ( b2 )2 − 1

4 > n − 1; prema
tome, u bilo kom momentu igre broj crvenih du�i koje polaze iz bilo koje
uoqene taqke nije ve�i od b b2c.

Pretpostavimo da je Alisa pobedila uz ovakvu Bobinu strategiju. To
znaqi da postoje taqke U , V i W takve da su du�i UV , VW i UW obojene
crveno. Bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo da su te du�i obojene crveno
bax navedenim redom. Tako�e, jasno, mo�emo pretpostaviti i da je Alisa
kreirala crveni trougao qim je to bilo mogu�e. Nakon Alisinog bojeǌa
du�i VW , Boba je obojio bar b b2c du�i koje polaze iz W , a poxto nije obojio
UW , sledi da je u tom momentu bilo vixe od b b2c neposrednih pretǌi me�u
du�ima koje polaze iz W . Ali, poxto su sve te pretǌe kreirane bojeǌem
du�i VW u crveno (naime, ako bi neka takva pretǌa postojala i ranije,
tada bi Alisa ve� zavrxila igru), za svaku od ǌih mora postojati po jedna
crvena du� qiji je jedan kraj V (razliqita od VW ), xto znaqi da crvenih
grana qiji je jedan kraj V ukupno ima bar b b2c+ 2, kontradikcija.
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Tre�i razred – A kategorija

1. Oznaqimo P (x) = x3+ax2+bx+c. Kako va�i ab = 9c i b < 0, sledi da su a i
c razliqitog znaka. Primetimo daǉe, P (0) = c i P (−a) = −a3+a3−ab+c = −8c.
Za a > 0 imamo c < 0 i tada P (−a) = −8c > 0 i P (0) = c < 0; osim toga, kako
za sve dovoǉno male x va�i P (x) < 0 a za sve dovoǉno velike x va�i P (x) > 0
(jer je vode�i koeficijent pozitivan), sledi da P ima po jednu realnu nulu
na svakom od intervala (−∞,−a), (−a, 0) i (0,∞). Sliqno, za a < 0 imamo
P (0) = c > 0 i P (−a) = −8c < 0, i tada P ima po jednu realnu nulu na svakom
od intervala (−∞, 0), (0,−a) i (−a,∞). Time je zadatak rexen.

2. Prvo �emo dokazati da prava DE prolazi kroz sredixte M stranice
BC. Neka je K presek du�i AH i DE, ujedno i sredixte te dve du�i (jer
je ADHE pravougaonik), a O centar kru�nice opisane oko 4ABC. Imamo
AH ‖ OM , i poznato je da va�i AH = 2OM , tj.

−−→
AK =

−−→
OM , pa je AKMO

paralelogram. Oznaqavaju�i uglove datog trougla uobiqajeno sa α, β i γ,
sada izraqunavamo

]HKM = ]HAO = α−]HAC −]OAB = α− (90◦− γ)− (90◦− γ) = α+ 2γ− 180◦

i

]HKD = 2 ]HAD = 2(]CAD − ]HAC) = 2
�α

2
− (90◦ − γ)

�
= α+ 2γ − 180◦

(gorǌi raqun je ra�en pod pretpostavkom AB < AC, inaqe je sliqno), pa iz
]HKM = ]HKD sledi da taqka M le�i na pravoj DE.

Mo�emo izraqunati jox i MD ·ME = (MK −KD)(MK + KD) = MK2 −
KD2 = AO2−AK2 = BO2−OM2 = MB2, odakle zakǉuqujemo 4MBD ∼ 4MEB
(imaju jox i zajedniqki ugao kod temena M) i odatle ]MBD = ]MEB. Na
sliqan naqin imamo ]MCD = ]MEC, pa sabiraǌem ove dve jednakosti do-
bijamo 180◦ −]BDC = ]MBD+ ]MCD = ]MEB + ]MEC = ]BEC, xto je i
trebalo pokazati.

3. Odgovor: to su parovi (t5, t), (t, t3), (t8 − t, t3) za t ∈ N (i t > 2 u posled-
ǌenavedenom paru), kao i (7, 4) i (9, 4).

Zapiximo x2 +y3 = kxy2 +k. Za x > ky2 imamo k−y3 = x(x−ky2)> (ky2 +1) ·
1 > k, xto je nemogu�e. Sledi x 6 ky2. Za x = ky2 imamo (iz malopre�axǌe
jednakosti) k = y3 i onda x = y5; par (t5, t) za t ∈ N zaista jeste rexeǌe.

Nadaǉe smatramo x < ky2. Sada imamo y3−k = x(ky2−x) > 1·(ky2−1) = ky2−
1 (navedena nejednakost va�i budu�i da, za varijabilno x, dva posmatrana
qinioca imaju konstantan zbir, ky2, pa im je proizvod minimalan kada je
razlika izme�u qinilaca maksimalna), tj. y3 + 1 > k(y2 + 1), pa va�i k < y. S
druge strane, polazna jednaqina se mo�e zapisati kao kvadratna jednaqina

x2 − (ky2)x+ (y3 − k) = 0

po x. Za ǌenu diskriminantu d imamo d2 = k2y4−4y3 +4k, pa daǉe zapisujemo

(kd)2 = k4y4 − 4k2y3 + 4k3 = (k2y2 − 2y)2 + 4(k3 − y2).

Ovaj zapis daje motivaciju da razlikujemo slede�e sluqajeve:
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• k3 = y2:
Tada k mora biti potpun kvadrat, recimo k = t2, i onda imamo y = t3 i
d =
√
t16 − 4t9 + 4t2 = t8 − 2t. Posmatrana kvadratna jednaqina se svodi

na x2 − t8x+ (t9 − t2) = 0, pa nalazimo rexeǌa x = t8±(t8−2t)
2 , tj. x = t ili

x = t8 − t.
• k3 > y2:
Tada je (kd)2 potpun kvadrat ve�i od (k2y2 − 2y)2 i iste parnosti, pa
sledi (k2y2 − 2y)2 + 4(k3 − y2) = (kd)2 > (k2y2 − 2y + 2)2, odakle dobijamo
k3>(k2+1)y2−2y+1 > k2y2. Me�utim, onda imamo k > y2, a to je nemogu�e
zbog ranijeg k < y.

• k3 < y2:
Tada je (kd)2 potpun kvadrat maǌi od (k2y2 − 2y)2 i iste parnosti, pa
sledi (k2y2−2y)2+4(k3−y2) = (kd)2 6 (k2y2−2y−2)2, xto je ekvivalentno
sa k3 + (k2 − 1)y2 6 2y + 1. Ovo je mogu�e samo za k = 1. Sada ostaje
d2 = y4 − 4y3 + 4 = (y2 − 2y − 2)2 − 8y, pa iz d2 6 (y2 − 2y − 4)2 sledi
y2 − 4y − 3 6 0. Dobijamo y 6 4 (a va�i i y > 2, zbog 1 = k3 < y2). Za
y = 2 imamo d2 = 16− 32 + 4 = −28, xto je nemogu�e. Za y = 3 imamo d2 =
81− 108 + 4 = −23, xto je nemogu�e. Za y = 4 imamo d2 = 256− 256 + 4 = 4,
pa nalazimo rexeǌa x = 16±

√
4

2 , tj. x = 7 ili x = 9.

4. Neka je Sk broj oblasti reda k. Treba dokazati nejednakost

S3 > 4 + S5 + S6 + · · ·+ Sn.

Najpre dokazujemo indukcijom da ukupan broj oblasti iznosi 1+ n(n+1)
2 . Za

n = 1 tvr�eǌe je trivijalno. Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za n− 1,
tj. da n pravih deli ravan na 1 + (n−1)n

2 oblasti. Kako n-ta prava seqe svaku
od dosadaxǌih n − 1 pravih, ona prolazi kroz ukupno n oblasti, i svaku
od tih oblasti deli na dva dela. Dakle, posle povlaqeǌa n-te prave broj
oblasti se pove�ava za n, pa iznosi 1 + (n−1)n

2 + n = 1 + n2−n+2n
2 = 1 + n(n+1)

2 ,
xto je i trebalo dokazati.

Pod pojmom zid podrazumeva�emo du� ili polupravu koja predstavǉa
granicu izme�u neke dve oblasti. Poxto svaku pravu seqe svih preostalih
n− 1, sledi da je svaka prava podeǉena na n zidova, te ukupno postoji n2 zi-
dova. Sada �emo pokazati da oblasti reda 2 ne mo�e biti vixe od n. Prime-
timo da su granice svake oblasti reda dva neke dve poluprave. Tako�e prime-
timo da, zbog n > 2, nijedna poluprava ne mo�e istovremeno biti granica
dve oblasti reda 2. Dakle, maksimalan broj oblasti reda 2 je upola maǌi
od broja zidova koji su poluprave, a kako ǌih ima 2n (na svakoj pravoj po
2), dobijamo S2 6 2n

2 = n.
Primetimo,

2S2 + 3S3 + · · ·+ nSn = 2n2

(na levoj strani smo svaki zid brojali taqno dva puta, po jedanput za svaku
od dve oblasti kojima je on granica). Daǉe, imamo i (kako je pokazano na
poqetku)

S2 + S3 + · · ·+ Sn = 1 +
n(n+ 1)

2
.



64

Mno�eǌem drugog izraza sa 4 i oduzimaǌem prvog od tako dobijene jednako-
sti dobijamo

S3 = 4 + 2n(n+ 1)− 2n2 − 2S2 + S5 + 2S6 + · · ·+ (n− 2)Sn
= 4 + 2(n− S2) + S5 + 2S6 + · · ·+ (n− 2)Sn > 4 + S5 + S6 + · · ·+ Sn,

xto je i trebalo pokazati.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Primetimo, ako je x jedno rexeǌe jednaqine iz postavke (za neki fik-
siran parametar a), tada je i −x rexeǌe. Dakle, ako parametar a ispuǌava
uslove iz postavke, tada realna rexeǌa postavǉene jednaqine moraju biti
brojevi 1 i −1. Sada, koriste�i qiǌenicu da je x = 1 rexeǌe, dobijamo
a2a − 2a+1 = 32, tj. 2a(a− 2) = 32. Kako je 2a pozitivno, sledi da i a− 2 mora
biti pozitivno, tj. a > 2. No, tada su 2a i a−2 pozitivne i rastu�e funkcije,
pa je i leva strana posmatranog izraza rastu�a funkcija, te mo�e postojati
najvixe jedan takav parametar a. Pritom oqigledno a = 4 zadovoǉava posma-
tranu jednakost, pa je a = 4 jedina mogu�a vrednost parametra a, i preostaje
jox proveriti da li u tom sluqaju zaista va�e uslovi iz postavke.

Zadata jednaqina tada se svodi na 4 · 24x2 − 24+x2
= 32, tj. 24x2 − 22+x2

=
8. Posle smene y = x2 ostaje 24y = 8 + 22+y, xto je ekvivalentno sa 23y =
8
2y + 4. Primetimo da je za nenegativne y (a va�i y = x2 > 0) leva strana
rastu�a funkcija po y, a desna opadaju�a. Dakle, postoji najvixe jedno y
koje ispuǌava ovu jednakost, a kako je oqigledno ispuǌava y = 1, onda je ovo
i jedino rexeǌe posmatrane jednaqine. Dakle, u polaznoj jednaqini mora
va�iti x2 = 1, tj. x = ±1, qime se dobili da polazna jednaqina zaista ima
taqno dva realna rexeǌa i da se ona razlikuju za 2.

Prema tome, jedina vrednost parametra a koja ispuǌava uslove zadatka
je a = 4.

2. a) Odgovor: ovo je mogu�e ispuniti ako i samo ako je n paran broj.
Primetimo da (k1, k2, . . . , kn−1) treba da qini permutaciju skupa {1, 2, . . . , n−

1}. Daǉe, posle i koraka, svaki papir se nalazi kod osobe koja se nalaziPi
j=1 kj mesta udesno od osobe koja je na poqetku igre dr�ala taj papir.

Odatle, i (k1, k1 +k2, . . . , k1 +k2 + · · ·+kn−1), gde raqunamo po modulu n, treba
da qini permutaciju skupa {1, 2, . . . , n−1}. Me�utim, imamo k1+k2+· · ·+kn−1 =
1 + 2 + · · · + (n − 1) = (n−1)n

2 , a kako je za neparno n ovo kongruentno sa 0 po
modulu n, sledi da za neparno n ne mo�emo ispuniti zahtev.

Neka je sada dat paran broj n. Odaberimo ki = (−1)i+1i mod n, tj.
(k1, k2, . . . , kn−1) = (1, n−2, 3, n−4, 5, n−6, . . . , n−1). Indukcijom po i pokazujemoPi
j=1 kj = (−1)i+1d i2e (sve posmatramo po modulu n): zaista, baza je oqigledno

ispuǌena, a u induktivnom koraku imamo
Pi
j=1 kj =

Pi−1
j=1 kj+ki = (−1)id i−1

2 e+
(−1)i+1i = (−1)i+1(i − d i−1

2 e) = (−1)i+1d i2e, xto je i trebalo dokazati. Dakle,
posmatrane parcijalne sume su jednake, redom, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . . , a kako
ovo po modulu n oqigledno jeste permutacija skupa {1, 2, . . . , n − 1}, ovim je
zadatak rexen.
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b) Odgovor: ovo je mogu�e ispuniti ako i samo ako je n neparan broj.
Primetimo da svaki igraq u svakom krugu prosle�uje svoju reqenicu

dn−1
2 e puta, a svoj crte� bn−1

2 c puta. Dakle, ukupno �e kroz dva kruga
proslediti svoju reqenicu 2dn−1

2 e puta, a svoj crte� 2bn−1
2 c puta, pa da bi

obe ove vrednosti bile jednake n − 1 (po uslovu zadatka), sledi da n mora
biti neparan broj.

Neka je sada dat neparan broj n. Odaberimo u prvom krugu, kao i malopre,
ki = (−1)i+1i mod n, a u drugom krugu k′i = (−ki) mod n. Kako smo videli u delu
pod a), parcijalne sume zaista qine permutaciju skupa {1, 2, . . . , n− 1} (s tim
xto za neparno n ne va�i da je (k1, k2, . . . , kn−1) permutacija skupa {1, 2, . . . , n−
1}, ali to i nije potrebno u ovom delu). Primetimo da �e svaki igraq u
prvom krugu svoje reqenice prosle�ivati igraqima koji sede 1, 3, 5, . . . , n− 2
mesta udesno, a svoje crte�e igraqima koji sede 2, 4, 6, . . . , n− 1 mesta ulevo.
Primetimo da �e u drugom krugu igre biti upravo suprotno (reqenice �e
biti prosle�ivane igraqima koji sede 1, 3, 5, . . . , n − 2 mesta ulevo, a to je
upravo n − 1, n − 3, n − 5, . . . , 2 mesta udesno, xto je isti skup igraqa koji su
u prethodnom krugu dobijali crte�e; sliqno je i obratno), xto znaqi da �e
posle dva kruga biti ispuǌen zahtev iz postavke, qime je zadatak rexen.

3. Odgovor: tra�eno geometrijsko mesto taqaka qine sve taqke koje le�e
na nekoj osi simetrije zadatog mnogougla, i pritom se nalaze u ǌegovoj unu-
traxǌosti.

Neka je M taqka sa navedenom osobinom. Postavimo posmatrani n-tougao
u kompleksnu ravan, na takav naqin da temenu Ai odgovara kompleksan broj
εi, za ε = cos 2π

n + i sin 2π
n , a taqki M odgovara kompleksan broj m. Oznaqimo

P (x) = xn−1; primetimo, kako su brojevi ε1, ε2, . . . , εn taqno svi n-ti koreni
broja 1, sledi P (x) = xn − 1 = (x− ε1)(x− ε2) · · · (x− εn).

Neka su T , A i B tri razliqite taqke u kompleksnoj ravni, kojima odgo-
varaju kompleksni brojevi t, a i b, i pritom va�i |a| = |b| = 1. Ako oznaqimo
ϕ = ]BAT , va�i t−a

(b−a)eiϕ ∈ R, tj. t−a
(b−a)eiϕ = t−a

(b−a)e−iϕ
, te korix�eǌem a = 1

a i

b = 1
b nalazimo t − a = e2iϕ b−a

1
b−

1
a

(t − 1
a ) = −e2iϕab(t − 1

a ). Otuda, ako oznaqimo

ϕj = ]Aj+1AjM za j = 1, 2, . . . , n (identifikujemo An+1 ≡ A1), imamo, za sve j,
m− εj = −e2iϕjεjεj+1(m− εn−j). Mno�eǌem svih ovih jednakosti dobijamo:

P (m) = (−1)ne2i
Pn

j=1ϕjεn(n+2)P (m).

Odavde, kako imamo (prema uslovu zadatka)
Pn
j=1 ϕj = (n−2)π

2 i εn = 1, sledi

P (m) = (−1)nei(n−2)πP (m) = (−1)n(−1)n−2P (m) = P (m).

Dakle, ako taqkaM zadovoǉava uslove zadatka, onda va�i mn = mn. Za m = 0
uslov je svakako ispuǌen, a za m 6= 0 imamo m = |m|eiϕ za neko ϕ ∈ [0, 2π), i
onda 1 = (mm )n = e2inϕ = 1. Iz posledǌe jednakosti, imaju�i na umu ϕ ∈ [0, 2π),
dobijamo ϕ = kπ

n za neko k, k = 0, 1, . . . , n− 1. Ovim smo dokazali da taqka M
le�i na jednoj od osa simetrije zadatog n-tougla.

Doka�imo sada da svaka taqka sa ose simetrije zadatog n-tougla, koja
je pritom u ǌegovoj unutraxǌosti, zadovoǉava navedeni uslov. Neka je na-
jpre taqka M na osi simetrije koja prolazi kroz neko teme n-tougla. Bez
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umaǌeǌa opxtosti, mo�emo uzeti da ta osa simetrije prolazi kroz taqku
A1. Tada imamo ]MAiAi+1 = ]MAn+2−iAn+1−i za sve i, i = 1, 2, . . . , n, pa va�iPn
i=1 ]MAiAi+1 =

Pn
i=1 ]MAn+2−iAn+1−i, a s druge strane, primetimo da je

zbir svih uglova i na levoj i na desnoj strani ove jednakosti ukupno jednak
zbiru svih uglova u datom n-touglu, tj. (n − 2)π. Odavde direktno dobijamoPn
i=1 ]MAiAi+1 = (n−2)π

2 , xto je i trebalo dokazati. Sliqno, ako je M na osi
simetrije koja je simetrala neke stranice, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo
uzeti da je to stranica A1A2. Tada imamo ]MAiAi+1 = ]MAn+3−iAn+2−i,
pa va�i

Pn
i=1 ]MAiAi+1 =

Pn
i=1 ]MAn+3−iAn+2−i, a zbir leve i desne strane

opet iznosi (n−2)π, pa ponovo sledi
Pn
i=1 ]MAiAi+1 = (n−2)π

2 . Time je zadatak
rexen.

4. Oznaqimo sa M skup koji sadr�i sve takve stepene dvojke, i pret-
postavimo suprotno, tj. da je skup M beskonaqan. Tada postoji cifra a0

kojom se zavrxava beskonaqno mnogo brojeva u M . Daǉe, postoji cifra a1

takva da se beskonaqno mnogo brojeva u M zavrxava ciframa a1a0, zatim
postoji cifra a2 takva da se beskonaqno mnogo ǌih zavrxava sa a2a1a0 itd.
Ovako definixemo niz cifara a0, a1, a2, a3 . . . Kako je zbir svih ovih cifara
maǌi od 2018, sve one su nule poqev od neke, tj. postoji N takvo da za sve
k > N va�i ak = 0.

Posmatrajmo broj aN−1aN−2 . . . a1a0 (jasno, on ne mora biti u skupu M).
Zapiximo ga u obliku 2mA, gde 2 - A. Po prethodnom, postoji beskonaqno
mnogo stepena dvojke koji se zavrxavaju ciframa aN−1aN−2 . . . a1a0 ispred
kojih sledi k nula. Dakle, tada za neki stepen dvojke imamo 2r = 10m+NX +
aN−1aN−2 . . . a1a0 = 10m+NX + 2mA, a kako oqigledno imamo 2r > 2m, dok je
desna strana deǉiva sa 2m a nije deǉiva sa 2m+1, dobijamo kontradikciju.
Time je zadatak rexen.

Prvi razred – B kategorija

1. Neka je K sredixte stranice BC. Kako je 4ABC jednakokrak, AK
je simetrala stranice BC, pa na ǌoj le�i i taqka O. Sada imamo OK =√
OC2 − CK2 =

√
49− 4 = 3

√
5 i AK =

√
AC2 − CK2 =

√
324− 4 = 8

√
5, a

odatle AO = AK − OK = 5
√

5. Daǉe, kako je ugao kod temena M u 4OMA
prav, raqunamo AM =

√
AO2 −OM2 =

√
125− 49 = 2

√
19. Konaqno, imamo

P (OMAN) = 2P (4OMA) = 2 · OM ·AM2 = 7 · 2
√

19 = 14
√

19.

2. Prva jednaqina je ekvivalentna sa x+y
xy = 3

2 , tj.
1
y + 1

x = 3
2 . Sliqno, druga

i tre�a jednaqina su ekvivalentne sa 1
z + 1

y = 5
6 i 1

x + 1
z = 4

3 . Smenom a = 1
x ,

b = 1
y i c = 1

z dobijamo linearan sistem b + a = 3
2 , c + b = 5

6 i a + c = 4
3 .

Sabiraǌem sve tri jednaqine dobijamo 2(a+b+c) = 3
2 + 5

6 + 4
3 = 9+5+8

6 = 22
6 , tj.

a+ b+ c = 11
6 . Odatle raqunamo c = 11

6 −
3
2 = 1

3 , a = 11
6 −

5
6 = 1 i b = 11

6 −
4
3 = 1

2 ,
pa sledi x = 1, y = 2 i z = 3.

3. Tri zadata broja pri deǉeǌu sa tri daju ostatke 0, 1 i 2 (svaki ostatak
se pojavǉuje taqno jednom), pa da bi zbir neka tri od ǌih bio deǉiv sa 3,
oni moraju biti ili svi jednaki, ili svi razliqiti. Dakle, u svakoj vrsti,
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svakoj koloni i na obe dijagonale moraju biti ili tri jednaka broja, ili
tri razliqita broja.

Posmatrajmo prvu vrstu ove tablice. Razmotrimo prvo sluqaj kada je ona
popuǌena sa tri razliqita broja. Posmatrajmo sada centralno poǉe. Koji
se god broj tu nalazio, ostatak tablice je mogu�e popuniti na jedinstven
naqin (zaista, na svakom poǉu u tre�em vrsti imamo jednoznaqan izbor,
budu�i da se ǌime zavrxava neka kolona ili dijagonala u kojoj imamo dva
ve� upisana broja, pa ako su ta dva broja jednaka, onda i tre�i broj mora
biti jednak ǌima, a ako su ta dva broja razliqita, onda i tre�i broj mora
biti razliqit od oba; nakon xto popunimo celu tre�u vrstu, sliqno vidimo
da i na preostala dva poǉa u sredǌoj vrsti imamo jednoznaqan izbor). Kako
prvi red mo�emo popuniti na 3 · 2 = 6 naqina, a centralno poǉe potom na 3
naqina, ukupan broj popuǌavaǌa u ovom sluqaju je 18.

Neka je sada pra vrsta tablice popuǌena sa tri jednaka broja. Na sliqan
naqin kao malopre utvr�ujemo da, ma kako je popuǌeno centralno poǉe, os-
tatak tablice je mogu�e popuniti na jedinstven naqin. Kako prvi red mo�emo
popuniti na 3 naqina, a centralno poǉe potom na 3 naqina, ukupan broj pop-
uǌavaǌa u ovom sluqaju je 9.

Dakle, tra�enih popuǌavaǌa ima 27.

4. Doka�imo da takvi celi brojevi ne postoje. Pretpostavimo suprotno:
trojka (x, y, z) ispuǌava tra�eni uslov. Sabiraǌem prva tri izraza dobijamo

3 · (2017 + 20182018) = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx = (x+ y + z)2.

Odavde je broj x + y + z deǉiv sa 3, pa je (x + y + z)2 deǉiv sa 9. Me�utim,
kako broj 2017 + 20182018 nije deǉiv sa 3 (broj 2017 daje ostatak 1 pri deǉeǌu
sa 3, a broj 20182018 = (20181009)2 je kvadrat broja koji nije deǉiv sa 3, te
daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3; sledi da 2017 + 20182018 daje ostatak 2 pri
deǉeǌu sa 3), imamo da leva strana nije deǉiva sa 9, kontradikcija.

5. Odgovor: takav trougao postoji.
Posmatrajmo kru�nicu polupreqnika 2018 i odaberimo jednu ǌenu tetivu

AB du�ine 120. Na kra�em luku ÷AB odaberimo proizvoǉnu taqku C; prime-
timo, ]ACB > 90◦. Tada je kru�nica opisana oko 4ABC bax polazna kru�-
nica, i ǌen polupreqnik je 2018. S druge strane, 4ABC se nalazi u krugu
nad preqnikom AB (a ǌegov polupreqnik je 60), budu�i da je AB preqnik i
]ACB > 90◦.

Drugi razred – B kategorija

1. Neka je od datih xtapi�a formiran tangentni qetvorougao qije su
stranice du�ina a, b, c i d, redom. Kako su u svakom tangentnom qetvorouglu
zbirovi naspramnih stranica jednaki, imamo a + c = b + d, a s obzirom na
uslov a + b + c + d = 24, sledi a + c = b + d = 12. Primetimo da se broj 12
mo�e predstaviti kao zbir du�ina neka dva postoje�a xtapi�a na slede�e
naqine: 12 = 1+11 = 2+10 = 3+9 = 4+8 = 5+7 = 6+6 (ukupno 6 kombinacija).
Dakle, treba izabrati jednu od ovih kombinacija za brojeve a i c, i jednu za
brojeve b i d. Ukoliko biramo dve razliqite kombinacije, to mo�emo uqiniti
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na 6·5
2 = 15 naqina; ukoliko biramo dvaput istu kombinaciju, to mo�emo

uqiniti na 6 naqina. Dakle, ukupno imamo 21 naqin.

2. Neka je O centar kru�nice, a E taqka na kru�nici takva da je AE
preqnik. Oznaqimo ]BAC = ϕ i ]DCA = ψ (primetimo, ϕ + ψ = 90◦, po
uslovu zadatka). Tada imamo ]AOD = 2ψ i onda ]EAD = ]OAD = 180◦−2ψ

2 =
90◦ − ψ = ϕ. Prema tome, kako su periferijski uglovi nad tetivama BC
i ED oba jednaka ϕ, sledi ED = BC = 25. Sada iz Pitagorine teoreme
imamo (2r)2 = AE2 = AD2 + ED2 = 602 + 252 = 3600 + 625 = 4225, pa dobijamo
r =

√
4225
2 = 65

2 .

3. Uvedimo smene t1 =
√
x− 3 i t2 =

√
7− x. Oqito, t1, t2 > 0. Primetimo,

(x− 3)(7− x) = −x2 + 10x− 21, tj. desnu stranu postavǉene jednaqine mo�emo
zapisati kao −t21t22 + 2; dakle, imamo t1 + t2 = −t21t22 + 2 6 2. S druge strane,
zbog t21 +t22 = x−3+7−x = 4 va�i (t1 +t2)2 = t21 +2t1t2 +t22 = 4+2t1t2 > 4, odakle
imamo t1 + t2 > 2. Iz dobijene dve jednakosti sledi t1 + t2 = 2, a xto vidimo
da se dosti�e samo u sluqaju t1t2 = 0, tj. t1 = 0 ili t2 = 0. Odatle dobijamo
da su jedina mogu�a rexeǌa polazne jednaqine x = 3 i x = 7, a proverom
utvr�ujemo da oba ova broja zaista jesu rexeǌa.

4. Koristi�emo geometrijsku interpretaciju kompleksnih brojeva. Naime,
ako su a i b kompleksni brojevi, tada je vrednost |a − b| jednaka rastojaǌu
kompleksnih brojeva (preciznije, taqaka koje oni odre�uju) a i b. Zato skup
svih brojeva z1 koji ispuǌavaju uslov iz postavke predstavǉa kru�icu k1

s centrom u −2i i polupreqnikom 2, dok skup svih brojeva z2 koji ispun-
javaju uslov iz postavke predstavǉa kru�nicu k2 s centrom u taqki i − 1
i polupreqnikom 1. Primetimo da vrednost |z1 + z2| predstavǉa rastojaǌe
izme�u kompleksnih brojeva z1 i −z2. Ako sa k′2 oznaqimo centralnosimet-
riqnu sliku kru�nice k2 u odnosu na koordinatni poqetak (tj. kru�nicu s
centrom u taqki 1− i i polupreqnikom 1), tada, dok z2 opisuje kru�nicu k2,
imamo da −z2 opisuje kru�nicu k′2, te nama zapravo treba maksimalno ras-
tojaǌe koje se mo�e dosti�i izme�u jedne taqke na k1 i jedne taqke na k′2.
To rastojaǌe se oqigledno dosti�e za taqke naznaqene na slici, i iznosi
2 + |(1− i)− (−2i)|+ 1 = 3 + |1 + i| = 3 +

√
2.

5. Oznaqimo p2 + 7n = m2 za neko m ∈ N. Kvadrati celih brojeva pri
deǉeǌu sa 3 mogu davati samo ostatke 0 i 1; ako bi va�ilo p 6= 3, imali
bismo da p2 daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, a kako i 7n daje ostatak 1 pri
deǉeǌu sa 3 (jer 7 daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3), leva strana bi davala
ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3, pa ne bi mogla biti jednaka m2. Dakle, ostaje
jedino mogu�nost p = 3. Tada imamo 7n = m2−32 = (m−3)(m+3). Za m−3 = 1
imamo m = 4 i n = 1, xto jeste rexeǌe. Pretpostavimo sada m − 3 > 1.
Tada sledi m − 3 = 7a i m + 3 = 7b za neke a, b > 1, pa oduzimaǌem dobijamo
7b − 7a = 6; me�utim, ovo je nemogu�e jer je leva strana deǉiva sa 7 a desna
nije.

Dakle, jedino rexeǌe zadatka je p = 3 i n = 1.

Tre�i razred – B kategorija
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1. Uvedimo smenu t = 3x. Postavǉena nejednaqina se svodi na log3t t +
log t2

3
t2 < 5

2 . Primetimo da t = 1 (tj. x = 1
3) jeste rexeǌe (dobijamo 0 < 5

2).

Za t 6= 1 va�i log3t t = 1
logt 3t = 1

logt 3+1 i log t2
3
t2 = 1

logt2
t2
3

= 1
logt2 t

2+logt2
1
3

=
1

1− logt 3
2

, pa nakon smene u = logt 3 (konstatujmo, u 6= 0) dobijamo nejednaqinu

1
u+1 + 1

1−u
2
< 5

2 , tj. 0 > 1
u+1 + 2

2−u −
5
2 = 4−2u+4u+4−5(u+1)(2−u))

2(u+1)(2−u) = 5u2−3u−2
2(u+1)(2−u) .

Brojilac ovog razlomka ima nule u taqkama 3±
√

9+40
10 = 3±7

10 , tj. u taqkama u = 1
i u = − 2

5 , pozitivan je za u ∈ (−∞,− 2
5 )∪ (1,∞), a negativan inaqe. Imenilac

ima nule u taqkama u = −1 i u = 2, pozitivan je za u ∈ (−1, 2), a negativan
inaqe. Kako razlomak treba da bude negativan, brojilac i imenilac moraju
biti razliqitog znaka; brojilac je pozitivan a imenilac negativan za u ∈
(−∞,−1) ∪ (2,∞), dok je brojilac negativan a imenilac pozitivan za u ∈
(− 2

5 , 1). Iz ovog skupa rexeǌa treba samo iskǉuqiti vrednost u = 0 (xto
smo ranije konstatovali).

Iz u = logt 3 dobijamo t = 3
1
u , i potom x = t

3 = 3
1
u−1. Dakle, za u ∈ (−∞,−1)

dobijamo x ∈ ( 1
9 ,

1
3 ); za u ∈ (2,∞) dobijamo x ∈ ( 1

3 ,
1√
3
); za u ∈ (− 2

5 , 0) dobijamo

x ∈ (0, 1
27
√

3
); za u ∈ (0, 1) dobijamo x ∈ (1,∞). Podse�aju�i se da je i x = 1

3

rexeǌe (xto smo proverili na poqetku), uzimaju�i uniju svega dobijenog
zakǉuqujemo da je rexeǌe date nejednaqine x ∈ (0, 1

27
√

3
) ∪ ( 1

9 ,
1√
3
) ∪ (1,∞).

2. Zadatu jednaqinu mo�emo kvadrirati, uz postavǉaǌe uslova sinx > 0.
Primetimo da izraz pod korenom mo�emo transformisati na slede�i naqin:
sin2 3x − sin2 2x = (sin 3x − sin 2x)(sin 3x + sin 2x) = 2 sin x

2 cos 5x
2 · 2 sin 5x

2 cos x2 =
2 sin x

2 cos x2 · 2 sin 5x
2 cos 5x

2 = sinx sin 5x, te kvadriraǌem zadate jednaqine do-
bijamo sin2 x = sinx sin 5x, xto je ekvivalentno sa sinx(sin 5x − sinx) = 0, tj.
2 sinx sin 2x cos 3x = 0. Dakle, imamo sinx = 0, sin 2x = 0 ili cos 3x = 0, tj.
x = kπ, x = kπ

2 ili x = π
6 + kπ

3 , za neko k ∈ Z. Vode�i jox raquna o uslovu
sinx > 0, dobijamo slede�a rexeǌa:

x ∈
§
kπ,

π

2
+ 2kπ,

π

6
+ 2kπ,

5π
6

+ 2kπ : k ∈ Z
ª
.

3. Primetimo da nijedan broj takvog oblika nije deǉiv sa 3 (jer mu je zbir
cifara jednak 11, xto nije deǉivo sa 3), pa se on ne mo�e predstaviti kao
proizvod tri ili vixe uzastopnih prirodnih brojeva (jer bi takav proizvod
bio deǉiv sa 3). Dakle, ostaje jox mogu�nost da se neki broj takvog oblika
mo�e predstaviti kao proizvod dva uzastopna prirodna broja, tj. u formi
n(n+1). Primetimo da, ako se n zavrxava cifrom 0, 1, 2, . . . , 9, tada se n(n+1)
zavrxava, respektivno, cifrom 0, 2, 6, 2, 0, 0, 2, 6, 2, 0. Dakle, n(n+ 1) se nikada
ne zavrxava cifrom 8, pa ne mo�e biti jednako broju posmatranog oblika.
Dakle, ne postoji broj koji ispuǌava osobine iz postavke.

4. a) Mogu�e je. Posmatrajmo kolinearne taqke A1, A2, A3 i A4 takve da
va�i raspored A1 − A2 − A3 − A4 i |A1A2| = 1, |A2A3| = 3 i |A3A4| = 2. Tada
imamo i |A1A3| = 4, |A2A4| = 5 i |A1A4| = 6, pa je uslov zadatka ispuǌen.

b) Nije mogu�e. Pretpostavimo suprotno: neka su B1, B2, B3, B4 i B5

taqke koje ispuǌavaju uslove zadatka (dakle, rastojaǌa izme�u ǌih su 1, 2,
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. . . , 10). Neke dve od ǌih, recimo Bi i Bj, moraju biti na rastojaǌu 1. Neka
je Bk proizvoǉna taqka razliqita od Bi i Bj, i neka va�i, bez umaǌeǌa op-
xtosti, |BkBi| > |BkBj |. Kako su |BkBi| i |BkBj | razliqiti prirodni brojevi,
imamo |BkBi| > |BkBj | + 1. Me�utim, ako bi taqka Bk bila van prave BiBj,
iz nejednakosti trougla bismo imali |BkBi| < |BkBj | + |BiBj | = |BkBj | + 1,
kontradikcija. Dakle, taqka Bk mora biti na pravoj BiBj, a kako je taqka
Bk bila proizvoǉno odabrana, sledi da svih pet taqaka moraju biti kolin-
earne.

Bez umaǌeǌa opxtosti, neka su one u redosledu B1 − B2 − B3 − B4 − B5.
Tada su B1 i B5 dve najudaǉenije taqke, pa je rastojaǌe izme�u ǌih jednako
10. Primetimo, |B1B5| = |B1B2| + |B2B3| + |B3B4| + |B4B5| > 1 + 2 + 3 + 4 =
10, pa poxto mora biti ispuǌena jednakost, sledi da su vrednosti |B1B2|,
|B2B3|, |B3B4| i |B4B5| u nekom poretku jednake 1, 2, 3 i 4. Ako bi va�ilo
|B2B3| = 1, tada, kako je bar jedna od vrednosti |B1B2| ili |B3B4| maǌa od 4,
imali bismo da je neka od vrednosti |B1B3| ili |B2B4| ne ve�a od 4, xto je
kontradikcija jer su sve vrednosti ne ve�e od 4 ve� ,,iskorix�ene“. Dakle,
|B2B3| 6= 1, i analogno |B3B4| 6= 1, pa sledi |B1B2| = 1 ili |B4B5| = 1; bez
umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo |B1B2| = 1. Kako mora va�iti |B1B3| > 4,
zakǉuqujemo |B2B3| = 4. Me�utim, onda su vrednosti |B3B4| i |B4B5| u nekom
poretku jednake 2 i 3, pa imamo |B3B5| = 2 + 3 = 5, ali i |B1B3| = 1 + 4 = 5,
kontradikcija.

5. Neka je O centar, a r polupreqnik kru�nice opisane oko 4ABC. Kako
va�i arcsin 35

37 <
π
2 , ugao u temenu A je tup, pa su O i A sa razliqitih strana

prave BC. Neka je O1 centar a r1 polupreqnik kru�nice γ. Kako γ sadr�i
taqku A i dodiruje kru�nicu opisanu oko 4ABC, sledi da je taqka dodira
upravo A, pa imamo OO1 = r + r1. Iz sinusne teoreme za 4ABC dobijamo
2r = BC

sin ]BAC = 70
35
37

= 74, tj. r = 37. Neka je M podno�je normale iz O na pravu

BC (to je ujedno i sredixte stranice BC), i neka je K podno�je normale
iz O na pravu O1D. Iz Pitagorine teoreme primeǌene na 4OMB dobijamo
OM2 = 372 − 352 = 144, tj. OM = 12. Imamo OK ‖ BC, i O i K su, u odnosu
na taqku O1, sa suprotne strane prave BC. Kako je OMDK pravougaonik,
imamo DK = MO = 12, pa izraqunavamo O1K = O1D + DK = r1 + 12, kao i
OK = MD = MB + BD = 35 + 10 = 45. Sada primenom Pitagorine teoreme
na 4O1KO imamo O1O

2 = OK2 +O1K
2, tj. (37 + r1)2 = 452 + (12 + r1)2, xto se

svodi na 1369 + 74r1 = 2025 + 144 + 24r1, odakle dobijamo r1 = 800
50 = 16.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Iz prve jednaqine izrazimo y2 = x2 − 16 i uvrstimo u drugu, qime
dobijamo 3x(x2 − 16) + x3 = 260, xto se svodi na x3 − 12x− 65 = 0. Direktnom
proverom ustanovǉavamo da je jedno rexeǌe x = 5. Deǉeǌem polinoma x3 −
12x−65 sa x−5 nalazimo x3−12x−65 = (x−5)(x2+5x+13), a kako izraz u drugoj
zagradi ima negativnu diskriminantu (52 − 4 · 13 = −27), zakǉuqujemo da je
x = 5 jedino rexeǌe. Vra�aǌem u polazni sistem dobijamo y2 = 52 − 16 = 9,
tj. y = ±3, pa sistem ima dva rexeǌa: (x, y) = (5, 3) i (x, y) = (5,−3).

2. Neka je α ugao kod temena A. Tada va�i a = c sinα i b = c cosα, pa se
data jednakost svodi na 3 sinα + cosα = 4 sin3 α, tj. 3 sinα − 4 sin3 α = − cosα.
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Ovo je daǉe ekvivalentno sa sin 3α = − sin(90◦−α). Kako je α oxtar ugao, va�i
0◦ < 3α < 270◦, pa mo�e biti jedino 3α = 180◦+(90◦−α), odakle izraqunavamo
α = 270◦

4 = 67.5◦ i β = 90◦ − α = 22.5◦.

3. Oznaqimo A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, i neka je f jedna funkcija koja zadovol-
java dati uslov. Ako za neko c va�i f(c) = c, tada imamo f(f(c)) = f(c) = c,
pa je uslov zadatka zadovoǉen za c. Ako za neke a i b, a 6= b, va�i f(a) = b,
tada iz datog uslova dobijamo da mora biti f(b) = f(f(a)) = a; potom imamo
i f(f(b)) = f(a) = b, pa je uslov zadatka zadovoǉan za a i b. Sada je jasno
da funkcija f zadovoǉava date uslove ako i samo ako je ispuǌeno: za neke
elemente c skupa A va�i f(c) = c, a preostali se mogu podeliti u parove
{a, b} takve da va�i f(a) = b i f(b) = a.

Dakle, broj elemenata c skupa A za koje va�i f(c) = c je 7, 5, 3 ili 1.
Ako ih je 7, tada imamo jednu funkciju f ; ako ih je 5, tada preostali par
mo�emo izabrati na

�7
2

�
= 21 naqin; ako ih je 3, tada preostale parove mo�emo

izabrati na 1
2

�7
2

��5
2

�
= 1

2 · 21 · 10 = 105 naqina (prvi par mo�emo izabrati na�7
2

�
naqina, drugi na

�5
2

�
naqina, a delimo sa 2 jer redosled odabira ovih

parova nije bitan); ako ih je 1 tada preostale parove mo�emo izabrati na
1
3!

�7
2

��5
2

��3
2

�
= 1

6 ·21·10·3 = 105 naqina (prvi par mo�emo izabrati na
�7
2

�
naqina,

drugi na
�5
2

�
naqina, tre�i na

�3
2

�
naqina, a delimo sa 3! jer redosled odabira

ovih parova nije bitan).
Prema tome, broj tra�enih funkcija iznosi: 1 + 21 + 105 + 105 = 232.

4. Da bi posmatrana funkcija bila parna, za svaki realan broj x treba
da bude ispuǌeno sin(ax2 + bx+ c) = sin(ax2 − bx+ c) , tj.

0 = sin(ax2 + bx+ c)− sin(ax2 − bx+ c) = sin(bx) cos(ax2 + c).

Za b = 0 jednakost je oqigledno ispuǌena, koji god brojevi bili a i c.
Pretpostavimo sada b 6= 0. Posmatrajmo interval (0, |πb |). Za bilo koje x iz
ovog intervala imamo sin(bx) 6= 0, te tada mora va�iti cos(ax2 + c) = 0, tj.
za svako x iz tog intervala mora biti ispuǌeno ax2 + c = π

2 + kπ za neko
k ∈ Z. U sluqaju a = 0 moralo bi va�iti c = π

2 + kπ, a vidimo da je zaista za
svako c ovakvog oblika posmatrani kosinus jednak nuli, pa su time ispuǌeni
uslovi zadatka. Pretpostavimo sada a 6= 0. Tada, ako x prolazi intervalom
(0, |πb |), onda ax

2 + c prolazi intervalom (c, aπ
2

b2 + c), a oqigledno je nemogu�e
da svi brojevi iz ovog intervala budu oblika π

2 + kπ za neko k ∈ Z (u datom
intervalu brojeva ovakvog oblika ima samo konaqno mnogo); dakle, u ovom
sluqaju ne postoji trojka (a, b, c) koja ispuǌava uslove zadatka.

Dakle, odgovor je: tra�ene trojke su sve trojke oblika (a, 0, c) (gde su a i
c proizvoǉni realni brojevi), kao i sve trojke oblika (0, b, π2 + kπ) (gde je b
proizvoǉan realan broj a k proizvoǉan ceo broj).

5. Zapiximo postavǉenu jednaqinu u obliku

x2(y + 1) + x(2y2 + 3y + 3) + y3 + 2y2 + y + 2 = 0.

Primetimo da za y = −1 preostaje 2x + 2 = 0, tj. par (−1,−1) je jedno rex-
eǌe. Pretpostavimo sada y 6= −1. Tada jednaqinu mo�emo posmatrati kao
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kvadratnu jednaqinu po x; izraqunajmo ǌena rexeǌa:

x1/2 =
−(2y2 + 3y + 3)±

È
(2y2 + 3y + 3)2 − 4(y + 1)(y3 + 2y2 + y + 2)

2(y + 1)

=
−2y2 − 3y − 3±

p
4y4 + 12y3 + 21y2 + 18y + 9− 4y4 − 12y3 − 12y2 − 12y − 8

2(y + 1)

=
−2y2 − 3y − 3±

p
9y2 + 6y + 1

2(y + 1)
=
−2y2 − 3y − 3± (3y + 1)

2(y + 1)
,

tj. x = −2y2−2
2(y+1) = −(y2+1)

y+1 ili x = −2y2−6y−4
2(y+1) = −2(y+1)(y+2)

2(y+1) = −(y + 2). U sluqaju
x = −(y+ 2) primetimo da za svako celobrojno y koje ispuǌava |y| 6 18 imamo
|x| 6 20, tj. i odgovaraju�e x zadovoǉava postavǉeni uslov, pa rexeǌa ovog
tipa ukupno ima 36 (svakom takvom y odgovara taqno jedno x, pri qemu, podse-
timo se, iskǉuqujemo y = −1). Posmatrajmo sada sluqaj x = −(y2+1)

y+1 . Prime-

timo, −(y2+1)
y+1 = −(y2−1)−2

y+1 = −(y−1)(y+1)
y+1 − 2

y+1 = 1−y− 2
y+1 , te je x ceo broj ako i

samo ako y+1 | 2, tj. y+1 ∈ {−2,−1, 1, 2}, tj. konaqno y ∈ {−3,−2, 0, 1}. Dakle, tu
dobijamo i slede�e parove kao rexeǌa: (x, y) ∈ {(5,−3), (5,−2), (−1, 0), (−1, 1)},
tj. jox 4 rexeǌa.

Dakle, ukupan broj rexeǌa koja ispuǌavaju postavǉene uslove iznosi:
1 + 36 + 4 = 41.
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