JAPYIITBO MATEMATUYAPA CPBUJE

MATEMATNYRKA TAKMNYEIHLA
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Opraun3amuonu onoop 53. Ilp:xkaBHOr TakMuUema n3
MaTEMaATUKe

IIpodecop np 3opan Kanmenbypr, npencenaur IMC

Mapko Panosanosuh, Maremaruuku ¢akymnrer, Georpan
Jbumana 3maranosuh, nuperrop ['mmuasuje ,,bopa Crankosuh”
Bpanro Autuhi, npodecop ['mmuasuje ,,bopa Cramrosuh”
Cuasuma Koctuh, mpodecop 'muuasuje ,,Gopa Crankosuh”
Cunabana Keauh, npopecop I'munasuje ,,bopa Crankosuh”

Ana Muneruh, npodecop N'umuasuje ,,opa Crankosuh”

Henan Toruh, npodecop 'mmuasuje ,,bopa Crankosuh”
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np Panocnas Humurpujesuh, npopecop IIMP Hum
10. Jbybuma Iuuauh, npencenuur [Tonpysxaune marematuuapa Hum

11. CaaBomy6 Mwunocasmesuh, unan Mzspmuor onbopa I[lonpyskuuie
MaTeMaTudapa Hwurmr

Opraaun3anujy TakMudyemha IIOMOTJINA

I'pan Hum

I'pancka ommruua Menujana

JII TITT caobpahaja ,,Cpbuja”
Cpbuja-Typucr

Eyporypc Hum

Hupexrnuja 3a usrpanmwy ['pana Huma
Typuctuuka opranusamnuja ['pana Huma

MucturyT 3a jaBHO 3apaBibe
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Hwm - nme, 3HaUaj, mcropuja...

Hwum, jemam om majcrapujux rpanosa na bankany mo3nar kao ,,Kamuja”
Uctora m 3amana 360r cBor reorpadCKOr MOJIOKAja.

Kao Beoma BakHa paCKpCHHUIA Ha KOjoj cy ce cycperanu Vcrok u
Sanan, Hum je omyBek 6mo BeomMa OUTHO MECTO W MeTa MOTEHIjAJHUX
ocBajava. ¥ Bpeme anTtmre, Humr je 610 UBPCT M HEOCBOjUB PUMCKU JIOTOP
 BeOMa BaKHA CTPATEIMjCKA TadKa.

Bemnkn mvuneparop Komcramtun pober je y Humy 274. ronume um
y meMy je mmao pesupenuujy Menujamy. 3a merose BIaJaBUHE DAL je
Oro BeoMma CHa:KaH BOjHU, aAMUHUCTPATUBHU W €KOHOMCKU IIEHTAP, a caM
Koucrantun Besnuku ce pano spahao mecrty cBor pobema. Y BpemeHuMa
KOja cy HacTtynuiaa, Hum je Bume myTta 6mo ocBajaH um pa3apad.

Xyuu cy 3ays3enu m paszopuam Hum 441. rommme, ma Ou ra KacHUje
obuoBuo Jycrunujan Besnuru. CioBenu mHacemasajy rpan 540. romguue.

Hakou rpahe romonuzamuje ox crpane Buzantuje y 11. Bery y Hwum
npoaupy ¥Yrpu, na 6m HaAKOH HECTAJJHOT mepuona y koje je I'pan mpemasmo
13 I'PUKe y yrapcke PyKe, KOHAUYHO IMOCTA0 CPIICKU, aJ CAMO Ha KPAaTKO.

Haxkown 3maTHOr meproga ekcmansuje CpIucke ap:kase mona Hemamuhuma,
Hwum 6uBa npBu Ha ymapy Typcke Hajesme, Tako ma ra cyarad Mypar y3u-
Ma on kHe3a Jlazapa 1386. Hakon nmpomacTtu Ccprcke KHEKEBUHE U KPATKO-
Tpajue Baanasuue bpankosuhia, rpan na Humasu koHauno 6muBa usryoimeH
1448. romuue. Y mepumony Typcke BianaBuae y Humy je usrpabena TBpa-
jaBa 1723. romnue m Ta MOHYMeHTajgHa rpaheBuHA cnana y jeoHy O HAj-
0o/be OUyBaAHUX U HAJJIENINX Te BpcTe Ha bBajkamy.

Y toky IIpBOT CpICKOr ycTaHKa OquTrpatia ce dyBeHa OuTka Ha Yerpy
manomak Hwma 31. wmapra 1809. romuue m y ®0j je mormmysno 3000
CPICKUX YCTAHUKA HA 4YeJy ca XpabpuMm pecaBckKuM BOjBOnOM (CTeBaHOM
Cunbemuhem. Kao pesyarar oBOr Cpuckor mopasa HACTAO je CTPaBUYAH
cnomenuk hesne Kyia, jequHcTBeH y cBeTy, M0 HAHAIIMET TAHA TEJIUMUTHO
OUyBaH.

I'pan je 3a Bpeme kue3za Mwunoma u kHe3a Mwuxawmna m mame Ouo y
TypckuMm pykama, a Ocmannuje he uz wmera 6utu 3ayBek nporepane 1878.
HAKOH IyTUX W TEMIKUX OOpOU.

Kues Munaun je 11. jamyapa 1878. ymao y Hwumky tBpbaBy m Tum
cUMOOJIMYHO O3HAYMO MMOYETAK HOBE €I0Xe Yy UCTOPUjU rpama.

3a Bpeme IIpBoj csercror para Hwum mocraje mpecronuna Cpbuje.
Brnana u Haponua ckynmruna npemun cy u3 Beorpana y Hum. Y memy
je, uameby ocrasor, IpuMJILEH TeerpaM KojuM AycTpo-yrapcka o0jaBibyje
par CpOuju a momecena je m uyBena Hwumka merksnapamnuja 7. menemOpa
1914. romgune.

Haxkon s3aBpmerka para u ocaobobema Cpbuje, Hum mocraje nenrap
TOTa [eja Ap:KaBe.

Wzbujamem IIpyror cBeTckor parta u Kamuryiganujom KpasmeBune Jy-
rocjaBuje, HACTYIA]y TEIIKa BpeMeHa 3a rpaa Hum u merose xurebe. Kao
BeoMa OWTHA CTpaTemKa TadYKa HA DPACKPCHUIM IIyTeBa KOjU Cy BOIUIIN



ka ['puroj u mame y A¢pury, Hum je 6mo om Beoma BeJMKOI 3HAYAja
HEMAYKOM OKYyIAaTOpy. HAaIMCTUYKM OKyIATOPU CHPOBOIUIUN CY pempe-
CUBHY TOJIUTUKY IPEeMa IPAJICKOM JKUBJLY U y TY CBPXY OMO je ohopMibeH
O3JIorJIameHn KoHneHTpanuoru jgorop #Ha llpsenom Kpcry, ca kor cy xu-
Jbame 3aTOYeHWKa OABODEHW Ha MAaCOBHA cTpebama Ha DBybmy. Y wucto
BpeMe, y okoauHu Hwuma, Gam Kao m y umuraBo] 3emibu, OecHeo je rpaba-
HCKU paT, KOJjU je MOMATHO HOTOPIIA0 YNTABO CTAHE.

[Tobemom kKomyHucTa y rpabanckoM paTy, Kao 1 MOBIAYEHEM HEMAYKIX
cuara ca mpoctopa Dbaarama, Hum je komaumo ocmoboben 14. oxrroOpa
1944. romunue on crpane cuara llpBene apMmuje n maprmusana. Y mociepa-
THOM IEPUOLAY, TP je MOCTA0 & IMUHUCTPATUBHU, IOJIUTUYUKN, IPUBPETHNI
U KyJTYpHU IeHTap tora nesaa tamamme CPP Jyrocmasuje.

Ilanac je KynTypHU U npuBpenuu neHrap jyskue Cpouje.

Hexommuko peun o mkosm nomahurHy

Tumuasuja ,,bopa CrankoBuh” tpaje 41 romuny m MOke ce TOHOCUTH
CBOJUM JONIPUHOCOM HAIIO] KyJITypu, Haynu, npuspenu. Popmupana je 1.
cenreMbpa 1969. romume.

Y cacraBy mMma 24 onemema u 716 yuenura pacnopebhenux y Tpu cmepa:
IPUPOIHO-MATEMATUYKY, APYIITBEHO-je3udkn u mHGopMaTuuku. VIH)O-
pMmaTnukn cMmep nocroju ox 2006. roamHe M NONATHO IMOIyJapu3yje I'h-
MHa3ujy, Hynehu ¢ jemne crpaHe ocaBpeMemeHe HaCTaBHE calpikaje, a ca
Apyre MOTHYyHY padyHApPCKy NUCMEHOCT, 3aAp:kaBajynu mpu TOM HEONXO-
IaH HUBO I'MMHA3UjCKOT 00pa3oBama.

CenexktuBHA je o M300py YUEHUKA; O YKYOHOT Opoja YUYEHUKA KOJU Ce
ynucyjy y npeu paspen, 80% cy mocuormu Bykose muniome. Ilpomasmoct
YUEHUKA Ha Kpajy IKoJCcke romuue je Guumzy 100%, a mpoceuna omena
mroue je m3Han 4,50. Ha npujemunM mcnmtuMma 3a (QakyiTeTe, yUEHUNIN
Hallle IIKOJIE 3ay3uMajy caM BPX paHr JIUCTa, CTYIEHTU Cy TIeHepalnuje,
Oynyhu kpeaTwBHM 1 HAYyYHU HOTEHIN]AJ KOjU TOJATHO a(UPMUIIE IMIKOJY
u I'pax Hum.

Y mepuonmy ox 2001-2010. ronuHe yYeHUIM HAIle IIKOJE OCBOjUJIN
cy yrynHo 150 ap:kaBHUX Harpala U3 TOTOBO CBUX IpeaMeTa, a U3 XeMUje,
Orosoruje u Guinozoduje 4 OMUMIN]CKe HATPAIE, JOK CY HA €KUITHOM MaTe-
MaTUYKOM TAaKMUYEHY ,, Apxumenec’ OCBOjeHE IBe MpPBE HArpale U BUIIE
npyrux. 3HavajuHo je na je Ham yuenuk Credan CredamoBuli ocBoOjuo
cpebpuy Menamy Ha 15. Mmehymapomaoj ¢uimo3odckoj ommMmmujasum Koja
je ompskana 2007. y Awmrtanuju, y Typckoj, y KOHKypeHIUju 55 3emMaina
cBera. Ycmex je tum Behu mro je CpOuja npBu myT ydyecTBOBAJA Ha OBOJ
OJIUMIINjAY.

Y mKOoMM paau MHOTO CEKIrja: APaMCKa, PEIUTATUPCKA, HOBUHAPCKA,
My3U4YKa, JUKOBHA U OPOjHE CIOPTCKE CEKIUje.

Csare rommue 3a Jlan mroje, oprammsyje ce CeIMOITHEBHA IPOCIIABa
mo Ha3uBOM DBopuHa Henmesma, y KOjO] YUECTBY]Y CBU UJIAHOBU KOJIEKTUBA.

W3 MHOmMTBA BaHHACTABHUX aKTUBHOCTU M3ABOjuhemo cienehe:



Hpamcra ceknmja je y mpeTxomHoMm mepuony 3a JlaH mkoge m3Besa
cnenehe npencrase: ,,3anumu o Mapuja”, ,Cu moju yuenunu” , ,, AHTH-
rouna”, Kpamesa jecen”, ,Buact”, ,iKencku pasrosopu”, ., Y puebGecHa
tpareauja”, ,,Komrana”, ,,CioBo o Apcenujy u merosom napoay”, ,,Hapo-
nHy nociaHuk” , ,3nakena” , Henasa nesaunna”, ,,Panosaun 117, | [Turmu-
auon” , , IIpopecuonanarn’, ,Mpauna komemquja’” .

HoBunapcka ceknuja uznaje vaconuc Boponoauten on 2005. ronune.

I'puru jesmk, xkao BuA paxynraruBHe HacTtase u3Boqu ce ox 2005. ro-
[HE.

Kay6 3a Yjemumene mamuje Kpo3 paaumOHUIlE yIO3HAje hake ca cu-
cremMoM Y jeIWIEHUX Hallja, a Kpo3 akmnuje obeme:kaBa mehyHapomne
Ipa3HrKe Iporjamere ol crpaHe Y jenumennx Hamuja (lax 3amTute sKu-
BoTHE cpeauue, Jlan mynackux npasa, Ilan Tomepanuuje...)

Jenro onx obenexja mroiie je panx HA MehyHADPOTHUM U AP:KABHUM IIPO-
jeKTMMa YmMe ce OCTBapyje capamma ca OPOJHUM APKABHUM UM OOPA30BHUM
UHCTUTYIjaMa U HEBJIAIUHUM OPTaHU3AIjaMA.

Mebynapoauu npojexru y koje je lllkona yrmyuena cy: PASCH, ACES,
CONNECTING CLASSROOMS, Junior Achievement Serbia.

I[Topen rope moMeHyTHX, 3acCiIysKyje Oda Ce HaBeIe W capaliba Ca
OpOjHUM Op:KABHUM U OOpPA30BHUM MHCTUTYIMjaMa: JemoHa IMKOJa, jelaH
ciomenuka, Join Multimedia, Seeli, mpojektn capanme npeko Leorpamucke
Otsopene [llkose, Maamu ucrpasxusauu Cpbuje...

360r oCcTBApEHUX Pe3yjTaTa M3 MaTeMaTUKe Y IyrOrOAUIIHeM Mepu-
OJly, HAIIO] MIKOJU je yKa3aHo moBepeme JlpymrBa marematruuaka CpOuje
3a OpraHM30Bame ABejy 3HauajHux MaHudecranuja: Pemybandror taxmu-
uema u3 marematuke 2004. rommae n Cprcke MaTeMATHUKE OJMMIIN]AIE
2010. romume.

O ronTUHyMpaHOM KBajguTeTHOMHOM pany lllkone cBemoue u Harpame
KOje je mobuia kao mro je ,,25. maj”’, ,,Yuurem Taca”, a 2004. IIkoxna
je mpormamena 3a Hajbomy y Cpbuju u3z xemuje on crpaHe (GoHIANUje
Koctuhi. Ilopen masenenor, mrkoscke 2008/2009. romuae MunucrapcTso
npocsere nporaacuno je ['mvuasujy ,,bopa CramkoBuh” 3a ueTBpTYy IO
nonynapuoctu y Cpbuju, a npy y Humkom peruowny.
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PEIIYBJIMYKA KOMNCHNJA

3a TAaKMUUYEHa 13 MATEeMATHUKE YUYCHUKA CPeOiUX IMKOJIAa,
mkoJyicKka romuaa 2010/2011.

Baatuh mp Baagmvup, Pakynrer opranmzanumonux Hayka, bBeorpanm
Bapamuh Bopbhe, Maremaruuku uacruryr CAHY, Beorpan
Bamwuh Bojaun, IM®, Hosu Can

Huvmurpujesuli mp Canabana, [IM®, Kparyjesar

Hopocaosaurku np Pane, PTH, Hosu Can

Hyrommuja np bopbe, Maremarnuru ¢daxynarer, Beorpan

BHopuh Munom, Maremaruuku pakynrer, Beorpan

Dyruh Hyman, Mamwuacku dparynarer, Beorpan

Kusamesuh np Pane, Marematuuku uacruryr CAHY, Beorpan

. Mauh Anexkcanmmap, [IM®, Hum

. Kuesxxesuh mp Muman, Maremaruukn ¢pakynrer, Beorpan

. Kpruauh mp Bopbhe, Maremaruuku darynrer, Beorpan

. Jlygkuhi Munusoje, Kaxrex, CAJl

. Maruh np Usan, djyk, CAIL

. Munnhesuh np Hopbe, ¥Yrusepsurer y Muunreny, CA Il

. Munocasmesuh Mumom, [TM®, Hum

. Ormanosuh mp Cpbhan, Maremarnuka rumuasuja, Leorpan
. Ilerrosuh ap Mapko, [IM®, Hum

. Panopanosuh Mapko, Maremarnuru ¢paxynarer, Georpan, npencensaux
. Cennunh mp Anekcamnap, ['mmuasuja, Kpameso

. Crojakosuh np Mumnom, [IM®, Hosu Can

. Tomuh WBanra, 'mmuaszuja, Bameso

. Ymwapesuh Urop, Maremarnurn daxynrer, Beorpan

24.

[ITo6or ap Gopuc, IM®, Hosu Can

[Tpeson na mabapcku je3uk:

1.
2.

ITeunh np Xajuanka, 'pabeBuncku dparynarer, Cyborumna

Poxmur mp Amnpea, I'pabesuncku dpakynrer, CyboTuia



OINIMIITVHCKO TAKMUWYEILE 13 MATEMATHVEKE
YUEHUKA CPEIIBLUX IMITKOJIA, 22.01.2011.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. Heka cy O u H nenrap onucanor kpyra u oprornenrap rpoyria ABC, a
G1, G2 u G3 Texumra Tpoyraosa HBC, HCA nw HAB, penoum. Ilokazartu
1a BayKU

2
AG1+BG2+CG3=§-(ﬁ.

2. Ha komuko maumua je moryhe pacmopemutu 11 mrumna y 3 maeHTUYHA
KaBe3a, TAKO Ia CBAKU KaBe3 caiap:ku bap Tpu nruie?

3. Ilara je tabauna mumensuje 2010 x 2011. Ompemutn Makcumasan 6poOj
oJba KOjU MOMKeMO O0OjUTH TAKO Aa CBaKu KBaapar auMmensuje 2 X 2 (ca-
CTABILEH OJ] MOJba TAbIUIE) CAADPKU HAJBUIIE IBA 000jeHA MOLA.

4. 3a npupognaun 6poj k ca S(k) o3mauen je 36up wmerosux mudapa. Ila au
OCTOje MPUPOIHU OPOjEeBU N U M 3a KOje BaKU

S(n)-S(n+1)-...-S(n+m)=2011%10?
5. Herka cy M wu P nomuoskja mopmasa u3 temena A tpoyrna ABC ma
cuMeTpaJie CIOJbAIlLUX yriaoBa kon teMena B u C, pemom. [lokazartu na
je mysxuna myskm M P jenmaka monosuau obuma tpoyriaa ABC.
Ilpyru pa3spen, A kareropuja
1. Hara je jemmaumna 422 — (3a+ 1)z —a —2=0.

a) Ompemutu cBe a € R Tako ma 3a pemema T U Ty jeTHAUNHE BAKU

1+1 40
2?2379

6) 3a koje a € R ce 06a pemena jeqnauyune Hanaze y uarepsaiy (—1,2)7
2. Y crymy peajHUX OpOjeBa PEUIUTH jeTHAUNHY
cos? (% + 5x) =sin?z - cos 9z + cos? (% + 4x) .
3. Heka cy BD u AFE Bucune omrpoyriaor tpoyraa ABC. Axko je P rtaura
npeceka npasux BD u AFE, nokasartu na je
AB? = AP-AE+ BP - BD.

4. Kommko mva moxckynosa ckyna {1,2,...,50} umju je 36up ememenara
Behwu ox 6377

5. Herka cy AM u BN Bucune omrpoyriaor tpoyraa ABC (<ACB # 45°).
Tauke K u T uzabpane cy ma noaynpasama MA u NB, penomM, Tako na
Basku MK = MB u NT = NA. Ilokazaru na je KT || MN.



Tpehu paspen, A kareropuja

1. Ha Tabuu cy manucanu 6pojesu 1,2,...,30. Ouma cy uzbpucana asa
6poja n Hanucasa je muxoBa paziuka (ox selier je omyser mamu 6poj).
OBaj mocTymnak je MOHABJHAH CBE JOK HA TabJIM HUje 0CTA0 caMo jemaH 0poj.
OppemuTu mapHOCT OBOT Gpoja.

2. Hexa cy ABC u A’ B'C' rpoyraosu Taxsu 1a je <BAC = <B'A'C" = 60°.
Iokazatu na je

2-BC-B'C'>AB-A'B'+CA-C'A".

3. Ha tabmu je samucam momunroMm x2 4 2010z + 2011. Y cBakoM Kopaky
nosunaoM f(x) KOjU je 3ammcan Ha TabIU MOKEMO 3aMEHUTHU HOJUHOMOM

xQ-f(l—i-é) i (x—1)2-f(xi1>.

Ila sz mocje KOHAYHO MHOI'O KOpaka Ha Tabiau MOxe OUTU 3amlucaH IIOJIU-
wom a2 + 20112 + 20107

4. Yersopoyrao ABCD je ynucan y kpyr. Ha ayry CD, xoju He canp:xu
tauke A m B, Hanasu ce mpousBossua Ttauka M. Heka mnywu MA u MB
cery crpanuny CD y rtaukama X u Y, pemom. Jlokazatu ma omHOC

DX -CY
XY

He 3aBUCHU O IoJioKaja Tauke M.
5. Ilar je mu3 6pojesa
mp+1, mp>+1, mp®+1,...
TIe je p mpocT, a m IpUpoaaH O6poj.
a) Ilokazaru na ce y OBOM HU3Y HAJA3U HAJBUINE jeIaH MOTIYH KBAIPAT.

6) Ila nu ce y OBOM HM3y MOpa HAJA3UTHU IOTIYH KBaApaT?!

YerBpTu paspen, A xkareropuja

1. Ilora3aru na je ¢pyHKIHTja

1 1
f(x) = arctgx + arctg Ea + 2 - arctg —
1—2 x

Ha MHTEpBaJIMMa Yy KOjuMa je meuHUCAHA KOHCTAHTHA, a 3aTuM Hahwu Bpe-
THOCT OBe (YHKIOUjeE.

2. Ha crpanunama AB, BC, CD u DA, npasoyraouuka ABC D, onabpaune
cy penom tauke F, ', G u H, tako na je werBopoyrao FFGH pomG. Axko



je AB=2u BC =1, norkazaru na je I < P < %, rae je P nmoBpimmHa poMmba
EFGH.

3. TerpaMUHO KOMIJIET CAAPKU 5 GUIypUlla IPUKA3AHUX HA CJAUIM (CBaKa
TerpaMuHO (urypuna uma noppuuay 4). Ouxpenurtu nospumnay zajsehier
KBaJpaTa Koju je moryhe momsoyatu 0e3 mpekjaanama, YKOJIUKO IHOCEIy-
jeMo b TeTpaMWHO KOMILJIETA.

(Huje myskH0 KOpucTUTH CBUX 25 TeTpaMuno ¢urypuna. Purypume ce Mory
pOTUDPATH U OKPETATH. ) |

4. Hahwu ce npupomare 6pojese a u b 3a koje ab+1 memu 6pojese a®+3ab’+2
u 3b* — 2b% + 3.

5. Y tpoyray ABC ca R u r o3HaveHu Cy, peIOM, MOJYIPEUHUK OMUCAHOT U
YIUCAHOT KpyTa, a ca lq, lp u l, my:RuHe oncevarka cCUMeTpaJia yHY TPAIIHUX
yruoBa. /lokazatu na BaKy HEjeIHAKOCT

==

S
| —

1 + 1 + 1 <
la lb lc N
Wcnuratu kana ce JOCTUKE jeTHAKOCT.

ITpBu pa3pen, B kareropuja
1. Onpenuru ckynmose A u B axko Basku:
1° AUB={a,b,c,d,e, f,g,h,i};
2° AN B ={a};
3° Bn{c,i} =0
4° B\ A= {d,e, f,g,h}.
2. Iat je ckyn M = {25,53,71,74} u penannmja p:
rpy < mudpa meceruna 6poja r je mama on mudpe jeauHuna 6Gpoja y.

Hanpasuty tabauny penanuje p y ckyny M 1 McouTaTi KOja o] CBOjCTaBa
peIIeKCUBHOCT, CUMETPUYHOCT, AHTUCUMETPUYHOCT, TPAH3UTUBHOCT UMa
penanuja p y crymy M.

3. Ha romwuro maumua 20 pmyan moxke cectu Ha 20 mMecTa jemHor pena y
buockomy, Tako na Ama cemu mopen Bojana, a Becna mopen 'opana?

4. Ilo3uaro je ma je

520207 = 0517578 %  # 4 %  * %k * % 4% ,



IpU YeMy CBaka 3Be3Aulla IpencTaBiba 1o jenuy nuppy. Onpenntu mudpe
YMECTO KOjUX ce HaJja3e 3Be3Iulle.

5. Ilara cy npecauraBama f,g: N — N,

n+1, ako je n mapan 2n, ako je n mapaH
fln)=9  _ - g9(n) = :
n—1, ako je n HemapaH 3n, axo je n Hemapan

a) Ompemutu (f o g)(2010) u (go f)(2011).
6) Ompemurn (fog)(n) u (go f)(n).
Ilpyru pa3spen, B kareropuja
1. Buneru npBu 3amarak 3a Apyru paspen A rareropuje.
2. Heka cy m m n npousBo/oHU 1eau OpojeBu. JlorazaTtu ma
30 | (m°n — mn®).
3. Ompenutu cBe peaisine GpojeBe A Tako ma je Opoj
1—iv3
A+ (A+1)i
Tarkobhe peasas.
4. Bumern npyru 3amarak 3a IpBu paspen A kareropuje.
5. Y ymyrpammoctu tpoyriaa ABC m3abpana je tauka P Tako na Basku
<JAPB = v+ 50°, <BPC =a+60°, <CPA=/+70°,

rae je <BAC = a, <ABC =  u <ACB = 7. Oxpemuru yriose TPOyTJa
urja cy TeMeHa mpecenu npouayskeraka nysku AP, BP u CP ca Kpy:KHUIIOM
onucanuMm oko Tpoyria ABC.

Tpehu paspen, b kareropuja

1. OxppemuTu CBe BPEOHOCTU PEANHOT MapamMerpa 1M 3a KOje CUCTEM je-
MHAYMHA

204+ 3y+22+3t =
3r4+2y+32+2t =
204+ 2y + 32+ 3t =
3x+3y+2z24+mt =

o O O O

nMa OECKOHAYHO MHOTO PEIIema y CKYIy peaHux Opojesa.

2. Y ckyny peanHux O6pojeBa pEIINTH jeTHAUNHY

cos? (% + 53:) = sin? z - cos 9z + cos® (g + 432) .



3. Y crymy peasHuX OpOjeBa PEIIUTU HEjeTHAUUHY
log, (2 +1) -log, ;1 @ > 2.

4. Oxko JsonTe je onucana mpasa 3apy0OJbeHa KpyskHa Kyna. Jlokasatu na je
OJIHOC 3aIlpEMUHE JIONTE U 3alpEeMUHE KyTe jeIHAK OIHOCY IOBPIIUHE JIONTE
U MOBPINUHE KyIIe.

5. Csaku unan nopoauie TomasoBuh maum yBek rOBOPM MCTUHY WU YBEK
naske. Arcenruje, Munyrun u Jlaku (Munyrtun je Axcentujes cun, a Jlaku
MunyTUHOB) Cy Ay N0 jeHy U3jaBy Be3aHy 3a HUX TPOJUILY:

p: Oba oma uiam yBeK roBOpe UCTUHY Mian 00a Ona yBEK JIAXKY.
q: JemaH cuH yBeK Jajke, a APYTY CUH yBEK TOBOPU WUCTUHY.
r: VI3jaBe p m q HuCy obe sasKHe.

a) 3a Kora o HBUX TPOJUlle CA CUTYPHOMNY MOMKEMO yTBPIUTU Oa JIU
FOBOPU UCTUHY WUJIU JIasKe?

6) 3a Kora on WHUX TPOjUIle Ca CUTypHOMNY MOMKEMO yTBDAUTU KOjy je
usjaBy (on p,q,r) nao?

YerBpTHu paspen, b kareropuja

(x—1)e*

1. Axko je y = , IOKA3aTu Aa je (pyHKIUja

xy' 4y — ze”

Ha MHTEPBAJNMa Ha KOjuMa je ne@uHHCaHa KOHCTAHTHA.
2. Y ckymy peaJjilHUX OpojeBa PEMUTH HEjeTHAUNHY

m . L (T 3V3

cos® 1z - cos (— — Sx) +sin® z - sin (— — 3a:) > i

2 2 8
3. Bunmeru npsu 3anarak 3a tpehu paspen B rareropuje.
4. Bugmern npyru 3amarak 3a OpBu paspen A kareropuje.

5. Bumeru npyru 3amarak 3a tpeliu paspen A xareropuje.
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OKPYHKHO TAKMUMYEILE U3 MATEMATUKE
YUEHVKA CPEIIBUX IITKOJIA, 19.02.2011.

IlpBu pa3pen, A kareropuja
1. Jla su mocroje mpupogau OpojeBu a, b, ¢ TakBU Ha je
2010=(a+b)-(b+c)-(c+a)?

2. Y paBHu cy marte KpyskHuie ki u ko u mpaBa p Koja ceue ki y Tadukama
Awu B, a ke y taugkama C' u D. Ilpeceuyne tauke TaHreHTU KpysKHULE k1 ¥
taukamMa A m B ca TaHrestama KpyskHHIE ke y taukama C' u D cy K, L,
M un N. Horazatu na cy K, L, M nu N KOHIIUKINYHE TaudKe.

3. Ompenutu cBe mpupoaHe OpojeBe n TakBe na je 6poj
n—A\6+1/6+V6l+[3-1/6+1/6+V6

4. Y jemnakorparkom tpoyriay ABC (AB = BC) je onabpana taurka M
takBa na je <AMC = 2<ABC. Tauka N na nyxu AM 3amnoBosmasa
<I<BNM = <ABC. Horazatu na je BN =CM + MN.

+

panuoHaJJIaH.

5. ®urypa nospummue Behe ox 1006 Mmoske ce cMecTUTH y IPaBOYTAOHUK
mumensuja 2011 x 1. JTokaszaru ma mocroje nse tauke Te purype (Ha pyOy
WY YHYTPALIKOCTHA) KOje Cy Ha PacTojamy TadHo 1.

JIlpyru pa3spen, A kareropuja

1. Ilepa u Muka urpajy cienefiy urpy: OHU HAM3MEHUYHO YIUCY]y PeajHe
OpojeBe Ha MECTO HEKOr O] IO Tala HEYIMCAHUX KoepunujeHara a,b,c je-
[THAYVHE

azx® + bz +c = 0.

Ilepa urpa npBu u oH moduja aKO jeAHAYMHA UMa W jEIHO TMO3UTUBHO U
jeHO HeraTWUBHO pelrewme, a Muka mobuja y ocranum ciaydajeBuma. Ko on
LUX ABOjUIle UMa HOOEeTHUUKY CTPaTerujy?

2. ITar je kBagpar ABC'D. V3Baun kBagpaTa je KOHCTPYUCAH MOJIYKPYT HAL
npeunukoMm AB. Oxpenutu Tauky P ca OBOr MOJYKpyra Tako Ja u3pas

AP? + CP?

Ma MaKCUMaJIHY BPEOHOCT.

3. Hart je rpoyrao BEC. Han crparnunama BC n CE ca crno/mbalime CTpaHe
Tpoyria koHcTyucanu cy kBanaparu BCDA u CEFG. Ako je CK rexuniaa
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nysx tpoyraa CBE, a C'L Bucuna tpoyrna DCG, norkaszatu na cy Tadke
C, K u L konuHeapse.

4. OgpenuTu MUHUMAJIAH OPOj KOMba KOJU Ce MOT'Y MOCTABUTU HA MIAXOBCKY
Tabiay nuMeHsuja 7 X 7 TakO Aa CBAKO MOJbe Tabie Oyme TYyYeHO HEKUM O
I UX.

5. Hexka je n > 28 caBpmen 06poj memus ca 7. /lokaszatu ma je n memuB ca
49. (ITpupoman 6poj n je caBplieH ako je 30Up CBUX HEMOBUX HO3UTUBHUX
mesmIiana Mamux on n jendak n. Hup. 6 je caspmen, jep je 1 +2+3 =6.)

Tpehu pa3pen, A kareropuja

1. Ha crpasumu AD upasoyraonuka ABCD (AB < BC) wu3zabpana je
tauka F tako ma je BE = BC. Hopwmana u3 temena C Ha gujaronany BD
ceue mponayskerak crpanune AB y tauku F. Jlokasatu na je rpoyrao BEF
IpPaBOYTIJIU.

2. Koju je majsehm 6poj skeToHa KOjU Ce MOrY IIOCTABUTU HA MIAXOBCKY
rabiay muvensuja 2012 x 2012 (ma cBako MoJbE Ce MOCTABILA HAJBUIIE jeIaH
’KETOH) TAKO Aa HA CBAKO] XOPU3OHTAJU, BEPTUKAIU U JUjalOHAJIU OBE
Tabise Oyne napan 6poj :keroHa?

(ITon mujaronanom maxoBcke TabJiie IOLPa3yMeBaMO HU3 [0Jba TabJie duju
IIEHTPU JeKe Ha IMPaBoj KOoja je mapaJiesHa ca jeZHOM Ol ABE NUjaroHaJie
KBaapaTa Koju umHM rpanuiy tabmne. Takobe, cBako onx derupwm yraona
nosma Tabie je aujaroHaJsia MaxoBCKe Tabie.)

3. Hexka je P pasan. [lokazaru ma He mocroju npeciaunkasBame f: P — P
TaKBO Ma 3a CBakM KOHBeKcaH yeTBopoyrao ABCD pasuu P, taure f(A),
f(B), f(C) u f(D) unne TeMeHa KOHKABHOT YETBOPOYTJIA.
(Benuuune yriosa uyerBopoyria cy pasiauyure ox 180°.)

4. Hera je A = (2011 +4)2°10 + (2011 — 4)2910,
(a) Hokazaru na je A neo 6poj.
(6) Ompenuru ocrarak npu mesbemy opoja A ca 101.
5. Hus {an}n>0 peannux O6pojeBa 3amoBosmanBa ag =0, a; =1 u
20y 4+ 3ap4+2 < Dap+1, 3a cBe n = 0.

2 n
Jlokaszaru na 3a cse n >0 Baku a, < 3 - [1 — <§> ]

UerBpTH pa3pen, A kareropuja

1. Y mpoyray ABC Baxu:
(1) DE || AB, D € AC n E € BC;
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(2) DF || CB, F € AB;
(3) AENDF ={G} u CFNDE = {H}.
Iokazatu na je GH || AC.

2. ara je Tabma mumensuja 3 x 4. JlBa urpada Han3MEHUYHO IOCTABILA]Y
IOMUHe Ha ToJba Tabie (CBaka NOMUHA IIOCTABHA Ce Ha ABa 10Jba) KOje
ce He cMmejy mpeksaamaTtu. [lobemHuk je mrpay KOju MOCTABU TMOCTEIHY
JIOMUHY.

(a) Ha KONWKO pa3IMuUMTUX HAUWHA CE MOTY TOCTABUTHU ABE NOMUHE?
(6) Konmko mMa pasianunTuX MO3UIMja HAKOH IIOCTABJLEHE ABE JOMUHE?!
(8) Koju on urpaua uma nobutny crparerujy?

(Jomuue cy npasoyraonunu mumensuja 1 X 2. Vrpauwm Ha pacmnosiaramy
¥“Majy NOBOJLAH OpPOj HOMUHA. )

3. larto je n Tavaka 1, T2,..., T, #Ha cermenty [0,1]. Ilorazatm ma
nocroju Tauka z € [0,1] Tako ma je mMpocevHO pacTojame O TauKe I 0
1

Tavyaka Ti, £a,..., Ty jeTHAKO 3

4. Heka je n € N. Jlatu cy npon3BoJpHU TO3UTUBHU OpojeBu by =>bo>. . . >bay,
¥ HBUXOBA NPOU3BOJLHA mepMyTanuja (ai,as,...,ds,) . JlokaszaTtu ma 3a
cBako t > 0 BaKM HEjeTHAKOCT

(arag +t)(asas +1t) ... (azp—1a9, +1) < (brba +t)(bsbs + 1) - .. .- (bay—1bop +1).

5. Heka cy p u ¢ mpoctu 6pojesu, npu demy je p = 2¢ + 1. Ogpemuru (axo
NOCTOjU) HAJMAKY IPUPOIAH OPOj N TAKAB Na BAKHA

plq"+n.
Ilpeu pa3pen, B kareropuja
1. 3a KOje BPETHOCTU PEAJHOT MapamMeTpa @ jeIHaurHa
e =1 =]z —=2|+|x—3|=a

“Ma TAYHO YETUPU PeaJiHa pelrema’

2. Ha crpanunama AB u BC napanenorpama ABCD nate cy tauke M u
N taro na je AM : MB=2:1u BN : NC =1:1. Axro je S mpeceuna
rauka ny:xu AN u DM, wahu ommoc AS : SN.

3. Tpu apyra Auna, Gojan u Bemko norabajy menosnar mecronudpen 6poj,
cactaBmen on mudapa 1,2,3,4,5,6, mpu yemy ce oBe nudpe HE TOHABILA]Y.
Onm najy ciaemnehe nmpermocraBke 3a Hemo3HaT OPOj:
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e Ama: 123456.
e Dojan: 245163.
e Bemro: 463215.

Ako ce 3Ha ma je Auma morommo TadaH monoxkaj 3 nudpe, bojan 3 muppe u
Bemro 1 nudpe, ongpenutn Henozuatu 6poj.

4. Bugeru npBu 3amarak 3a IpBu paspen A kareropuje.

5. Ilar je mapasenorpam ABCD. Herka cy ABB'A’, BCC"B"” u CDD'C’
KBaAPATA KOHCTPYUCAHU Y CIOJLAIIHOCTU OBOT MapaJiesorpaMa U HEeKa Cy
01, Oy u O3 wuxoBu nentpu, penom. Jlokaszaru na cy tpoyraosu O1BO;
u O3COy nonynapHu.

Ilpyru paspen, B kareropuja

1. Ha kosuko maunna ce moske nopebhartu 10 pasauumuTux KeHUra Ha TOJIUILY,
aJix Tako ma 3a meT onpeheHux BaKM A HUKOje JBe HUCY jemHa mo apyre?

2. Hlar je kBanpatr ABCD. Heka je tauka F y yHyTPAIIKOCTHU, & TaUYKa
F' y cnomammocT OBOT KBajpaTa Tako ma cy tpoyrioBu ABE u CBF
jemnakoctpanuynu. /lokazatu na cy tauke D, ' u F' ronumueapHe.

3. 3a peanan 6poj d Kakemo ma je dobap ako je 3a CBaku peasiaH Opoj
UCITY F>€HO
222 4 22+ 3 -

2+r+1
a) Iokaszaru ma je 4 mobap 6poj.

6) Hahwu cBe moGpe Gpojese.

4. Y jemnakorparkom tpoyriay ABC (AC = BC) yrao kox temena C je
108°. Hahwu ommoc mykuHE OCHOBUIE U Iy:KUHE KPaKa.

5. Hexa cy b u ¢ mpupomau 6pojesu, a a mpoct 6poj. Axo je a’ + b = 2,

mokasaTu na je a < b.

Tpehu paspen, B kareropuja

1. Oxko mare jomTe ommcaHa je mpaBa Opu3Ma duja je ocHoBa pom6. Haj-
nysKa IUjaroHaJia IpU3Me Ipaayd ca paBHM OCHOBe yrao «. Hahw omrap
yrao pomba.

2. Kosmko mma yerBoponuppenux 6pojeBa Koju ce y OPOJHOM CHUCTEMY Ca
ocuoBoM 10 3anmcyjy nomohy majBume ase pasnuunte mudpe?

3. Y ckymy peaJHux OpojeBa pemmuTy HejeTHAUNHY

Vaiz—-3+vVr—-2+x> 3.
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4. Y cryny peanHux O6pojeBa PENIUTHU jeTHAUNHY

4$ arcsin x + 4$ arccosx — 22+T7r1

5. Heka cy ma gpamnma AB u AC jemmaxokparor tpoyriaa ABC uzabpane
tauke M u N, pemom. IIpaBa roja canpsku cpenummre ay:xku MN u ma-
pagesna je ocuosunu BC ceue kpake y taukama K wu L. Ilokazatu na je
IY:KUHA OPTOTOHAJHE Tpojeknuje nysxku M N Ha OCHOBUILY TPOyTJa jeaHara
mysxuHn aysRu K L.

YerspTu pa3pen, b kareropuja

1. Arxo je logy2 =a u log,y 3 = b, onpenuru log; 216 y ¢pyHKIUjU OX @ 1 b.
2. Hexka je k > 0, a A u B, penom, Tauke npeceka mapabone y = 22 ca

npaBaMa
1
y=kxr u y:—(k—i—E) @
pasmuuuTe of koopauHaTHOr nmoderka (. Oxppenutu (ako mocroje) cse
BpenHocTu k 3a roje je tpoyrao OAB omrpoyrau.
3. Oapemury (ako mocroju) peasian 6poj a TAKO Ha (yHKIMja

JT—8
fle)=¢ Yo—4

x # 64
r =64

Oyme HempekumHa 3a cBe x > 0.

4. Y tpoyray ABC je <ACB = 30°. Osmaummo ca D cpemumre cTpa-
uune BC, a ca F momHoxkje Bucuue u3 temeHa A osor Tpoyraa. Ako je
<CAD = 15°, onpenutu Bequunny {BAFE.

5. Konuro nma mecrorudpernx 6pojeBa ca paszauduTuM nudpama dmja je
najseha mudpa 3a 7 Beha on majmame nuudpe?

NP RKABHO TAKMMWYEILE N3 MATEMATHVRE
YUEHHNMKA CPEIILUX IMIKOJIA, 19.03.2011.

IlpBu pa3pen, A kareropuja

1. Ilepuma mokymasa ga nponabe 2n+ 1 HajMamUX y3aCTOMHUX TPUPOTHUX
OpojeBa, Tako na je 30Up KBaIpaTa HajMamuUX n+ 1 OpojeBa jemHak 30Upy
kBanpara Hajsehiux n 6pojeBa. Y kKoIuMKO OBakBuU OpojeBu moctoje, [lepuma
VX 3alUcyje y N-Ty BPCTY CBOje nupamude, a YKOJIUKO TAKBU HE MOCTO]eE,
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n-Ta BpCTa ocTaje mpasHa. Haxkow mpsa Tpu kopaka (n =1, n=2wun = 3)
[Tepununa mupamunga nMma caenehu mariaen

32 +42 — 52
102 +112+122 = 1324142
212 4+ 9222 4232+ 242 = 252+ 262 + 272

Kaxemo na ce 6pojesu 3, 4 u 5 Hamaze y npsoj Bpctu; 6pojesu 10, 11,
12, 13 u 14 ce manaze y apyroj Bpcrtu; O6pojesu 21, 22, 23, 24, 25, 26 u
27 ce manaze y tpehoj Bpcru. Yroauro Ilepura mHacraBu ca mpaBibemeM
nupaMuie Ha ONMWCAHU HAYWH, a Ju he ce y HeKoj Bpctu mahu 6poj 20117

2. Herka cy H mu O pemoM OpTONEHTAD U IEHTAD ONUCAHE KPY/KHUIE
tpoyrna ABC (AB # AC). Ilpase AH u AO ceky ommcany KpPY>KHUILY
tpoyraa ABC mo apyru myt y taukama M u N, penom. Ozmauumo ca P,
@, R npeceune tauke npasux BC' u HN, BC u OM, HQ u OP, penowm.
Ilokazatu na je werBopoyrao AORH mapajesorpa.

3. 3a mpuponaH Opoj KaKeMO Ia je CUMEempuuaH ako Ce Y MEKaTHOM CU-
cTeMy WCTO TUIIEe ca JIeBa Ha JEeCHO U ca JecHa Ha JyeBo. Jlokazatu na
mocToju OECKOHAYHO MHOIO MPUPOMHUX OpojeBa 1 TAKBUX mOa Cy OpojeBu

n?, n® u n* cumerpuunu, a 6poj n° muje.

4. 3a roje nmpupomnHe OpojeBe M U N Ce NPABOYTAOHUK IUMEH3Uja M X 1
Moske momnodaru (6e3 mpersanama) Gurypama CacTaBHLEHUM O jeIUHU-
YHUX KBaJpaTa Kao Ha ciauru! Purype ce He MOTY POTUPATU UIU OKpe-
TaTU.

o

Ilpyru pa3pen, A kareropuja

1. ar je omrpoyrau tpoyrao ABC ca opromeaTrpom H u meHTpoM
onucanor kpyra O. Heka cumerpana mnysxu AH ceue crpanune AB u AC
y taukama D u FE, pemom. Iokazatu ma je A meHTap crnosba OPUNUCAHE
kpyskuune Tpoyriaa ODE.

2. 3a npuponan 6poj k, obenexumo ca S(k) 36up uudapa 6poja k. Ha nu
TOCTOjU TPUPOTAH OPOj N 38 KOjU BasKUI

Stn+1)-8(n+2)-...-Sn+2010) - S(n +2011) = S(n)>°1 ?

3. OgpenuTu cBe BPEIHOCTU PEAJHOT mapameTrpa t TaKo Aa CUCTEM jemHa-
JnHA

r+y+z+v = 0
xy+yz+zv+tlaz+azv+yv) = 0
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UMa jeIUHCTBEHO PEIICH:E ¥ CKYIy PEeaJHuX Opojena.

4. I'pyna pasbojuumka ckpuBa cBoje Omaro y 2011 mehwuna woje cy HYy-
Mepucane 6pojesmma 1,2,...,2011. IIpero mama oum ocraBspajy 0Osaro
y jemuoj onm oBux mehwuna, a HONy ra mpememnTajy y jeAHy O CyCeITHUX
nehuna (ako je 6maro y nehiunum ca 6pojem k, 1 < k < 2011, npememra ce y
nehuny ca 6pojem k— 1 mnm y mehuny ca 6pojem k+1; ako je y mehunu ca
opojem 1, omma ce mpememta y mehuny ca 6pojem 2; ako je y mehunu ca
6pojem 2011, onna ce npememra y nehuny ca 6pojem 2010). Asu Gaba je
ca3HAO OBe MH(pOPMAIHMje U CBAKOD JaHa y HOJHE yiIa3u y jenny on nehuna.
Jla mu Anmu Baba uma cTparerujy Kojom ca curypHomhy mosxke mna nporabe
6Jsaro y KOHAYHO MHOIO TMOKyInaja?

Tpehu paspen, A kareropuja

1. Heka cy ay, as, ..., a, HyJe moauaoMa 1 + x + 24 .. IIponahnu
HajMamyU NPUPOIAH OPOj m TakaB na Tadke ai’, ay’,..., a;' y KOMIJIEKCHO]
PaBHU JIesKe Ha MCTO] MPaBOj, ako je:

a) n = 2011;
6) n = 2010.

2. Matpuna 2011 x 2011 ce 30Be 3aamHa ako je momymeHa OpojeBuMa 1,
2, 3, 4 mw ako ce y CcBaKOM KBampaTy 2 X 2 cBaku onx Opojesa 1, 2, 3, 4
mojaBibyje Tavgno jemHoM. OnapemuTu ykynaH Opoj 3JaTHUX MATPUIA.

3. Ogmpemuru mHajumawmy npupoman O6poj m TakaB mga ce Opojesu 17, 2™,
..., 2010™ mory mopebaru Ha KPY/KHUIM HA TAKAB HAUMH Oa je 30up cBaka
nBa cycenna 6poja ca kpyskHune nempus ca 2011.

4. Hera je D nomuoxje Bucune us temena A omrpoyrior rpoyraa ABC.
Younmo tauke F u F wa crpanurnu BC takse na je BD = CE u <CAE =
<BAF. Hexa je (Q npyra npeceuna tauka npase AF u Kpyra omucanor oko
NABC. Aro cy M u N, penowm, cpenumra crpanuna AB u AC, nokazatu
na ce kpyrosu omucauu oko AABC u AMNQ momupyjy.

YerpTH; pa3pen, A kareropuja

1. PaBan je obojena y nBe 6oje. IJloka3aTu na moCTOjU je THAKOCTPAHUUAH
TpOyrao crpamuie 1cm miam crpasune v/3 cm, KO KOra Cy CBa, TPU TEMEHA
obojena mcrom HojoMm.

[TorazaT nma He MOpa Aa HOCTOjU U jeAHAKOCTPAHUYAH TPOYTao CTpa-
Hume 1 cm KoJ Kora Cy CBa TpuU TeMeHa 0DojeHa mcToM 0OjoM U jemIHAKO-
CTPAHUYAH TPOYrao CTPAHMIE \/3 ¢ KO KOra Cy CBa TPU TeMeHa 0G0jeHa
nCcTOM 0OOjOM.

2. Heka je k kpy:xHUIA onucana Oko omTpoyriaor tpoyriaa ABC, a tauka
D nujamerpanno cynporua tauku A wa k. Tamrenmra y A ma k u npasa
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BC cery ce y tauku P, a npaBa DP mouoso mpecena k y tauku (). Heka
cy M u N, penom, cpemumra crpanuna AB u AC. Ako je Q' Tauka ma k
takBa ma je QQ'||BC, a X npeceuna tauka nyxu AQ u M N, mokazatu na
je BX =CX.

3. Y 3aBUCHOCTU OJ HEMAPHOT IPUPOTHOT Opoja n > 1, oApeanT oCTaTak
nIpu aenemy Opoja
a= H 1

1<i<n

(i,n)=1
opojeMm n.
4. Herka je mar KOHavYaH CKyI peaJHUX OpojeBa ca OCOOMHOM [na ce
CBaKU HErOB €JIEMEHT MOKEe 3aliCcaTy Kao 30Up HEeKUX ABajy eJeMeHATa
(He 0BABE3HO PA3NIUUUTUX) U3 UCTOT CKyIa. 3a TAKAB CKYIl KAKEMO na je
besbednocmu peda n AKO HE CAIP:KU MOACKYI Ca N WU Mame ejJeMeHATa

unju je yrynas 36up jenunak 0. IlokaszaTu ma 3a cBaku nmpupogas opoj M,
IOCTOjU KOHAUaH CKyn Oe30emuoctu pena M.

IlpBu pa3pen, b kareropuja

1. Heka je ABCD teruBan udeTBopoyrao. Yromuko cy Ap, By, C1 u D
cpenuinTa aykosa Han retuBama AB, BC', CD, DA, penom, KOju He caapske
HEKy O] IIPeocTajiuX Tavyaka, mnokaszaru ga je A1Cp L Bi1Dy.

2. Ogpenutu tudpy jeauauna u nudpy meceTuna 6poja
1-3-5-...-2009-2011.

3. Heka je ABCDEF mupasunan mecroyrao, P u () cpemumra pemnom
crparuna BC u EF u tauka T upecek ny:xu AP u BQ. Onpemuru AT : TP
u BT : TQ.

4. Y 3aBUCHOCTHU O PEAJIHOT IMapaMeTpa @ OAPEIUTU CBA PEaJHa PEIlemna
jemHaumHe

2

31+a+a®) - z=1+a+a*)? z+a®+a*+a®—a®>—a—1.

5. Papamn je obojena y nBe 60je. Jlokasaru ma mocToju TpOyrao ca CTpaHu-
mama my:EmHEA 1cm, v/3cm u 2cm umja cy cBa TeMeHa ucTe Goje.

Ipyru pa3spen, b kareropuja

1. Jlorka3aTy ma y CBAKOM IPABOYIJIOM TPOYTJIY BaKU

1 1 1

— 4+ — ==
a2 b2 B
rae cy a u b nysxune Karera, a h IyKUHA XUIOTEHY3WHE BUICUHE.

2. Ha coumnm cy crkunupasnu rpa¢unu Tpu KBaApaTHE (YHKIH]E.
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Yy
Ia nu mocroje peannu GpojeBu a, b 1 ¢ TAKO ma Cy HA CJIUNU TPUKA3AHU
rpadmm Gysrmmja y = ax’ +br +c, y=bx? +cx+auy=cr?+axr+b?

. z+1 .
3. 3a roMmmIekcan Opoj z Basku T = 1. Jlokazatu ga je
z
‘22010—#2‘22009—1—...+i2009z+i2010| _ ‘22010+22009+...+z+1 .

4. Ha KoIMKO HAUMHA Ce MOTI'Y IOCTABUTUA OEJIU U [PHU CKAKad Ha MAXOBCKY
Tabiay nuMmensuja 8 X 8 Tako ma ce mehycoGHO He Hamanajy?

5. Ilepuna nma 1012 masenrua Ha KOjuMa ce Hasa3e Opojesu 1000, 1001,

., 2011 (cBaku 6poj ce Hamaszu Ha jenHoj Hasennunum). OH keau na
3aJlenn HaJlenHue (He HyKHO CBe) y HU3 (jelHy u3a Apyre) Tako aa Do0uje
uajsehin moryhn 6poj koju je memus ca 99 (ako ymorpebu k HajgemHuna,
nobuja 6poj koju uma ykynuo 4k nupapa). Karo [lepuna Tpeba na 3amenu
HAJIETHUIlE 18 OM OCTBAPUO CBO] IUJL?!

Tpehu paspen, b kareropuja

1. Jlokazaru ma je 6poj 42" — 32" — 7 nemus ca 56 3a cBako n € N.

2. Y ckymy peayiHUX OpojeBa PEMUTH HEjeTHAUUHY

1
2logs (4”2*1 - 1) ~logs (4%21 n 5) > 1.

3. Iar je uwerBopoyrao ABCD. Heka je AB = a, BC = b, CD = ¢,
DA =d, <DAB = a, <ABC = g, <BCD = v, <CDA = § u P nospumHa
uerBopoyria ABCD.

a) Iokaszaru na je
16P? + (a® +b° — & — d2)2 = 4a?b* + 4c*d* — 8abed - cos(B + 0).
6) Hera je A’B'C'D’ teruBan ueTBOPOYTao KOME Cy MysKUHE CTDaHUIA

a,b,cu d. Ilokazatu na je noppmmua yerspoyria A'B'C'D’' me mama
on P.
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4. Tauke Koje oAroBapajy KOMIUIEKCHUM OGpojesuma a, b, ¢, a?, b*, ¢? (y
HEKOM MOPETKY ) YMHE TEMEHA MPABUIHOT MECTOYTIIa YMjU je MEHTAD TadKa
roja oxrosapa 6pojy 0. Ilorazatu na je abc = —1.

5. I'pyma paszbojuura ckpuBa cBoje O6maro y 2011 mehwna xoje cy Hy-
Mepucane 6pojeBuma 1 mo 5. Ilpexko mana oHm ocraB/pajy Osaro y jemHoj
on osux nehwuna, a mohy ra npememrajy y jeany on cycenuux nehimna (ako
je buaro y nehunu ca 6pojem k, 1 < k < 5, npememra ce y nehuny ca 6po-
jem k — 1 nmm y mehuny ca 6pojem k + 1; ako je y mehwunu ca 6pojem 1,
oHga ce mpememra y mehuuy ca 6pojem 2; ako je y mehwrum ca 6pojem
5, ouma ce npememra y nehuny ca 6pojem 4). Aau DBaba je caznao ose
nHGOpMAaNMje U CBAKOT HaHa y HOAHE yiasu y jemny on mehumua. Ila nm
A Baba uma crparerujy KojoMm ca curyprorrhiy Mmoxke mna nponabe 6xaro
Yy KOHAYHO MHOTO HOKymmaja?

YerBpTHu paspen, b kareropuja

1. Y ckymy peasHux OpojeBa PEmIUTU CUCTEM HEjeTHAUNHA
2log, 3 — 3logg 45

10g4 75 + 1Og0725 3

T - 10g075(a:2 +3z) +1logs 9° > 0.

r+4

2. Herka cy M u N cpenumra nysxu AB u AC, penoM, je IHAKOCTPAHUYHOT
tpoyraa ABC u P rauka takBa na je N cpemumre my:xu MP. Heka je
ND L AP (D € AP) u NDN BC = {Q}. Horasaru:

a) PA 1 AB;
3
6) DQ = BC.
3. Konuko pemema y CKyIy IPpUPOIHUX OpOjeBa MMa jeIHAUMHA
z+y+2=2011

TakBuX na je x > 19umy>37

4. Axo cy a, b m n mpupomau GpojeBu moKazaTh ma ce 6poj (a?+b?)" moxe
IpUKa3aTé Kao CyMa KBaApaTa IBa [esa 0poja.

5. Hexa je a meo 6poj. Ompenuru mysIe moamroMa x° + ax — 13z + 42 ako
je Mo3HATO ma Cy CBe OHE Iesiu OPOjeBH.
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PEIMIEIHLA 3AIJATARKA OIIIITVMHCRKROI' TAKMMNYEILEILA N3

MATEMATUVRE YYEHVKA CPEOILUX ITKOJIA, 22.01.2011.
ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. Kako 3a npousBoman Tpoyrao XY 7, meroso texumre 1 1 TPOU3BOLHY
Tauxky P Basxku P —|—PY—|—ﬁ:3-ﬁ, TO je

-(ﬁ+@+ﬁ)+%-(ﬁ+ﬁ+ﬂ)
-(C_f>1+ﬁ1+c_1§):1-(,ﬁ+ﬁ+c_ﬁ)
(

AG1 + BGy + CG3

3

40 +OH + BO + OH +CO + OH )
(@+@+@)+WI

[To XamunronoBoj Gopmynu je @ + B? + C? = ﬁ, IITO 3aBpIIaBa HAII
noka3. (Tamrenra 61, ctp. 35, [lucmenu 3anammn)

Wl W= W= Wl

2. IMocroje mBe moryhuocTu, na y jemsoMm kaBe3y Oyme 5 mruma, a 'y apyra
[Ba IO TPU, WIN Oa y ABa KaBe3a Oymoe IO YeTUpU NTUIE, & Y IPEOCTATIOM
TpuU.

Y mpBOM ciydajy, eT ITUMA 34 HAJIIYHUjU KaBe3 MOKEeMO omadpaTu Ha (151)
maumHa. [Ipeocrane nruie nearMo y IBe Ipyle Ol MO TPHU, MTO MOXKEMO
ypaauTu Ha %(g) HauuHa. Y APYTOM CJIy4dajy, TPU UTUIE 38 HAJMAHE IIYH
KaBe3 MO:KeMO omabparTu Ha (131) waunHa. [Ipeocrase nTure geanMo y mnBe
rpyle O IO YeTUPHU, MTO MOKEMO yPAIATH Ha %(i) vaumHa. [Ipema Tome,
yEymaun 6poj pacmopena je

11\ 1 (6 11\ 1 /8
(5>~§'(3)+(3>-§~(4)—462-10+165-35—10395.

3. IMocmarpajmo meo tabaune 6e3 mocienme komoHe. OBaj meo Tabmuie

20107
1

. . 2
oBOM nenty 0b6ojeHo HajBume 2 - % nosa. Jlakie, KAKO MOCIEAma KOJIOHA,
camxu 2010 mospa, y Tabaunm je 0obojeHO HajBUIIE

ce MOKe MOJEJINTU Ha IVCjYHKTHUX KBaApaTa IUMEH3Uje 2 X 2, ma je y

20102
2_00

-+ 2010 = 2010 - 1006 moma.

[IpumeTnMo na yKOIMKO 000jUMO CBAKy OPYTY KOJOHY, IOUEBIIN O NIPBE,
mobujamo Oojeme Koje 3aM0BOJLABA YCIOBE 3aMaTKa Uy KOMe je 000jeHo
2010 - 1006 mosma, na je Tpakenu 6poj jemmar 2010 - 1006.

4. IlpermocraBumo na TpaskeHu OpojeBu m u m mocroje. Kakxo je 2011
npoct Opoj, TO Cy CBU yMHOIIIM HAa JIeBOj cTpaHu cremneru 6poja 2011 uin
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jemmakm 1. 3aro je S(n) = 2011% u S(n + 1) = 2011°, 3a mere a, B € Ny.
Kako 3a cBaku mpuponan 6poj k Basku S(k) =k (mod 3), To je

Il=n+1)—n=8Sn+1)—-8n)=2011" -2011°=1-1=0 (mod 3),
IITO je KOHTPAIUKIA]A.
5. Heka cy N u @ cpemumra crpanuna AB u AC, pemom. Kaxko je Tpoyrao
AM B upasoyrau, a N cpemumre xunorenyse, To je MN = NB, na je

INMB = <NBM. Hame, rako je BM cuMeTpaja CHOJHANILET yIJaa KOI
temena B, to je <NBM = 90° — % -<ABC, na je

<MNB =180°—2-<NBM = <ABC.

V3 nocnemmer je MN | BC. N Q L
Canuno je PQ || BC. Kako je NQ
cpenma nmuauja Tpoyraa ABC, To je
u MN || BC, na cy rauke M, N, P
u @ rosuHeapue. Kako je MN =
%~AB7 PQZ%-ACI/IMNZ %-BC7

TO je

OIl2011 1A 5-1

1
MP=MN+NQ+QP = 3 (AB+ BC+CA), wro je u Tpebajo mokas3aru.

(Tanrenra 54, crp. 47, [lucmenu 3anaun)

pyzo pewewe. Hexka cy mpecenu A

npasux AM u AP ca npasom BC

tauke N u (), peqoM. 3a TpOYTIOBe M P
NBA u QCA Baxku na cy cumerpadie
yrinoBa konx temena B u C, pemowm,
HOpMAaJIHEe Ha HACIPAMHY CTPAaHUILY,
a Cy OBU TPOYTJIOBU j€THAKOKPAKU. OIT2011 1A 5-2

N B C Q

Camvum tum, NB = AB, QC = AC u tauke M u P cy cpemumTa CTpaHUIA
AN u AQ, penom. 3aro je M P cpenma nmuauja tpoyriaa ANQ u Baxku

MP:%-(NB+BC+CQ):%~(AB+BC+CA),

mTo je u Tpebaso moKa3aTu.

Ilpyru pa3pen, A kareropuja

1. a) Ba a # —2 ¢y 1 U To PA3IUUUTHU OJ HyJe, Na U3PA3 UMa CMUCJIA.
3a+1 a+2

n r1xro = —

Hame, npema BueroBuM popmyrnama je xp + x2 = 1 T

na je

. o x? + 13 B (r1 + 22)% — 21122 B 942 + 14a + 17
o R . R S )
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Kako je (a+2)? > 0, ycnos 3anaTke ce coau Ha 9(9a®+14a+17) >40(a+2)?,
OZHOCHO
41a® — 34a - 7> 0.
7

Pemema onrosapajyhe xBazpatne jemnaunmue cy —37 U 1, ma je ckym pe-
mema Mocienme HejeTHaunHe (—oo,—4—71} U[l,4+). Kako je a # —2, 0
je
7
a € (—oo0,—2)U <—2, —H} U1, +00).
6) Heka je f(z) = 422 — (3a+ 1)r — a — 2. Ila 6u oba pemema TpuUmanaIa
naTepBaiy (—1,2) nosomuo je na f(—1) u f(2) 6ymy ucror 3maka, O XHOCHO
f(=1)-f(2) > 0, na ce z-roopauHaTa TeMeHa Hapaboiie HAJIA3U Y UHTEPBAJLY
a+1

(—1,2), ommocuo ma je —1 < < 2 U #a Y-KOOpAMHATA TEMEHA U

3a+1
8

f(=1) < 0. Kaxo je

3a+1 _ _9a2+22a+33 -
8 B 16 ’

f(=1) 6yny pasnuuuror 3HaKa, OIHOCHO f

f(—l):2a—|—3, f(2)=—7a—|—121/1f( 0 ce

MIOCJIEIH-E¢ CBOIU HA
9a2 4 22a + 33
16
12

. . . 3
W3 npee Hejennaunue 3aKIYIYjeMO Ha je —3 <a< <, as3a OBe BPeHOCTH
mapaMeTpa a 3aI0BOJbEHA je W Apyra HejeqHadnHa. KRako je muckpuMu-

HaHTa KBagparHor tpuaoMa 9a? 4 22a + 33 jemmaka 222 —4-9-33 < 0, TO
je 9a® +22a + 33 > 0, 3a cBe a € R. 3aro cBako a U3 MHTEpBAJA (—%, 1—72)

3a10BomaBa u Tpehy HejenHAUMHY, A 0BAj MHTEPBAJ IPEACTABILA PEIICHE
sanartka. (Tamrenra 62, crp. 36, Ilucmenu 3anann)

(2a+3)(-7a+12) >0, —-3<a<?5, - (2a+3) > 0.

2. Ilo ¢popmynu 3a KOCHHYC OBOCTPYKOL yTJIa MMaMO

cod? (E —|—5x) N cos(5 4+ 10x) + 1 _ —sinl0z+1
2 2

—sin8x + 1
2

sin 8z — sin 10z = 2 - sin z - cos 9z..

™ .
1 CJINYHO COS2 (Z + 4.13) = , IIa C€ JeOHAKOCT CBOIU Ha

ITo popmynm 3a pasnury cunyca je sin8x —sinl0x = —2 -sinx - cos 9z, na
je mocnenma jeHAKOCT eKBUBAJIEHTHA ca sinz - cos9z - (1 +sinx) = 0.
Iaxmne, sinz = 0, cos9z = 0 umm sinz = —1, ma je ckyn pemema {krm|k €

ZYU{E+5|kez} U {3 +2kn|keZ}. Kako je {3 +2kn|keZ} C
{118 + %” |k € Z}, TO Ce CKYII pelrema MOKe 3allcaTU U Kao

k
{kw|k62}u{f—8+§|kez}.

(Tanrenta 54, crp. 47, lMucmenu 3anannm)

3. Heka cy yruosu xom temena A, B u C tpoyraa ABC pemom «, 8 u 7.
Tana je us npasoyraux tpoyriaosa AEB u ADB
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(&
AFE = ABsin3, BD = ABsina.
Kako je <ABP = 90° — a, <BAP = 5
90° — B u <APB = «a + 3, npumeHom
cu"ycHe Teopeme Ha Tpoyrao APB
nmobujano D %
AP — AB sin(90°—a)_AB cos
B sin(a +f) sinfa+B3)° A B

sin(90° — ) cos 3

BP=AB———~* = AB-—————.
sin(a + B) sin(a + 8) OIl2011 2A 3

Cana je

cos asin 8 + cos B sin «

AP -AFE + BP-BD = AB?. : = AB?,
sin(a + )
mTo je um Tpebasio MOKa3aTHU.
4. Ilpmvmerumo na je 1 +2 4 --- 450 = % = 1275 un % = 637.
IMomenumo cee monackymose ckyma {1,2,...,50} y mapoBe: CBaku mOACKYI

je y mapy ca CBOjUM KOMIIEMEHTOM. l[IpuMeTMMo na y CBAKOM mapy TadHO
jeman on monackymoBa mMma cyMy esnemenara Behy ox 637. Ilpema towme,

. 250 — 249

IIOCTOjU YKYIIHO B TPaKEHUX IOJCKYIIOBA.

5. IIpernocrasumo na je <ACB > 45° (cayuaj <ACB < 45° ce aHAJIOTHO
pemasa). Kako je <AMB = <ANB = 90° rauke A, N, M u B cy koHuu-

rkanune. CamMuM TUM,

JAMN = <ABN (manm AN)
IMAN = <MBN (mam MN).
Iame, raxo cy tpoyraosu ANT nu
BKM jemmakoKpako-TpaBOyTJu, TO
je

4TAK = <TAN — <MAN
= 45° — <M BN
— 4KBT OT12011 2A 5

na cy tauke A, K, T u B rounurianune. Camvum tum, <AKT + <ABT =
180°, ma je

<TKM = 180°—-<AKT = <ABT = <ABN = <AMN.

W3 nocnenmwer je jacuo KT || MN.
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Tpehu paspen, A kareropuja

1. DBpoj memapuux OpojeBa HanmmcaHux Ha Tabiu ce HE Mema akKo Cy
n3bpucana aBa Opoja pa3amumTe TApPHOCTUA UIU aKO Cy m3bpucaHa IBa
mapHa Opoja, TOK ce cMamyje 3a 2 ako cy m3bpucaHa aBa HemapHa Opoja.
Ilakne, mapHocT Opoja HemapHUX OpojeBa Ha Tabiu je uHBapujanta (He
Memha Ce) IPUMEHOM 3a[aTOl IOCTYyIKa. Kako je Ha mouerky Ouso 15
HemapHuX OpojeBa, 3akbydyjeMo na he mociemwmu Opoj Ha Tabiau Outu
wenapan. (Tamrenra 57, crp. 13, Harpamau 3amamu, M804)

2. U3 curycnux teopema 3a Tpoyrao ABC, ommocno A'B'CY| je

AB  BC CA
sing<ACB  sin<BAC  sin<CBA’

OOHOCHO
A'B’ B'C' C' A’

sin<gA’C'B’  sin<aB'A'C' T sin<C'B'A"’

ma je MOBOJbHO MHOKA3aTH

2.sin<<BAC -sin<aB'A'C’ >sin <ABC -sin <A’ B'C’ +sin <ACB -sin<A'C'B’.

Heka je <ABC = 8, <A'B'C' = ', <ACB = ~, <A'C'B’ = +'. N3 ycaosa

3aJaTKa TOCJHEIHme Ce CBOAU Ha
3. oo .y
5 >sinf-sinf’ +sinvy -siny’ = S.

Ilame, kopumhemeM TpUronomMeTpujcknx maenturera u +v = 3 ++' =
120°, mobujamo

cos(8 — §') — cos(8 + 8') + cos(y —7) — cos(y +7')

S = 5
/ / VY
= cos(ﬁ—ﬁ')—cosﬁ+ﬁ;ﬁy—’—fy -cosﬁ+ﬁ 27 7
N1 B+p —v—9"_3
= — _—. R R A S
cos(fB — ") 5 €08 5 Sy

mTOo je u Tpe6ano JOKa3aTU.

3. JlokaskmMoO mPBO [a je y CBAKOM KODAKy Ha TabJyu 3amucaH IOJIUHOM
crenmeHa HajBume nsa. Heka je Ha Tabian 3ammcaH KBaAPATHU TPUHOM
f(x) = ax? + bx + c. Tana je

a:2-f<1—|—é> =(a+b+c)r® +(b+2a)x+a

(x—1)2.f< ! 1) — e+ (b—20)z+ (a—b+c).

T —
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Hame, mpumeTuMo 1a je
(b+2a)* —4a(a+b+c) = (b—2¢)* — 4c(a — b+ ¢) = b* — dac,

Ia MOCJIe CBAKOT KOPAaKa MOJUHOM 3alMCAH Ha TabIW MMa MUCKPUMUHAHTY
2010% — 4 - 2011 (y3umamo Aa je MUCKPUMWHATHA MOTMHOMA aT + b jemHaka
a?, a xomcranTHOT MosnmEOMa 0). Kako je muckpuvumanTa mommHOMa 12 +

2011z + 2010 jemmara 20112 — 4 -2010, on He MO:ke OUTK 3amucaH Ha TAGIH.

4. Ha mpasoj CD mompramo
Tauky Z, Tako ma Baxkm <BZC =
<ADB. 306or jemHaKOCTH YTJIOBA
man teruBoM AB nmobujamo ma je
<ADB = <AMB, ma je 4erBOp-
oyrao M X BZ teruBan. W3 moren-
nuje Tauke Y y OTHOCY HA OBa IBA
Kpyra mobujamo

YM.-YB=XY -YZ,

OMHOCHO

YM-YB=YD- -YC.

OIl2011 3A 4

Ha ocmoBy mperxomamx jemnakocTu mobumjamo
DX -CY=(DY —XY)-CY =XY - YZ-XY - YC=XY . -CZ,

na je matu uspa3 jemmak C'Z u me 3asucu on uzbopa tauke M. (Tamrenra
54, crp. 20, Harpanmau 3amamu, M755)

Zpyzo pewemwe. YBenquMo KOMIUIEKCHY PaBaH, TAKO Ia jé KPYT ONMCAH OKO
uerBopoyria ABCD jemumuunu. Heka Taukama onroBapajy KOMIIEKCHUI
OpojeBu o3HAUeHU onaropapajyhmm maaum ciaoBuma. [lo dopmynu 3a mpe-
CEeK TeTUBA jeIMHUYHOD KPYTa UMaMO

am(c+d) — cd(a + m) bm(c+d) — cd(b+ m)
= ) Y= .
am — cd bm — cd
Cama je
am(c+d) — cd(a + m) clam +d? —da —dm)  c(a—d)(m —d)
{E—d == —d = = s
am — cd am — cd am — cd
1 aHAJOTHO Y — ¢ = M Takobe,
bm — cd

cdm?(a — b) — cdm(c + d)(a — b) + c2d*(a — b)
(am — cd)(bm — cd)
cd(a—b)(m — ¢)(m —d)
(am — ed)(bm —cd)
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DX-CY _
Xy

(a—d)(b—c)
a—>b

_AD-BC
T 4B

, IITO He 3aBuUcHU on Tauke M.

ma je

5. a) IIpermocraBumo ma 0Baj HU3 Caap:Eu HapeM [Ba IMOTIyHA KBaAPaTa
u mexa je mpF +1 =a? u mpl +1 =02, rme je k <1, a a,b € N. U3 oBux
jemHakoCcTy mobujamo

(0 — 1) =4 1, (+)
rae je [ —k =2s. Kako je H3I(b—1,b+ 1) jemnako 1 mmm 2, To 3a p # 2
Basku p>* | b — 1 mwmm p** | b+ 1. Yromuko je p = 2, Tana je a? — 1 memuso
ca 2, ma omer 2%° | b— 1 umm 22 | b+ 1. Camum TuM, y 06a ciaydaja Mopa
6utu b+ 1> p?s.
Jemmakocr () je mame exBuBagentHa ca a’p’® — b? = p?* — 1, ommocuo

(ap® — b)(ap® +b) = p** — 1,

ma ap® + b | p** — 1. MebyTum, ap® +b > b > p?* — 1, KoRTpaUKIH]a.

6) He. Heka je p =2 u m = 2. Kako je 2-2%*! 41 =2 (mod 3), To je
CBAKM 4YJIaH HM3a KOHTPYEHTAH ca 2 MO MOIYJY 3, ITa He MOKEe OUTU IMOTIIYH
KBapar.

YerspTu paspen, A xkareropuja
1. O6Guacr mepunucanoctu pysrnuje je (—oo,0)U (0,1)U (1, +o0). Oapen-
“MO M3BOJI (DYHKIMje y OBOj obiacTu:

1 ' '
f'(x) = (arctgz) + <arctg J—i) +2- <arctg E)
1 1 1
_9.
1—|—a:2+1+x2 1+ 22

:O’

IMTO MOKa3yje ma je (QYHKIMja 3auCTa KOHCTAHTA HA CBAKOM O MHTEP-
; _ _ _3

Basa (—0,0), (0,1) m (1,—|—oo)5. Kal-{O je f(-1) = -5+0-2-% = —=F

limg so, f(2) =0+ +2-F==Fulim, s, flx)=5F-F+2-%

—3r 2z € (-0,0)
f(z) = 5, xe(0,1)
T xe(l,+00)

(Tanrenta 61, ctp. 34, [ucmenu 3amanu)

2. Hera je O maura mnpeceka mujaronasa pomba EFGH. Kaxro je
<FOG = 90°, 10 je 36or <FOG + <FCD = 180°, uerBopoyrao FCGO
teruBaH. 3ato je <FOC = <FGC, kao yriaosu HaJ 3aje IHUYKOM TETUBOM
FC. AmnasorauMm pasmarpameMm mgobujamo ma je u <HOA = <HFA.
Hame, <FGC = <HFEA, ka0 yrioBu ca mapajleJHUM KpaluMma, 1a je 3001
nokazauux jemgaaroctu u {FOC = <HOA. Camum tum, tauke A, O u C cy
ronuueapue. Awnasorno, tauke B, O u D cy konuneapue, na je O mpecek
nujaronasa npasoyraounuka ABCD.
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Heka cy tauke F' u G', penom, no-
MHOja HOpMaJia KOHCTPYUCAHUX U3
Tauke O Ha crpanune BC u CD.
Tpoyrnosu AOF'F u AOG'G cy
canyHy (MMajy jeHaKe CBe YIJIOBe),

OF OF AB

ma je —

OG ~ 0G' ~ BC

=2, ma je

P=2-0F-0G = OF”.
Kako je pacrojame Ttauke O on OIl2011 4A 2

npousBoJbHE Tauke ca crpanuie BC 6ap 1, a e Beha on momoBune nuja-

. 5 .
roHaJIe IPAaBOYTraoHuKa, 1O je 1< P = OF2<Z7 IITO je u Tpebajio JOKa3aTH.

3. Heka je n x n majsehm KBagpaT KOju ce MOKE TMOIIOYATHU. Y KYyITHA
MOBPIIMHA CBUX PacHooxmBux urypuma je 100, re je n2<100, oarocHOo n<
10. ¥3 To, KaKo je moBpmmMHA cBake urypwure 4, mmamo ma 4 | n?, omrocHo
n je mapan 6poj. lokaxkumo na Huje moryhe momyiogyaTu KBaApaT CTPAHUILE
10. IIpermocraBumo cymnporHo. Ako jeamHuuna mosba kBazaparta 10 x 10
000jUMO HAM3MEHUYHO LPHOM U GesoM GojoM (MIAXOBCKU), OHIA U IPHUX
n Oenux nosma mMma 1o 50. IIpmmernmo na cBaka ¢urypuna, ocuMm tpehe
HaBeleHe, NMPEeKpUBa IO ABa IPHA W ABa Oeja mossa. Tpeha ¢urypuna
IpeKpuBa TPU MOJbA jeqHe U jeIHO HmoJbe npyre boje.

Heka je z ¢urypuna xoje mperpu- J J
Bajy 3 upHa 1 jeaHo 6es0 mosne, a —L —L
Yy = b —x durypuna Koje IpeKpuBajy |7 |7

3 Oesa u jemHo mpHO mosbe. Kako je

pasnuka 6poja NPEKPUBEHUX IIPHUX |
u Genu moJsba jeHAKA HYJIU, MOPa
outu (3z +y) — (3y +x) =0. Meby-

TUM, U3 TOCTETIer 100ujaMo © = 3

mTo Huje mMoryhe.
Cunmka ca JgecHe cTpaHe IOKa3yje OIT2011 4A 3
Ia ce KBaapaT CTpaHule § MOoke

MOMJIOYATH, TTa je TpaskeHa HajBeha

moBpmmHa jenHaka 64.

4. Axo 6poj ab+1 memu X = a3+ 3ab®> +2 u Y = 3b* — 203 + 3, omna nemm
u 6poj

VX +Y = (ab)® + 3b*(ab+ 1) + 3.
Bpoj (ab)? +1 je memus ca ab+ 1, jep je (ab)® +1 = (ab+1)((ab)? —ab+ 1),
na mobujamo ab+ 1| 2. 3aro je ab+ 1< 2, na (a,b) moxke Gutu camo map
(1,1). IIposepa nokasyje na (a,b) = (1,1) jecre pememe.
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5. Ilorkazahemo IpPBO #a y CBAKOM TPOYTIY BasKHU

ha hy  he R+2r

ZE T R )

rae cy hg, hy 1 h. onroBapajyhe Bucumne.
Axo ca S obesnexuMO TOBPIIUHY, ca p MOJIyobuM, a ca «, [ u 7 yriaose

TpOyIJa, Taaa U3 UAEHTUTETA l—a = cos ;7, ah, =25 =2pr, a = 2Rsina
nobujamo ‘
I N2 1 a L B—7 R-sinoc-cosQB;’y
2z (E)'h_a:ﬂ'cos 2 pr
R ) sin 23 4 sin 2y
= — . |siha+—— ),
2pr 2
he hy h

c R . : : : : :
na je L= —+ 5 +-5 = -— -[(sin a+sin S +sin~y)+ (sin 2cc+sin 25 +sin 2y)].
2 1 I 2pr
B v _ P

. . . «@
Capna, kopuctehu unenturere sin a+sin 5+siny = 4-cos 5 CoOs 5 cos o = T
v

4-sin%sin§sin§ = % u sin2a + sin 2 +sin2y = 4 - sinasin Ssiny = 32 -

Loa .Y a B 4 .
sin o sin 3 sin 5 - €08 7 cos 7 €08 5, KOJu Bavke 3a yryoBe TPOYTIIA, nobujamo
jemHakoct (x).

Hame, npumenom uHejemuaroctu Komwu-IlIBapu-BymakoBckor Ha Tpojke

<\/Eax/ﬁb\/ﬁc>(1 1 1) .
T u , mooujamo

bl Vha Vi Vhe

L1 2 ha+hb+hc LR
L 1 L. 22 ha ' hy | he

R+ 2r 1 1 1
_maw 11

N

2R7" ha hb hc

. 1 1 a+b+c 1 .
na Kako je — + — + — = ——— = —, TO TpaskeHa HejeJHAKOCT 3aucTa
ha  hy  he 25 r
BasKI.
. la lb lc
JenHakocT BaKM aKO M CaMO aKo je — = — = — OJHOCHO aKO U CaMoO
ha — hy  hp
: f—v ~A—a  a—f :
aKo je cos = cos = cos IMocaenme je EKBUBAJICHTHO Ca
oo — 8] = |8 — 7| = |7 — a|. Heka je Ge3 ymamema ommroctu 7y Hajselin ox

oBa Tpu yraa. Tama uz 7y —a = v — [ mobujamo a = (3, ma je u v = .
Ilakmne, jemHAKOCT BayKM aKO M CaMO aKO je TPOYrao jemHAKOCTDAHUUAH.
(Tamrenta 61, ctp. 17, Harpamuu 3ananm, M903)
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ITpBu pa3pen, B kareropuja

1. U3 mpsor ycmosa je B C {a,b,c,d,e, f,g,h,i}, n3 npyror a € B, a u3
nocaenmer {d,e, f,g,h} C B. V3 Tpeher ycmosa ¢ ¢ B u i ¢ B. V3 npsa
IBA yCJOBA 3aKbydyjeMo ma ce b HAJIa3M y TayHO jemNHOM OJ CKymoBa A
u B, mro 3ajeqHo ca yeTBpTUM yCJoBOM gaje b € A u b ¢ B. 3uaun
B={a,d,e, f,g,h}, ma je A={a,b,c,i}.

(Tamrenra 61, crp. 31, ITucmenn 3ananu)

2. Tabmuma penanudje gaTa je ca P | 25 53 71 74
nmecue crpade. MoskeMo mpumeTuTH 25| 1T T L T
na yKoJauko je apb, ma je a = 25. 53| L L L L
CamuMm TuM, p Huje pedIeKCUBHA, 1L L 1L L
a jecTe aHTUCUMETPUYHA U TPAH3U- 4L L 1L L
tuBHa. Kako je 25 p 53, To penanuja

HUje CUMETPUYHA. OIT2011 12

(Tanrenra 61, crp. 31, [ucmenu 3anann)

3. Kako Ama mopa cemetu no bojana, a Becua mo I'opana, morpeGuo je
pacnopemutu 16 myau u 2 napa, ogHocHo ykymao 18 ,rpyma”. Ilpum Tome
Yy CBakoj oI ABe I'pyIe ca IO ABa YjJaHa MMaMO 2 pa3jInduTa paclopena,
ma je TpaskeHu Opoj pacmopena jemnak 2 -2 - 18!.

4. Hexra je z = 520.20°. Kagko je z = 520 .45 .55 = 210.52 = 1010. 515,
10 je mocaenmux 10 nupapa 6poja x jemHaxko HysIM, HOK Cy IPEOCTAJE TPU
HemosHaTe MmAdpe mocaenme Tpu madpe 6poja 5°. Ilpumermmo ma Baskw
515 — 53 = 53(512 — 1) = 53(25% — 1). Kaxro 25° maje ocrarax 1 mpu mememy
ca 8, To 8| 25%—1, ma 1000 | 5'° — 53. 3aro cy mocaemme Tpu madpe 6poja
515 ncre xKao u mociemme Tpu madpe O6poja 53, omEOCHO mpeocTase TpU
muppe cy pemom 1, 2 u 5.

5. a) Mo medpumununmju dpymrumja f u g je (f o g)(2010) = f(g(2010)) =
£(4020) = 4021 u (g o £)(2011) = g(£(2011)) = ¢(2010) = 4020.

6) IlorpebHO je pasMOTpUTH ABA ClydYaja:

1° 1 mapan. Taza je (f 0 g)(n) = flg(n) = F(2n) = 20+ 1 n (g0 f)(n) =
g(f(n)) = gln +1) = 3(n + 1) (mocaenma jenHakoct Baku jep je n + 1
Hemapas).

2° n menapan. Tanma je (fog)(n) = f(g(n)) = f(3n) = 3n — 1 (mocuenma
jemraroct Basku jep je 3n mHemapas) u (gof)(n) = g(f(n)) = g(n—1) =2(n—1)
(mocuenma jeqHAKOCT Basky jep je n — 1 mapaH).

Hasae, (Fog)m)={ 33 1% wonm={ 50T Sln

(Tanrenta 61, crp. 31, lMucmenu 3amanny)
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Ipyru paspen, B kareropuja

1. Buneru npBu 3amarak 3a apyru paspen A rareropuje.

2. JlosomHo je mokazatu ma je A = m®n —mn® = mn(m* — n*) memuso ca
30, omHOCHO ca 2, 3 u 5.

YKOIUKO je m wuiau n aebuBO ca 2, Tama je mn, na u A, memuBo ca 2.
Yronuko cy m u n memapuu, taza cy u m* u n* memapuu, ma je m* — n?
mapas, a camuMm tuM u A memus ca 2.

YKOIUKO je m wiu n IebuBO ca 3, Taxa je mn, na u A, memuBo ca 3.

YKOMMKO m M n HUCY mesbuBU ca 3, Tama m? um n’? majy ocrarak 1 mpm

nememy ca 3, ma je m* —nt = (m? — n?)(m? + n?) nemmso ca 3. Cammm
M je n A nemuBo ca 3.

YKOJUKO je m uiau n nejbuBo ca b, tana je mn, na u A, nemuso ca 5. Heka
3aTO M W N HUCY AespuBU ca 5. YeTBpTHy cTemeH Opoja KOju HUje MebUB Ca
5 Mopa masatu octaTak 1 mpu mememy ca 5 (Bawm (5k +1)* =1* (mod 5),
alt=1, 2% =16, 3* =81 u 4* = 256), ma 5 | m* —n*, a zato u 5 | A.
(Tanrenta 54, crp. 46, [ucmenu 3amannm)

3. Bawkn
1-iv3 1-i/3 A=A+ 1Di _ A-(A+DVB-(AWB+A+1Di
A A+1Di A+ +1)i A=W +1)i A2+ (A +1)2 '

Kako je \ peanam Opoj, morpeban m MOBOJbAH YCJIOB Ha MOCIEIHmU OpPOj
6yme peanan je \W3+ A+ 1= 0, OMHOCHO A = ————.

yAe D ! 1+3
(Tanrenra 61, crp. 32, [lucmenu 3anann)

4. Bugmeru npyru 3amarak 3a IpBu pa3pen A kareropuje.

5. Hera cy A’, B/, C' Tauke mpe-
ceka mpomyskeraka maysxu AP, BP
u CP ca KPY:KHUIIOM OIUCAHUM OKO
tpoyraa ABC, penom. Tana Basku

<ABB' = <AA'B’ (man AB')
SACC! = <AAC (max AC'),
ma je
aB'A'C" = <ABB' +<ACC’
= a—<B'BC+~—<C'CB. OIT2011 255

Kako je a+v = 180° — 3, a «<B'BC + <«C'"CB = 180° — «<BPC, T0 je
SB'A'C' =180° — § — (180° — <BPC) = <BPC — f = 60°.

Amanorno nobujamo ma je <A'B'C’' = 70° u <A’C'B’ = 50°, na cy yraosu
tpoyraa A'B'C’ jemmakm 50°, 60° u 70°.
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Tpehu paspen, B kareropuja

1. YKoIuKO IPBY jeJHAUNHY HOMHOKUMO PEIOM Ca —g, —1lmn —% 7 101aMO
npyroj, rpehoj n gerBpToj jennaumau, 1O0OUjaMO €KBMBAJIEHTAH CUCTEM

2v +3y 42z +3t =0
5 _5 —0

2Y 2 -
-y +=z =0

3 -z + m—g t =0
2Y 2)" T
3

Y KOJIMKO cana MOMHOXKUMO APYTY jeTHAUUHY PEIOM Ca —% U —% U IOJAMO
Tpehioj u ueTBpTOj jenHaUMHU, MOOUjAMO €KBUBAJIEHTAH CUCTEM

2z +3y +2z +3t =0
_5 _3, —0

27 2 -
z +t =0

-z +(m-3)t =0.

YKOJMKO cala 4eTBPTOj jemHauwHu nomxamo tpehy, mobujamo

2z +3y +2z +3t =0
5 3 o
27 2 -
z +t =0
(m—2)t =0.

Yroanuko je m # 2, rana je t = 0, ma U3 NpeocTaNUX jeIHAYNHA N00OKjaMo
z=y=2=0, Tj. cucTeM MMa jeAMHCTBEHO peIIeHe.

Yroaukro je m = 2, tana je t = q, e je q Ipou3BOJbaH peasian 6poj. U3
IpeoCcTalnX jeqHaunHa qobujaMo z = —q, Yy = —q U & = Q, A CUCTEM KUMa
OECKOHAYHO MHOTO pPellewma.

Haxme, cucteM mMa GECKOHAYHO MHOTO PEIIermha aKo M CaMO akKo je m = 2.
(Tarrenra 62, crp. 37, Ilucmenn 3ananu)

2. Buneru npyru 3amarak 3a apyru paspen A kareropuje.

3. YcnoBu mepumHUCAHOCTH HATOT M3Pa3a Cy
x>0, T #1, 2 +1>0, r+1>0, rz4+1#1.

[Mpumernmo na ykomuko je © > 0 m x # 1, ma cy m mpeocTanu ycJIoBU
3anoBosbern. JlaTra HejenHaYMHA je eKBUBAJIEHTHA Ca
3+1 2
1 o 1Ogr(i+—1)2 :logmﬂﬂmffrl
log, (z+1) log,(z+1) log,(z+1)

0 < log,(z* 4+ 1) -

I[Torpebuo je pasmorputu caeneha nsa ciayuaja:
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1° z > 1. Tana je log,(x + 1) > 0, na je HejeqHAUNHA EKBUBAJIEHTHA CAa
2 2
log,, xxif;_l > (0, ogHOCHO ca xxi—fl—’—l > 1. KRako je z+1 > 0, mocuen-
e je eKBUBaJIeHTHO ca x-(r—2) > 0. Ilakie, y OBOM Ciydajy CKyIl pelema
je (2,+00).
2°0 <z < 1. Tana je log,(z + 1) < 0, na je HejenHAUMHA E€KBUBAJIEHTHA
22—z +1 22—z +1

ca logrxi_’_1 < 0, omHOCHO ca 1 > 1. Kako je x +1 > 0,

noCJIenmne je eKBuBaieHTHo ca « - (x —2) > 0. Ilakie, y OBOM Cily4ajy HeMa
pemena.

W3 1° u 2° 3akpyudyjeMo na je ckyn pemema (2, +00).

(Tanrenra 54, crp. 46, [lucmenu 3anann)

4. Ilpecek mare 3apyOieHe Kylle U paBHM KOja IPOJIA3UM KPO3 IEHTPE OC-
HOBa M HOPMAJIHA je Ha OCHOBE j€ jeTHAKOKPAKU Tpale3 y KOjUu ce MOKe
yIUCaTU KPYT.

Herka cy a m b pemom momympe- b
uauiy Befie 1 Mame OCHOBe KyTie, a r
MOJIYIPEYHUK JIONTE YIUCAHE Y OBY
ryny. Tanma cy ocmoBe Tpamesa 2a
u 2b, a Bucuna 2r. Kakxo je Tpames 2r| N\a+b
TAHTE€HTHU, TO je NYy/KUHA HEeroBOr
kpaka jemnaka a + b. Canma je u3
I[Turaropune Teopeme

a a—>b
(a+b)*=(a—b)*+(2r)?
OIHOCHO T2 = ab. OIT2011 354
2r(a® b+ b 493
Hamwe, 3anpeMmuna kyue je Vi = r(a +§ + )W7 a joutre Vi, = T3W7 na

je omHOC 3ampeMuHa

VK_a2+ab+b2_a2—|—ab+b2
7 212 2ab

Kako je my:xkuma kpaka Tpamesa jemnaka [ = a + b, TO je moBpmuHA KyTe
Py = (a®>+b*>+ (a+b)l)7 = 2(a® + ab+ b*)7, a moppimna nonre Pr, = 41?1 =
4abm, ma je OAHOC MOBPIIUHA

Pk a*4ab+b* Vg

PL o 2ab o VL7
mTo je m TpebaJio IoKa3aTu.

5. Ilpumerumo na cy Axcentuje u Muanyrtur oueBu, a Munyrua u Jlaxku
CUHOBW.
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Osuaunmo ca A uckas ,,Akcentuje

roBopu uctuny” (Tanma je ‘ A ‘ M ‘ L H D ‘ q ‘ r ‘
—-A =, Akcenruje nake”), ca M olololll 1
ncka3 ,,MuayTua roBOpu UCTUHY U 01 o 11111
ca L ucka3z ,,Jlaku roBopu uctuny” .
T . . 0| 110|011
ama cy mare u3jase:
Ao M 0O 1 |1]0]0|0
S 1o ]o]o]o]o
¢ = ML 1lof1]o]1|1] «
ro=rve 11 ]offt]1]1
1] 1 (11]0]1

IIpencraBuMO TAOIUIOM OBE HCKA3E
(0 ako je wmcra3 nakaH, a 1 ako
je uWCTHMHUT), a 3aTUM OIPEIUMO
Y WCTUHUTOCHY BPEIHOCT W3jaBa

b,q,7:

Wzjase p,q,r cy mamu Axcentuje, Muaytun wm Jlaku, ma je m HUXOBa
UCTUHUTOCHA BpeaHoctT jennaka ca A, M, L (me mopa tum penociaenom!), a
BUAVMMO [a Ce JIeBa U JeCHa CTpaHa Mokjanajy camo y 6. Bpctu (o3HadeHa
CTPENINIOM Y IPETXOQHO] TabIuuu).

a) Ha OCHOBY TpPETXOAHOT MOKEMO 3akbydnTu qa MUmyTuH Jaske, NOK
Axcenrtuje u Jlaku yBek roBope UCTUHY.

6) Camo 3a MunyTuna 3HaMO Oa je U3jaBuo p.

YerBpTHu paspen, b kareropuja

1. Pyurnuja y je nepunucana 3a x # 0 u Ha obracT AePUHUCAHOCTU BarKy

z\ "/ Tl 2
, (e‘” e>:em_e(x2 1):em'x x—l—l’
x

ma je
. 2—z+1

xy’—l—y—a:em:e"-ix +é -

(TanrenTta 62, crp. 37, [ucmenu 3amanny)

. ™ . . ™
2. Kaxko je cos (5 — Bx) = sin 3z, sin (5 . Sx) = cos3x, a U3 aqUIUOHUX
popMmyIa
cos3r = cos2x-cosx —sin2z-sinx
= (2cos’x —1)-cosx —2sin’x - cosx = 4cos® x — 3cosx
sin3x = sin2x-cosx 4+ sinx - cos2x
= 2sinz-cos’z +sinz - (1 —2sin’z) = 3sinz — 4sin’ z,
TO je MOJIa3HA HejeNHAUYNHA €KBUBAJICHTA Ca

3v/3

. . . 3 .
XY <3 .sinz-cos®x —3-sin - cosz =3 sinz - cosz - cos2x = Z-sm4x.

3
8
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L 3 .
W3 nocnenmer je sindx > —» I je CKYI pemema

U T kT Tk
12 276 2 )

kEZ

(Tanrenta 62, crp. 40, [Mucmenu 3amannm)
3. Buneru npsu 3amarak 3a Tpehu paspen b rkareropuje.
4. Bugmeru npyru 3amarak 3a IpBu pa3pen A kareropuje.

5. Bumeru npyru 3amarak 3a tpehin paspen A kareropuje.

PEINTEIHLA 3AJATARKA ORKPYRHOI' TAKMUNYEILEIHA N3
MATEMATHWRE YYEHVMKA CPEIOILUX IMIKOJIA, 19.02.2011.

IlpBu pa3pen, A kareropuja

1. IIpermocraBumMo na oBakBu OpojeBu moctoje. Kako je 2010 = 30 - 67, a
67 nmpoct, bapem jeman ox 6pojea a+b, b+c u c+a mopa Ouru gemuB ca
67. Be3 ymamema ONIITOCTH MOYKEMO IPETHOCTABUTU Ha je b+ ¢ memsuBo
ca 67, a camum tuM u b + ¢ > 67 (b u ¢ cy upuponuu 6pojesu). ame,
(a+b)(c+a) memm 30, na je a+b<30 u ¢+ a<30. Mebyrum, Tana je

67<b+c<a+b+c+a<60

IITO je KOHTPAAUKINja, & OBAKBU OPOjEeBU HE MOCTOjeE.

2. Heka cy t, u t, Tanrenre Ha kpyskauny ki y tauxkama A u B, pemom, a
t. u tg TaHTeHTE Ha KPY:KHUIYY ko v Taukama C u D, pemom.

Hera je t, Nt. ={K}, ty Ntqg = {L},
toNtg = {M}, ty Nt = {N}, to Nty =
{E} mt.Nty={F}.

I[Ipumerumo ma je

<NKM = <KCD+<KAB,
<NLM = <DBL+ <BDL.

Cana, rako je <DBL = <ABFE =
<KAB (rpoyrao AEB je jenna-
KOkpaku) n <BDL = <FDC =
<KCD (rpoyrao DFC je jemua-
KOKpakn), 10 je <MKN = <NLM.
W3 mocuemmer 3akbydyjeMo ma Cy
rauke K, L, M u N KOHIUKIMYHE, OK 2011 1A 2
mTo je u Tpebaso moKa3aTu.




35

3. IIpumerunmo ,I[aj62<\/6+\/6+\/6< \/6+\/6+3:3.

Pasmorpumo 3aro caeneha nsa ciaydaja:
1° n < 2. V3 mpeTXoaHOT 3aKLYyUyjeMO na je OATU U3pa3 jefHak 3 —n € Z,
na cy n=1un =2 pemema 3aIaTKa.

2° n >3. Y oBoM ciyuajy u3pa3 je jemHak n -+ 3 — 21/6 + /6 + /6, mrTo
je meo 6poj ako m camo ako je 21/6 + /6 + /6 meo 6poj. Jokaxumo xa

0BO He Baxkwu, TauHuje ma je o = \/6 + /6 4+ /6 upanuonasan 6poj. Ipe-

TIIOCTABUMO CYIpPOTHO, Tj. na je a € Q. Tama je a®> =6+ 1v6+16 € Q,
ma je f=V6+v6 € Q. Hame, 2 =6+6 € Q, ma je V6 € Q, mro nuje

Ta4HO.
Iakne, jenuna pemema cy n=1un = 2.
(TanrenTta 62, crp. 38, [ucmenu 3amanny)

4. Hera je CM N BN = {S}. Tana B
SMSN = «AMC—<BNM = <ABC.

u npema tome MN = MS. Ocum
TOra Bayku

4CBS = <ABC —<ABN
— 4BAN <
4BCS = <ABC —<SBC B .
— <ABN,
OK 2011 1A 4

mro 3ajenno ca AB = BC naje na

cy tpoyranosu ABN u BCS nonynapuu. Crenu na je
BN=CS=CM+ MS=CM + MN.

5. Tpanrcaupamo nary ¢urypy F 3a BeKTOp 4 nyxuHe 1 mapaJiesaH qyKOj
cTpaHunu nmpaBoyraouuka. F' m nobujena ¢urypa G mmajy 30up moBpIIu-
Ha Behu om 2012. Ako myske cTpaHuIle TPABOYraOHWKA TPOIMIMPUMO 32
1 y cmepy BekTOpa 7, nobujamo nmpasoyranuk 2012 X 1 y kojem he Ourtm
canpskane o0e ¢purype F'u G. Karo je mospmmuna Tor npaBoyraonnga 2012,
Te nBe purype mMmajy O6ap jemHy 3ajenHudry Tadry, penmmo Y. Ilomro
Y € G, ta Tauka je mobujena rTpaHcaanujoM Heke Tauke X € F 3a BEKTOp
. Iakne, rauke X u Y npunanajy naroj ¢urypu F u HA pacrojamy Cy
TayHo 1.

JIlpyru pa3spen, A kareropuja
1. Horaxkumo na Ilepa yBer Mmoske mobenutu.
[Iepa ynucuje npso b = 0. Hame, moryha cy aBa ciyduaja:
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2. De3 ry0bmema ONIMTOCTU TPETHOCTABUMO Ma je KBaApaT CTpaHure 2.
je O cpemumte crpanune AB, <AOP = x u P’ nogno:xje HOpMaJie U3

Hera

1° Muga ynucyje Hemyaa 6poj, Tj. ynucyje ¢ =m # 0, 0QHOCHO
a = m # 0. Tana Ilepa ynucyje a = —m, OAHOCHO ¢ = —m U
tana je D = b? — dac > —4ac > 0, ma KBaJpaTHA jeIHAUMHA AMA
2 paszauuuTa peajHa pemema x1 U ro. VI3 BueroBux mpasuia
nMaMo na je xp-xro = < = —1< 0, Te cy OHA CyIPOTHOr 3HAKA U

a
ITepa mobuja.

2° Muxra ynucyje 0 Ha Hero ox mpeocrtanux Mmecra. Tana [lepa
youcyje 0 HA TpeocTaso MecTo ynMme ce nobunu jemHaunny 0 =
0, koja nMa GECKOHAUYHO MHOTO DEIIena, O KOjUX je jeIqHO HIIP.
1, a npyro —1, ma Ilepa monoBo mobuja.

P ua AB. Tana je us Iluraropune
Teopeme
AP? AP + PP"
= (1—cosz)? +sin’z
= 2—2cosx
CP? = (PP +BC)?+ BP?
= (24sinz)? + (1 +cosz)?
= 6+4sinx + 2cosx,
na je AP? + CP? =8+ 4sinx. OK 2011 2A 2

. . ™ . .
HOCJ’Ie,HH:I/I u3spa3s j€ MakKCUMaJIaH Kalda J€ T = 5, T). Kalda jJe P cpequmiTe

JIyKa

man AB.

(TanrenTa 58, cTp. 8, M842)

3. Heka cy Tauke B’ u E’ nonnoxja
HOpMaJia u3 Tavaka B u F ma mpasy
DG, penom. Heka je rtaura C'
nomHokje HopMasie u3z C' HA TpaBy
BB'. Kaxko je <BC'C = «DLC =
90°, <C'BC = <LDC (yrnosu ca
HopMausiHuM kpanuma) u BC = DC
(crpamune kBanpara ABCD), To je

ABCC' = ADCL,

na je CC’ = CL. YerBopoyrao
CC'B'L je mpaBoyraoHux, ma je u3
nperxonuor B'L = CL.

Cl

D

G

SFE
P L

Bl

OK 2011 2A 3
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Amnanorno mobujamo u na je E'L = CL, na je B'L = E'L. Cavum TuwMm,
kako cy npase CL, BB’ u EE' napanenne, a L cpemumre ny:xu B'E’, To
je npecek npaBux CL nu BE Taurka K, mTo je u Tpebaio mOKa3aTH.

4. OGenexumo noba Tabie mapoBUMa U3 CKyIa
{A,B,C,D,E,F} x{1,2,3,4,5,6,7}.

Yoummo gnecer mosma Al, A6, A7, B1, B2, E6, E7,G1,G2,G7 (roja cy o3ua-
ueHa Ha ciunu Jaeso). CBaku KOH, Ha TabaM MOKE Ha Tyde HAajBUILE
jemHo Oom OBMX TOJba, Ma Ha Tabsy Mopamo moctaButu dapeM 10 kKoma.
10 roma mocTaB/LEHMX KAaO Ha CIMWIN OEeCHO HCIYHaBajy YCJIOBe 3aaTKA,
ma je TpaskeHu 6poj jemmar 10.

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] H H
K K
K K
K K
[ ] [ ] K H
[ ] [ ] [ ]
OK 2A 4a OK 2A 46
5. IIpermocraBumo na je n = 7q = Tpi'py’ ---p,F, Toe ¢y pi,...,px Pa3Iu-

4ynTH IpocTy O6pojeBm koju Hucy jemuakxu 7. Tanma je 30up cBUX menamiana
Opoja n jemHak

on)=0+7)A+pr+-+p') .- (L+pe+-+pf),

onakie ciaenu na je o(n) = 2n gemuso ca 8, tj. 4| n. Mebhyrum, Tana cy
o Ty 0 g
2 4Py .
je 36up jemnak 7q + 1 =n + 1. Kourpamukuuja.

, 1 paznuuuTu genuorny 6poja n KOju Cy MamU OX N, & UUjU

Tpehu pa3pen, A kareropuja

1. la 6ucmo mokazanu na je ABEF

IpaBOYIJIN JOBOJHHO je MOKA3ATH A

je AFAE ~ AFEAB. Karo je

<FAE = <FEAB = 90°, To je moBo- E
. FA  FEA

HO NOKA3aTH Ja je o = o

Hera je AB = a u BC = b. Kako

Je P A B
ANCFB ~ ABDA

D C

OK 2011 3A1
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(omrosapajyhu yriaoBu cy jefHAKA KAO yIJIOBU €A HOPMAJHUM KPAIUMA),
TO je

FB DA
BC  AB’
b2 b2 _a2

na je FFB = —, omaocuo F'A = . Hame, uz I[luraropune Teopeme je
a

a
AE? = BE? — AB? = b — d*.
. FA FEA .
CaMuM TUM je —— = ——, mTO je u Tpebaso JoKa3aTu.
(TanrenTa 60, ctp. 6, M875)

2. IlpumeTuMmo ma HaA MaxoBCKO] Tabau nuMmensuja 2012 x 2012 uma 4024 =
2 - 2012 mumjaromasa xoje uMajy Hemapan 0poj moma (mo 2012 mujaromasa
napaJiesIHUX TVIABHUM [UjaroHajlaMa - CBaka ApyTa je HellapHa) U A& OHE
memajy mehycoOHUX Tpeceka.

Ha cBakoj on Tux mmjaromaJia Mopa

mocTojaTu Oap IO jenHO IOJbe Ha hd *
KOME HUje T[OCTAaBJ/LEH KETOH A °l° °le
bucMo mobusam ma CBe aujaroHalie bl Bl bl Bl Bl
nMajy maparn 06poj skeroma. Twume °l° °l°
CMO TIOKa3aJu na Opoj KeToHa He °l° bl g
Moke 6uTtu Behin on ® ®
[ ] [ ]
20122 — 2 - 2012.
OK 2011 3A 2

20122 —2.2012 :xeToHA MOXKEMO HOCTABATU Ha TaOJIy A8 UCIYHABAajy YCIOBE
3a1aTKa TaKO IITO [1eMO IMOCTABUTU sKETOH HA CBAKO IIOJbE CEM Ha I0Jba
KOja Cy Ha IJIABHUM AujaroHajava (Ha CIMLOU je TO IPUKA3aHO 3a TabiLy
quMeHsnja 8 X 8).

3. IlpernocraBuMo ma OBAKBO mpeciukaBame nocroju. Heka je ABCDE
KOHBekcaH meroyrao u Heka je f(A) =A', f(B) =B, f(C)=C"', f(D)=D'
u f(FE) = FE'. llpuMeTuMo Z1a je CBaKU YETBOPOYTAO UMja Cy TEMEHA HEKa
vetupu on remena meroyria ABCDE wkousekcan. CaMuMm TUM, YeTBO-
poyrao A'B'C'E’ je kokaBaH, na 6€3 yMameHa OIMITOCTA MOKEMO IIPETIIO-
crasutu na je E' y ymyrpammoctu tpoyraa A'B'C’. Tlocmarpajmo Tpu
KOHBEKCHa Jnesna Ha koje moxynpase F'A’. E'B’ u E'C’ (ca mouyerkom y
E’) mene pasam P. IlpernocraBumo ma ce Tauka D’ masasu y cmosba-
mmoctu Tpoyria A'B'C’ u Heka ce 6e3 yMamema ONMTOCTU HAJNA3UA Yy
obractu y kojoj ce He Hanasu C’. Tanma je uerBopoyrao A'E'B'D’ kouse-
KcaH, KOHTpamuknwmja. Jakme, Tauka D’ ce Hamasm y yHyTPAIIHOCTH
tpoyrna A’B’'C’'. Hera je AE' N B'C' = {A"}, BEENC'A = {B"} n
C'E'NA'B' = {C"}. Taura D’ ce nanasu y jennom on rpoyrnosa A'E'C”,
B'E'C", B'E'A", C'EF'A”, C'E'B" u AE'B”. Heka ce 6e3 ymamema
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ommroctu Hawmazu y tpoyray A'E’'C"”. Tama je uersopoyrao A'D'E'C’
KOHBEKCAH, KOHTPAIUKIH]a.

o’
o’
A
B,
A’ B’
D’
Al o B’
D’
OK 2011 3A 3a OK 2011 3A 36

4. a) I[Ipumenom GunOoMHOT OGpacua no6ujamMo

2010 2010
2010 2010
A = Z( . )-20112010—’<-¢’“+Z( L )-20112010—’<-(—1)’<-¢’<

k=0 k=0
1005 1005

2010 2010
= 9 .92 11201072]@ L =9 .92 11201072]{: (=1 k
k; < 2k > 0 ! kZ:O o ) 20 (=1)",

omariie ciemu na je A meo 6poj.
6) Kopucrehu pesyarar u3z nemna nox (a) mobujamo

1005
201
A = 2§ (gk()) -20112010=2k _(_1)k
k=0

X /2010
= 2y < o1 ) -20112010=2k . 100F =S (mod 101).
k=0

Jame mmaMo

1005 1005
2010 2010
- 9 . 20102k k _ . 2010—2k _ 102k
S ( o1 ) 2011 100" =2 op ) 2011 10
k=0 k=0
2010 2010
201 201
_ Z ( Ok O) .90112010-k . 10k 4 Z ( Oko> - 20112010k . (_1)k . 10k
k=0 k=0
= (2011 + 10)%* + (2011 — 10)?°19,
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na je A = (2011+10)291°+(2011-10)%°19 (mod 101). IIpsu cabupax 20212010
naje ocrarak 1 npu mememy ca 101, jep je 2021 =1 (mod 101). IIponabumo
KOju ocTaTak mpu Aememy ca 101 maje apyru cabupak, omaocHo 20012010,
Kako je 101 mpoct 6poj, xoju we mesu 2001, ma ocrmoBy Mame Pepmaose
teopeme je 20011°° =1 (mod 101), a omatne u 20012°° = 1 (mod 101). Jomr
je ocramo ma mabemo ocrarak mpu mesmemy 6poja 200110 ca 101. Jemmo-
CTaBHUM PadyHOM ocTaTaka Hamaasmmo aa je 200119 = 87 (mod 101), ma je

A=1+87=88 (mod 101).

5. CabupameM HejemqHarkocTu 2a,_o — dagp_1 + 25 <0, 3a 2< k< n, mobujamo
34, — 20,1 — 3a1 + 2a0 <0, Tj. 3a neN

San < 2an—1 + 3. (*)

Tepbemwe canma mokasyjemo mugyknujom. 3a n = 0 tBpbheme ouwnriemnHo
BaKM, IIa je MOBOJLHO ITOKA3ATU Oa aKO Baxky 3a n — 1 ma Baxku u 3a n. U3

(*) je
3 [1 . (g)"*

YerspTH; pa3pen, A kareropuja

[SVR N )
[SVRN )

an< 'an71+1<

mTOo je u Tpe6ano JOOKa3aTU.

1. Ilpase DH u AF cy mapaJeine,
CH

na je u3z TasmecoBe Teopeme —— =

CD ar
DA Takobe, rako je DF || CB
CD BF

caenun DA = FA ma Kako je
BF = DFE (uerBopoyrao FBED je
) D  DE
apaleNorpaM), Bamn 5o = -
Kako je ANAFG ~ AEGD, To je
DE DG

FA  GF’ OK 2011 4A 1

CH DG

W3 mperxomaux jegHakoCTU M00MjaMo —— = onakie je u3 Tamecose

HF ~ GF’
reopeme GH || AC.
(Tanrenta 6, crp. 6, M874)

2. OGenexumo mosma Tabie maposuMa u3 JlekapToBOr TPOU3BOLA

{4,B,C,D} x {1,2,3}.
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6) JemHy DOMUHY MOMKEMO HOCTABUTHU Ha 17 pasnununTux HaduHa (8 BepTU-
KaJqHuX 1 9 XOPU3OHTAJHUX). YEKyman Opoj mosuimja je jemHax Opojy
Heypebhennx maposa noMuHa 01 Kora Tpeba oqy3eTu ciydajeBe Te ce HEeKe
noMmmHe npeknanajy. JlBe BepTurasiHe mOMUHE ce TIpekaanajy y 4 ciaydaja,
IOBe XOpM3OHTaJHe y 6 ciaydajeBa, a XOPW3OHTAJIHA W BepTUKAJHA y 24

17
ciyuaja, mma je TpaskeHu Opoj jenHak (2) —(4+6+24) =136 — 34 =102.

a) Kako je oBme OuTHO KOja je mOMUHA IOCTABJLEHA 1. a KOja 2. TO CBAKO]
MO3UIMjU HAKOH IOCTBaJbeHE 2 JMOMMHE OAroBapajy 2 HAaUMHA 3a HUXOBO
nocrasibame (IPBO jeqHa ma qpyra foMuHa 1 06paTtHo). Crora nma yKyIHO
2-102 = 204 mavuHa ma ce mocTaBe 2 TOMUHE.

B) IloGemauuky crparerujy mMa OpBM urpad. lIpBYy IOMUHY CTaBba y
[eHTap, Tj. CTaBU HOMUHY Ha mosba B2 m C2, a 3aTUM JOMUHE MOCTaBJHA
IEHTPAJIHO CUMETPUYHO NOMHUHAMa KOje je MOCTABUO APYTU WUrpad.

3. Hexka je

n

Fla)= 5w i

=1

3a z =0 nmamo f(0) =

n &
1— f(0). 13 penanuje f(O)jf—lf(l) = 1 mobujamo na Bazku umu f(0) = f(1) =
5w £(0) < 5 < f(1) mmm f(1) < 3 < f(0). Harme, kako je f HemperuaHA
1

¢yurnmja wa [0, 1], mopa nocrojatu x € [0, 1] TakBo ma je f(x) = 7

4. Jloka3 mM3BOAMMO WHIYKIWjOM IO n. TBpbheme TPWBHUjaTHO BaXKM 3a
n =1, ma je MOBOJLHO HOKa3aTU MHAYKTUBHU KOpak. Heka je 3ato TBpheme
TayHO 32 N — 1 M JOKa:kMMO na Baxu 3a n. Heka je by = a; u by = a;.
Pasmorpumo cieneha mBa cayuaja:

IIpsu caywaj. Hera je ¢ memapan u j =1+ 1, mam ¢ mapaa u j =¢— 1. Tana
je biba+t = a;a;41+t unn bibay+t = a;—1a,+t, na tBpheme Baky HA OCHOBY
WHIYKTUBHE IIPETIOCTABKE.

Lpyeu caywaj. Hera ¢ u j HUCY Kao y mpBoM cayudajy. Tana ce 3a

L fi-1, 20, (-1, 2]
T i+, 24 T T g+, 24

unaHoBU biay +t m bpaj +t He Halmaze ca JecHe CTpaHe HejeTHAKOCTH.
I[Ipumerumo na je

1< 1<
E Z;, MOK 3a T craenn f(1) - 1221( x;)

(b1b2 + t)(ai/aj/ + t) - (blai’ + t)(bQGj' + t) = t(bl - aj’)(bQ - ai’) =0,

Tako ma ce 3amenHoM uinaHa (biay + t)(beaj; +t) (koju ce Hamazu ca neBe
crpane nejenuaroctu) ca (biby+1t)(aya; +1) 1eBa cTpana Heje THAKOCTH HE
cmamyje. Kako je oBako mobujeH m3pas MO MHAYKTUBHO] IPETIOCTABIN HE
Behu on mecHe cTpamHe maTe HEjeTHAKOCTU, MOKA3 je 3aBPIIEH.
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5. Hexka je ¢ > 2. Ha ocmoBy Mame ®epmaose Teopeme mmamo ¢27 +
(2¢)1=14(—1)?=0 (mod p), Te 6poj n ca HABEICHOM OCOOUHOM MOCTO]jU.
Ioraszahemo na je 6poj n memuB ca q. YBemuMo o3Hake T = ¢ u y = nd.
W3 maBenene memuBocTu 6POj N HE MOKEe OUTU AEJLUB Ca P, TE€ je Ha OCHOBY
Maue ®epmaose Teopeme y? = n?? =nP~1 =1 (mod p). Omasae, kaxo je p
mpoct 6poj, mmamo y = 41 (mod p). 3aro je x = F1 (mod p), Te je 22 =1
(mod p). Kako 3a nopenak 6poja ¢ mo Moxyiy p Baxu 7,(q) | p—1 = 2¢q, To
je mp(q) € {1,2,¢,2q}. Karo je 1 < ¢ < p, 1o je r,(q) # 1. IIpernocraBumo
na Bawn jemHaroct rp(q) = 2. Tama ¢ =1 (mod p), ma je (¢>—1,2¢+1) = p.
Kako (¢ —1,2¢+1) | 3, To je p =3, omrocuo ¢ = 1. Kourpamuknuja. Osum
cmo mokazamm ma je r,(q) € {q,2q}, ma q | 7,(q). Cama mmamo 1 = 2% = ¢2"
(mod p), omariue 7,(q) | 2n. Mmajyhu ma ymy na ¢ | rp(q), kao u na je ¢
HemapaH 0poj, omaBne koHauHO nobujamo ¢ | n. Kako p1¢?+ ¢?, To je 3a
q > 2, HAjMama TpaskeHa BPEeTHOCT Opoja m jemHara 2q.

3a ¢ = 2, ogHOCHO p = 5, HemocpenHoM npoBepoM ce yrepbhyje na je n = 6.

IIpeu pa3pen, B kareropuja
1. Crunapajmo rpagur pyarmuje f(z) = |[x—1|—|z—2|+|z—3|. Pasmorpnmo

caeneha dyetupu caydaja:

1° 2 < 1. Tana je f(z) = —z+ 2.

2° 1 <ax<2. Tana je f(z) ==x.
3°2<x<3. Tana je f(x) = —x+4.
4° x> 3. Tana je f(x) =z —2.
I[TorpebrOo je ompemuTu CBe BpPEI-
HOCTM 3a @ Tako Oa mpaBa Yy = a
MMa TaYHO YETUPU MPECEeYHEe TauKe
ca oBoM ¢yurmujom. Ca rpagura
¢ysrnuje f(r) mpumehiyjemo ma oBo o
BayKM aKo M caMo ako je a € (1,2).
(Tanrenta 61, crp. 31, Ilucmenu

3a1a1u) OK 2011 161

2. HeKajeﬁzﬁmB?:?. Kaﬁojem:m:2:1,Toje
2 1

m:§-7,axaxojeﬁ:mzlzl,TojeB—]\}:E-?. Kako cy

A, S u N ronumeapue Tauke, TO 3a HeKO A € R Basku A§ = A\ AN =
? A=
A (AB + BZG) =\-d+ 5 b. Ca mpyre crpame, Kako cy Tauke M,

S u D rosuHeapHe, MOCTOju peajiaH Opoj i Tako ma je M§ = - Ml3 =
7 2 - - ?
we (M —|—E):—?M-E>—|—M-b. KaHojeﬁ:AM—kM , U3 TPETXOHOT

A 2 2
nobujamo )\-74—5-?: (§ — ?M) -7—|—u-_b>. Kako cy du ? JIMHEAPHO
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. 2 2u A
HE3aBUCHU BEKTOPU, TO je A\ = 373 ng = . PemaBamem oBor cucrema
nobujamMo ma je A = %, ma je AS: SN =1:1.

3. IIpumerumo na cy Ana, Bojan u Bemko yKyIHO IpeTHOCTABUIN TavyaH
nojaskaj 3a 7 nmudapa, ma Cy HeKa ABOJUIlA MPETIOCTABUIIA TAYaH MOJOKA]
ucre nuppe. Kako cy jenmHo Ha 3. MeCTy HEKa OBOjUIA IPETIOCTABUIIA
moJsoskaj ucre nudpe, o 3. nudpa Mopa outy jemuara 3. OBo je jemuHa
TAYHO IPETHOCTaBmeHa udpa 3a Bemra, ma ce 6poj b He Hamaszum Ha 6.
MeCTY, a KaKO ce He MO/Ke HAJA3UTH HU Ha 3. MECTy, TO ce Opoj 5 Haxasm
Ha H. MecTy, a moioskaj je mpermoctrasmo Amna. [lame, muppa 6 ce He
Haja3u Ha 2. W 5. MeCTy, Ia ce Haja3u Ha 6. MecTy, a IOJIOKA] je omeT
npernoctasuo Ana. Ilomosxkaj ocramux mudapa je mpernocraBuo Bojaw,
Tj. 2 je ma 1. mecty, 4 Ha 2. MecTy, a 1 Ha 4. MecTy, ma je TpaskeHu OpPOj
jemnak 243156.

4. Buneru npBu 3amarak 3a npBu paszpen A rkareropuje.

5. Heka je 6e3 ymamema onmroctu <ABC > 90°. Kako je AB = CD, 1o
cy sBaapatu ABB'A’ u CDD'C’ nonynapuu, na je O1B = COs.

Kako y wBampatry BB"C"C Bawun
BO; = (CO, 10O je mHOBOJBLHO
nokazaru ga je <01 B0y = <03C0s. O3
Nmamo <O1BOy = <O1BB + q\\
<B'BB"” 4+ <«B"BOy = 45° +
<B'BB" + 45° = 90° + <B'BB’", a D (g
kako je <B'BB" = 360° — <B'BA — NN o
<4ABC — <CBB" = 180° — <ABC, 0,

To je <<O1B0Oy = 270° — <ABC. Ca /e
npyre crpane, <03C02 = <03CD + i
<DCB + <BCOy = 45° + 180° — O
<ABC + 45° = 270° — <ABC, na je
<0O1B0Oy; = <«03C0,. Capma je mo
CTaBy CYC AOlBOQ = AO3COQ.
(Tanrenta 58, crp. 27, Ilucmenu
3a1arm)

A B’
OK2011 1B5

Ilpyru pa3pen, B kareropuja

1. PacmopenuMo mpBO OHMX 5 KE-UTa KOj€ MOTY CTajaTd jeqHa N0 APYTE.
To moskemo yumautu Ha 5! mHauuna. [Ipeocrase Kmure ce MOry HAJA3UTU
n3meDy mpBOOMTHO MOCTAB/bEHUX, HA IOYETKY WM HA KPajy pena, Tj. HA
VEyOHO 6 MecTa, W TO TAaKO Oa Ha CBAKOM OJ OBHX MeCTa CTOJU TadHO
jenna xkmura. Ilakie, jom je morpebHO omabparu 5 ox 6 MecTa u 3aTUM HA
BUX PACIOPEIUTH MOCHenmux 5 Kmura. KRako je oBo moryhe yuuHuTH HA
(g) -5l = 6!, To je Tpaxkenu 6poj pacmopena jemHak 5! - 6!.

(Tarrenra 60, crp. 22, ITucmenn 3ananu)
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3. Ila ducmo mokazanu nma cy tauke D, E u F' KoauHeapHe TOBOJLHO je
nokazatu na je <DFEA+ <AEB + <BEF = 180°. Kaxko je AEB jemuaxo-
cTpaHuvaH Tpoyrao, 1o je <AEB =60° u EB = AB = FA. Jlame, Kako je
BFC jemnakoctpanuvyal Tpoyrao, To je BF = BC' = AB = EB.

Camum tuM, Ttpoyrao EBF je je- \D\\ = ¢
MHAKOKpaku, na je <BEF = <BFE. Ny
Kako je \\‘\\ F
<EBF = <EBC +<CBF s
= 90° — <ABE + <CBF
= 90°, 4 %
TO je wm3 mperxomuor <<JBEF =
45°. IMamwe, tpoyrao DAFE je jemma- OK 2011 252

kokparu (DA = FA), ma xako je
<DAE = <DAB — <EAB = 30°, 10 je <ADFE = <AED =75°. Cana je
<DFEA+ <AEB + <BEF = 75° + 60° + 45° = 180°,

mTo je u Tpebaso moKa3aTu.
(Tanrenta 54, crp. 47, lMucmenu 3amannm)

222 4 2 3
3. Hejemmakoct Tix—i— < d je eKBUBAJECHTHA CA
¢ +x+1
2-d)a?+ (2—d)z+(3—4d)
<0.
2 +ax+1

Vmennnan oBe HejenHauymHE je yBEK IO3UTUBAH, jep je DUCKPUMUHAHTA
onrosapajyhe kBagpaTHe jemHavunHe jenHaka —3, a Boiehwm roedunujerT
1, ma he mona3ma HejeaHAYMHA OUTW WUCOYHEHA 33 CBAKO T YKOJIUKO j€
Opojuial TpPeTXOaHOT Pa3JOMKa yBEK HerarwBaH. 10 je MCIyHeHO Kama
cy Bomehm KoepunMjeHT 1 AUCKPUMUHAHTA MamU Onx Hyse, Tj. 2—d <0 n
2-d?-4-2-d)-(3-d)=(2—-d)-(3d—10) <0. U3 npse Hejemnaunne
je d > 2, ma uz npyre mobujamo d > g. Cavum TuM, ckyn nobpux 6pojesa
je mHTEepBaJI [%0,—1—00).

4. Ha ocuoosumu AB ompemuMmo

C

raury K rtako ma je <ACK = 36°.

Heka je AB = ¢, AC = BC =1

nu AK = z. Tpoyraosu ACK u

ABC' cy canunum, JeprMaJy cBe jen- < e i
HaKe yriaoBe, ma je 3= o Kako je

¢
BK = c— 2 = b, TO ce mocaenma 0OK 2011 2B4

. c—b b
JeIHAKOCT CBOIM HA = -,

b c
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c . .
YKOJINKO yBeneMo CMeHy t = — nobmjaMO €KBUBAJIEHTHY jeTHAYNHY

b
?—t+1=0.

. 1++5 . c ¢ 1445

Pemema oBe jemnaumue cy T,na KakKo Jeg>0, TO JeE: 5

5. U3 mate jemmaroctu je a? = c? — b? = (¢ — b)(c + b), ma Kako je a mpocT
6poj, a c—b < c+b (b u ¢ cy mpupomau 6pojesn), To je c—b=11m c+b = a>.
N3 oBux jemmaroctu je c=b+1ma?>=2b+1. Kaxko 3a b=1u b =2 6poj
a Hmje mpocT, To je b>3. 3a b>3 je b2 >3b > 2b+ 1, ma je a? < b2, Tj.

a < b, mrro je m Tpebasio moraszaTu.
Tpehu paspen, B kareropuja

1. Heka je omrap yrao pomba jemuak . Kako je monra ynucana y mpusMmy,
TO je BUCHMHA IpM3Me Kao 1 BucmHA poMbdba jemnara 2R, rme je R momynpeu-

uuk gonrte. Cana, u3 mepuHUNMje yria «, 3akbydyjeMo na je tga = v
rae je d my:kuHA TysKe AujaroHajie naTtor pomOa. Y KOJIUKO je a CTPAHUIA

pomba, To je d = 2acos§ u asinf =2R. Cana je

asin 8 . B
tga = 5 =sing,
2a.cos 5

onHOCHO 3 = 2arcsin (tg o).
(Tanrenra 62, crp. 37, [lucmenu 3anaun)

2. IIpBy mu¢py 6poja moskemo mzabparu Ha 9 Haunaa. pyra mmudpa Moxke
OrTy paszauynTa o1 IpBe Iudpe nin jeqHara IpBoj mudpu. Y ciaydajy na
je mpyra mudpa pazamyuTra OA NPBE MOKEMO je mzabparu Ha 9 HaumMHA.
Tana 3a Tpehy m derBpry mudpy moxkemMo onmabpare jemny onx nudpapa
KOje ce Hajla3e Ha NPBOM U APYIOM MeCTy, Ha je ykymaH Opoj Opojesa
y oBOoM cayudajy jemHak 9 -9 -2 -2, Pa3smorpumo canma ciydaj rama je
npyra mudpa jemHaka npBoj. CHOMYHUM paszMaTpameM Kao Yy IPETXOIHOM
ciydJajy 3akmydyjemo na nocroju 9-9-2 6pojeBa kox kojux je Tpeha nudppa
pasauuwnTa on upBe nse. Ha kpajy, yKOJIWKO Ccy mpBe Tpu mudpe jenHaxe
4eTBpTY MOkeMo omabparu Ha 10 mHaumsa, ma je 6poj oBakBuX OpojeBa
jemnak 9-9. Ilakae, Tpaskenu 06poj je jemnak 9-9-2-2+4+9.9.249-10 = 576.
(TanrenTa 56, crp. 24, [Mucmenu 3amanuy)

3. IlaTa HejenHaumHa NeduHICAHA je 3a Opojese x € [2,00). Kako 3a cBako
T > 2 BaxkHU

Vaz -3+ vVr—24+x>v22-3+0+2=3,

a r = 2 HUje pemene AaTe HejeTHAuyWHE, TO Cy pemema eJIeMEHTH CKyIa
(2, 00).
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4. Ob6nact medpuHMCAHOCTH 3a HOJa3Hy jemHauuny je ckym [—1,1]. Kako
. ™ . .

3a cBako x € [—1,1] Baxkm arcsinz + arccosz = 5 TO je maTa jemHAYWHA

€KBUBAJICHTHA Ca

4warcsinx + 4m(%7arcsinx) _ QHT“”

YKOJIWKO OBY jeAHAYMHY MOMHOMKUMO ca 47 aresin®

jenHaumHy

, JOOMjaMO €KBUBAJIECHTHY

T 247z

(4a:arcsina:)2 _’_47 —9

. 4a:arcsmx — (4$ arcsinx __ 27)2 — 0.

. . i mx
Iakme, pemema moa3He jeqHAUNHE CY pelIemha jeqHaunne 47 2rmT — 275" —
T

0. OBa jemnaumsa je eKBUBAJIEHTHA ca 2x arcsinz = o5 na je v = 0 unm
. T V2
arcsmx:Z, Tj. T € 0,7 .

5. Hera je KLN MN = {S} n
ISKC = a, <SMA = 3, <SNL =
v, <LSN = w. Hera (6e3 yma-
BEeHha ONINTOCTH) Baske cuaenehin pa-
cnopemu A—K—M—-CuB-—N—-L—
C. W3 cuHyCHUX TeopeMa TPUMEH-
jenux Ha TpoyriaoBe KMS u LNS
nobujamo

kS — g8 _ pesintatw)

sin o sin av

sin 7y sin(a — w)
SL = SN—=MS——=.

sin o sin «v OK 2011 355
Cana je

24i .

KL:KS—FSL:MS-M =2-MS - -cosw u camum tuMm KL =

sin «
MN - cosw, mTo je Tpebaso MOKa3aTH.

Yerspru paspen, b kareropuja

1
1. U3 a =log,y2 cnemu — = log, 10 = log, 2 + log, 5 = 1 4+ log, 5. Omarae
a

1 l1-a
je logyb = — —1 = , logs2 = n =1 2
je log, . L WTo n0113naq1/21 0gs T—a 3a 0810
u b = log,y3 mobujamo na je 2= DB logs2. M3 b = logy3 cunenn
b logy3

1 1-
:10g310:10g32+10g35:%+10g35. Ogatie je logs 5 = 5_%: ba’

S| =
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b
mTo noBnadn logs 3 = 1o Komauno nvmamo ma je logs 216 = log;(22-33) =
—a

a+b
1—a’

3(logs 2 +logs 3) =3 -
2. Koopamuarte tauke A cy pemema cucremMa y = kz, y = z2. Kaxo je
k > 0, to je uz mperxommor A(k,k?). Cmmumo, koopmuaare Tauke B cy

1 1
pemema cucrema y = — | k+ E) -z, y =22, Kako je —k — % < 0, To je u3
nperxonuor B (—k‘ — % k2 4+ 1?12 + 2). Cana je
1 1
OA-BA = (k,k?) - <2k+E,—ﬁ—2) -0,
wro 3Haun ga je <OAB = 90°, na AOAB HUKAI HUje OMTPOYTIIU.

3. dymrmmja f je HempermzaHa Ha cBakoM on uHTepBasa [0,64) n (64, +00),
IIa je MOBOJLHO ONPEIUTH ¢ TAKBO 14 je QYHKIUja HENPEeKUAHA Y Tadky 64,
Tj. ma je lir%14f(x) = f(64) = a. Kako je

Tr—r

.z -8 (V)P -8 . (Y —2)(Yr+2¥x+4)
lim = lim ——— = lim

w64 Jx — 4 264 ()2 —4 264 (Vx—2)(Yr+2)
lim S+ 2¥r+4 _3,

z—64 Y +2

TO je a = 3.

(TanrenTta 62, crp. 37, [lucmenu 3amanny)

4. Osumaunmo ca <BAE = ¢, AE =h, BE =y, BD = DC = z.
A

B 45° 30°

E y B T D T C

W3 jemnaxokpako—tupasoyriaor AAED uvmamo na je x+y = h. /3 nomosune
jemnaxocrpanmunor AAFEC umamo ma je 2z 4y = hy/3.
Pemasamenm oBor cucteMa (mo = u y) mobujamo ma je x = h(v/3 — 1) u

y=h(2—V3).

Onasne nobujamo na je tgp = % =2 — /3. Kako je tg2p =

4-2v3 V3
———— = — nobujamo ma je 2¢p = 30° omakie caemu p = 15°.
1-74+4V3 3 ! e 4

Jpyeo pewewe. Hera je M momuoxkje nopmasie uz B na AC.

2tgp -
1—tg?¢
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Tpoyrao BCM je mosoBuHA jeHAKOCTpAHUYHOL, a Tpoyrao BDM je je-
JMHAKOCTPAHWYHU, 18 BaKU

BM = BD =DC =DM = x.

Hame, yrao ADM uznocu 15° (<ADM = <BDM — <BDA = 60° —45°), na
je Tpoyrao ADM jennakokpak, onakie je (y3 ropme jemnakoctn) AM =
DM = z, tj. AM = BM. Ilakmae, tpoyrao AMB jecre jemHAKOKPAKO-
npasoyrau, na yrao BAM wuznocu 45°. Kako je ACFEA npasoyrau, nobu-
jamo ma je <CAE = 90°—30° = 60°, a onarie je <BAE = <CAE—<BAM =
60° — 45° = 15°.

5. Ilaposu majsehe m majuame muppe mory ouru (9,2), (8,1), (7,0).
3a ocrane 4 nudpe TUX mecrounrppeHux OpojeBa y CBAKOM O OBa TpU
caydaja mmamo mo 6 moryhuocTu, na ux MokemMo nzadpaTu Ha (2) HAUMHA.
Onabpanux 6 pazauuuTux nudapa MOKeMO pacrmopenuTu Ha 6! HaumHa.
On yrymaOr 6poja oBakBUX pacmopena Tpeba omyseru 6POj OHUX PACIIO-
pena xoju moummy mudpoM 0, jep OHM He TPEINCTaBJbajy MIECTOIU(PEHE
opojese. Tu pacnopenu ce jaBspajy kKana je majseha mudpa 7, a HAjMa®ma
0, m nvMa wux (2) - bl. Ilakse, ykyman Opoj mectomupperux OpojeBa ca
TPaKEHUM CBOjCTBOM je

6 6
. .6 — .5 =
3 (4) 6! (4> 5!'=30600.

(Tanrenra 60, ctp. 5, M864)

PEIIEILA 3AITATAKA NPKABHOI' TAKMMNYEILEILA M3
MATEMATHURE YJEHMKA CPEIILMX IMIKOJIA, 19.03.2011.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. YcraHoBuMO ma Jau n-TU pen nupamuae ocraje mpasan. OH je HempasaH
akko nmocroju 0poj x € N, z > n, rakas na je

(x—n)2+(x—(n—1))*+.. +(x—1)2+2% = (x+1)*+(z+2)%+. . .+ (z+n)%. (%)
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Jennauuna (*) exsusasnentHa je ca (n+ 1)z? —2x(n+ (n—1)+...+ 1)+
12+22+ . +nP=na>+2z(n+(n—1)+...+1)+12+22 + .. +n?
omuocuo w2 — 2rn(n + 1) = 0. Pemema nociemme jenmaunse cy x = 0, Kao
u x =2n(n+ 1). Kako je Hy:kHO ma Baxku T > 1, 3aKbYydyjeMO Aa N-TU PeJ
nupaMuae YnHe OpojeBu

n(2n+1), ..., 2n(n+1), 2n(n+1)+1, ..., n(2n + 3).

Ia 6u ogpemunu na iu ce 6poj 2011 jaBma y HEKOM pexy nupamuue, Tpebdba
YTBPIUTHU Aa JIX IIOCTOjU HPUPOJaH Opoj n Takas na Basku n(2n-+1)<2011<
n(2n + 3). Karo 3a n = 31 Baskm 1953 = 31-63 < 2011 < 3165 = 2015, 1o
3akmyudyjeMo ma he ce 6poj 2011 wahwu y 31. peny mupamumne.

2. Heka je F monmnokje BUCUHE U3
rauke A ma BC. Tana je E cpe-
mumte nyxm HM, ma je tpoyrao
QHM jemmakokpak u <QMH =
<QHM. Takobe je AO = OM,
na je Tpoyrao AOM jenHakokpak u
<OMA = <OAM. Kaxko cy tauke
O, Q u M xonuneapue, no0ujamo
<QHM = <OAM, Tj. AO || HQ.
Kako je BH 1 AC n <ACN =
90° (AN je mpe4HUK OIUCAHE KDPY-
sxHume), to je BH || NC. Anasorso
mobujamo na je CH || BN, ma
je uerBopoyrao HBNC mnapaJseino-
rpam. Camum Tum, Tauka P je
cpenumre crpanune BC, onmakie je JIP 2011 1A 2
OP 1 BC. Kaxko je u AH 1 BC,

nmamo AH || OP, unme je mokas 3a-

BPIIEH.

3. Ilorazahemo ma 6pojesu obmuka 10F + 1, rae je k > 2 mpupoman 6poj,
3a70BOJbABAJY YCIOB 3ajaTka. Jaucta, 3a n = 10F +1, k € N, umamo na
je:

k 2 _ 102k 10k _
(10" +1)2=102*+2.10* +1=10.020..0 1,
k—1 k—1

k 3 _ 103k 102k 10k _
(105 +1)3 = 10%% +3-102* +3-10* +1=10..030..030..0 1,
k—1 k—1 k—1
k 4 _ 104k 103k 102k 10k _
(105 +1)* = 10% +4-10% +6-102% +4-10* +1=10..040.060..040..0 1,
k—1 k—1 k—1 k—1

Te cy 6pojesu n?, n? u n* cumerpuunn. Ca apyre crpane, 3a k > 2, BaKu:
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10°% +5-10% +10-10%* +10- 10%* +5-10F + 1

(10%F +1)°

10..050..0100..0100..050..0 1,
N e g el
k-1 k-2 k-2 k-1 k-1

Te 6poj n°® HUje cumerpuuan (mAdpa Ha 2k-TOM MECTy ca JeBe CTpaHe je
1, a ca gecue je 0).

4. Jloka:KMMO ma je TpaBOYTraOHWK AUMEH3Uja m X n MOTyhe TPeKpUTH
JaTUM (UTypaMa akKO U CaMO aKo je mn IeJLUBO ca 3.

Yromuko 3 | m (0gHOCHO 3 | n) IPaBOYTAOHUK Ce MOMKE MOIIOYATH (Ury-
pama 3 X 1 (omrocHO 1 X 3), unme je oBaj cMep IDOKa3a 3aBPIIEH.
JToka:KUMO 1a YKOJIMKO je MPpaBOyTaOHUK JUMEH3Mja m X n Moryhe momioyatu
matuM purypama na 3 | mn. YIUIOIUMO y IOJbE i-Te BPCTE 00300 U j-Te
KoJIOHe cieBa 6poj 217972 (mod 7), 3a 1 <i<m, 1<j<n (kao Ha caumm).
Kako je 36up 6pojeBa MOKPUBEHNX CBAKOM (UI'yPOM J€JLUB ca 7, TO U 30Up
cBux OpojeBa y tabuuim Mopa Outu mesmusB ca 7. 30up cBux OpojeBa y
Tabaunu je jenHak

m

ii2i+j—2 — iQi—l i;Qj—l — 2271—1(277, _ 1) _ (2m _ 1)(2n _ 1)

i=1 j=1 i=1 i=1

Osaj 6poj je memuB ca 7 caMO ako je m WiIu n JeJLUBO Ca 3, OJHOCHO aKO
3| mn.

411124112
214111241
11214(1(2]|4
41112412
214111241
11214(1(2]|4
P 2011 1A 4

Ilpyru pa3spen, A kareropuja

1. Kako je D mHa cuMeTpasm Iy:Ku
AH, 10 je <DHA = <DAH =
<BAH =90°— 3, rzme je f = <ABC.
Kaxko je tpoyrao AOC' jennakokpak,
crequ <OAC = <OCA = 90° — f5.
Canma je NADH ~ ANAOC, na je
AD AO .

A0 - AC Iame, kako Z};IDAAOH—
<HAC un u3 npeTxoaHor 10 = Ac’
0 je ANADO ~ NAHC.

IIP 2011 2A1
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Iaxne, <AOD = <ACH = 90° — «a, rue je a« = <BAC, na uz <OAB =
<OBA =90° — v, rne je v = <ACB, mobujamo <ODB = <AOD +<0OAB =
180°— (a+7) = 8. Kaxko je DE || BC, umamo <ADE = 8. Cana je <ODB =
<ADE, omuocuo AD je cumerpaisa cunosmammer yriua ODE. Canuso je
AFE cumerpasa cnomammer yraa OFED, na je A meHTap cnosba TPpUIUCAHE
kpysuune NODE.

2. IIpermocraBumo ma ©6poj n = Ty ...d109 3aTO0BOJLABA HABEIEHY jeIl-
HakocT. Pasmorpummo Hajupe ciydaj Kala HUCY cBe nudpe Opoja n jen-
make 9. Tanma mocroju majmamu uumekc i, 0 < ¢ < k, Takas xa je a; # 9.
Yromuko je i < 3, younmo 6poj x = n + 10°. Osaj 6poj je Behu ox n, a
Mamu ox n+ 1001, Te ce Hama3u y audy 6pojesa n+ 1, ..., n+ 2010. Karo
ce MEeKaIHU 3amuc OpojeBa x W N pas3jnKyje caMo Ha mo3unuju ¢+ 1, To je
S(z) = S(n) + 1, ma cy 6pojesu S(x) mu S(n) yszajamuo mpoctu. Kako je
JeBa CTpaHa MOJIa3He jeIHAKOCTU JebuBa ca S(r), TO je nebuBa U meCHA.
MebytuMm, kako je (S(z),S(n)) = 1, o je n (S(x),S(n)?*°!!) = 1, a Bawxn
S(z) | S(n)?°1t. Omasne 3armyuyjemo ma je S(x) = 1, mro muje moryhe jep
je S(x) =S(n)+1>1. Hera je cana i > 3 u Heka je t = ap +...+a;. Tana
je S(n) =t+9i, nok cy 6pojesu S(n+1), S(n+2), ..., S(n+2011), pexom
jemnnaku 6pojesuma t+ 1, t+1+S(1), t+1+S5(2), ..., t+1+5(2010). 3aro
je mpomu3BoOI CBUX OpOjeBa Ha JIEBO] CTPAHU MOJA3HE jeHAKOCTU MAMU O
(t+ 1+ 5(1999))2011 = (¢t + 29)2°11 1ok je mecma me mama oxm (t + 36)2911.
Omasze, momto je (t+ 36)2°M1 > (¢t + 29)?°11 nocmarpama jenmakocT He
BAKI.

Octaje ma pasmorpumo cayudaj n = 10F — 1. Axo je k < 3, Tana 3amarax
pelaBaMo aHAJOTHO Kao y ciayuajy 1< 3, nocmarpameM 6poja x = n+ 1000.
YKoaukO je mak k > 3, 3amaTak pelmaBaMO aHAJOIHO ca ciydajeM i > 3,
craBmajyhu t = 0.

OBuM je MOKa3aHo Ja He TMOCTOjU NPUPOLAH OPOj n 3a KOjU BasKU HABEICHA
jeIHAKOCT.

3. V3 mpBe jemnaunne je z = —x — y — v, Ta 3aMEHOM y APYTY m00mjamMo
2+ (z+ 2y — ty)v + (Y + ta? + toy) = 0. (%)

IIpu ToMe mocaenma jeTHAUNHA UMa JeIUHCTBEHO PEIICHE aKO W CaMO aKo
HOJIA3HU CUCTEM UMa jeAMHCTBEHO pememe. Jacuo je (z,y,v) = (0,0,0)
jemHo pememe oBe jemHaumHe, na 3a cse (z,y) # (0,0) muckpumumHAHTA
jemnaumne (*) (mocMmarpase MO v) MOpa OUTH Mama 01 HyJe, Tj.

D = (z+2y—ty)? —4(y* +ta® +txy) = (1 —4t)x> +2(2 - 3t)zy +t(t —4)y? < 0.

Hexa je y # 0. YKOJINKO HOIEIUMO HOCICIRY HejeJHAUMHY Ca y2 U yBeIeMO
x

CMEHYy — = w Ho0OMjaMO €KBUBAJECHTHY HejeTHAUNHY
Y

(1 — 4t)w? +2(2 — 3t)w + t(t — 4) < 0.
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[Tocnenme Baskn 3a cBe w, ma Cy IUCKPUMUHAHTa onrosapajyhe kBagparne
¢yurnuje u Bomehu KoeduiumjeHT MamKU O HyJE, OTHOCHO

1—4t <0, 4(2 =3t)* —4(1 —4t)t(t —4) = 16(t + 1)(t* =3t +1) < 0.

1
Haxkme t > T ma w3 Apyre HejemHaumne mobujamo t? — 3t + 1 < 0. Pema-

BameM onarosapajyhe KBagpaTHe jeqHaunHe TOOUjamo

te <3_\/5 3+\/5>:I.

2 72

ITpumernmo na je 3a y =0 u t € I ucnymeno D < 0 (jep je x # 0), na je
CKYTI pelnema 3aJaTKa yIpaBo MHTepBay I.

4. Jloraxkumo nma Amm DBaba mma cTparTermjy KOjOM MOKE CUTYPHO A
npouabe 6aro.

I[Ipernocrasumo, 3a mouerak, na Aau Baba jemmor jyrpa uma ,,D0JaTHy
napopmanujy”’ ma ce 6iaro Tor maHa Hajaszu y nehwnHum ca mapHuUM O6po-
jem. ¥ rakBoj curyanuju Asnu Baba majupe ynasu y nehuny ca Opojem
2010. Yrommko Osaro Huje y ®H0j, TO 3HAUM Ha je y Hekoj melimHum ca
napauM 6pojem me Behum ox 2008. 3aro he Gaaro mapennor maxa 6utu y
nehunu ca menapuum 6pojem e Behimm ox 2009. Asmu Gaba morom ynasu
y nehuny ca 6pojem 2009. Yrosuro 6saro mHuje y toj nehwunu, omma ce
HaJa3u y Heko] nehunu ca HenmapuuMm Opojem He Behum ox 2007 u HapegHOT
nauna he outu y nmehimau ca napuum 6pojem e Behium ox 2008. 3aro, Asnu
Baba mapennor nana ynasu y nehuny ca 6pojem 2008, utn. Hacrasmajyhu
OIMCaHy CTPATErujy, YKOJIUKO jOII YBEK Huje mpoHamao 6aaro, Amu Baba
[OJa3u y CUTYyaIujy Aa jeTHOT maHa 3Ha ma je 6iaro y mapuoj mehwurHu ca
6pojem ue Behum on 2. Ilakne, mapenuor nana Anu Baba ymasu y nehuny
ca 6pojem 2 u npornanasu 6aaro. OBuM je MOKa3aHO A4 MO IPETIOCTABKOM
na Ann Baba nma ,,nonatny undopmarujy” mosxke nponahwu Giaro. Ocraje
[a ONMIIEMO CTpAaTerujy kKoja obe3debyje maBemeny ,,momaTHy wH(bOpPMA-
uujy”.

[IpermocraBmaMo 1a TPUIMKOM CBAKOT OJ HapemHux mokymaja Amnu Gaba
HIje mpoHamao 6saro (y cynpoTHOM moka3s je 3aspmeH). Amu Baba npsor
nauna ynasu y nmehuny ca 6pojem 2. Tpeher mana ce Gmaro mosxke mahwu
y mehunu ca 6pojem 2 camMo ako je mpBor maHa ousio y mehwrwm 6poj 4.
MebyTum, To 6u 3HaumIO Ha je apyror mana y nehwunu 6poj 3. 3aTo apy-
ror nana Anu Baba ymnasu y mehuny ca 6pojem 3, a tpeher y nehuny ca
O6pojem 4. OBu nokymajy rapantyjy na tpeher mana 67aro Huje CKPHUBEHO
y nmehunama ca Opojesuma 2 u 4. Ilocmarpajmo meru man. DBuaro Tor
nama He Moske outu y mehunu 6poj 2, a y mehunu 6poj 4 moxke Outu camo
ako je rpeher mama 6uno y nmehunwm 6poj 6. Mebhyrum, onna 6u ce Giaro
veTBpTOr naHa Hajasuiao y nehuuu 6poj 5. Amnu Gaba, 3aro, yeTBpTOr u
meror maHa, pemowm, yiasu y nehwune ca 6pojesuma 5 u 6. Oako Gaaro
meTor maHa curypHo Huje y nehwnama ca Opojesmma 2, 4 m 6. Hacra-
Bimajyhu mHasenenu nocrymnak (yuaaszehn k-tor mama y nehuny ca Gpojem
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E+1, 1 <k<2009), Anmu Baba maxon 2009 nama mobuja uuGOpManujy
na Giuaro Tor 2009. nana muje y nmehunama 2, 4, 6, ..., 2008, 2010. Ilakie,
nakoH 2009 mama Osaro je y Hekoj on Hemapuux mehwmua, Te ce 2010. naxa
Hasas3u y Hekoj nehuum ca mapumm 6pojem. OBum Asnu Gaba mosnasu mo
nJAomaTHe uHopMalyje” ¥ Haga/be CIPOBOAU MOCTYHAK OMUCAH y MPBOM
eIy pememna.

Tpehu pa3pen, A kareropuja

1. a) Hexra je P(x) = 1+z+...+22°1, Kako cy 6pojesu ay, ..., a1 HysIe
nomunoMa P(z), To cy myae u momunoMa 22912 — 1, ma je MOIyo cBakor on
mux jemaak 1. Hakom cremenoBama ca m, BUXOB MOAyO he m majbe Outu
jemnak 1, omHOCHO, OHEe Ne ocTaTu Ha jeIUHWIHOM Kpyry. lIpermocraBumo
na cBu Opojesu al’, ay’, ..., ahy;; OPUIanajy HeKoj npaBoj p. Kako mpasa
P MOKe Ia Ipecela jeIUHUYHU KPYT y HAjBUIIE ABE PA3IudnTe Tauke, A u
B, cnemu nma cBaku on Gpojesa al*, ay', ..., ajy;; Mopa na Oyne jenmar A
nnn B. Be3 ryburka ommrocTuy, MOKEMO IpernocraBuTu aa je bapem 1006
oxn 6pojesa ai’, ay’, ..., ahy;; jemmako A, pemmmo af*, ay’, ..., affys. Tanma
cy 6pojeBu aq, ag, ..., ajgos HyJde momuuoma = — A, ma je 3aro m > 1006.
Ha je m = 1006 yBepaBaMo ce M3 YUHCHUIIE Oa Cy OPOjeBU a1, A2, ..., 42011
myse nomuaoMa 12912 — 1 = (21006 — 1) (21006 1), Bato je cBarkm om Gpojena
aj0%6 006 all% jemmax mam 1 wom —1, omEOCHO CBU OHM TpumTaxajy
jemHoj mpaBoj.

6) Heka je P(x) = 1+z+...+ 2?90, Cpaka myna nomuroma P(z) myna je n
nomuuoma Q(x) = 2201 —1. Ako je m = 2011 cBu 6pojesu a*, ai', ..., abyo
6uhe jemmakm 1, ma Ne u mpunanatu mctoj npasoj (6mio KOjoj KOja Ipo-
na3u kpo3 1). IIpernocrasumo ma je m < 2011. Cee myse nonunoma P(x)
cy: w,w?, ..., w0 rpe je w = 0052%% + % sin 2%%. Bpoj 2011 je mpocr,
na cy cse HyJse noiuHoMma P(x) HpuMuTHBHU KOpeHu jenuHune pena 2011,
Tj. ako je £ mpomsBoJsHA Hysa momumHOMa P(7), Tama je £¥ =1 ako u camo
ako 2011 | k. Kao m y mesmy moxm a) 3armbydyjeMo Ja MOPajy MOCTOjaTw
nBa, me obaBe3Ho pasauuurta Opoja, A u B, takBa ma je cBaku om O6po-
jema al’, ay’, ..., ahy; jemHAK jeNHOM OX ILMX. 3a CBAKy HyIy & IOJIMHOMA
P(z), 6poj & = % takobe je myma Tor mommuoma. MelycobHO KOHjyroBanmu
OpojeBu ce y KOMIIJIEKCHO] pPABHU HAJAa3€ CUMETPUYHO y OMTHOCY Ha X-
oCy, HO KaKO Cy M-TU CTEIEHU KOHjyroBaHux OpojeBa Tarkobhe melycoGHO
KOHjyTOBAHU M OHU Ne OUTU CUMETPUYHU y OIHOCY Ha x-ocy. llasme, ako
je & myna nmommaoma P, 3a cBako m < 2011 je &™ # Em. axrme, HAKOH
cTemeHoBama ca m, opojesu £ u Em 0CTajy Pa3JUUUTA U CUMETPUIHU Yy
omHOCY Ha x-ocy. 360r Tora u 6pojeBu A m B mopajy OUTH PA3IUUUTA U
CUMETPUYHU y OJHOCY Ha X-0Cy, OAHOCHO Mebhycobom koujyroBaum. Bpo-
jeBu A u B, 6ynyhu na cy m-tu crenenu mysna noaunoma Q(z) u camu cy

HyJse Tor noauHoma. Heka je A = w', 3a Heko ¢ u3 ckyna {1, 2, ..., 2010}.
Tana je w™ € {A, B}, ommocro w™ = w' mmm w™ = L. Tlpeu ciyuaj
naje w1 = 1 a apyrm w'(™*tD = 1, ommocmo, cmems 2011 | i(m — 1)

viau 2011 | ¢(m + 1). Ilomro cy 6pojesu i@ u m mamu oxn 2011, oo je
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moryhe camo kama je m = 1 mmum m = 2010. Ho y oba cayuaja Bakmu
{a", a5, ..., a%10} = {a1, a2, ..., ap}, ma HyJZe HUCY HA WMCTOj IPAaBOj.
Suaun, m = 2011 je HajMamu TpaskeHU OPOj.

2. 3a Bpcry wam kKoJoHy Marpure hemo pehu ma je 3matHa ykogmko He
canp:xku 3 pasnnuura 6poja m3 ckyma {1,2,3,4}. IIpso hemo morkazatu
na Cy y ciaydajy 3JIaTHE MATPUIE WX CBE BPCTE 3JIaTHE WM CBE KOJOHE
3JIaTHE.

I[IpermocraBuMO CympoTHO, ma 4-Ta BPCTA U j-Ta KOJIOHA HUCY 3JIATHE.
[Ipumernmo na HujemHA OX CyCemHWX BPCTA BPCTU ¢ HE MOKe Ha Oyne
snaraa. Cana jeIHOCTABHOM WHIYKIMjOM HOOUjaMO ma HUjeHA BPCTA HUje
3JIaTHA, M aHAJOTHO 3a KOJIOHE.

He ymamyjyhwm ommrocT, mpernmoctaBuMo na je ajp = 1 u ajp = 2. Ilpe-
TIOCTABUMO [ je i HajMamu Opoj Takas ma je ay; € {1,2} u ma je ay; = 3.
ITpernocraBuMmo na je ¢ HemapaH (ciaydaj kazna je j mapas je caudas). IIpsa
BpcTa m3riena osako: 1212...123.... Tanma mopa na Baxm az;—1 = 4
U cama MOKEMO Ma PEKOHCTPYUIIEMO APYry Bpcry: 3434...341.... Ilo-
CcMaTpajMo IPBY KOJIOHY M O3HAUMMO Ca j HajMamU UHIECKC 3a KOJU je a;1 &
{1,3}. Axko je j memapas Taga MOpa OUTH a1; = 2, a KO je j mapaH OHIA je
a1; = 4. Bpcra [, 3a 3<I<j—1, mopa na 6yne xonuja Bpcre | —2. Cana cy
€JIEMEHTH j-Te BPCTe jeNHO3HA4HO oapeberm m mobujamo ma je aj;—1 = 1.
To muje moryhe 360r aj_1; = 1. AHaIorHo ce pasMarpa ciIydaj Kama je j
mapas.

OsHaunmo ca A CKyIl 3JaTHUX MaTpUIla KOjuMa Cy BpCTe 3jaTHe, a ca B
CKyIl 3JIATHUX MaTpUIA KOjuMa Ccy KojJoHe 3iatHe. Ha ocmoBy ¢opmyie
YyEDYUMBa®ma U UCKILyunBama nmamo |AU B| = |A|+ |B| — |[AN B.

Cana hemo ma ompemmmo Gpoj exemenara ckyma A. Ha (;1) = 6 HaumHA
MOzkeMO m3abparm map OpojeBa kKoju Ne ce mojaB/bUBATU Y HETapHUM
Bpcrama. Tama cy OpojeBu Koje ce MOjaBibyjy y HapHUM BpcTaMa je-
nuosnavHo onpebenu. Jemmom kan je oBaj u3bop msspiueH, map (aij,as;)
ce MOyke m3abpaTu Ha 2 HAUYMHA, IITO 3HAYM A4 C€ IPBE JBE KOJOHE MOTY
uzabparu Ha 220! maumma. 3marHa MaTpuna je jemmosmaunOo ompebema
n300pOM IpBE ABE KOJIOHE U YCJIOBOM Ja Cy Bpcre 3iaTHe. [Ipema Tome
|A] = 62291 Cauuno je u |B| = 622011,

Marpune u3 ckyna AN B cy jemnosnauno oapehene ropmoM MO AMATPUIIOM
2 x 2. Harne, |[ANB| =24 u |[AUB| =2-6-2201 — 24 = 24(22010 _ 1),

3. IHoxkaxkwmmo npso cienehy memy:

Jlema. Hera je p mpoct 6poj, d € {1,2,...,p—1} m A =
{1924 ... (p—1)?}. Axo je B ckyn cBux omux Gpojera u3 A
KOjU #ajy ocrarak 1 mpu nembemy ca p, tana je |B| = (p—1,d).
Jokas. ObenexnMo ca g IPUMUATUBHU KOPEH IO MOayIy p. Kie-
MeHTH cKyma A mo momymy p cy jemmakxu 6pojesuma g%,¢%%, .. .,
g®P~D4 v merom pemocmeny. Ipumermmo ma je g' = 1 (mod p)
ako u camo ako p— 1 | id, omHOCHO, aKo U caMo ako ﬁ [i. Y

cryny {1, 2, ..., p— 1} uma Tauno (p—1,d) 6pojesa nemusux ca
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ﬁ, na u y ckymy A mva tauno (p — 1,d) 6pojesa koju majy
octaTtak 1 mpu gemeny ca p.

Bparumo ce cama ma 3amatak m moraxkumo ommTuje TBpheme. Heka
je p mpoct Gpoj W mpeTmocTaBuMMO ma cy Opojesm 1™ 2™ ... (p — 1)™
pacmopebenn Ha KpysKHUIM y HCKOM PENOCIELY 41, 42, ..., Gp—1 TAKO Oa
p | a; +ait1 (ap = a1). Mokemo npernocraBury, 6e3 ryGibema OMIITOCTH,
na je ap = 1™. Tana je az = —1 (mod p), ag =1 (mod p), as = —1 (mod p),
ura. a,—1 = —1 (mod p). Cuemm ma je 3a csako i € {1,2,...,p — 1},
a?™ =1 (mod p). Ako je g TPUMUTUBHU KODEH IO MOy p, TOMTO je g
jemmak HekoM a;, ciema ma Baxku ¢g>™ = 1 (mod p), ommocmo p — 1 | 2m.
3ato je m > pgl. Horaxkumo na je 3a m = p—;l 3aucra Moryhe pacmope-

. . —1
muTy GpojeBe Ha KPY:KHANU Ha onucad maumd. Hamve, kana je m = 5=, u3

nomohinor TBpbhema cremn na tauno (p —1, %) = p_;l O6pojeBa M3 CKyTa

{1%, 2pr1, o (p— 1)pr1} maje ocratak 1 mpu mememy ca p. 36or Mame
depmaoBe TeopeMme 3HAMO ma P | aP~!' — 1, rme je a € {1,2,...,p—1},
a Kako je aP~! — 1 = (ap%1 - 1)(a% + 1), caemu ma 6poj o™ nmaje xao

OCTaTakK IpUW Oe/Lelmy Ca p MWIn 1 mmm —1. ﬂpyFI/IM pedynMa, OCTaJINUX
p—1

p—;l 6pojeBa M3 CKyma {11%1, D 1)1%1} KOJU He Iajy OCTATAK
1, majy ocrarak —1 mpu mememy ca p. Ilomro jemna mosoBura GpojeBa
{1PT_1, 2%, .., (p— 1)%1} nmaje ocrarak 1, a apyra —1 npu mememy ca p,
pacmopennMo UX Ha KPyry Tako Oa ce OpojeBu koju majy ocrarak 1 m —1
cMemyjy HamaMeHnuHO. Ha Taj HauwH p nenam 36mp cBaka OBa cycemHa, a
TpayKeH! HajMamu Opoj je m = p—;l.

Kako je 2011 mpoct 6poj, y HameMm ciaydajy TpaskeHU HajMamu Opoj je

m = 1005.

4. Hera je P cpenmHa CTpaHUIE
BC, a G npecek nyxu AE u MN.
G je ma cpemnunu nyxu AFE, jep je
MN cpenma aunauja, a P je ma cpe-
muau nysxku DFE, 300r HaumHa 3ama-
Bama tauke F, ma je GP cpemma
aunuja tpoyriaa ADE. 36or tora
je GPLBC, ma je Tpoyrao BCG
jemmarokpaku, ca BG = CG. 36or
ycaoBa 3anaTtka je <BAQ = <FAC),
a 300r jemHarocTu nepudeprjCcKux
yriaoBa je u <BQA = <ECA.

P 2011 3A 4

Omnarie ciemu ABQA ~ AECA. QM u CG cy oamrosapajyhe reskurnne
Oy:KU Y TUM TPOyriaoBuMa, ma je 3ato <BQM = <ECG. Awnamgoruo je
<I<NQC = <EBG, a s6or jemmakoctu yriosa {GBC = <BCG cuemu u
<IBQM = <CQ@QN. Heka cy X u Y npecenu npasux QM u QN ca kpyrom
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ommmcanuMm oko AABC, pemom. 36or <BQM = <CQN caenu BX = CY,
na je BCY X jemmakokparu tpames. 3ato je XY|[MN, ma je <QY X =
<QN M, kao yrioBu ca mapajieJHUM KpanuMa. AKO je ¢ TaHTeHTa Ha KPyT
onucan oko AABC' y Tauku @), Tana je yrao usmeby t u M Q jennak <QY X,
a taj yrao je jemHak ca yraom <QNDM, na je t takohe TaHreHTa Ha Kpyr
onucan ok0o AQMN y Q. Onasne cinenu ma ce oBa ABA Kpyra HOAUPY]Y Y
Tayku Q.

YerpTH; pa3pen, A kareropuja

1. Axko cy cBe Tauke paBau 0b6ojene mcroMm 0ojoMm TBpbheme TpUBUjaIHO
BAKI.

Y cymporHoMm moctoje 2 Ttauke A u B Koje Cy Ha pacrojamy 2 cm Koje
cy obBojere pazmumuntuM 6ojaMa (ako mMamo Heke 2 tauke M u N koje cy
obojene paszauunTuM OojaMa W HA MPOU3BOJLHOM CY PACTOjalmY OHOA WX
MOYKEMO MMOBE3ATU TOJUTOHAJIHOM JUHUJOM YUjU CY CBU CEIMEHTU IY/KUHE
2 cm, Te he crora meku cermenT AB mMmarTu KpajeBe 000jeHe pas3IuduTUM
fojaMa — OBa cUTyaluja je mIpUKa3aHa HA HAPEIHO) CIUIU JIEBO).

N

Bes ymamema ommrocT MOKeMO y3eTu na je A tauka npse 6oje, B Tauka
npyre 6ojen u na je cpemumre nysxku AB, tauka C', ob60jeHa mpBoM 5OjoM.
Heka cy ma mperxomnoj caunu necHo tavke D u F TakBe na Baku

AC =CB=AD =DC = AE = EC = lem u DE = BD = BE = /3cm.

Axo 6u meka on tauaka D uinu E Guna o6Gojena npsoMm GojoMm oHma OUCMO
“MaJI jeQHAKOCTPAHUYAH TPOYrao CTpaHune 1 cm 4yumja cy CBa TEMEHA
o6ojena mpsom Gojom (AACD nnmn AACE). Aro to Huje omza cy obe
Tauke D u F obojere npyroMm 00joM, Ia MMaMoO jeTHAKOCTPAHUYAH TPOYTaO0
BDE crpanume /3 cm unja cy cBa TeMeHa 060jeHa APYroM GOjOM.

3a npyru meo 3anmarka hemo obojutu paBaH Ha ciaenehwm HaumH. 3a CBaKy

raury M (xp,yn) yBeaumo 6poj k = [2\%’} 7 ako je k mapan 6poj 060jumo

Ty Ta4Ky IpPBOM 00joM, a ako je HemapaH apyrom 6ojom. Twume cmo paBan
obojunu y nBe Tpake, KOje Ce HAU3MEHUYHO CMEHY]y U KOje Cy IUpUuHe @ .
ITokasxkumo ma mpu OBAKBOM 0OOjemy HE TTOCTOjU je THAKOCTPAHUYAH TPOYTAO0
UVW crpanune 1 cm kKozm kora cy cBa TeMeHa 000jeHa MCTOM 0O0joM.
Younmo teme jemrarocrpanuuror tpoyriaa UV W crparume 1 cm koje nma
HajMamy r-KoopmuHaTy (HeKa je To U u y3MUMO [a je Ta KOODAUHATA X(/ )
U HEKa HeraTWUBAaH CMep y-oce 3akjana ca nupasoMm UV yrao ¢; u ca mpaBoMm
UW yrao ¢s = 1 + 60°. Tana Bamu 0° < ¢ < 120°.
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Yronuko je @1 < 60° omma je

zy =xzy +1-sinp; <xzy +1-sin60° = xy + <xy +1-sings = xw

|5

u y ToM ciay4dajy cy tauke U u W y paszamunto 060jeHUM TpakraMma.
Yroauro je ¢ > 60° onna je

V3

xvsz—i—l-singal>xU—|—1-sin60°:xU+7

u y ToM ciaydajy cy tauke U m V y paznumunro 000jeHUM TpakraMma.

Twume cMO MOKa3aau na TeMeHa TPOU3BOJLHOT jeTHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIa
UVW crpanune 1 cm ca HajMamoM U HajBe oM T-KOOPAUHATOM MPUMNALA]Y
pas3auyuTo 000jeHMM TpakaMma, IMa He MOCTOJU je THAKOCTPAHUYAH TPOYTao
cTpamie 1 cm KOX KOora Cy CBa 3 TeMeHa 0DOojeHa MCTOM DOjoM.

2. IlpernocraBumo, Ge3 rybisema ommroctu, na je AB < AC. Heka je E
HoJHOje BUcUHe u3 TeMeHa A, a F npecek nysku AQ' u BC. Ilokaxumo na
cy ABQFE u AQ'CF nonynapuu. Yersopoyrao QQ'CB je jemnakokpaku
tpane3 u Bazku BQ = CQ u <QBE = <Q'CF. Yrao AQD je mpas,
kao yrao Han npeunuroM AD, ma je werBopoyrao PQFEA rteruBan, jep
je <PQA = <PFEA = 90°. Oparne caemu jemaaroct <{BEQ = <PAQ.
Yrao PAQ jemnak je yray QQ'A 360r jemHaxocTu mepuepujcKOr yria
u yraa usmehy TaHTeHTe M TeTuBa, a ca JApyre crpase, yriosu QQ'A u
Q'FC jemmaku cy Kao yTJIOBM Ca TApaJICJHUM KpalluMa, T€ Cy W yTJIOBU
PAQ u Q'FC jemnaru. Iarne Baxu <BEQ = <PAQ = <Q'FC, mTo ca
Bell HaBeNEHMM jemHAKOCTUMA OCTaJaux ejneMenata naje AQEB = AQ'CF.
Hexa je Y nmonuoskje nopmasie uz X uwa BC. Ilomto je X ma cpenmoj muHUju
MN, X je cpemuna nysku AF, a 36or nopmanunoctu je XY || AE, mro 3Ha4ymn
na je XY cpemma suauja tpoyriaa EFA, ommocuo Y je cpemuna moysku
EF. W3 porazane nomgynapuoctu Tpoyriosa je BE = C'F| 3aTo je Tauka
Y yjemno u cpemuua nysxku BC. Otyn je tpoyrao BCX jemmakokpaku,
omnocuo BX = CX.

IIP 2011 4A 2
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3.3an=3jea=2 Herajecanan>3uS={i|1<i<n, (i,n) =1}. 3a
purcupan 6poj y € S, ckyn {y-z | z € S} je peAyKOBaH CUCTEM OCTATAKA 110
MOyy n, Te jenHaunsa y-z = 1 (mod n) (1o z) MMa je IMHCTBEHO peleme y
ckymy S. Heraje ' ={y| y€ S, y>#1 (modn)}u S" ={y|ye S, y>=1
(mod n)}. Kako ce enemenTtu ckyna S’ MOry momeauTu y mapoBe KOJU Cy
CACTABJLEHU OJl PA3IUYUTUAX OpOjeBa M UMjU HPOU3BOJL IpU AeJLEmy ca N
maje ocratak 1, o je [[,cqy =1 (mod n). 3aro je a =[], cgny (mod n).
Heka je n = p{'-p5?-...-pi* kanoncka paxropusanuja 6poja n. Tana y* = 1
(mod n) Baskn arko 3a cBako 1 <i<k awu pi° | y? —1= (y—1)(y +1).
Oryna, karo (y—1,y+1) |2 u (2,p;) =1, 3a cBako 1 <i<k mmm pi |y—1
wm pSt | y+ 1. Harae, n | y? — 1 < (y = £1 (mod pf*), 1 <i< k). 3a
cBaku omabup €1, €, ..., ¢ € {—1,1} cucrem jemmaumua y = ¢; (mod pi),
1<i<k, HA OCHOBY KMHECKE TEOpeMe O OCTAIMMa UMa jeIUHCTBEHO PEIIeHe
O MOIYJy M, a THME TA4YHO JeJHO pememe u3 ckyna S”. 3a KOHEpeTan
onabup €1, €2, ..., € € {—1,1} o3HaunMO TO pememe ca Yer,ea,.nen- Laga je

a= H Yeq,ea,....ep (mOd TL)

(e1,€2,.. ) E{—=1,1}F

ITocmarpajMo mocieamy OPOU3BOL IO MOLYILY p;', 3a ¢urcupano i. Taj
IpOU3BOL canpku yrymHO 28~ yMHOKAKA KOX KOjuX je € = —1 M yKyIHO
2F=1 yymokaka Ko Kojux je € = 1. IIpomM3BOM CBUX YMHOKAKA U3 IPBE
rpyne, o MOLyJLy p;’, KOHTDYEHTAH je Ca (—1)276_17 IOK je MPOU3BOM CBUX
YMHOKAKa Apyre rpyne koHrpyenras ca 1. Ha ocHoBy oBOr Bakm

H Yer,en,nen = (—1)276_1 (mod p{*), 3a cBako 1<i<k.
(e1,€2,....ex)E{—1,1}F

Hakme, pi | a — (—1)2"", 1<i <k, ommocuo n | a — (—1)2".

OpnmaBme KOHAYHO mOOMjaMO Ia je TPasKeHW OCTAaTaK MPU Aebemy Opoja
a 6pojem n jemHak 1 yKOIWKO OpPOj n ¥y CBOjOj KAHOHCKO)] (DAKTOPU3AIILjU
uMa Oap aBa MpOCTa AEJUTEHha, OMHOCHO N — 1 YKOJWKO je Opoj m cremen
mpocTor 6poja.

4. Heka je a; = 2° m b; = —(2"*t!1 —1-2%), rze je n ymanpen naro. Tspmmmo
na je crym {a;, b;}7, 6e3benmoctu pena n. Ouuro je, mpe cBera, a OH UMa
TpaskeHy OCOOUHY MPENCTABLUBOCTU: G; = G;—] + Gj—1, 3& CBe ¢ > 1, NOK
je ag =an + by, mb; =b;_1+a;_1, 3a cee i > 1, nok je by = b, +0b,. Cana
TPAKUMO HajMamU MOACKYI y KOMe je YKymaH 30up eixemenara jemHaxr (.
Nmajyhu y Bumy ma cy CBU a; TO3UTUBHU & CBU b; HEraTUBHU, TPUMETUMO
Ia ce y TAKBOM MOJCKYIY CMe HAJas3uTu Hajsuire jemad b;: Beh je b, +b,_1
(mTo cy mBa HajMama MO amcoayTHO] Bpemnoctn) = —(5-2"71 —2) a 1y
HEraTUBHY BPETHOCT He MOTY HAJOKHAIUTU HU CBU G; YKYNIHO (BUXOB 36Up
msuocu 2" —1=4.2""1 41 -2 <5.2"71 —2). Jlakae, TpaskeHn TOACKYT
ce cactoju on ompebheHOT b W HEKOJIUKO a; KOju y 30Upy majy HeroBy
n n

amconytay Bpenroct. Ho, ounrmemso je 2" —1 —2F = Z 2 = Z Q;, &

i=0 i=0
i2k i2k
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clenu na y TPaKEHOM IOACKYIy Hopen by uMa jomr n eleMeHATa @, LITO
YEYIHO 4mHU N + 1.

IlpBu pa3pen, b kareropuja

1. Heka je A1C; N B1D; = {E}. Kaxko je Cy cpemumre nyka Hang CD, To
je <C1A,1C jennar mosoBunu yriaa wan teruBom C'D, omaocuo <C1A1C =

ﬂi. Awmasorno je <B1A;C = <BQAC7 na je

1
<C1A1B; = <C1A1C +<«B1A1C = —- (<IDAC + <IBAC) = 5 -<1DAB.

N | =

Amnanaruo je <D1B1A; = % -<(BCD, na je

1
<IA1EB1 = 180° — <C1A1B1 —<D1B1 A = 180° — 5 . (QDAB + QBCD) .

Kaxro je ABCD teruBan uerBopoyrao, 1o je <DAB+ <BCD = 180°, na je
<A1EB; = 90°, miTo je u TpebaJio mOKa3aTH.

1P 2011 151

2. Heka je x mpomsBoman mpupomaH OpOj UMju je MAKAIHU 3alMUC T =
UpQp_1 -..020100. Tana je x =4-25-0,a0,_1 -..02 + G109, ODAKIE 3aKbydy-
jeMo ma 6pojeBu x u aiag uMmajy MehycobHO jemHake ocTaTKe U IIPU JEJbEHY
ca 4 u ipu nemewy ca 25. Kako je 25 nenapau 6poj koju ce Hagasu usmebhy
1 m 2011, To ce om jaBma y mpomsBony y = 1-3-5-...-2009 2011, ma je
6poj y memwuB ca 25. Kaxo meby memapamm GpojeBuma ox 1 mo 2011 mma
Tayno o 503 Opoja xoju majy ocrarke 1, omHOCHO 3, mpu aebemy ca 4,
To je y = 1°03.3%03 = (-1)59 = —1 = 3 (mod 4). Ilakne, 6poj cacraBmen
oI moCHenme ABe mudppe naror 6poja memus je ca 25, a nIpu nenemy ca 4
naje ocratak 3. V3 npBe uummeHure nodbujamMo na cy HOCIenm-€ aBe Nudpe
00, 25, 50 nan 75. Jemmuu onm oBuX OpojeBa KOju Ipu Aesbemy ca 4 maje
ocrarak 3 je 6poj 75, ma je muppa meceruia naror 6poja 7, a jemumHuna 5.

3. HeHajeﬁzﬁnBﬁzﬁ. Taﬂajeﬁ:?—ﬁnﬁ:?. Kaxro

jeﬁ:ﬁ:l:l,TojeB?:l ?,aﬁaﬁoje@:(ﬁ:l:l,TOje

5
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1 1 =
F@ =3 ﬁ =3 b. Kako cy A, T u P KojmHeapHe Tauyke, TO 3a HEKO

/\ERBa}i{Mﬁ:)\-ﬁ:)\-(ﬁ—kﬁ):)\-74—%-7. Ca npyre

crpane, kako cy tauke B, T u () kKosuHeapHe, TOCTOJU peasiaH OPOj 4 TAKO
— — 1 =
wa jo BT = - BO = - (BA+ AF + FQ) = <_7+ by b) -

3 =
—2u - a + 7” - b. KRaro je ﬁ = 1@ + B7, U3 TPEeTXOMHOT T00u|jaMo

A= 3 — -
/\-74—5- b =(1 —2,u)-7+7u- b. Kako cy @ u b JMHEADHO HE3aBUCHU
A3
BeKTOpHU, TO je A=1—2u u 5= 7“ PemaBamem oBor cucrema mobujamo

Izaje/\zém,u: nma je AT:TC=3:2u BT :TQ=1:4.

) 5’
4. JaTta jenHauymHa je €KBUBAJIEHTHA Ca

2

14+a+a>)3-1-a—-da?*) -2 = d"+a*'+d®—a*—a—-1
(1+a+a*)(1—-a)2+a)-z = (a—1)(a®*+a+1)>
Kako je 1 +a+a? = (% + a)2 + % > 0, TOo je mocienma jenHaUNHA €KBU-
pasertHa ca (1 —a)(2+a) -z = (a — 1)(1 + a + a?). Canma umamo Tpwm
caydJaja:
1° a = 1. Cryn pemena je R.
2° a = —2. Jenmaumna HeMa pelniemna.
1+a+a®

3° a#1, a# —2. JemnaunHna uMa jeIUHCTBEHO DPEIICHE T = —
(TanrenTa 58, ctp. 13, M&811)

a+2

5. IMocmarpajMo IPBO NPOU3BOLAH jeIHAKOCTPAHUYAH TPOYTrao CTPAHUIE
2 cm oBe paBHM. bapem nBa meroBa TeMeHa Cy ucTe 0oje, ma y paBHU
mocToje aBe Tauke ucte 0oje Ha pacrojamy 2. Hera cy oo tauke A1 u Ay
u Heka cy obojerne mpBoM 60joMm. [locmarpajmo cama mpaBuiIaH MECTOYTAO
A1 As A3 A4 A5 Ag (A m Ay cy mujamMeTpadiHo cynpoTHA TeMeHa). AKO je HEKO
on tremena As, Az, As unu Ag 060jerno npBoM 5OjoM, OHIA OHO 3ajeTHO Ca
Ay 1 A) YMHUM TpaKeHu TpOoyrao. ¥ CYIpOTHOM, cBa TemeHa As, Az, As
u Ag cy obojema mpyrom 6ojom, ma Tpoyrao AsAszAs ucnymasa yciose
3a,TATKA.

Ilpyru pa3spen, B kareropuja

1. Heka je matu tpoyrao ABC, npu uemy je <ACB = 90°, u mera je D
h
monHOKje xunorenysune sucune. Tana je ACDA ~ ABCA, na je 7= e,
c
Cana je
1 c? a?+0v2 1 1
— — _|_ _2,
a

B2 T 22 e B

wro je u tpebaso nokaszaru. (Tamrenra 56, crp. 22, IMucmenu 3ananm)
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2. IIpermocraBuMoO na TakBu OpojeBu mocroje. 3a x = 1, BpeIHOCT CBake
o1 HaBemeHUX (QyHKIUja jemHaka je a + b+ c. To 3Haum na rpadunu HaBe-
IeHuX (PyHKIMUja IMpoJia3e Kpo3 UcTy Tadry (ca koopaunatama (1,a+b+c)),
mTo Huje ciaydyaj. Jlakme, oBakBu OpojeBU He MOCTOje.

Jpyeo pewewe. I[IpernocraBumo na takBu Opojesu nocroje. Ca mprukazaHux
rpaura MOKEMO YOUUTH Ia CBaKa KBaApaTHA (YHKOUja UMa jenHY IIO3U-
TUBHY U jenuy HeraTtuBHy HyIy. OTyna je TPOU3BOM CBUX MIECT MOMEHYTUX
HyJsa HeratuBaH. V3 BueroBux ¢Gopmysa mpousBom Hyda HaTUX (YyHKI]a
je, penom, <, ¢ 1 %, Ia je MpouM3BOJ CBUX IIECT HyJa & - 7 - g = 1, mro
je CympoTHOCTH Cca 3aKbYyJYKOM da je OBaj MpOm3BOM HeraTtwuBaH. Jlakie,

IpEeTHOCTAaBKA HUje Oumia TadvHA.

3. Ozmaummo ca S CKyI CBUX KOMILIEKCHUX OPOjeBa 3a KOje BaKu ‘ fjr'; ‘ =1.
Ounrnenso —1 ¢ S. 3aro je z € S & |z +i] = [z + 1] © |z — (i) =

|z — (=1)]. Oryma je S ckyn CBUX KOMILUIEKCHUX OpOjeBa TAaKBUX nHa Cy
omrosapajyhe Ttauke y KOMIJIEKCHO] PaBHU jeIHAKO yOaJb€HE Ol Tadaka
KOjUMa OAroBapajy KOMIUIEKCHU OpojeBu —i m —1. 3aTto ckym S uuHe
CBU KOMILIEKCHU OpojeBu uuje omrosapajyhe Tauke Jieske Ha IpPaBoj KOja
IpeacTaB/ba CUMETPATLy IOy:KU Uuje Cy Kpajibe Tauke onpebhene kowmiiie-
kcHUM Opojesuma —i m —1. Harne, S = {z(1 + )|z € R}. Jemmakrocr
|22010 422009 4 1 442009 4 §2010) — | 2010 4 2009 4 4 >4 1| exBUBaseHTHA
je ca jemmakomny

22011 _ i2011 22011 _ 12011

z—1 z—1

IIpema TPeTXOMHOM MOTPEOHO je W MOBOJLHO MOKA3aTU N& 3a CBAKO 2 €
S pamm [22011 — 201 = |;2011 _ 12011 © 34 nokas mocnenme jeaHakocTH
NOBOJLHO je moka3aTu 1a je Tauka oxpebena 6pojem z2°11 3a 2 € S, jemnaxo
yaasbeHa ol Tadaka onpebennx 6pojesmma 1201 = —j 1 12011 = 1. U3 onuca

ckyma S, 3a z € S, umamo

22011 _ ({E(]. + i))2011 _ £E2011 . (1 + i)3 . ((1 + i)4)502
201 9(1 — i) - (—4)%02 = 21005 200 (1 4y 3a meko x € R.

Haxme 2211 € T = {y(1 —i)ly € R}. Cpara taura onpeheHa KOMIJICKCHIM
6pojem t € T uma ocobuny |t — 1| = |t — (—i)|. OTyna cremu na 3a cBako
z € S Baskm jemmaroct |20 — 20U = |22000 _ 12011 "y rpve m jemmarocT
KOjy je Tpebajo moKa3zaTu.

4. Pasmorpuru cuenelie nonoskaje Genor ckakadya (OBU HOJIO:KAJU O3HA-
UEHU CY Ha CJIMIM):

1° Hamaswm ce ma jemaoMm on 4 yraoHa moJsba. Tama OH Hamaga TAYHO 2
moJba, Ma Ce IMPHU CKaKad MOYKe HAJIA3UTHU Ha jemuom ox 61 mosma.

2° Hamasu ce Ha HEKOM OJ 8 TMOJba KOja UMA]y 3ajeIHUYKY CTPAHUILy Ca
HEKVM yraoHUM moJbeM. Taza OH Hamama TAYHO 3 MOJba, [a Ce MPHU CKaKad
MOKe HaJa3uTy Ha jeqHoM on 60 moina.
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3° Hanaszu ce ma merom on 20 moJsma Koja ce HaJla3e y3 UBUYHE CTpaHe Tabiie
UV UMajy 3ajeqHUUYKY CTPAHUIy Ca HEKUM IIOJheM M3 ciydaja 2°, a HUje
y cayuajy 1° mawm 2°. Tanma om mamana tayHo 4 mosba, ma ce MPHU CKaKad
MOKe HAJa3UTU Ha jeTHOM oI H9 moina.

4° Hama3u ce Ha HekoM ox 16 mospa KOja MMajy 3ajeIHUYKY CTDAHUILY Ca
HEKVM IIOJbeM Kao y ciaydajy 3°, a Huje y caydajy 1°, 2° nanm 3°. Tana on
Hamana TayHo 6 moJba, ma ce IPHU CKaKad MOMKE HAJA3UTHU Ha jeITHOM O
57 mosma.

5° Hamasu ce ma HexkoM on mpeoctayux 16 mosma Ttabmae. Tama om mamama
TA4YHO 8 IOJba, ITa Ce NPHU CKaKad MOKe HaJIa3WTU Ha JeTHOM O 55 IOJba.
W3 mperxomHOr 3aKMbydyjeMo na je TpaskeHu OpOj pacmopena jemHak

4-61+8-60+20-59+16-57+ 16 - 55 = 3696.

112131333 |2]1
2134|4144 (13]2
3145|555 (4]3
31415555413
3145|555 (4]3
31415555413
213|414 |1414(3]2
1121313133 |2]1
TP 2011 24

5. IIpumerumo ma je 10* —1 =99 -101. 3a cBaku npuposan 6poj n Baku
107" — 1 = (10* — 1)((20H)™ ! 4 (10MH)" 2 + ... + (10! + 1),

Te je 6poj 10*" — 1 memus ca 99. IlocMaTpajMoO IPOU3BOLAH TPUPOIAH
O6poj KOju y CBOM mekamHOM 3anucy uma 4k mupapa. Tana je

T = C4kCak—1CAk—2C4k—3CAk—A4CAk—5CAk—6CAK—T « -+ - v« - - C8C7C6C5C4C3C2C1

= 10** Y e e 2t s + - . . + 10°CeerceGs + Cacacacy
(10**=Y — 1) . Eipcap—rcar—2cah—3 + .. . + (10" — 1) - Gacrcocs

+CakCar—1C4k—2Cak—3 + . . . + C8C7C6C5 + C4C3C2CT .

OpnaBme 3ak/byUMjeMO a je ocTaTak Ipu aesbemy Opoja x ca 99 mcTtu Kao
U OCTATaK MPU OEHEHny 30upa OpojeBa CqrCik—1Cak—2Cak—3, - - -5 C8C7CGCH,
Cic3cac ca 99. Yrommko Oum ymoTpebuiaum cBe HAJEMHUIE, Tamda Ou m0-
bunmm Opoj koju mpm mememy ca 99 maje mcTm ocrarak Kao U OpOj
1000+ 1001 + ... + 20104 2011 = 39L1012 — 15389 .99 4 55, mTo je 55. 3aTo
ce He MOTy ymoTpeburtu cBe HaJsienHuile. [loKymajMo 1a M30CTaBUMO jeaHY
Hasienuuny. Tama, M3 NpeaxomHOT 3aK/bYUyjeMO [a Ce Ha TOj HAJEMHUIN
MOpa HajJa3uTu OPOoj Koju npu Aememny ca 99 maje ocrarax H5. Hamemruna
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Ha HajMamuM OpojeM Koju mMa OBY OCOOMHY je OHa Ha KOjo] je 3amucan
6poj 1045. Komauno mobujamo na Ilepuma tpeba Hasennuie na 3ajenu y
penocaeny

2011 2010 2009 ... 1046 1044 ... 1001 1000.
Tpehu paspen, B kareropuja

1. IloBomHO je mokazaTu ma je 42" — 32" — 7 memumso ca 7 u ca 8.
[MpumeTnmo na Basku

420 320 _7=16"-9"=2"—-2"=0 (mod 7),
Kao u
42 32" _7=16"-9"-7=0-1"-7=0 (mod 8),
YnMe je OKa3 Y HOTIYHOCTU 3aBPIIEH.
(Tanrenta 58, crp. 28, [Mucmenu 3amanuy)

2. Ila Ou KOpeH u JorapuTMu Ouian neduHUCAHU HOTPEOHO je na Baku

1
22120, 4V 1 —1>0, 4V 14 2 >0,

2

IITO je eKBUBAJIEHTHO ca |z| > 1.
r2—1 . .
YKoIuKO yBeneMo cMmeny t = 4V n00MjaMO eKBUBAJCHTHY HejeTHAUUHY

1
2log%(t —-1) - log%(t + 5) > —1,

omaocHo (t —1)2 < 2t + 1. Pememe ose mejemmaunmue je 0 <t < 4, ma je
0<4V**~1<4 =4'. Y 0BOj EKCIOHEHIN]AIHO] HEje IHAUMHY JIEBA CTPAHA j€
YBEK 3a/I0BOJLEHA, a JeCHA je ekBuBaJeHnTHa ca vr2 — 1< 1, 1j. 22 — 1< 1.
Omasne je x € [—1/2,1/2], mTO y3 MOYETHN yCIOB Aaje Aa Pelera MoJa3He
Hejemmaumae umHe ckym [—v/2, —1) U (1,v/2].

3. a) Kako je P = Paapc+Prapc = %ab-sinﬁ—i—%cd-sin 0, a U3 KOCUHYCHUX
teopema AC? = a? +b% — 2ab-cos B = c? + d? — 2cd - cosJ, TO je

a?+b% —c® —d?> =2ab- cos B — 2¢d - cosd.

Cana nmamo

16P? + (a® +b* — ¢* — d*)? 4a2b* + 4c*d* — 8abed(cos 3 cos § — sin 3 sin 0)

4a2b* + 4c*d® — 8abed cos(B + 0).
6) Hera je <A'B'C' = ', <C'D'A’ = § u P’ nospmumua ueTBOpPyTJa
A'B'C'D'. Kaxo je A’B'C'D’ rerusau uetBopoyrao, to je cos(3 +4') = —1,
na je Ha OCHOBY (opMmyie nobujeHe y neiy HOL a)
16P? = 4a®b* +4c*d® + 8abed — (a® + b* — ¢ — d°)
16P? + 8abed - (1 4 cos(B +6)) = 16 P2.
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4. FKako ce menrap ynucaHe KPYKHUIE TPABUIHOT IIECTOYTJA MOKJIATIA
ca [EeHTPOM OIKUCAHE KPY/KHUIE OKO Hera, TO Ce HaBeleHe TadyKe MOTY
MONEeJUTA Y TPU Hapa Tavyaka KOje Cy CUMEeTPUYHE y OMHOCY Ha TAUKY
onpebeny 6pojem 0. Haconpam Tauke koja oarosapa 06pojy a He MO:ke OUTH
tauka onpebena 6pojem b. 3aucra, ako cy Tauke onpebene GpojeBuma a u
b muIjaMeTpaJHO CYIPOTHE, OHIA je a = —b, Te 6u Baxmio a? = b?, mTo HUje
Moryhe jep 6u ce Gap mBe on 6 HaBeAeHUX Tavaka MOKJamnaJje. AHAJIOTHO
OBOM 3aKJby4UyjeMO M8 HUKOje IBe OJ Tadaka a, b U ¢ HUCY AujaMeTpPaIHO
CympoTHe. 3aTo Cy IujaMeTpaliHO CynpoTHe Tauke onpebene 6pojeBuma
a, b u ¢ (mexkmm penom) Tauke oxpebene 6pojesuma a?, b2 u . Hexa cy,
pemoMm, HacmpaMm Tadaka oapebenux OpojeBuma a, b u ¢ Tauke ompebhene
6pojesuma z, y u z. Tama je {z,vy, 2z} = {a®>,b*>,*} ma = -z, b= —y
u ¢ = —z. MHOKemeM MOCHeIHhUX jeTHAKOCTU W KOPUIINEemeM HaBenIeHe
CKYTIOBHE jeIHAKOCTU, T00UjaMo

a-b-c=(—x) (—y)-(—2) = —a®- b .

Kako cy GpojeBu a, b u ¢ pazauuuru on uyJe (jep je CBaAKU Pa3auduT 01
cBOT KBaapara), To je abc = —1, mTo je m Tpebano morasarTu.

5. lorasxumo na Amau Baba nma crparerujy kojom mozke mpouahn Guaro.
Heka Anu Baba Tokom npBa Tpu maHa, penoMm, yiasu y nehwune ca 6poje-
BuMa 2, 3 1 4. YKOIUKO je mpuimkoM oBux yiazaka Asnm Baba mponamao
Gisiaro, 3amaTak je pemeH. 3aTo, Haajbe, MPETIOCTABUMO Oa Yy OBUM
nokymajuma 6isaro Huje nponabeno. llokaxumo na ce 6iaro rpeher naxa
Huje masgazuiao y nehwmuau ca 6pojem 2. IlpermocraBumo cympoTHo. Kako
ce MpBOr maHa HUje Hamda3uiao y nehunm 6poj 2, To ce Tpeher mama moxke
wahu y toj mehimau jemuuo aro je mpBor mana 6wmno y nehwunu 6poj 4.
Mebytum, tama Ou gpyror maxa OJsaro mopaJso na Oyme y mehunu 6poj
3. Kourpamurmuja. OBuM cMmo 3akmyumian ma ce 6iaro tpeher mnana me
namgasu y nehuaama ca 6pojeBuma 2 u 4, ONHOCHO 18 Ce HAJA3U Y HEKOj O
nehwuna 1, 3 wan 5. 3aro hie ce yerBpror nmana 61aro HagaszuTty y nehuHu
2 unu 4. Asnu Baba 3ato yerBpror mama yaasu y nehuny 6poj 4. YKoauko
HUje mpoHaimao 6Jaro, To 3Haum ma je 6garo yerBprTor nana y nehunu 6poj
2. 3aro he ono meror nana 6utu uan y nehwuuu 6poj 1 uau y nehuau 6poj
3. Amu DBaba meror mama ynasu y nehuny ca Opojem 3. Ykoauko Gaaro
HUje Ty, OHO je Tor nana y nehimau 6poj 1 u Hapensor (mecror) nana Mopa
na Oyne y nehimau 6poj 2. Tana, mecror nana, Anu Baba ynasu y nehuny
Opoj 2 u manaszu 6aaro.

YerspTu pa3pen, b kareropuja

1. YcnoB na je jorapuraM y ApyTroj jemHaunsu gedunuca je x2 + 3z > 0,
OIHOCHO ¥ € (—00, —3) U (0, +00).

Hpyry HejeqHAUNHY MOKEMO HAIIUCATU Y OOJIUKY - (10g075(x2+3x)+2) > 0.
Iakme, moTpebHO je Pa3MOTPUTH ABA CIyUaja:
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1°2x>0mu log0’5(x2 +3z) +2 > 0. Ipyra HejeqHauYMHA EKBUBAJCHTHA j€
243
ca Tsr < 1, uuje je pememe x € (—4,1). Camum TuM, pememne y OBOM
cayudajy je x € (0,1).
2 <0m log075(x2 +3z) +2 < 0. Canubo Kao y OPETXOIHOM CILydajy
HAJIA3UMO Ia je pelewme x € (—oo, —4).
Ilakne, peueme apyre HejenHauduue je x € (—oo, —4) U (0, 1).
CpebuBamem n3pasa y IpBoj HejeqHAUUMHU MOJIA3HOT CUCTEMA TOOUjaMO oa
je
2log, 3 — 3logg45  log,9 —log, 45 logy ¢
log, 75 + logy 55 3 ~ log, 75 —log, 3  log,25

3

Te je pememe OBe HejefHAYUUHE T > —bH.
Pememe mator cucrema qo6mjaMo Kao Ipecek penlema oaroBapajyhux xme-
jemmaumua, tj. = € (=5, —4)U (0,1).

2. a) Kako je M N cpenma nunuja A
B

rpoyraa ABC, 1o je MN = TC —

AC

— =NA, naje MN=NA=NP.

B M, P
CamuMm TuM, Tavyka A ce HaJa3u HA
Kpyry Han upeunuroMm M P, ma je / /\
<M AP = 90°. B Q C

6) Kako je ND 1. APu MA | AP, JIP 2011 4B 2
To je MA || ND.

Hame, karo je N cpemumre nyxu MP u cpemumre nyxu AC, wu3
NPEeTXOMHOr 3akbyuyjemo na je ND cpemma auauja tpoyria MAP, a NQ
cpenma guarja Tpoyraa BAC. Camum tuMm je

MA AB BC BC

3
DQ=DN+NQ="—~+ 5 =5 BC

wTo je u tpebaso nokazaru. (Tamrenra 62, ctp. 36, Mucmenu 3amanu)

3. Heka je 2/ = 218,y = y—2u 2/ = 2. DBpoj pemema mosaasne
jemHaunMHEe je Tana jeqHak Opojy pemema jemmaumue x’ 4+ y + 2 = 1991 y
CKyIy TPUPOJIHUX OpojeBa.

OsBaj Opoj hemo ompemurtu ma caemnehwu wauwmu. I[locraBumo y mm3z 1991
KyTJIMIla U TTOCTaBUMO mBe mnperpagne mameby kyrmumna. Heka je 2/ 6poj
KyTJIMIla JIeBO OJ IpBe nperpaze, y 0poj kyrauma umsmebhy mperpana
u 2/ 6poj Kyrimila JECHO OX Apyre mperpafe. llpuMeTUMO ma CBaKOM
pelmeny jemHadynMHE OAroBapa HEKO MOCTABJ/LAHE Nperpaia U Oa pPasiiu-
YUTUM [OCTABJBAKUMA IPErpana OAroBapajy pas3iuyura pemema. Jlakie,
Opoj pemema jeaHak je OPOjy Pa3iMuUTUX MOCTaB/bama nperpana usmebhy
gyrmuna. Kako wmsameDy kyrnmmna mocrtoju yrymaOo 1990 mecra, 1O je
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TpaskeHn 6pOj jemHak Opojy mMoryhmx mocraBi/bama ABE Iperpaje Ha HEKa

mBa onm 1990 mecra, Tj. (19290).

4. Jlokas m3BOAMMO WHIAYKIUjoOM mOo n. 3a n = 1 tpheme TpuswmjasHo
B&KM, A je NOBOJHLHO MTOKA3ATU Ha YKOJIWKO TBpDeme Baku 3a n, ma Tamga
BasKd 1 3a 1 + 1.

Heka je 3ato (a +b)" = A2 + B2, 3a A, B € Z. Tana je

(a+b)" ! = (A? + B?)(a® + b*) = (Aa + Bb)? + (Ab — Ba)?,

mTO je u Tpebajyso moKa3aTu.

5. Hexka cy p,q,r € Z nyne nomuroma x° + ax — 13z +42. IIpema Buerosum
IpaBUINMa je

pqr = —42
pqg+qr+rp = —13.

W3 npBe jemnaumHe MOKEMO 3aKLYUYUTU Oa je OapeM jeman ox GpojeBa p,
q u r nemus ca 7, Heka je To (6e3 ymamema ommroctu) 6poj r. Cana je

13 IpBE JeqHAKOCTHU |pg| = ‘—iﬁ‘ <6, ma je —7<—13 —pg< —19. Iame, us
Apyre jeIHAKOCTU 3akibydyjeMo na je m(p+q) = —13 — pg, na je Ha OCHOBY
nperxonuor —13 — pg = —7 nwnmm —13 — pg = —14. Pasmorpumo oBa 1aBa
cirydJaja:

Ilpsu caywaj. Vmamo pqg = —6, omHocHo r = 7, ma U3 APYTe jeIHAKOCTHU
nobujamo p + ¢ = —1. Camwmm TyMm, o BueroBum mpaBunmMma, p U q Cy

KODeHW KBaJpaTHe jemnaunne t2+t—6 = 0, ma je {p,q} = {2, -3}, a kopenn
JATOr IOJIMHOMA cy 2, —3 u 7.

Lpyeu cayuay. VImamo pq = 1, omHocHO 7 = —42, ma U3 Apyre jegHAYNHE
1

mpooujamo p + q = 3’ ITO je OuYUIJeqHO HeMmoryhe, jep Cy p U ¢ ueiau

OpojeBu.

Hakme, Hysne maTtor mosuwHOMA Cy 2, —3 U 7.
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