
25. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

UQENIKA SRED�IH XKOLA REPUBLIKE SRPSKE

Istoqno Sarajevo, 14. april 2018.

ZADACI

PRVI RAZRED

1. Na xahovskom turniru odigrano je ukupno 100 partija. Dva igraqa su
napustila turnir. Svaki od �ih je do napuxta�a turnira odigrao po 5
partija. Da li su oni igrali me�usobno prije napuxta�a turnira?

2. U trougao ABC sa pravim uglom u tjemenu C upisana je kru�nica koja
dodiruje �egove stranice AB, BC, CA redom u taqkama M , N , L. Neka
je K taqka du�i BN takva da je BK = CL. Dokazati da je KL ⊥MN .

3. Neka za realne brojeve a i b va�i |3a− 2b| ≤ 1 i |2a− 3b| ≤ 1. Dokazati
da je |a| ≤ 1 i |b| ≤ 1.

4. Dato je n dekadnih cifara razliqitih od nule, od kojih neke mogu biti
jednake. Od tih n cifara su formirani svi mogu�i n−cifreni brojevi.
Dokazati da me�u �ima mo�e biti najvixe jedan stepen dvojke.

(Na primjer, me�u 30 xestocifrenih brojeva 224588, 224858, . . . , 885422
koji se zapisuju pomo�u cifara 2, 2, 4, 5, 8, 8 samo je broj 524288 = 219

stepen dvojke.)

DRUGI RAZRED

1. Za prirodan broj n oznaqimo sa d(n) najve�i zajedniqki djelilac prirod-
nih brojeva n2 + 1 i (n− 1)3 + 2. Na�i sve vrijednosti d(n), n ∈ N.

2. U ravni su date kru�nice k1 i k2. Neka su p i q �ihove zajedniqke
spo	ax�e tangente i neka je P dodirna taqka tangente p sa kru�nicom
k1, a Q dodirna taqka tangente q sa kru�nicom k2. Dokazati da date
kru�nice odsijecaju na pravoj PQ podudarne tetive.

3. Odrediti sve parove (p, q) realnih brojeva tako da kvadratni trinomi
x2+px+q i px2+qx+1 imaju jedan zajedniqki realni korijen i da zbir
ostala dva �ihova korijena bude 1/2.
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4. Jediniqna po	a kvadratne table n × n se boje bijelom i crnom bojom.
Koliko ima razliqitih boje�a te table kod kojih se u svakom kvadratu
2× 2 unutar table nalazi podjednak broj bijelih i crnih po	a?

TRE�I RAZRED

1. Neka jeH ortocentar oxtrouglog trougla ABC iD, E, F redom podno�ja
visina iz �egovih tjemena A, B, C. Neka je P presjeqna taqka du�i DF
i BE. Prava koja sadr�i taqku P i normalna je na BC sijeqe stranicu
AB u taqki Q. Neka je N presjeqna taqka du�i AD i EQ. Dokazati da
je taqka N sredixte du�i AH.

2. Odrediti sve parove (p, q) prostih brojeva za koje va�i p | 12q − 1 i
q | 12p+ 1.

3. Za koje n se sve stranice i dijagonale datog pravilnog n−ugla mogu obo-
jiti sa n boja (svaka du� jednom bojom) tako da za bilo koje tri razli-
qite boje postoji trougao, sa tjemenima u tjemenima datog n−ugla, qije
su stranice obojene tim bojama?

4. Niz a0, a1, a2, . . . realnih brojeva zadovo	ava uslove

a0 = 0, |ak−1 − 2ak + ak+1| ≤ 1 (k ∈ N).

Dokazati da va�i

a)

∣∣∣∣ ak+1

k + 1
− ak

k

∣∣∣∣ ≤ 1

2
za svako k ∈ N;

b) Ako je an = 0 za neki prirodan broj n, onda je |ak| ≤
k(n− k)

2
za

svako k = 1, 2, . . . , n− 1.

QETVRTI RAZRED

1. Dat je jednakokraki trapez sa osnovicama AB i CD. Kru�nica k koja
sadr�i taqke D i C, drugi put sijeqe stranicu AD u taqki X, a dijago-
nalu BD u taqki Y . Tangenta na kru�nicu k u taqki C sijeqe pravu AB
u taqki Z. Dokazati da su taqke X, Y , Z kolinearne.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.
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4. Niz a0, a1, a2, . . . realnih brojeva zadovo	ava uslove

a0 = 0, |ak−1 − 2ak + ak+1| ≤
1

k
(k ∈ N).

Dokazati da va�i

a)

∣∣∣∣ ak+1

k + 1
− ak

k

∣∣∣∣ ≤ 1

k + 1
za svako k ∈ N;

b) Ako je an = 0 za neki prirodan broj n, onda je |ak| < k ln
n

k
za svako

k = 1, 2, . . . , n− 1.

RJEXE�A

PRVI RAZRED

1. Neka je n broj uqesnika turnira. n − 2 igraqa koji su zavrxili turnir

odigrali su me�usobno
(n− 2)(n− 3)

2
partija. Dva igraqa koji su na-

pustili turnir odigrali su zajedno 9 ili 10 partija, u zavisnosti od
toga da li su igrali me�usobno ili nisu. Dakle, dobijamo dvije jedna-
qine

(n− 2)(n− 3)

2
+ 9 = 100,

(n− 2)(n− 3)

2
+ 10 = 100,

koje su ekvivalentne redom sa (n− 2)(n− 3) = 182 i (n− 2)(n− 3) = 180,
pri qemu nas interesuju samo �ihova prirodna rjexe�a. Takvo rjexe�e,
n = 16, ima samo prva jednaqina, odakle slijedi da su igraqi koji su
napustili turnir igrali me�usobno.

2. Neka je I centar upisane kru�nice trougla ABC. Prava IB je simetrala
ugla u tjemenu B, a kako je BM = BN , slijedi da je IB ⊥MN .

Qetvorougao CLIN je kvadrat (sa stranicom jednakom polupreqniku up-
isane kru�nice trougla ABC), pa iz uslova BK = CL slijedi da je
BK = IL. Kako su, osim toga, prave BK i IL paralelne (jer su obje nor-
malne na AC), to je BKLI paralelogram. Odavde slijedi da je KL ‖ IB,
tj. KL ⊥MN .

3. Iz datih uslova dobijamo redom da je

−1 ≤ 3a− 2b ≤ 1 i − 1 ≤ 2a− 3b ≤ 1,

(1)
3a− 1

2
≤ b ≤ 3a+ 1

2
i

2a− 1

3
≤ b ≤ 2a+ 1

3
,
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odakle slijedi da je

3a− 1

2
≤ 2a+ 1

3
i

2a− 1

3
≤ 3a+ 1

2
.

Pos	ed�e dvije nejednakosti su ekvivalentne redom sa nejednakostima
a ≤ 1 i −1 ≤ a, pa je −1 ≤ a ≤ 1, tj. |a| ≤ 1.

Analogno se dokazuje da je −1 ≤ b ≤ 1 (xto tako�e slijedi i iz druge
nejednakosti u (1), poxto je −1 ≤ a ≤ 1).

4. Pretpostavimo suprotno, da me�u tim brojevima postoje dva stepena dvo-
jke 2k i 2l, k > l. Tada je broj 2k − 2l = 2l(2k−l − 1), kao razlika dva broja
zapisanih istim ciframa, dje	iv sa 9 (slijedi iz qi�enice da 9 | 10i−1,
za svako i ∈ N). Dakle,

(1) 9 | 2k−l − 1.

Sa druge strane, kako su oba broja 2k i 2l ve�i od 10n−1 i ma�i od 10n, to
je 2k−l = 2k/2l < 10. Odavde dobijamo da je k− l ≤ 3, tj. 1 ≤ k− l ≤ 3, xto
je u suprotnosti sa (1).

DRUGI RAZRED

1. Za dati prirodan broj n pisa�emo kra�e d umjesto d(n). Iz uslova d | n2+1
i d | (n− 1)3 + 2 dobijamo redom

d | n(n2 + 1)− ((n− 1)3 + 2) = 3n2 − 2n− 1,

d | 3(n2 + 1)− (3n2 − 2n− 1) = 2n+ 4,

d | (2n+ 4)2 − 4(n2 + 1) = 16n+ 12,

d | 8(2n+ 4)− (16n+ 12) = 20.

Broj n2 + 1 ne mo�e biti dje	iv sa 4, pa odavde dobijamo d | 10, tj.
d ∈ {1, 2, 5, 10}. Sve ove vrijednosti d = 1, 2, 5, 10 se dosti�u, na primjer,
redom za n = 2, 1, 8, 3.

2. Neka je M dodirna taqka tangente p sa kru�nicom k2, N dodirna taqka
tangente q sa kru�nicom k1, i L, K presjeqne taqke prave PQ sa kru�-
nicama k1 i k2, redom. Koriste�i teoremu o potenciji taqke u odnosu na
kru�nicu dobijamo da je

PK · PQ = PM2, QL ·QP = QN2.

Kako je PM = QN , odavde slijedi da je PK ·PQ = QL ·QP , tj. PK = QL.
Imamo s	ede�a dva sluqaja.
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Ako taqka K le�i na du�i PL, tada taqka L le�i na du�i QK, pa je

PL = PK +KL = QL+KL = QK.

Ako taqka L le�i na du�i PK, tada taqka K le�i na du�i QL, pa je

PL = PK −KL = QL−KL = QK.

Dakle, u oba sluqaja je PL = QK, xto je i trebalo dokazati.

3. Odgovor: (p, q) = (−2, 1) i (p, q) = (1/2,−3/2).
Prvo rjexe�e. Neka je x0 zajedniqki korijen datih trinoma. Tada je
x0 korijen i polinoma

x(x2 + px+ q)− (px2 + qx+ 1) = x3 − 1,

pa kako je x0 realan broj, to je x0 = 1. Da	e, iz bilo kojeg od datih
trinoma dobijamo da je 1 + p+ q = 0, tj. q = −p− 1.

Neka su x1 i x2 preostali korijeni prvog i drugog trinoma, redom. Tada
je

x2 + px+ q = (x− 1)(x− x1), px2 + qx+ 1 = p(x− 1)(x− x2),

odakle izjednaqava�em slobodnih qlanova dobijamo da je x1 = q = −p− 1
i x2 = 1/p. Sada iz datog uslova x1 + x2 = 1/2 dobijamo jednaqinu

−p− 1 +
1

p
=

1

2
,

koja je ekvivalentna sa kvadratnom jednaqinom 2p2+3p− 2 = 0. Rjexe�a
ove jednaqine su p1 = −2 i p2 = 1/2, pa su tra�eni parovi (p, q) = (−2, 1)
i (p, q) = (1/2,−3/2).
Oba ova para zadovo	avaju uslove zadatka, jer je

x2 − 2x+ 1 = (x− 1)(x− 1), −2x2 + x+ 1 = −2(x− 1)

(
x+

1

2

)
,

x2 +
1

2
x− 3

2
= (x− 1)

(
x+

3

2

)
,

1

2
x2 − 3

2
x+ 1 =

1

2
(x− 1)(x− 2).

Drugo rjexe�e. Neka je x0 zajedniqki korijen, a x1 i x2 preostali
korijeni prvog i drugog trinoma, redom. Iz datih uslova dobijamo da je

x2 + px+ q = (x− x0)(x− x1), px2 + qx+ 1 = p(x− x0)(x− x2),

odakle na osnovu Vijetovih formula dobijamo

(1) x0 + x1 = −p,
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(2) x0x1 = q,

(3) x0 + x2 = −
q

p
,

(4) x0x2 = −
1

p
.

Mno�e�em jednakosti (1) i (4) dobijamo

(5) (x0 + x1)x0x2 = −1,

a iz jednakosti (1), (2) i (3) je

(6) (x0 + x1)(x0 + x2) = x0x1.

Iz (5) dobijamo da je

(7) (x0 + x1)x2 = −
1

x0
,

a iz (6) slijedi da je (x0 + x1) + x2 = x0x1 − (x0 + x1)x0, tj.

(8) (x0 + x1)x2 = −x20.

Iz (7) i (8) dobijamo jednaqinu − 1

x0
= −x20, tj. x30 = 1. Kako je x0 ∈ R,

slijedi da je x0 = 1.

Zamjenom x0 = 1 i x2 =
1

2
− x1 u (7) dobijamo kvadratnu jednaqinu

(1 + x1)

(
1

2
− x1

)
= −1, tj. 2x21 + x1 − 3 = 0.

Rjexe�a ove jednaqine su x1 = 1 i x1 = −3/2, pa kako je x2 =
1

2
− x1

dobijamo s	ede�e dvije trojke (x0, x1, x2) korijena datih trinoma:

(x0, x1, x2) =

(
1, 1,−1

2

)
i (x0, x1, x2) =

(
1,−3

2
, 2

)
.

Da	e, iz (1) i (2) slijedi da je (p, q) = (−2, 1) ili (p, q) = (1/2,−3/2).
Oba ova para zadovo	avaju uslove zadatka, xto se provjerava kao u prvom
rjexe�u.
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4. Pretpostavimo da su po	a prve vrste date table obojena naizmjeniqno
bijelom i crnom bojom (dvije mogu�nosti). Tada su i po	a druge vrste
obojena naizmjeniqno bijelom i crnom bojom, pri qemu opet postoje dvije
mogu�nosti (prvo po	e u vrsti mo�e biti bijelo ili crno). To va�i i
za svaku s	ede�u vrstu, pa u ovom sluqaju imamo 2n razliqitih boje�a.

Pretpostavimo sada da su neka dva susjedna po	a u prvoj vrsti obojena
istom bojom. Po uslovu zadatka, tada je boje�e po	a u drugoj vrsti jed-
noznaqno odre�eno, i iz istih razloga u svakoj s	ede�oj. Prva vrsta se
mo�e obojiti na 2n−2 naqina tako da bar dva susjedna po	a budu obojena
istom bojom.

Dakle, broj tra�enih boje�a je 2n + 2n − 2 = 2n+1 − 2.

TRE�I RAZRED

1. Neka je ∠ABC = β i ∠ACB = γ. Kako je ∠AFH = ∠AEH = 90◦ to
je qetvorougao AFHE tetivan. Da	e, zbog DA ‖ PQ zak	uqujemo da je
∠FQP = ∠FAH = ∠FEH = ∠FEP , odakle slijedi da je i qetvorougao
QFPE tetivan. Kako je ∠AFC = ∠ADC = 90◦ to je qetvorougao AFDC
tetivan pa je ∠QFP = ∠AFD = 180◦−∠ACD = 180◦−γ , odakle slijedi
da je ∠QEP = γ. Odavde zak	uqujemo da je ∠EAN = 90◦ − γ = ∠AEP =
∠QEP = ∠AEN , pa je trougao ANE jednakokrak. Odavde slijedi da je
N centar opisanog kruga pravouglog trougla AHE, pa je NA = NH.

2. Odgovor: (p, q) = (7, 17) i (p, q) = (131, 11).

Prvo rjexe�e. Neka za proste brojeve p i q va�i p | 12q−1 i q | 12p+1.
Tada je p 6= q i p | 12p − 12q + 1 i q | 12p − 12q + 1, odakle slijedi
pq | 12p− 12q + 1, pa postoji cio broj n tako da va�i

(1) 12p− 12q + 1 = npq.

Iz ove jednakosti slijedi da je svaki od brojeva n, p, q uzajamno prost sa
12. Zbog toga je p ≥ 5 i q ≥ 5. Imamo s	ede�a dva sluqaja.

1◦ p > q. Iz (1) slijedi da je n prirodan broj koji je uzajamno prost sa
12. Poka�imo da je n = 1. U suprotnom je n ≥ 5 pa je

npq − 12p+ 12q ≥ 5pq − 12p+ 12q > 4p(q − 3) + 12q > 1,

xto je u kontradikciji sa (1). Dakle, n = 1 pa dobijamo redom

pq − 12p+ 12q = 1,

p(q − 12) + 12(q − 12) = −143,

(q − 12)(p+ 12) = −11 · 13,
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(p+ 12)(12− q) = 11 · 13.
Kako je p+12 ≥ 17, odavde slijedi da je p+12 = 143 i 12− q = 1, tj.
(p, q) = (131, 11).

2◦ p < q. Iz (1) slijedi da je n negativan cio broj. Neka je m = −n.
Tada je m prirodan broj koji je uzajamno prost sa 12 za koji va�i
mpq + 12p− 12q = −1. Poka�imo da je m = 1. U suprotnom je m ≥ 5
pa je

mpq + 12p− 12q ≥ 5pq − 12q + 12p > 4q(p− 3) + 12p > −1.

Kontradikcija. Dakle, m = 1 pa dobijamo redom

pq + 12p− 12q = −1,

p(q + 12)− 12(q + 12) = −145,
(p− 12)(q + 12) = −5 · 29,
(12− p)(q + 12) = 5 · 29.

Kako je 0 < 12− p < 12 imamo dva sluqaja

12− p = 1, q + 12 = 145 ili 12− p = 5, q + 12 = 29.

U prvom sluqaju je q = 133, xto nije prost broj (133 = 7 · 19), a u
drugom sluqaju dobijamo jox jedno rjexe�e (p, q) = (7, 17).

Drugo rjexe�e. Neka za proste brojeve p i q va�i p | 12q−1 i q | 12p+1.
Tada je p 6= q i postoje prirodni brojevi x i y tako da va�i 12q− 1 = px
i 12p + 1 = qy. Iz ove dvije jednakosti slijedi da je svaki od brojeva x,
y uzajamno prost sa 12. Opet imamo s	ede�a dva sluqaja.

1◦ p > q. Tada je px = 12q − 1 < 12q < 12p. Dakle px < 12p, pa je
x < 12. Kako je x uzajamno prost sa 12, slijedi da je x ∈ {1, 5, 7, 11},
pa imamo s	ede�a qetiri sluqaja.

1) x = 1. Tada je p = 12q − 1 pa je

y =
12p+ 1

q
=

12(12q − 1) + 1

q
= 144− 11

q
.

Kako je y cio broj i q prost broj, odavde slijedi da je q = 11
i p = 131. Dakle, par prostih brojeva (p, q) = (131, 11) je jedno
rjexe�e.

2) x = 5. Tada je p = (12q − 1)/5 pa imamo

y =
12p+ 1

q
=

12(12q − 1)/5 + 1

q
=

144q − 7

5q
= 29− q + 7

5q
.

Kako je q ≥ 5, to je 0 < q + 7 < 5q, pa u ovom sluqaju nemamo
rjexe�a.
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3) x = 7. Tada je p = (12q − 1)/7 pa imamo

y =
12p+ 1

q
=

12(12q − 1)/7 + 1

q
=

144q − 5

7q
= 20 +

4q − 5

7q
.

Kako je q ≥ 5, to je 0 < 4q − 5 < 7q, pa u ovom sluqaju nemamo
rjexe�a.

4) x = 11. Tada je p = (12q − 1)/11 pa imamo

y =
12p+ 1

q
=

12(12q − 1)/11 + 1

q
=

144q − 1

11q
= 13− q − 1

11q
.

Kako je q ≥ 5, to je 0 < q − 1 < 11q, pa ni u ovom sluqaju nemamo
rjexe�a.

2◦ p < q. Tada je qy = 12p+1 < 12q. Dakle qy < 12q, pa je y < 12. Kako
je y uzajamno prost sa 12, slijedi da je y ∈ {1, 5, 7, 11}, pa imamo
s	ede�a qetiri sluqaja.

1) y = 1. Tada je q = 12p+ 1 pa imamo

x =
12q − 1

p
=

12(12p+ 1)− 1

p
=

144p+ 11

p
= 144 +

11

p
.

Kako je x cio broj i p prost broj, odavde slijedi da je p = 11 i
q = 133. Kako je 133 = 7 · 19 slo�en broj, u ovom sluqaju nemamo
rjexe�a.

2) y = 5. Tada je q = (12p+ 1)/5 pa imamo

x =
12q − 1

p
=

12(12p+ 1)/5− 1

p
=

144p+ 7

5p
= 29− p− 7

5p
.

Kako je |p − 7| < 5p ovo je cio broj samo za p = 7. Da	e iz
q = (12p + 1)/5 dobijamo da je q = 17. Dakle, par (p, q) = (7, 17)
je jedno rjexe�e.

3) y = 7. Tada je q = (12p+ 1)/7 pa imamo

x =
12q − 1

p
=

12(12p+ 1)/7− 1

p
=

144p+ 5

7p
= 20 +

4p+ 5

7p
.

Kako je 0 < 4p+ 5 < 7p, u ovom sluqaju nemamo rjexe�e.

4) y = 11. Tada je q = (12p+ 1)/11 pa imamo

x =
12q − 1

p
=

12(12p+ 1)/11− 1

p
=

144p+ 1

11p
= 13 +

p+ 1

11p
.

Kako je 0 < p+ 1 < 11p, ni u ovom sluqaju nemamo rjexe�e.
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3. Odgovor: Ako je n neparan, n ≥ 3.

Neka je n = 2k paran broj, k ≥ 2. Pretpostavimo da takvo boje�e pos-
toji. Posmatrajmo du�i neke fiksirane boje, na primjer, crvene. Ukupan
broj trouglova qija je jedna stranica crvena nije ma�i od broja parova

preostalih 2k − 1 boja, kojih ima

(
2k − 1

2

)
= (2k − 1)(k − 1). Poxto je

svaka crvena du� stranica 2k − 2 trouglova, odavde slijedi da crvenih
du�i ima bar k. Isto va�i i za du�i bilo koje druge boje, pa ukupan broj
du�i nije ma�i od 2k ·k = 2k2. Me�utim, broj svih stranica i dijagonala

2k−ugla je
(
2k

2

)
= k(2k − 1) < 2k2. Kontradikcija.

Neka je n = 2k+1 neparan broj. Obojimo stranice pravilnog 2k+1−ugla
redom sa tih 2k + 1 boja (svakom bojom po jednu stranicu). Kako je svaka
dijagonala tog 2k + 1−ugla paralelna taqno sa jednom �egovom stran-
icom, obojimo svaku �egovu dijagonalu upravo onom bojom kojom je obo-
jena �oj paralelna stranica. Poka�imo da ovo boje�e zadovo	ava zadate
uslove. Ukupan broj trouglova sa tjemenima u tjemenima tog 2k + 1−ugla

je

(
2k + 1

3

)
, a isto toliko ima i izbora tri razliqite boje iz skupa od

2k+1 boja. Pretpostavimo suprotno, da postoje neke tri (razliqite) boje
za koje ne postoji trougao qije su stranice obojene tim bojama. Na osnovu
prethodnog, tada bi morao postojati neki trougao qije su bar dvije stran-
ice obojene istom bojom. Ali, kako su svake dvije stranice koje su obojene
istom bojom me�usobno paralelne, ovo je nemogu�e.

4. Prvo rjexe�e (sabira�em odgovaraju�ih nejednakosti).

a) Mno�e�em nejednakosti

−1 ≤ ai−1 − 2ai + ai+1 ≤ 1

sa i, i sabiraju�i dobijene nejednakosti za i = 1, 2, . . . , k dobijamo
redom

−
k∑

i=1

i ≤
k∑

i=1

i(ai−1 − 2ai + ai+1) ≤
k∑

i=1

i ,

−k(k + 1)

2
≤

k−1∑
i=0

(i+ 1)ai − 2
k∑

i=1

iai +
k+1∑
i=2

(i− 1)ai ≤
k(k + 1)

2
,

−k(k + 1)

2
≤ a0 + 2a1 − 2a1 − 2kak + (k − 1)ak + kak+1+

+
k−1∑
i=2

(i+ 1− 2i+ i− 1)ai ≤
k(k + 1)

2
,
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(1) −k(k + 1)

2
≤ kak+1 − (k + 1)ak+ ≤

k(k + 1)

2
,

odakle dije	e�em sa k(k + 1) dobijamo da va�i∣∣∣∣ ak+1

k + 1
− ak

k

∣∣∣∣ ≤ 1

2
.

b) Neka su k i n prirodni brojevi, k < n. Sabira�em n−k nejednakosti

−1

2
≤ ai+1

i+ 1
− ai

i
≤ 1

2
, i = k, k + 1, . . . , n− 1,

dobijamo da je

−n− k
2
≤ an

n
− ak

k
≤ n− k

2
.

Ako je an = 0, odavde slijedi da je

−n− k
2
≤ −ak

k
≤ n− k

2
, tj. − k(n− k)

2
≤ ak ≤

k(n− k)
2

,

xto je i trebalo dokazati.

Drugo rjexe�e (matematiqkom indukcijom).

a) Doka�imo matematiqkom indukcijom ekvivalentnu nejednakost

(2) −k + 1

2
≤ ak+1 −

k + 1

k
ak ≤

k + 1

2
(k ∈ N).

Za k = 1 ova nejednakost va�i jer je ekvivalentna sa −1 ≤ −2a1 +
a2 ≤ 1. Pretpostavimo da ona va�i za k − 1 (k ≥ 2), tj. da je

−k
2
≤ ak −

k

k − 1
ak−1 ≤

k

2
.

Poxto je −1 ≤ ak−1 − 2ak + ak+1 ≤ 1, slijedi da je

ak+1 −
k + 1

k
ak ≥ 2ak − ak−1 − 1− k + 1

k
ak =

k − 1

k
ak − ak−1 − 1 =

=
k − 1

k

(
ak −

k

k − 1
ak−1

)
− 1 ≥ k − 1

k
·
(
−k
2

)
− 1 = −k + 1

2
;

ak+1 −
k + 1

k
ak ≤ 2ak − ak−1 + 1− k + 1

k
ak =

k − 1

k
ak − ak−1 + 1 =

=
k − 1

k

(
ak −

k

k − 1
ak−1

)
+ 1 ≤ k − 1

k
· k
2
+ 1 =

k + 1

2
.

Dakle

−k + 1

2
≤ ak+1 −

k + 1

k
ak ≤

k + 1

2
,

tj. va�i nejednakost (2).
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b) Na osnovu nejednakosti (2) je

kak+1 −
k(k + 1)

2
≤ (k + 1)ak ≤ kak+1 +

k(k + 1)

2
,

(3)
k

k + 1
ak+1 −

k

2
≤ ak ≤

k

k + 1
ak+1 +

k

2
, k = 1, 2, . . .

Neka je an = 0. Iz (3) za k = n− 1 dobijamo da je

(4) −n− 1

2
≤ an−1 ≤

n− 1

2
.

Nejednakost

(5) −k(n− k)
2

≤ ak ≤
k(n− k)

2
, k = 1, 2, . . . n− 1,

dokazujemo matematiqkom indukcijom po k = n− 1, n− 2, . . . , 1. Iz
(4) slijedi da ovo tvr�e�e va�i za k = n− 1. Pretpostavimo da ono
va�i za k + 1 (k + 1 ≤ n− 1), tj. da je

−(k + 1)(n− k − 1)

2
≤ ak+1 ≤

(k + 1)(n− k − 1)

2
.

Tada na osnovu (3) dobijamo da je

ak ≥
k

k + 1
ak+1 −

k

2
≥ − k

k + 1
· (k + 1)(n− k − 1)

2
− k

2
= −k(n− k)

2
,

ak ≤
k

k + 1
ak+1 +

k

2
≤ k

k + 1
· (k + 1)(n− k − 1)

2
+
k

2
=
k(n− k)

2
,

qime je nejednakost (5) dokazana.

QETVRTI RAZRED

1. Na osnovu jednakosti ugla izme�u tangente i tetive i periferijskog
ugla nad istim lukom imamo da je ∠ABD = ∠Y DC = ∠Y CZ . Kako
je ∠Y CZ + ∠Y BZ = 180◦, slijedi da je qetvorougao CY BZ tetivan.
Da	e je ∠CY Z = ∠CBZ = ∠XDC = 180◦ −∠CYX, odakle slijedi da je
qetvorougao XBCY upisan u kru�nicu k, pa je ∠CY Z + ∠CYX = 180◦,
xto znaqi da su taqke X, Y , Z kolinearne.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.
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4. Prvo rjexe�e (sabira�em odgovaraju�ih nejednakosti).

a) Mno�e�em nejednakosti

−1

i
≤ ai−1 − 2ai + ai+1 ≤

1

i

sa i, i sabiraju�i dobijene nejednakosti za i = 1, 2, . . . , k dobijamo
redom

−k ≤
k∑

i=1

i(ai−1 − 2ai + ai+1) ≤ k,

−k ≤
k−1∑
i=0

(i+ 1)ai − 2
k∑

i=1

iai +
k+1∑
i=2

(i− 1)ai ≤ k,

−k ≤ a0 + 2a1 − 2a1 − 2kak + (k − 1)ak + kak+1+

+
k−1∑
i=2

(i+ 1− 2i+ i− 1)ai ≤ k,

(1) −k ≤ kak+1 − (k + 1)ak+ ≤ k,

odakle dije	e�em sa k(k + 1) dobijamo da va�i∣∣∣∣ ak+1

k + 1
− ak

k

∣∣∣∣ ≤ 1

k + 1
.

b) Neka su k i n prirodni brojevi, k < n. Sabira�em n−k nejednakosti

− 1

i+ 1
≤ ai+1

i+ 1
− ai

i
≤ 1

i+ 1
, i = k, k + 1, . . . , n− 1,

dobijamo da je

−
(

1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n

)
≤ an

n
− ak

k
≤ 1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n
.

Ako je an = 0, odavde slijedi da je

|ak| ≤ k

(
1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n

)
,

pa je dovo	no jox dokazati da proizvo	ne prirodne brojeve k i n,
k < n, va�i

(2)
1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n
< ln

n

k
.
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Na osnovu poznate nejednakosti

(3)
1

i+ 1
< ln (i+ 1)− ln i (i ∈ N)

dobijamo da je

1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n
< (ln (k + 1)− ln k) + (ln (k + 2)− ln (k + 1))+

+ · · ·+ (ln n− ln (n− 1)) = ln n− ln k = ln
n

k
,

tj. va�i (2).

Primjedba. Nejednakost (3) slijedi, na primjer, iz qi�enice da je niz (xi)

sa opxtim qlanom xi =
(
i+1
i

)i+1
opadaju�i i da konvergira ka e. Naime,

odavde slijedi da je e < xi, odakle logaritmova�em dobijamo da va�i (3).

Drugo rjexe�e (matematiqkom indukcijom).

a) Doka�imo matematiqkom indukcijom ekvivalentnu nejednakost

(4) −1 ≤ ak+1 −
k + 1

k
ak ≤ 1 (k ∈ N).

Za k = 1 ova nejednakost va�i jer je ekvivalentna sa −1 ≤ −2a1 +
a2 ≤ 1. Pretpostavimo da ona va�i za neko k − 1 (k ≥ 2), tj. da je

−1 ≤ ak −
k

k − 1
ak−1 ≤ 1.

Poxto je −1

k
≤ ak−1 − 2ak + ak+1 ≤

1

k
, slijedi da je

ak+1 −
k + 1

k
ak ≥ 2ak − ak−1 −

1

k
− k + 1

k
ak =

k − 1

k
ak − ak−1 −

1

k
=

=
k − 1

k

(
ak −

k

k − 1
ak−1

)
− 1

k
≥ k − 1

k
· (−1)− 1

k
= −1;

ak+1 −
k + 1

k
ak ≤ 2ak − ak−1 +

1

k
− k + 1

k
ak =

k − 1

k
ak − ak−1 +

1

k
=

=
k − 1

k

(
ak −

k

k − 1
ak−1

)
+

1

k
≤ k − 1

k
· 1 + 1

k
= 1,

qime je nejednakost (4) dokazana.
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b) Na osnovu nejednakosti (1) je

kak+1 − k ≤ (k + 1)ak ≤ kak+1 + k,

(5)
k

k + 1
ak+1 −

k

k + 1
≤ ak ≤

k

k + 1
ak+1 +

k

k + 1
, k = 1, 2, . . .

Neka je an = 0. Iz (4) za k = n− 1 dobijamo da je

(6) −n− 1

n
≤ an−1 ≤

n− 1

n
.

Nejednakost

(7) −k ln n

k
< ak < k ln

n

k
, k = 1, 2, . . . , n− 1,

dokazujemo matematiqkom indukcijom po k = n− 1, n− 2, . . . , 1. Iz
(6) slijedi da ovo tvr�e�e va�i za k = n− 1, poxto je

|an−1| ≤
n− 1

n
< (n− 1) ln

n

n− 1
.

Pretpostavimo da ono va�i za k + 1 (k + 1 ≤ n− 1), tj. da je

−(k + 1) ln
n

k + 1
< ak+1 < (k + 1) ln

n

k + 1
.

Tada na osnovu (5) dobijamo da je

ak ≤
k

k + 1
ak+1 +

k

k + 1
≤ k

k + 1
· (k + 1) ln

n

k + 1
+

k

k + 1
=

= k

(
ln

n

k + 1
+

1

k + 1

)
< k ln

n

k
;

ak ≥
k

k + 1
ak+1 −

k

k + 1
≥ − k

k + 1
· (k + 1) ln

n

k + 1
− k

k + 1
=

= −k
(
ln

n

k + 1
+

1

k + 1

)
> −k ln

n

k
,

qime je nejednakost (7) dokazana.

(Ovdje smo dva puta primijenili nejednakost ln
n

k + 1
+

1

k + 1
< ln

n

k
,

koja je ekvivalentna sa
1

k + 1
< ln (k + 1)− ln k , i va�i na osnovu

nejednakosti (3).)

Zadatke pripremili: Vidan Govedarica i Marko �iti�.


