25. PEITYB/IMYKO TAKMUNYEIHE N3 MATEMATUKE
YYEHUKA CPEABLUX ITKOJIA PEIIVBJ/INKE CPIICKE

Ucrouno Capajeso, 14. ampua 2018.

3AJIAIIN
ITPBU PA3PE/IL

1. Ha mraxoBckom Typuupy ojurpano je ykymuao 100 mapruja. /IBa urpaua cy
namycruaa TypHup. CBaku O/ BUX je 70 HAIYIITamkha TYPHUPA OJUTPAO MO D
napruja. Jla jgm cy onn urpaau mehycobHO mpuje HaIymITama TypHupa?

2. YV tpoyrao ABC' ca npasum yrioM y Tjemeny C yuucaHa je KpyKHHIA KOja
nomupyje merose crpanute AB, BC', CA penom y taukama M, N, L. Hexka
je K rmauka myxu BN rtaksa na je BK = C'L. Jlokazatu ga je KL 1 MN.

3. Heka 3a peasne 6pojese a u b Baxku [3a —2b| <1 u |2a — 3b| < 1. Jlokazaru
gaje la] <1lwmlb| <1

4. Jlato je n pekaJiHuX mudapa pa3JInduTUX O/ HyJe, OJ KOjJUX HeKe MOry OUTH
jennake. Ox Tux n nudapa cy dpopMmupanu csu Moryhu n—iudpenn 6pojeBH.
Jlokazatu ma Mehy mumMa MorKe OMTH HajBHIIE jeJaH CTEIeH JIBOjKe.

(Ha npumjep, mehy 30 mecronudpennx 6pojesa 224588, 224858, ..., 885422
Koju ce 3ammcyjy momohy mudapa 2, 2, 4, 5, 8, 8 camo je 6poj 524288 = 219
CTeleH JIBOjKe. )

JIPYTU PA3PE/

1. 3a upuposan 6poj n o3nauumo ca d(n) Hajpehu 3ajeHUYKU Jje/Tuian TPUpO/I-
nux 6pojesa n? + 1 u (n — 1) + 2. Hahu cBe spujennocru d(n), n € N.

2. V pasum cy jgare kpyxuuie ki u ky. Heka cy p m ¢ muxoBe 3aje/IHHYKE
CTIOJbAlTE-e TAHTEeHTe W HeKa je P JIoAupHa Tadka TaHTeHTe p ca KPYKHUIIOM
ki, a () moaumpHa Tadyka TaHTeHTe ¢ ca KPYXKHHUIOM ko. /Jlokasarm ja mare
KPY KHUIE Ojicujenajy Ha npasoj P(Q) mojyiaphae Teruse.

3. Oxpemuru cBe mapose (p,q) peadHux OpojeBa TAKO Ja KBaJAPATHH TPUHOMU
22+ pr+q u pr?+qr+1 uMajy jenan 3ajeIHUIKN peaJHn KOPHUjeH 1 Ja 36up
ocTasa /1Ba BUXOBA KopujeHa Oyae 1/2.



. JequunaHa noshba KBajparTHe Tabjge n X n ce O60je OwjesoM U IIPHOM OOjOM.
Konuko uma paziaumaurux 60jema Te Tabjie Koj KOJUX ce y CBaAaKOM KBaJIpaTy
2 X 2 yuyrtap Tabje HaJIa3u HojajeHax 6poj Oujeiux U NPHUX MOJba?

TPETRIN PA3PE/]

. Hexa je H opronenTap omrpoyrior tpoyria ABC u D, E, F penom moaHoXK]ja
BHucHHa n3 meropux Tjemena A, B, C. Heka je P mpecjeuna tauka mayxu DF
n BE. IlpaBa koja cagpku Tauky P u HOpMaJsHA je Ha BC cujede cTpanuIly
AB y tauku (). Heka je N mpecjeuna tauka nyxu AD u FEQ. Jlokasatu na
je Tauka N cpeaumre jayxu AH.

. Onpemuru cBe mapose (p,q) npocTux OpojeBa 3a Koje Baxu p | 12¢ — 1 u
q|12p+1.

. 3a Koje n ce ¢Be CTpaHUIle U JAUjaroHase JATOr TPABUJIHOT N—YyTIJa MOTY 000-
jurm ca n 60ja (cBaka myzK jeaHoM 6G0joM) Tako Ja 3a GUIIO KOje TPH pasJin-
qute 00je MOCTOjU TPOYyTrao, ca TjeMeHHMa y TjeMeHHMa JAaTOr N—yIja, 4uje
cy cTpanuie obojere TuMm 6ojama’?

. Huz ag, aq, aq, ... peannux 6pojeBa 3aJ10BO/baBa yCJIOBE
ag = O, |ak_1 — 2ak + CL;H_l‘ S 1 (k? c N)

JokazaTu na BaxKu

k41 Qg 1
a — —| < - 3acBako k € N;
Vi1 %Sz e
k(n—k
6) Axo je a, = 0 3a Heku npupogan 6poj n, oHga je |ag| < (712 ) 2
ceako k=1,2,...,n— L.

YETBPTU PA3SPE/]

. Jlar je jenmaxkoxpaku Tpamne3 ca ocuopuriama AB u C'D. Kpyxuuna k koja
canpxu tauke D u C, apyru oyt cujede crpanuity AD y tauku X, a aujaro-
naysy BD y tauku Y. Taurenrta na kpyxuuiy k y tauku C' cujeue npasy AB
y Taukn /. /lokazaTtu ma cy Tauke X, Y, Z Ko/JwHeapHe.

. Ucru kao 3ajarak 2 3a Tpehu paspe.

. Uctm kao 3agarak 3 3a Tpehu paspe.



4. Huz ag, ay, as, ... peannux 6pojeBa 3a/10BO/baBa yCJIOBE
1
apg = 0, |ak,1 — 2ak + ak;Jr]_‘ < z (k < N)

JokazaTu 1a BaxKu

Ak+1 ag

Q) 1 %

3a cBako k € N;

<
T k+1

n
6) Axo je a, = 0 3a Heku npupogan 6poj n, oHna je |ax| < k In 7 34 cBaKo
E=1,2.....n—1.

PJEIIEIBA
IIPBU PA3PE/]

1. Heka je n Opoj ydyecHuka TypHuUpa. n — 2 urpada KOju Cy 3aBPIIUIA TYPHUD

(n—2)(n—3)
2, )
IMYCTHJIU TYPHHpP OJUrpaid cy 3ajeano 9 mwam 10 mapruja, y 3aBHCHOCTH O]

Tora Ja Jiu cy urpaau Mehycodono mwiam mucy. Hlakie, mobujamo aBuje jeaHa-
quHe

ojurpanan cy mehycooHo napruja. /JIlBa murpada koju cy Ha-

(n—2)(n—3) (n—2)(n—3)
2 2
KoOje ¢y eKBuBasieHTHe pefoM ca (n—2)(n—3) =182 u (n—2)(n—3) = 180,
IpU 9eMy Hac WHTePecyjy caMo IhUXOBa MPUPOTHA pjernerba. TaKBO pjeremne,
n = 16, uma camMo NpBa jeJIHAYNHA, OJIAKJe CJUjeJ M Ja Cy UTPadu KOju Cy
HANYCTUJIN TypHHUDP urpain Mehycodno.

+ 9 =100, -+ 10 = 100,

2. Hexka je [ nientap ynucamne kpyzxuuie Tpoyria ABC. Ilpasa I B je cumeTpaa
yria y tjemeny B, a kako je BM = BN, caujequ jna je IB L MN.

Yersopoyrao C'LIN je kBaapar (ca cTpAHUIIOM jeJIHAKOM MOJYIPEYHUKY YII-
ucane kpyzxuuie tpoyrna ABC), ma u3 ycaosa BK = CL caujenu na je
BK = IL. Kako ¢y, ocum Tora, upase BK u I L napasesue (jep cy obje HOp-
mastae Ha AC), 1o je BK LI napasenorpam. Onasie camjenu fa je KL || 1B,
tj. KL 1 MN.

3. U3 patux ycjaoBa J00HjaMo PeaoM 1a je

—1<3a—-20<1m —1<2a—-3D< 1,

(1) 3a—1§b§3a+1ﬂ2a—1§b§2a+17
2 2 3 3




oJlaKJie CAUjesIn J1a je

3a—1<2a—|—1n2a—1<3a+1‘
2 - 3 3 - 2

[Tochenme ABWje HejeTHAKOCTH CY €KBUBAJEHTHE PeJIOM ca HejeTHAKOCTHMAa
a<lu-1<agmuaje—-1<a<l,1j |a| <L
Awnanorno ce mokasyje ma je —1 < b < 1 (mro takofje ciaujesau u u3 apyre

nejennakocru y (1), mormro je —1 < a < 1).

. IIpernocraBumo cynporno, ja mehy Tum OpojeBuMa 10CTOje JIBa CTEleHa JIBO-
jre 2% u 2! k > . Tana je 6poj 28 — 2! = 2/(2*~! — 1), kao pasnuka aBa 6poja
sanucanux uctuM nudpama, gjesbus ca 9 (caujenu u3 dumenune qa 9 | 107 —1,
3a cBako ¢ € N). Jlakne,

(1) 9|28t —1.

Ca zmpyre cTpaHe, Kako cy oba 6poja 2% u 2! sehn on 10"~! u mamu ox 10", To
je 2kt = 2k /20 < 10. Opasae mobujamo na je k—1 <3, 1j. 1 < k—1< 3, mro
je y cyupornoctu ca (1).

JTPYTU PA3PE/L

. 3a garu npupogan 6poj n nucahemo kpahe d ymjecro d(n). Us ycnosad | n?+1
ud|(n—1)>+2 gobujamo pegom

dlnn®+1)—((n—-17>+2)=3n>-2n -1,

d|3(n*+1)—(3n*—2n —1) =2n + 4,
d|(2n+4)* —4(n*+1) = 16n + 12,
d|8(2n +4) — (16n + 12) = 20.

Bpoj n? + 1 ne Moxe 6uTu jajesbus ca 4, ma ojasie jobujamo d | 10, Tj.
d € {1,2,5,10}. Cse ose Bpujennoctu d = 1, 2, 5, 10 ce mocTuKy, Ha TPUMjep,
perom 3an =2, 1, 8 3.

. Heka je M noaupHa Tadyka TaHTeHTe p ca KPYXKHHUIOM kg, N JToAUpHA TadKa
TaHrenTe ¢ ca kpyxuurnom ki, u L, K upecjeune tauke npase P() ca KpyxK-
Hunama ky u ko, pegom. Kopucrehn TeopeMy o MOTEHIM)jU TauKe y OJHOCY Ha
KPYZKHHUILY JT00MjamMo J1a je

PK-PQ=PM? QL -QP=QN2.

Kaxko je PM = QN, onasne cimjenu ga je PK-PQ = QL-QP, 1j. PK = QL.
Nmamo copeseha jgpa ciydaja.



Axko Tauka K nexwu Ha ayku PL, tana tauka L jexu Ha ayxu QK na je
PL=PK+KL=QL+ KL =QK.

Axo Tauka L nmexxn Ha ayxku PK, Taga tauka K mexu Ha nyxu QL, ma je
PL=PK—-KL=QL—-KL=QK.

Jlakie, y oba ciydaja je PL = QK, mro je u Tpebaso JTOKa3aTH.

. Odzosop:  (p,q) = (—2,1) u (p,q) = (1/2,—-3/2).

ITpBo pjemieme. Heka je xg 3ajeHuvku KOpUjeH AaTWX TpUHOMA. Taja je
Ty KOPHUjeH U MOJIHOMA

(@ +pr+q)— (pr° +qr+1) =2 — 1,

1a, Kako je xy peajan 0poj, 1o je rog = 1. Jla/pe, n3 6mi0 Kojer oj Jiarux
Tpunoma jobujamo ga je 1 +p+q=0,1j. ¢ = —p — 1.

Heka cy x1 n xo mpeocTaan KOpHjeHH MPBOT U APYror TPUHOMA, peaoM. Tazia
je

P4pr+qg=(r—1)(z—2), pr®+qr+1=plx—1)(z— 1),
oJlaKJIe u3jejiHavaBambeM CJI000HUX YjaHoBa j100ujaMo jJa je x4y =q¢ = —p—1
u xo = 1/p. Cama u3 mnaror yciosa xq + xo = 1/2 nobujamo jeqHaduny

R
p p_za

K0ja je eKBHBAJICHTHA Ca KBaPAaTHOM jesHadnaoM 2p? +3p —2 = 0. Pjenrema
OBe jeJlHAUYHHE Cy p; = —2 U pe = 1/2, na cy rpaxkenu maposu (p,q) = (—2,1)
u (p,q) = (1/2,-3/2).

Oba oBa mapa 3a/10BOJbaBajy yCJIOBe 33/1aTKa, jep je

1
20 4+1=(x—-1)(z—-1), —-22*+z+1=-2x—-1) (x+§>,

1 3 3 1 3 1

dpyro pjememe. Heka je xg 3ajeIHUYKU KOPHjEH, a Ty U Ty IIPEOCTAIU
KOPHjeHU IPBOI U APYror TpHHOMA, pejoM. M3 naTux ycjioBa gobujaMo ja je

2 +pr+q=(r—x)(x—m), pr’+qr+1=plx—x)(r— ),
oJlakJie Ha ocHOBY BujeroBux dopmysia godujamo

(1) To+ T = —p,



(2) Tor1 = g,
q
(3) Clj’O""'ZUQZ__?
p
1
4 Tolog = ——.
(4) 02 = =

Muoxkemem jeauakocru (1) u (4) mobujamo

(5) (o + x1)T020 = —1,

a u3 jeqnaxkocru (1), (2) u (3) je

(6) (o + x1) (20 + X2) = ToT1.

I3 (5) nobujamo 1a je

1
(7) (ZEO + 1’1)]}2 = -,
Zo

a u3 (6) caujequ na je (ro+ 1) + o = xox1 — (To + 21)T0, TJ.

(8) (zo + 71)79 = —17.
Us (7) n (8) mobujamo jemmaunny —— = —z, Tj. g = 1. Kako je zy € R,
Zo

cajenn na je xro = 1.

Bamjenom rg =1 u 19 = 5~y (7) nobujamo KBaJIpaTHy jeHAUYUHY
1 ) 9
(1+SC1> 5—.’13’1 :—1, T]. 2.T1+$U1—3:0
Pjentemsa oBe jeanaunue cy x; = 1w x; = —3/2, na Kako je Ty = 3~ 1

nobujamo cipenehe gaBuje Tpojke (xg, T1, o) KOpHjeHA JATHX TPHUHOMA:

1 3
($0,$1,$2) = (1;17—5) u ($07$1,$2) = (17—572) .

Tase, w3 (1) n (2) canjean 72 je (p,q) = (~2,1) wn (p,q) = (1/2,-3/2).
Oba oBa mapa 3aJ0B0/baBajy YCIOBE 33JaTKa, MTO ce POBjepaBa Kao y MPBOM
pjeremy.



4. IlpernocraBuMo j1a Cy 1OJba NPBe BPCTe jare Tad/e 000jeHa Hau3MjeHUIHO
6ujesom u npaoM Gojom (maBuje moryhnocru). Tama cy u mosba Jpyre BpCTe
obojeHa HaU3MjeHHIHO OHjeJIOM M IIPHOM D0jOM, IPH YeMy OIeT MOCTOje JIBUje
moryhHocTu (IpBO TOJBE ¥ BPCTH MOXKe OuTH Gujesnio win mpHO). To BaxKu u
3a cBaky cjbejiehy BpeTy, a y oBOM ciydajy umamo 2" pasjmanTux 00jermba.

[IperniocTaBuMoO cajia ja cy HeKa JBa cycjeJHa Iojba y MPBOj BPCTH 0DOjeHa
ucroMm 6ojom. Ilo ycaoBy 3amaTka, Taga je 6ojembe 1mojba y JAPYroj BPCTH je-
HO3HAYHO OApeleHo, m U3 UCTUX pasjora y cBakoj cibenehoj. IIpsa Bpcra ce
MozKe 0bojutu Ha 2" — 2 HaYMHA TAKO Jia Oap JiBa cycje/iHa mosba Oyy obojeHa
UCTOM 0OjOM.

Jakie, 6poj TpazKeHuX Oojerba je 27 + 2" — 2 = 27+l 9
TPETLU PA3PE/L

1. Hexa je ZABC = g u LZACB = . Kaxo je ZAFH = ZAEH = 90° 1o
je werBopoyrao AFHE terusan. lame, 36or DA || PQ 3akbydyjemo na je
/FQP =/FAH = /FEH = /FEP, ogakJe cadjean 1a je ¥ 9eTBOPOYTao
QF PE rerusan. Kako je ZAFC = ZADC = 90° 10 je uerBopoyrao AFDC
reruBan na je LQFP =/AFD = 180°— ZACD = 180° — v, ojakJe cjujein
na je ZQEP = ~. Onasre 3akpyuyjemo ga je ZEAN =90° —v = ZLAEP =
ZQEP = ZAEN , na je tpoyrao ANE jennakokpak. Omapie caumjean aa je
N menrtap ommcaHor Kpyra mpasoyrior Tpoyria AHE, na je NA= NH.

2. Odeosop: (p,q) = (7,17) u (p,q) = (131,11).

IIpeo pjememe. Heka 3a mpocre Gpojese p u g Baxku p | 12g—1u q | 12p+1.
Tama je p # qup | 12p —12¢+ 1 u q | 12p — 12¢ + 1, onakie ciaujeau
pq | 12p — 12q + 1, na nocroju nuo 6poj n TaKo Ja BazKH

(1) 12p — 12q¢ + 1 = npq.

13 oBe jeaHaxocTH Cauje/Id J1a je CBaKH o OpojeBa n, p, ¢ y3ajaMHO HPOCT Ca
12. 36or Tora je p > 5 u ¢ > 5. lmamo cbeneha nBa ciaydaja.

1° p > q. U3 (1) caujenun ma je n mpupoman 6poj KOju je y3ajaMHO TPOCT ¢a
12. Tlokaxkumo ma je n = 1. ¥V cympoTtHoM je n > 5 ma je

npq — 12p + 12q > 5pqg — 12p + 12q > 4p(q — 3) + 12¢ > 1,
mTo je y KouTpaauknuju ca (1). Hakme, n = 1 ma gobujamo pemom
pq — 12p +12q =1,

p(q—12) 4+ 12(q — 12) = —143,
(g—12)(p+12) = —11- 13,



(p+12)(12 — q) = 11-13.
Kako je p+ 12 > 17, onasje caujesn jga je p+ 12 =143 u 12 —q = 1, 1j.
(p,q) = (131,11).
2° p < q. U3 (1) cimjenu ma je n merarusan muo 6poj. Heka je m = —n.
Taza je m upupogan 6poj Koju je yzajaMHO HPOCT ca 12 3a KOju BazxKu
mpq + 12p — 12q = —1. Tlokaxkumo na je m = 1. Y cynporHom je m > 5
na je

mpq + 12p — 12qg > 5pg — 12q + 12p > 4q(p — 3) + 12p > —1.
Kourpaaukmuja. Hakse, m = 1 na mobujamo pepom
pq+ 12p — 12q = —1,
plg+12) — 12(q + 12) = —145,
(p—12)(qg+12) = —5- 29,
(12 —p)(g+12) =5-29.
Kaxko je 0 < 12 — p < 12 umamo JiBa ciydaja

12—p=1¢+12=145 wm 12—p=2>5, ¢+ 12=29.

Y mpBom caydajy je ¢ = 133, mro Huje npoct 6poj (133 = 7-19), ay
JIpyroM ciaydajy aobujamo jomr jegano pjemmewse (p,q) = (7,17).

Hpyro pjememne. Heka 3a mpocre 6pojeBe p un g Baxku p | 12¢—1wu q | 12p+1.
Tana je p # ¢ u moctoje npupoaHu O6PojeBU T U Yy TaKo JAa BaxKu 129 — 1 = px
u 12p + 1 = qy. U3 oBe jBHje jeIHAKOCTH CIAUjeIH Ja je CBAKH oJ OpojeBa T,
¥ y3ajaMHO mpocT ca 12. Omer numamo cbeeha Ba coydaja.

1° p > q. Tama je pr = 129 — 1 < 12¢q < 12p. [axne pr < 12p, ma je
r < 12. Kako je x y3ajamuo mpocr ca 12, caujenu ga je x € {1,5,7, 11},
na uMaMmo cjbejieha yerupu ciydaja.

1) x =1. Taga je p=12¢ — 1 na je

12p+1 12(12¢—1)+1 11
q q q
Kako je y mmo 6poj u ¢ npoct 06poj, ojgasae caujean jga je q = 11
u p = 131. [akme, map mpocrux 6pojeBa (p,q) = (131,11) je jeano
pjerieme.

2) x =5. Taga je p = (12¢ — 1)/5 na umamo

2p+1 12(12g—1)/5+1 144q—7 99 q+7
y = = = = —_—.
q q 5q 94
Kako je ¢ > 5, 0 je 0 < ¢+ 7 < 5g, na y OBOM CJIy4ajy HEMamo
pjeriema.




3)

)

x=7. Taga je p = (12¢ — 1)/7 na umamo

12p4+1  12(12¢—1)/7+1 1449 —5
y= el _12020-1)/7+1_1g=5 )
q q 7q 7q

Kako je ¢ > 5, 10 je 0 < 49 — 5 < Tq, ma y 0BOM CJIy4ajy HeMamo
pjeriema.

x = 11. Taga je p = (12¢ — 1)/11 ma mmamo
12p+1 12(12¢—1)/11+1 144¢—1 13 g—1
y = = = =

q q a 11q 11q

Kako je ¢ > 5, 10je 0 < ¢g—1 < 1l1g, na Hu y OBOM CJIy4dajy HEMaMoO
pjerema.

2° p<q. Taga je qy = 12p+1 < 12q. axne qy < 12¢q, na je y < 12. Kako
je y y3ajamuo mpoct ca 12, camjenn ga je y € {1,5,7,11}, ma umamo
cbeeha geTupu ciaydaja.

)

y = 1. Taga je ¢ = 12p + 1 ma umamo

12¢g — 1 12(12 1)—1 144p+ 11 11
p p p p
Kako je x o 6poj u p npoct 6poj, omasiae caujean jga je p = 11 u
q = 133. Kako je 133 = 7 - 19 cioxkeHn 6poj, y OBOM CJIy4dajy HEMaMO
pjeriema.

y =>5. Tana je ¢ = (12p + 1) /5 ma umamo
L 12g—1  12(12p+1)/5-1  144p+ 7 p—1T

—29-L 1
D p op 5p

T

Kaxko je |p — 7| < 5p oBo je mmo 6poj camo 3a p = 7. ame u3
q = (12p + 1)/5 nobujamo na je ¢ = 17. dakue, map (p,q) = (7,17)
je jeJIHO pjerntere.

y=7. Tana je ¢ = (12p + 1)/7 ma umamo

_ 1291 12002p+1)/T—1 _ Mp+5 0 dp+5

x
p p p p

Kako je 0 < 4p + 5 < Tp, y oBOM cJiydajy HEMaMO pjerierhe.
y = 11. Tana je ¢ = (12p + 1)/11 ma numamo

_12g-1 12024 1)/11-1 Mdprl o ptl

P P 11p 11p

T

Kako je 0 < p+ 1 < 11p, Hu y 0BOM cJIy4ajy HEMAMO Djellierbe.
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3. Odeosop: Axo je n memapan, n > 3.

Heka je n = 2k napan 6poj, k£ > 2. llpernocraBumo jia TakBo H0jerme moc-
toju. [locmarpajmo j1y2Ku HeKe pukcupane 00je, Ha IpUMjep, IpBeHe. Y KyIaH
Opoj TpoyIJIOBa YHja je jeJHa CTpaHUIa IpBeHA HHUje Maibu 0 Opoja MmapoBa

2k -1
npeoctanux 2k — 1 60ja, KOjux mMa ( 5 ) = (2k — 1)(k —1). Ilomrro je

CBaKa I[PBeHA JIV:K CTpaHUNa 2k — 2 TPOYTJIOBa, O/laBJie CIAUje/ln Ja IPBEHNX
jyzku uma 6ap k. Vcero Baxku u 3a jiyku 6mjio Koje jpyre 6oje, na ykyiad 6poj
nyxu auje Mambu o 2k -k = 2k%. MehyTum, 6poj CBUX CTpaHHIA U [1jaroHAdA

2k
2k—yrna je < 5 ) = k(2k — 1) < 2k?. Konrpasuxuuja.

Heka je n = 2k + 1 nenapan 6poj. O6ojumo crpanuie npasuiaaor 2k + 1—yria
peqom ca Tux 2k + 1 60ja (cBakoMm 6ojom 1o jeany crpanuiy). Kako je cBaka
nujaronasia Tor 2k + 1—yria mapaJjenaHa TadHO €a jeHOM FherOBOM CTpaH-
UIOM, 000jUMO CBaKy IHErOBY JIMjaroHaJjy yIpaBo OHOM 060joM KojoMm je 06o-
jeHa m0j napaJesnana crpanuna. Ilokaxkumo j1a oBo Hojembe 3a10BO/baBa 3a1aTe
yciaoBe. YKynan Opoj TPOyrjioBa ca TjeMeHnMa y TjeMenuma tor 2k + 1—yriaa

) 2k+1 .
je ( 5 ), a UCTO TOJUMKO MMa U u3bopa Tpu pazjmdure O60je U3 cCKyma o]

2k+1 60ja. [IpeTmocTaBuMO CYyIPOTHO, Ja MOCTOje HeKe Tpu (paziaudure) 60je
3a KOje He IT0CTOju TPOoyrao 4uje cy crpanuie obojene tum 6ojama. Ha ocroBy
MPeTX0o/HOT, Taga 61 MOPao MOCTOjaTH HEKH TPOyTao Unje cy Oap JABHje CTpaH-
ure obojere ucroM 60joM. AJn, KaKO Cy CBaKe JIBHje CTpaHUIIE Koje cy 0bojeHe
ucroM 60joM MehycobHo mapaJsiesire, oBo je Hemoryhe.

4. TIpBo pjememe (cabuparvem odzosapajyhur nejednarocmu).
a) MHokemeM HejeHAKOCTH

—-1< A;—1 — 2@1' + a4 <1

ca ¢, u cabupajyhu gobujene wejepHakocT 3a ¢ = 1, 2, ..., k jgobujamo
pesom
k k k
Zzg ila;_q — 2a,+az+1)§2i,
i=1 i=1 i=1
k—1 k+1
k(k+1) (k +1)
SR Y i _2zmz+zl_1 U
k(k+1
—g < ap+ 2ay — 2ay — 2kay + (k — 1)ag + kag+
k—1
: o k(k+1)
1-2 —1Da; < ——=,
+ ;(z + i+ Ja; < 5
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k(k+1 k(k+1
) D < - 4 oy < HEED
omaxJjie gujesbemeM ca k(k + 1) mobujamo 1a BaxKn
k41 Ak 1
k+1 E|— 2

6) Heka cy k u n npuposau 6pojesu, k < n. Cabupamem n—k HejeHAKOCTH
1 i i 1 .
—=- < .aH —afg—, 1=k, k+1,...,n—1,
27141 1 2

Jjiobujamo Ja je

_ <n Tk <
2 T n kK — 2
Axko je a,, = 0, ogaBje caujean ja je
n—k< ak<n—k , k(n—k)< <k(n—k)
2 = k- 2 W y =T

ITo je u TpebaJso JIoKa3aTu.

Jpyro pjememne (mamemamuikom uHOYKUUIoM).

a) JlokaxKuMo MareMaTHIKOM HHYKIHJOM €KBHBAJCHTHY HEje[HAKOCT

k41 k+1 kE+1
2 —— < - <

(2) 5 = Af+1 L A > 5
3a k = 1 oBa HejemHAKOCT Baku jep je ekBuBajieHTHa ca —1 < —2a; +
ay < 1. TIpermocraBumo Ja oHa Baxku 3a k — 1 (k > 2), 1j. na je

(k € N).

k< k <k:
2 =T oI =y
[TomTo je —1 < ap_1 — 2a; + axy1 < 1, camjean na je
k+1 k+1 k—1
A1 — i ap > 2a —ap—1 — 1 — —]L_ I = — ap —ag—1 — 1=
k—1 k k—1 k k+1
K (“’“ k1% 1) =k (2) 2
k+1 k—+1 k—1
A1 — ap < 2ap —ap—1 +1— k= T ap — ap—1 +1=
k—1 k k—1 k k—+1
L - [ I A R
k (a’“ /~c—1“’”)Jr STy af >
Haxkne
k+1 k+1 kE+1
5 < Qpq1 — 2 ar < 5

Tj. BaxKHU HejeTHAKOCT (2).
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6) Ha ocuoBy Hejeqnaxoctn (2) je

E(k+1 k(k+1
kagqr — M < (k+1ar < kaggr + %7
k k k k
3 —_— — =< aq; < -, k=12 ...
() k+1ak+l 2_ak_k+1ak+l+27 ) 4y
Heka je a, = 0. U3 (3) 3a k =n — 1 nobujamo 1a je
—1 -1
(4) S <a <t
2
Hejeanakoct
k(n—k k(n—k
(5) —Lgakgu, k=1,2...n—1,
2 2
JIOKa3yjeMo MaTeMaTudkoM uHJayKiujom nmo k =n—1,n—2, ..., 1. U3

(4) camjenn na oBo TBpheme Baxku 3a k = n — 1. IIpernocraBumo ia oHoO
paxkun3a k+1 (k+1<n-—1), 1j. naje
(k+1)(n—Fk—1) (k+1)(n—Fk—1)

— < a <
9 > Og+1 > 9

Tama wa ocuoBy (3) mobujamo ma je

. koo kK (k+D(n—k=1) k  kin—k)
A | 2 2 9
k ko (k+D)(n—k—-1) k kin—k)

< — < . e S
e I L B Ty 5 *3 5

unme je HejeaHaxkoct (5) gokasaHa.
YETBPTU PA3PE/IL

1. Ha ochoBy jeanakocru yivia usMmehy ranrernre m rerue u nepudepujckor
yIjia HaJ HCTUM JyKoM mMmamo aa je ZABD = /Y DC = /ZYCZ. Kako
je LYCZ + ZYBZ = 180°, cniujenn na je derBopoyrao C'Y BZ rterusaH.
Hame je LOYZ =/CBZ =/XDC =180° — ZCY X, onaksie ciaujen jia je
verpopoyrao X BC'Y ymucan y kpyxkuuny k, na je ZCY Z + ZCY X = 180°,
MTO 3HAYW Ja ¢y Tadke X, Y, Z KoauHeapHe.

2. Hcrn kao 3as1arak 2 3a Tpehu paspe/.

3. Hcrn kao 3amarak 3 3a Tpehu pazpe/.
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4. TIpBo pjememe (cabuparsem odzosapajyhux nejednarocmu).

a) MHokemeM HejeTHAKOCTH

1 1
7 < ai-1 — 20, + @iy < Z

ca i, u cabupajyhmu nobujene HejeHakocTu 3a ¢ = 1, 2, ..., k jgobujamo
pejiom

k
-k < Zi(ai—1 —2a; + a;y1) <k,
i—1

k+1

k—1 k
k<Y (i+1)a;—2) dai+ Y (i—a; <k,
1=0 =1 1=2

—k < ap+2a; — 2a; — 2kay, + (k — 1)ay + kag1+
~1
+>» (1+1—-2i+i—1)a; <k,

%

Ea

||
N

(1) —k S k?(lk_H — (/{3 + 1)ak+ S k’,
omaxJe gujesbemseM ca k(k + 1) gobujamo 1a Baxkn

1

“k+1

Og+1 Qg

E+1 k

6) Heka cy k u n npupoau 6pojesu, k < n. Cabupamem n—k HejeHAKOCTH

1 < Ai4+1 a; 1
i+1 " e+1 1 T i+l

JobujamMo 1a je

Axo je a,, = 0, ogaBe caujean jaa je

o <k (e p Loy ]
G =EAEET T2 n)’

1a je JOBOJHHO jOIII JOKa3aTH Jia IPOU3BOJ/bHE MpUpogHe Opojese k U n,
k < n, Baxku

1
(2) —+—+--~+—<1nﬁ.
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Ha ocnoBy nosnare nejeHakocTu

(3) .11<1n(i+1)—lni (i e N)

1+

jobujamo Ja je
1
—+—+---—|—ﬁ<(ln(k+1)—ln E)+ (In(k+2)—In(k+1))+

+---—|—(lnn—ln(n—1)):lnn—lnk’:ln%,
Tj. Baxu (2).

ITpumgedba. Hejenuaxocr (3) camjenn, Ha npuMjep, U3 IHEEHUIIE Ja je Hu3 (x;)
C il .

ca ONIITHM YJIaHOM T; = (%)Pr omagajyhu n ga Komseprupa ka e. Hamwme,

ofiaBe camjenn aa je e < x;, oJaKJe JOrapuTMoBambeM 1001ujaMo fna Baxu (3).

Jpyro pjememe (Mamemamuukom uHOYKUUjoMm).

a) JlokaxuMo MareMaTHIKOM MHJLYKIMJOM €KBHBAJICHTHY HEje[HAKOCT

kE+1

(4) 1< Ap41 — ar <1 (k € N)

3a k = 1 oBa HejemHAKOCT Baykd jep je ekBuBajieHTHa ca —1 < —2a; +
as < 1. TlpermocraBumo Ja oHa Bayku 3a Heko k — 1 (k > 2), 1j. na je

—1<a; — ap—1 < L.

E—1

1 1
ITomro je 7 < ag_1—2ar + a1 < 7 Caujean 1a je

E+1 > 1 k+1 k—1 1
Ak4+1 — a ar — Q-1 — 7 — ar = g — Qg1 — 7 =
k+1 k k = k k—1 k k k L k k—1 k
k—1 k 1 k-1 1
- _ - — > " (—1)= Z ==
K (“’“ k—1“’“> e e
k1l RS S 1
Af+1 A > 20 — Qg1 2 L ap = L A — Ak L
k—1 k 1 k-1 1
B NS Rl R e A

anMe je HejeqHakocT (4) JoKazaHa.
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6) Ha ocuoBy nejeanaxoctn (1) je

kak+1 —k S (/{3 —+ 1)6Lk S l{iak+1 + k?,

k k k k
P - v < k=192 ..
(5) Pl T SRS e T o

Heka je a,, = 0. U3 (4) 3a k = n — 1 gobujamo na je

n—1 n—1
(6) - S Qp—1 S
n n
HejearakocT
(7) kY <cap<kln Y k=1,2....n-1,
k k
JIOKa3yjeMo MaTeMaTudKoM WHAyKiujom no k =n—1,n—2, ..., 1. U3

(6) camjenn 1a oBo TBpheme Baxku 3a k = n — 1, momTo je

n—1
\an,1\§T<(n—1)lnn_1.

[Tpernocrasumo ja oro Baxkn 3a k+ 1 (k+1<n—1), 1j. 1a je

< app1 < (k+1)In "

—(k+ D1
(k+1)In k+1

n
kE+1

Taja Ha ocHOBY (5) mobujamo fa je

< L A UL
R N | YRl kvl
n 1 n
— k(1 =V <kl 2,
<Dk+1+k+1)< s
k k n k
> LY -
2 e T 2 g R e T
n 1 n
= k(1 ) s> kw2
<Hk+1+k+1)> "
anMe je Hejequakoct (7) J0KazaHa.
(OBj i i L S WL
€ CMO a a e eje aKOC — -
BII] MO IBa IIyTa IIPUMHA)E€HUJIN HEJECAHAKOCT Il k—|—1 k+1 n k,

KOja je eKBHUBaJIEHTHA Ca <In(k+1)—1In k, u Bazku HA OCHOBY

nejennakoctu (3).)

3adamxe npunpemunu: Budan Tosedapuvua u Mapro Humuh.



