
23. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

UQENIKA SRED�IH XKOLA REPUBLIKE SRPSKE

Ba�a Luka, 9. april 2016.

ZADACI

PRVI RAZRED

1. Student je za 5 godina studija polo�io 31 ispit, pri qemu je svake godine
(poqev od druge) polo�io vixe ispita nego prethodne godine. U petoj godini
on je polo�io tri puta vixe ispita nego u prvoj godini. Koliko je ispita
on polo�io u qetvrtoj godini studija?

2. Neka su a, b, c pozitivni brojevi takvi da je ab+ bc+ ca = 1. Dokazati da je√
a+

1

a
+

√
b+

1

b
+

√
c+

1

c
≥ 2(
√
a+
√
b+
√
c).

3. Neka je ABC oxtrougli trougao (AC < BC) sa polupreqnikom opisane
kru�nice R. Neka je D podno�ne visine iz taqke A na BC. Oznaqimo sa
T taqku na pravoj AD, takvu da je AT = 2R, pri qemu je taqka D izme�u
taqaka A i T , a sa S sredixte luka BC kru�nice opisane oko trougla ABC,
koji ne sadr�i taqku A. Dokazati da je ∠AST = 90◦.

4. Da li postoji permutacija (a1, a2, . . . , an) brojeva 1, 2, 3, . . . , n tako da za
svako k = 2, 3, . . . , n va�i k | ak−1 + ak , ako je

(a) n = 10,

(b) n = 11?

DRUGI RAZRED

1. Dat je pravougli trougao ABC, sa pravim uglom u tjemenu C. Neka je BK
simetrala unutrax�eg ugla u tjemenu B (K ∈ AC). Krug opisan oko trougla
AKB sijeqe stranicu BC u taqki L. Dokazati da je CB + CL = AB.

2. Neka su x, y, z nenegativni brojevi takvi da je x + y + z = 1. Dokazati da
va�i nejednakost

x3 + y3 + z3 + 2(xy + yz + zx) ≥ 3

4
.

Kada u ovoj nejednakosti va�i znak jednakosti?
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3. U tablicu dimenzija 7 × 7 upisani su realni brojevi, tako da je proizvod
brojeva u bilo kom kvadratu dimenzija 3×3, jednak proizvodu brojeva u bilo
kom kvadratu 4×4. Da li je mogu�e da proizvod svih brojeva u tablici bude
jednak 2016?

4. Ako su m i n prirodni brojevi za koje va�i

7m2 + 7m+ 2 = n2,

dokazati da je broj n+1 jednak zbiru kvadrata dva uzastopna prirodna broja.

TRE�I RAZRED

1. Na�i sve funkcije f : R→ R takve da za sve x, y ∈ R va�i

f(x2) + f(xy) = f(f(x+ y)).

2. Za okruglim stolom sjedi 2016 	udi, od kojih je svaki ili istino	ubiv, ako
uvijek govori istinu, ili la�ov, ako uvijek la�e. Svakom od �ih je data
po jedna kartica na kojoj je napisan jedan prirodan broj. Brojevi napisani
na karticama su razliqiti. Nakon xto su pogledali svoje brojeve i brojeve
svojih susjeda (po jednog sa lijeve i desne strane), svaki od ovih 	udi je
rekao: ,,Moj broj je ve�i od oba broja mojih susjeda". Poslije toga k 	udi je
reklo: ,,Moj broj je ma�i od oba broja mojih susjeda". Na�i najve�u mogu�u
vrijednost broja k.

3. Ako su m i n prirodni brojevi za koje va�i

7m2 + 7m+ 8 = n2,

dokazati da je broj
n

5
+ 1 jednak zbiru kvadrata dva uzastopna prirodna

broja.

4. Neka jeH ortocentar oxtouglog trougla ABC. Prava koja sadr�i taqku A i
normalna je na AC i prava koja sadr�i taqku B i normalna je na BC, sijeku
se u taqki D. Krug sa centrom u taqki C, koji sadr�i taqku H, sijeqe krug
opisan oko trougla ABC u taqkama E i F . Dokazati da je DE = DF = AB.

QETVRTI RAZRED

1. Na�i sve funkcije f : R→ R takve da za sve x, y ∈ R va�i

f(x+ y)f(y) = f(x+ xf(y)).
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2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Neka je ABC oxtrougli trougao, AD simetrala ugla ∠BAC (D ∈ BC), i E
i F ortogonalne projekcije taqke D na AB i AC, redom. Neka je CE∩BF =
{K} i neka BF sijeqe krug opisan oko trougla AEK u taqki L (L 6= K).
Dokazati da je BF ⊥ DL.

RJEXE�A

PRVI RAZRED

1. Odgovor: 8. Neka je prve godine student polo�io x ispita. Tada je u drugoj
godini polo�io bar x + 1 ispit, u tre�oj bar x + 2 ispita i u qetvrtoj
godini bar x+3 ispita. U petoj godini on je polo�io 3x ispita, tako da je
u qetvrtoj polo�io najvixe 3x−1, u tre�oj najvixe 3x−2 i u drugoj godini
najvixe 3x− 3 ispita. Tada je po uslovu zadatka

x+ x+ 1 + x+ 2 + x+ 3 + 3x ≤ 31 ≤ x+ 3x− 3 + 3x− 2 + 3x− 1 + 3x,

7x+ 6 ≤ 31 ≤ 13x− 6.

Kako je x cio broj iz nejednakosti 7x + 6 ≤ 31 dobijamo da je x ≤ 3, a iz
nejednakosti 31 ≤ 13x− 6 da je x ≥ 3. Dakle, x = 3 pa je student u qetvrtoj
godini mogao da polo�i od x+ 3 = 6 do 3x− 1 = 8 ispita.

Ako je u qetvrtoj godini polo�io 6 ili 7 ispita, onda je ukupan broj
polo�enih ispita najvixe 9 + 7 + 6 + 5 + 3 = 30, xto je ma�e od 31. Dakle,
student je u qetvrtoj godini polo�io 8 ispita, pri qemu je po godinama
studija polagao redom 3, 4, 6, 8, 9 ispita.

2. Primijetimo da je

a+
1

a
= a+

ab+ bc+ ca

a
= a+ b+ c+

bc

a
.

Odavde je, na osnovu nejednakosti izma�u aritmetiqke i geometrijske sre-
dine

a+
1

a
≥ b+ c+ 2

√
bc = (

√
b+
√
c)2,

pa je

√
a+

1

a
≥
√
b+
√
c. Analogno je

√
b+

1

b
≥
√
c+
√
a i

√
c+

1

c
≥
√
a+
√
b.

Sabira�em ove tri nejednakosti dobijamo da je√
a+

1

a
+

√
b+

1

b
+

√
c+

1

c
≥ 2(
√
a+
√
b+
√
c).
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3. Neka je ∠BAC = α, ∠ABC = β, ∠BCA = γ. Oznaqimo sa O centar kruga
opisanog oko trougla ABC. Poxto je AC < AB, to je β < γ. Neka je E
taqka koja je dijametralno suprotna taqki A. Jasno je da je ∠AOB = 2γ i

∠EAS = ∠BAS − ∠BAO =
α

2
− 1

2
(180◦ − 2γ) =

α

2
+ γ − 90◦.

Tako�e je

∠SAT = ∠SAC − ∠DAC =
α

2
− (90◦ − ∠ACD) =

α

2
+ γ − 90◦,

pa je ∠EAS = ∠SAT . Kako je AE = AT = 2R slijedi da je 4AST ∼= 4ASE,
pa je ∠ASE = ∠AST . Poxto je ∠ASE = 90◦ slijedi da je ∠AST = 90◦.

4. (a) Odgovor: Ne postoji. Pretpostavimo suprotno. Tada

2 | a1 + a2, 4 | a3 + a4, 6 | a5 + a6, 8 | a7 + a8, 10 | a9 + a10,

pa su brojevi a1 + a2 a3 + a4, a5 + a6, a7 + a8 i a9 + a10 parni. Zbog toga je
paran i �ihov zbir

a1 + a2 + a3 + · · ·+ a10 = 1 + 2 + 3 + · · ·+ 10 = 55.

Kontradikcija.

(b) Odgovor: Postoji. Ispisujemo takav niz a1, a2, a3, . . . , a11, redom od
pos	ed�eg qlana a11 do prvog qlana a1. Rasporedimo naizmjeniqno brojeve
4, 3, 2, 1 i 7, 6, 5 zdesna nalijevo: 1, 5, 2, 6, 3, 7, 4 tako da oni predstav	aju
pos	ed�ih 7 qlanova niza. Tada �e va�iti

ak−1 + ak−2 = k, k = 6, 7, . . . , 11.

Da	e ovom nizu dopisujemo slijeva preostala qetiri qlana 8, 9, 10, 11,
s	ede�im reoslijedom 9, 11, 10, 8. Dobijamo tra�eni niz

8, 10, 11, 9, 1, 5, 2, 6, 3, 7, 4.

DRUGI RAZRED

1. Neka je N taqka na polupravoj BC, takva da je CN = CL, pri qemu se taqka
C nalazi izme�u taqaka N i L. Tada je CB + CL = NB pa je potrebno
dokazati da je AB = NB. Kako je

∠CKB = 180◦ − ∠AKB = 180◦ − ∠ALB = ∠ALC
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i 4ACL ∼= 4ACN , slijedi da je

∠ANC = ∠ALC = ∠CKB = 90◦ − 1

2
∠B .

Iz trougla ABN je

∠BAN = 180◦ − ∠B − ∠ANB = 180◦ − ∠B − (90◦ − 1

2
∠B) =

= 90◦ − 1

2
∠B = ∠ANB.

Odavde dobijamo da je AB = NB.

2. Kako je

2(xy+yz+zx) = x(y+z)+y(z+x)+z(x+y) = x(1−x)+y(1−y)+z(1−z) =

= x+ y + z − x2 − y2 − z2 = 1− x2 − y2 − z2,
treba dokazati da je

x3 + y3 + z3 + 1− x2 − y2 − z2 ≥ 3

4
,

x3 + y3 + z3 − x2 − y2 − z2 + 1

4
≥ 0,

x3 + y3 + z3 − x2 − y2 − z2 + 1

4
(x+ y + z) ≥ 0.

Pos	ed�a nejednakost va�i jer je ekvivalentna redom sa

x3 − x2 + 1

4
x+ y3 − y2 + 1

4
y + z3 − z2 + 1

4
z ≥ 0,

x(x− 1

2
)2 + y(y − 1

2
)2 + z(z − 1

2
)2 ≥ 0.

Jednakost va�i ako su svi sabirci na lijevoj strani pos	ed�e nejednakosti
jednaki nuli, tj. uz uslov x+ y + z = 1, ako je

(x, y, z) ∈ {(1/2, 1/2, 0), (1/2, 0, 1/2), (0, 1/2, 1/2)}.

3. Odgovor: Mogu�e je. Neka su a i b realni brojevi za koje va�i ab = 1.
Posmatrajmo s	ede�u tablicu

a b a b a b a
b a b a b a b
1 1 1 1 1 1 1
a b a b a b a
b a b a b a b
1 1 1 1 1 1 1
a b a b a b a
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Oqigledno je da je proizvod brojeva u svakom kvadratu dimenyija 3 × 3 i
4 × 4 jednak 1. Kako je proizvod svih brojeva u tablici jednak a, mogu�e je
da proizvod brojeva u tablici bude bilo koji realan broj, razliqit od nule,
pa i 2016.

4. Pretpostavimo da za prirodne brojeve m i n va�i 7m2 + 7m + 2 = n2.
Mno�e�em ove jednakosti sa 4 dobijamo redom

7(4m2+4m+1)+1 = 4n2, 7(2m+1)2 = 4n2−1, 7(2m+1)2 = (2n−1)(2n+1).

Kako su brojevi 2n − 1 i 2n + 1 uzajamno prosti, odavde slijedi da imamo
s	ede�a dva sluqaja.

1◦ 2n− 1 = a2, 2n+ 1 = 7b2, za neke cijele (neparne) brojeve a i b. Oduzi-
ma�em ove dvije jednakosti dobijamo da je 7b2 − a2 = 2, odakle slijedi
da je a2 ≡ 5 (mod 7). Kontradikcija.

2◦ 2n+1 = a2, 2n−1 = 7b2, za neke neparne brojeve a i b. Iz 2n+1 = (2k+1)2

slijedi da je n = 2k2 +2k, pa je n+1 = 2k2 +2k+1 = k2 + (k+1)2, xto
je i trebalo dokazati.

Primjedba. Najma�i parovi (m,n) prirodnih brojeva za koje va�i 7m2 +
7m+ 2 = n2 su (m1, n1) = (1, 4) i (m2, n2) = (382, 1012). Pri tome je

n1 + 1 = 5 = 12 + 22 i n2 + 1 = 1013 = 222 + 232.

TRE�I RAZRED

1. Ako uvrstimo x = 0 i y = a dobijamo da je 2f(0) = f(f(a)) za sve a ∈ R, pa
je

2f(0) = f(f(x+ y)) = f(x2) + f(xy).

Uvrxtavaju�i ovdje x = 1 dobijamo da je

2f(0) = f(1) + f(y), tj. f(y) = 2f(0)− f(1)

pa je f konstantna funkcija, tj. f(x) = C. Da	e, uvrxtava�em u polaznu
jednaqinu dobijamo da je C = 0, tj. f(x) ≡ 0 je jedino rjexe�e.

2. Uoqimo qovjeka koji je dobio karticu sa najve�im brojem i qovjeka koji je
dobio karticu sa najma�im brojem. Nakon prve izjave uoqavamo da je prvi
istino	ubiv, a drugi la�ov, pa oni ne mogu biti me�u ovih k 	udi (jer je
nemogu�e da je druga izjava istino	ubivog taqna, a la�ova netaqna). Dakle,
k ≤ 2014. Vrijednost k = 2014 se mo�e posti�i, na primjer u sluqaju kada
su 	udima podije	ene kartice sa brojevima 1, 2, 3, . . . , 2016 u smjeru kreta�a
kaza	ke na satu, pri qemu je kartica sa brojem 2016 data istino	ubivom, a
ostale la�ovima.
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3. Pretpostavimo da za prirodne brojeve m i n va�i 7m2 + 7m + 8 = n2.
Mno�e�em ove jednakosti sa 4 dobijamo redom

7(4m2+4m+1)+25 = 4n2, 7(2m+1)2 = 4n2−25, 7(2m+1)2 = (2n−5)(2n+5).

Neka je (2n− 5, 2n+ 5) = d. Imamo s	ede�a dva sluqaja.

1◦ d = 1. Imamo dvije mogu�nosti:

1) 2n − 5 = 7a2, 2n + 5 = b2, za neke cijele (neparne) brojeve a i b.
Oduzima�em dobijamo da je b2−7a2 = 10, odakle slijedi da je b2 ≡ 3
(mod 7). Kontradikcija.

2) 2n−5 = a2, 2n+5 = 7b2, za neke neparne brojeve a i b. Oduzima�em
dobijamo da je 7b2−a2 = 10. Kako je a2 ≡ 1 (mod 8) i b2 ≡ 1 (mod 8),
slijedi da je 7b2 − a2 ≡ 6 (mod 8), pa ne mo�e biti 7b2 − a2 = 10.
Kontradikcija.

2◦ d = 5. Opet imamo dvije mogu�nosti:

1) 2n − 5 = 5a2, 2n + 5 = 5 · 7b2, za neke cijele (neparne, uzajamno
proste) brojeve a i b. Oduzima�em dobijamo da je 5(7b2 − a2) = 10,
tj. 7b2−a2 = 2, odakle slijedi da je a2 ≡ 5 (mod 7). Kontradikcija.

2) 2n− 5 = 5 · 7a2, 2n + 5 = 5b2, za neke neparne prirodne brojeve a i
b. Iz 2n+ 5 = 5(2k + 1)2 slijedi da je n = 10k2 + 10k, pa je

n

5
+ 1 = 2k2 + 2k + 1 = k2 + (k + 1)2,

xto je i trebalo dokazati.

Primjedba 1. Najma�i parovi (m,n) prirodnih brojeva za koje va�i 7m2+
7m+ 8 = n2 su (m1, n1) = (7, 20) i (m2, n2) = (1912, 5060). Pri tome je

n1

5
+ 1 = 5 = 12 + 22 i

n2

5
+ 1 = 1013 = 222 + 232.

Primjedba 2. Ovaj zadatak se mo�e svesti na zadatak 4 za drugi razred
na s	ede�i naqin. Gledaju�i ostatke pri dije	e�u sa 5 dobijamo da 7m2 +
7m + 8 ≡ 0 (mod 5) ako je m ≡ 2 (mod 5), a u svim ostalim sluqajevima
je 7m2 + 7m + 8 ≡ 2 (mod 5) ili 7m2 + 7m + 8 ≡ 3 (mod 5). Dakle, iz
7m2 + 7m + 8 = n2 slijedi da je m = 5a + 2, a ∈ N. Zamjenom m = 5a + 2
u ovu jednaqinu dobijamo da je 7(5a + 2)2 + 7(5a + 2) + 8 = n2, odakle je
nakon sre�iva�a 25(7a2 + 7a + 2) = n2. Slijedi da je n = 5b, b ∈ N, tj.
7a2 + 7a+ 8 = b2.

4. Kako je trougao ABC oxtrougli, taqka H se nalazi u unutrax�osti ovog
trougla. To znaqi da se taqke E i F nalaze na kra�im lukovima AC i BC,
redom. Neka je H ′ osnosimetriqna taqka taqki H u odnosu na pravu AC.

7



Poznato je da H ′ pripada kru�nici opisanoj oko trougla ABC. Kako je
CH = CH ′, slijedi da se taqka H ′ nalazi na kru�nici sa centrom u taqki
C polupreqnika CH, pa je H ′ = E. Kako je EH ⊥ AC i BH ⊥ AC, slijedi
da su taqke B, H i E kolinearne. Kako je AD ⊥ AC, slijedi da je BE ‖ AD.
Tako�e, kako je ∠CAD + ∠CBD = 90◦ + 90◦ = 180◦, slijedi da se taqka D
nalazi na kru�nici opisanoj oko trougla ABC. Sada imamo da je qetvor-
ougao EADB tetivan. Kako je BE ‖ AD slijedi da je ∠BEA+∠EAD = 180◦.
Iz tetivnosti qetvorougla EADB slijedi da je ∠EBD +∠EAD = 180◦, pa
je ∠BEA = ∠EBD = 180◦, tj. BA = ED. Analogno se pokazuje da je
BA = DF .

QETVRTI RAZRED

1. Stav	aju�i x = y = 0 dobijamo da je f(0)2 = f(0) pa je f(0) = 0 ili f(0) = 1.
Stav	aju�i x = 0 dobijamo da je f(y)2 = f(0).

Ako je f(0) = 0, slijedi da je f(y) = 0 za sve y ∈ R.
Ako je f(0) = 1, slijedi da je f(y) = 1 ili f(y) = −1. Ako bi bilo f(y) = −1,
stav	aju�i x = −a, y = a dobijamo da je f(0) · f(a) = f(0), xto je nemogu�e.

Dakle, jedina rjexe�a su f(x) ≡ 0 i f(x) ≡ 1, xto se lako provjerava.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Neka je {H} = AK ∩ BC. Po Qevinoj teoremi je
AE

BE
· BH
HC
· CF
AF

= 1. Ali,

kako je AD simetrala ugla α, imamo AE = AF pa je
BH

HC
· CF
BE

= 1. Da	e

je, CF =
DF

tg γ
i BE =

DE

tg β
, pa kako je DF = DE imamo da je

CF

BE
=

tg β

tg γ
.

Zbog toga je i
BH

HC
=

tg γ

tg β
pa je H podno�je visine iz tjemena A na stranicu

BC.

Sada je ∠EAK = 90◦ − β, odakle je ∠ELB = 90◦ − β, pa kako je i
∠EDB = 90◦ − β slijedi da je qetvorougao BELD tativan, odakle je
∠DLB = ∠DEB = 90◦, pa je BF ⊥ DL.

Zadatke pripremili: Vidan Govedarica i Marko �iti�.
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