23. PEIIYB/IMYKO TAKMUWYEIBE 3 MATEMATUKE
YYEHUKA CPEABUX HTKOJIA PEIIVBJ/INKE CPIICKE

bama Jlyka, 9. anpuma 2016.

3AJIAIIN
IITPBU PA3PE/

1. Cryaenr je 3a 5 rojguna cryanja moj0kuo0 31 UCOUT, PU Y€MY je CBaKe IOJMHE
(moues o1 ApyTe) MOJOZKHO BHIIE HCIUTA HETO MPETXOHE TOTHHE. Y MeT0j POTHHHI
OH je TOJIOYKUO TPHU IIyTa BUIIE UCIUTA HETO y MPBOj rojuau. Kojawko je ucnura
OH IOJIO?KUO Y YeTBPTOj I'OJUHH CTYIuja’

2. Heka cy a, b, ¢ mozuruau 6pojesu Taksu na je ab+ bec+ ca = 1. okazaru 1a je

\/a+é+\/b+%+\/c+%zz(ﬁ+\/5+\/€).

3. Heka je ABC omrpoyriau tpoyrao (AC < BC') ca moaynpedHHKOM ONMHCaHe
kpyxuune R. Heka je D noanoxne Bucuue u3 tauke A na BC. Osnadumo ca
T tauky na npasoj AD, takBy na je AT = 2R, npu demy je tauka D usmely
tagaka A u T, a ca S cpemurire tyka BC KkpyzxKuuIe onucane oko tpoyriaa ABC,
koju ue cazgpxku Tadky A. Jlokazaru ma je LAST = 90°.

4. Ja smu nocroju mepmyTanuja (aj,as,...,a,) 6pojeBa 1,2,3,....,n Tako jga 3a
cBako k = 2,3,...,n Baxu k| ax_1 + ai, aKo je
(a) n =10,
(b) n =117

JTPYTU PA3PE

1. Jlar je mpaoyrsim Tpoyrao ABC', ca npasum yriom y Tjemeny C. Heka je BK
cuMeTpaJsia yHyTparimer yria y Tjemeny B (K € AC). Kpyr onucan oko Tpoyria
AK B cujeue crpanuny BC'y tauku L. [Jokazatu na je CB + CL = AB.

2. Heka cy x, y, z HeHeratuBHu OpojeBu TakBu Ja je © + y + 2z = 1. Jlokazaru ja
BaykKW Heje THAKOCT

23y 22y +yz o) >

>~ o

Kaza y 0B0j Heje JHAKOCTH BayKi 3HAK jeTHAKOCTH!



. Y Tabauiy auMensuja 7 X 7 YIUCAHU Cy peasnun OpojeBH, TaKO Ja je MPOU3BOJ
OpojeBa y OMJI0 KOM KBaJIpaTy JUMeH3uja 3 X 3, jeJiHak 1Mpou3BoLy bpojeBa y 6mio

KoM KBajpary 4 X 4. Ha sim je moryhe ja npou3Boj cBux 6pojeBa y Tadauim Oy/ie
jemnax 20167

. AKo cy m u n npuponHE OPOjeBH 33 KOje BarKH
Tm* +Tm +2 =n?

JIoKa3aTh Ja je 6poj n+1 jeqrak 30upy KBaJIpaTa JBa y3acTONHA IPUPOIHA OPOoja.
TPELU PA3PE/]

. Hahwu cBe dynknuje f: R — R Takse ja 3a ce z,y € R Baxku

F@®) + flzy) = f(fz +y)).

. 3a okpyrauM ctosnoM cjean 2016 /byam, o KOjUuX je CBaK! WIN UCMUHObYOUS, aKO
VBUjeK TOBOPH HCTUHY, W 4a9#C068, aKO yBUjeK Jayke. CBaKOM OJ FHUX je JaTa
10 jeJiHa KapTulla Ha KOjOj je Hamucan jejgad upupojan 6poj. BpojeBu namnucanu
Ha Kaprunama cy pazandaurtu. Hakon 1mrro cy norsesanan cBoje 6pojese u dpojese
cBOjuX cycjena (o jeJHOD ca JMjeBe W JeCHe CTpaHe), CBAKM OJ OBUX JbYIH je
pekao: ,,Moj 6poj je Behu o oba 6poja mojux cycjeaa”. Ilocnuje Tora k sbyau je
pekJio: ,,Moj 6poj je mamu o 0ba Opoja Mojux cycjema”’. Hahu majsehy moryhy
BpHjeIHOCT Opoja k.

. AkO cy m u n upupoaHu 6POjeBU 3a KOje BaXKM
Tm? 4+ Tm + 8 = n?,

JIOKa3aTh J1a je Opoj 5 + 1 jexnak 30upy KBajJpara JBa y3aCTOIHA HPUPOIHA

opoja.

. Heka je H oprouenrap omroyrior tpoyria ABC. Tlpasa koja cagpzku tauky A u
nopmaJina je na AC u npasa koja caapzxu tauky B u Hopmasna je na BC, cujeky
ce y tauku D). Kpyr ca nearpom y Taukn C', Koju cajap:ku Tauky H, cujede Kpyr
onucan oko Tpoyria ABC'y taukama F u F. Jlokazaru jna je DE = DF = AB.

YETBPTU PA3PE/]

. Hahwu cBe dynknuje f: R — R Takse ja 3a cBe z,y € R Baxku

flx+y)fly) = fle+2f(y)).



. Mcrm xao 3agarak 2 3a tpehu paspen.
. Uctu xao 3amarak 3 3a Tpehu pazpes.

. Heka je ABC oumrrpoyriiu Tpoyrao, AD cumerpasa yriaa ZBAC (D € BC), u E
u F' oproronanne npojeknuje tauke D va AB u AC, pegom. Heka je CENBF =
{K} n neka BF cujede kpyr omnncan oko tpoyria AEK y taukn L (L # K).
Hoxkazatu 1a je BF' 1 DL.

PJEIIEIBA
IIPBU PA3PE[]

. Odzosop: 8. Heka je npBe rojaune CTYIEeHT MOJOXKUO x ucnuTta. Tama je y Apyroj
TOJMHE TOJIOXKKNO Oap x + 1 mcnur, y Tpehoj 6ap x + 2 ucnura U y 4eTBPTO]
rojuuu 6ap x + 3 ucuura. Y 1MeToj IOJWHU OH je MOJI0XKUO 3T UCIUTA, TAKO J1a je
y 4eTBPTO] 10JI0KMO0 HajBuine 3x — 1, y Tpehoj najsuiie 3x —2 u y Apyroj roguHun
Hajpumie 3xr — 3 ucnurta. Taaa je Mo ycJIoOBY 3aaaTKa

z+zrz+14+x+2+2+3+3x<31<zx+3x—-3+3x—2+4+3x—1+4 3z,
Tr+6 <31 <13x — 6.
Kaxko je z muo 6poj u3 mejennakoctu 7x + 6 < 31 mobujamo 1a je v < 3, a u3s
HejenHakocTu 31 < 13x — 6 1ma je > 3. lakie, x = 3 ma je CTy/JIeHT y 4eTBPTO]
TOIMHE MOTA0 1 MOJ0XKH oA T + 3 = 6 10 3x — 1 = 8 ucuwura.
Ako je y dWerBpTOj roAMHU MOJOXKHO 6 WM 7 UCIHUTA, OHJAA je YKyHaH Opoj
moJIoYKeHnX ucrnuta Hajsuire 9+ 7+ 6 + 5 + 3 = 30, mTo je mame ox 31. Hakie,

CTYIEHT je Yy YeTBPTOj TOAWHU MOJOXKWO 8 WCIUTa, MPHU YeMy je MO TOJAuHAMA
cTyuja moJjarao pejom 3, 4, 6, 8, 9 ucnura.

. [Ipumujerumo na je
1 ab + bc + ca bc
a+-=a+——=a+b+c+—.
a a a

OpnaBre je, Ha OCHOBY HejeIHAKOCTH H3Mal)y apuTMeTHIKe W reOMeTPHjCKe Cpe-
JuHe

a+ - L by et avie= (Vit Vo,

naJe\/:>\/_+\/_ AHaﬂOFHOJe\/:>\/——|—\/_ \/:>\/—+\/‘

CabupameM oBe TpH HejeTHAKOCTH A00MjaMo 7 je

\/a+%+\/b+%+\/c+%22(ﬁ+\/5+\/2).




3. Heka je /BAC = o, ZABC = (3, ZBCA = ~. Oznaunmo ca O meHTap Kpyra
omucanor oko Tpoyrina ABC. Ilomro je AC' < AB, 10 je f < . Hexka je F
TavKa Koja je amjamerpasiHo cynporHa tadku A. Jacuo je ma je LZAOB =2y u

/EAS = /BAS — ZBAO = (180° — 2y) = % 4y —90°,

| e
N | —

Taxkobe je
/SAT = /SAC — /DAC — % —(90° — LACD) = % - 90°,

na je ZEAS = ZSAT. Kako je AE = AT = 2R chajenn na je NAST = NASE,
na je ZASE = LZAST. Tlomro je ZASE = 90° caujenn na je LAST = 90°.

4. (a) Odzoeop: He nocmoju. IlpermocraBumo cynporao. Taja
2| a1 +ay, 4|az+ay, 6|as+as, 8|ar+as, 10| ag+ aj,

na cy opojeBu ay + as az + a4, as + ag, ay + ag U ag + ajp napHU. 300r TOTA je
mapaH U HUXOB 30Up

ayt+axtaz+---+ap=1+2+3+---+10=55.

KonTpanukmuja.

(b) Odzo060p: Ilocmoju. VcmucyjemMo TakaB HU3 ap, A2, d3,...,aA11, PEJIOM O
MOC/beIIber WiIaHa aqq J0 NPBOT WiIaHa a;. PacrmopeamMo HaM3MjeHHIHO Opojee
4,3,2,1 u 7,6,5 31ecua Haaujeso: 1,5,2,6,3,7,4 Tako ja OHU WIPEJCTABIbA]Y
IOC/beIIbNX 7 WIAHOBA HU3a. Tama he BaxkuTn

ak,1+ak,2:/{, k:6,7,,11

Jla;be oBOM HH3Y JIONKCYjeMO CJujeBa Iipeocrasia derupm wiaana 8,9,10,11,
cberehum peocsmjeom 9, 11,10, 8. Hodbujamo TpaskeHu HU3

8,10,11,9,1,5,2,6, 3,7, 4.

JTPYTU PA3PE/

1. Hexka je N tauka Ha nosynpasoj BC, taksa 1a je CN = C'L, npu yemy ce Tauka
C wnanaszm mamehy tavaka N u L. Taga je CB + CL = NB mna je norpebHo
nokazaru ja je AB = NB. Kaxko je

ZCKB =180°— LZAKB = 180° — LALB = ZALC



u NACL = NACN, caujean na je
LANC = LZALC = ZCKB =90° — %AB.
U3 tpoyria ABN je
/BAN =180° — /B — ZANB = 180° — /B — (90° — %43) =
=90° — %LB = /ANB.
Opnasae mobujamo ma je AB = NB.

. Kako je
2wy +yztze) =x(y+2)tylz+a)+2(2+y) =2(l-2) +y(l-y)+2(1-2) =
=x+ytz—at—y -2 =1-2"—9y* -2

Tpeba JoKa3aTu 12 je

3
R R el A

1
24yt + 2 =y =P (v byt 2) 2 0.

4
[loc/penma HejeTHAKOCT BayKH jep je eKBUBAJEHTHA PeoM Ca
3 2 1 3 2 1 3 2,1
x° = +le+y -y +Zy+z -2z +1220,

]'2 ]'2 12
= . — )2 >0.
wo— 3P +uly— 5P 42— 5P 20

JeJIHAKOCT BayKu aKO Cy CBH CADUPIU Ha JIMjeBOj CTPAHU MOCbE/IIHEe HEjeTHAKOCTH
je/IHaKU HYJIH, Tj. y3 YCJIOB & + Y + 2z = 1, aKo je

(z,y,2) € {(1/2,1/2,0),(1/2,0,1/2),(0,1/2,1/2)}.

. Odzosop: Moezyhe je. Heka cy a m b peasnu OpojeBu 3a Koje Baxku ab = 1.
[TocmaTpajmo cbeaehy Tabauiy

albla|blalbla
blal|bla|b|lalb
171|111 ]1]1
albla|blal|bla
bla|bla|bla|b
171|111 ]1]1
albla|blal|bla




Ouwnryienno je ma je mpou3BoJ OpojeBa y CBaKOM KBaJIpaTy AUMEHBIHja 3 X 3 H
4 x 4 jennax 1. Kako je npousBoj cBUX OpojeBa y TabJuIM jeHaK @, Moryhe je
Jia mpou3Bo/, Opojea y Tadbannm Oyae 0110 Koju peasian Opoj, pa3auduT OJ1 HyJIe,
ma u 2016.

. TIpermiocTaBumo ma 3a mpupoaHe GpojeBe m m n Baxkm Tm? + Tm + 2 = n?.
MHuoxKemeM oBe jeJHAKOCTH ca 4 J1o0ujaMo pejioM

7(4m*+4m+1)+1 =4n®, 72m+1)? =4n*—1, 72m+1)* = (2n—1)(2n+1).

Kako cy 6pojeBu 2n — 1 u 2n + 1 y3ajaMHO TpOCTH, OfaB/ie CJAUjean j1a UMaMO
cbeneha aBa corydaja.

1° 2n—1=a? 2n+ 1 = 7b?, 3a ueke nujene (Henapue) 6pojese a u b. Onysu-
MambeM OBe JBHje jeJHaKOCTH JobHjaMo Ja je 7b? — a? = 2, ogak/e ciaujean
Ja je a®> =5 (mod 7). Kourpajauxiuja.

2° 2n+1 = a?, 2n—1 = Tb?, 3a neke Henapue 6pojese a u b. 13 2n+1 = (2k+1)?
camjemn qa je n = 2k* + 2k, nmajen+1=2k*+2k+1 = k*+ (k+1)?, mro
je m TpebaJio JOKa3aTH.

Ipumjenba. Hajmamu naposu (m,n) npupojnux 6pojesa 3a Koje Baxku 7m? +
Tm+2=mn?cy (my,n) = (1,4) u (mg,ny) = (382,1012). TIpu Tome je

n+1=5=1242% u ny+1=1013 = 222 + 23%

TPERUN PA3PE/]

. Ako yBpcrumo x = 0 u y = a nobujamo ga je 2f(0) = f(f(a)) 3a cee a € R, ua
je
2f(0) = f(f(z +y)) = f(@*) + f(zy).

Yepmrasajyhu osaje x = 1 qobujamo na je

2f(0) = f() + f(y), =i fly)=2f(0) = f(1)

na je f xoncrantHa dyuknuja, tj. f(x) = C. Jasbe, yBpIITaBameM y IMOJA3HY
jemnaumny gobujamo ga je C'= 0, 1j. f(x) =0 je jeauno pjernerse.

. YounMo 4YoBjeKa KOju je 100HO KapTHIly ca Hajsehmm OpojeM W 4OBjeKa KOjH je
JI06MO KapTHIly ca HajMamuM OpojeM. Hakon mpBe m3jaBe youaBamo jia je IpPBH
MCTUHOJbYOUB, & JPYIHU JIaxKoB, na onu He Mory Ouru mehy oBux k sbyau (jep je
Hemoryhe n1a je apyra n3jaBa ncTHHOBYOUBOD TavHA, a JIaKOBa HeTavHa). [lakie,
k < 2014. Bpujeanoct k = 2014 ce moxke noctuhu, Ha npuMjep y caydajy Kajia
cy JbyJIUMa IOJIMje/beHe KapTuiie ca opojeBuma 1,2, 3, ...,2016 y cMjepy Kperamba
Ka3aJbKe Ha caTy, IpU deMy je KapTura ca opojem 2016 jgata HCTHHOBYOUBOM, &
ocTaje JIayKOBIMA.



3. IIpernocTaBuMO Ja 3a IpHUPOJIHe GpojeBe m W n Baxku 7Tm? + Tm + 8 = n?.

MHuozkemeMm oBe jeHaKocTu ca 4 gobujamMo peaom
T(4m*+4m+1)+425 = 4n®,  7(2m+1)? = 4n*—25, 7(2m+1)* = (2n—5)(2n+5).
Heka je (2n — 5,2n 4+ 5) = d. Nmamo cipegeha apa ciydaja.

1° d = 1. NUmamo aBuje moryhuocru:

1) 2n — 5 = 7a?, 2n + 5 = b%, 3a uexe uujese (Hemapue) Gpojee a u b.
OysumameM m1obujanmo aa je b2 —7a? = 10, ogaxse camjenn ga je b? = 3
(mod 7). Konrpamukiuja.

2) 2n—5 = a?, 2n+5 = Tb?, 3a Heke HenapHe 6pojese a u b. Ojy3uMambeM
nobujamo na je 7b*—a? = 10. Kakojea? =1 (mod 8) mb? = 1 (mod 8),
caujeau s1a je 70> — a® = 6 (mod 8), na ne moxe 6uru 76* — a? = 10.
Kounrpanukiuja.

2° d = 5. Oner umamo JBUje MOTYhHOCTH:

1) 2n — 5 = 5a?%, 2n +5 = 5 - 7b?, 3a Heke nujesie (HemapHe, y3ajaMHO
npocte) Gpojese a u b. Oxysumamem nobujamo aa je 5(70% — a?) = 10,
Tj. Tb*—a® = 2, omakne camjean na je a®> = 5 (mod 7). Konrpamukuuja.

2) 2n —5=>5-7a% 2n+5 = 5b?, 3a HeKe HemapHe MPUPOIHE OpojeBe a u
b. Uz 2n + 5 = 5(2k + 1)? camjeau ga je n = 10k? + 10k, na je

g+1:2k2+2k+1:k2+(k;+1)2,

To je u Tpebaso JI0Ka3aTu.

IMpumjenba 1. Hajuamu naposu (m,n) upupoauux 6pojesa 3a Koje Baxu 7m?+
Tm+8=n? cy (my,ny) = (7,20) u (ma,ns) = (1912,5060). TIpu Tome je

%+1:5:12+22 - %+1:1013:22Q+232.

ITpumjeaba 2. OBaj 3a7aTak ce MOXKe CBECTH Ha 3aJaTak 4 3a JIPYTH paspen
Ha csbesiehn nauun. Inepajyhu ocrarke npu aujesbemby ca b jgobujamo jga 7m? +
m + 8 = 0 (mod 5) ako je m = 2 (mod 5), a y CBUM OCTaJIuM CJIydajeBHMa
je Tm* + Tm +8 = 2 (mod 5) wm Tm* + Tm + 8 = 3 (mod 5). lakne, u3
Tm? + Tm + 8 = n? caujeau na je m = Ha + 2, a € N. 3amjenom m = 5a + 2
y oBy jeamauuny mobmjamo ma je 7(5a + 2)* + 7(5a + 2) + 8 = n?, omakne je
nHakon cpehupama 25(7a® + 7a + 2) = n?. Cmumjenu ma je n = 5b, b € N, 1j.
7a® + Ta + 8 = b2

4. Kako je tpoyrao ABC omrpoyriu, tTauka H ce Hama3m y yHYTPAIIEHOCTH OBOT

Tpoyriaa. To 3naum jma ce tauke F u F wanaze na kpahum aykosuma AC u BC,
pemom. Heka je H' ocnocmmerpudHa Tadka Tadku H y omHocy Ha mpaBy AC.

7



[Tosuaro je ma H' mpumaja KpyKHHIM omnucaHoj oko tpoyria ABC. Kako je

CH = CH', chujenu ja ce tauka H' Hamasu Ha KPY:KHUIM Ca HMEHTPOM Y TaYKH
C nonynpeunnka CH, na je H = E. Kako je EH 1. AC w BH 1 AC, cnujenn
na cy tauke B, H u F konmuneapue. Kako je AD | AC, cujenu na je BE || AD.

Takobhe, kako je ZCAD + ZCBD = 90° + 90° = 180°, caujenn na ce tauka D
HAJIA3UW HA KPYXKHUIMU onucanoj oko Tpoyria ABC. Cajga umamo j1a je 4eTBop-
oyrao FAD B rerusan. Kaxko je BE || AD caujenn na je ZBEA+/ZEAD = 180°.
U3 reruBroctu versopoyria FADB caujeqn na je ZEBD + Z/FEAD = 180°, na
je ZBEA = ZEBD = 180°, 1j. BA = ED. Amnanorao ce moka3zyje ja je
BA = DF.

YETBPTU PA3SPE/]

1. Crapmajyhin z = y = 0 mo6ujamo ga je f(0)* = f(0) ma je f(0) = 0 mmm f(0) = 1.
Craemajyhin z = 0 nobujamo ga je f(y)? = f(0).

Ako je f(0) =0, caujequ na je f(y) = 0 3a ce y € R.

Axoje f(0) =1, camjesu na je f(y) = 1w f(y) = —1. Ako 6u 6usio f(y) = —1,
craBpajyhun x = —a, y = a pobujamo na je f(0) - f(a) = f(0), mro je memoryhe.

Hakue, jenuna pjemema cy f(z) =0u f(z) = 1, mro ce nako nmposjepasa.
2. lcru kao 3ajarak 2 3a Tpehn paspe.

3. Ucru kao 3aj1atak 3 3a rpehu paspe.

AE BH CF
4. H je{H} = AKNBC. Ilo Y j j . . =1 A
eka je {H} N BC'. Ilo YeBunoj Teopemu je BE B}%C Vo JIH,
je AD AE = AF je — - —— = 1.
KAaKO je ’ ;HMeTpaﬂa yg; (v, IMaMO naje w= g ECF /ZtLaﬂ)e
je. cr =P pp = PP ko je DF = DE maso ma je Sf — 85
tgy tg BE  tgy
: H tgy . : :
36or Tora je u —— = —— ma je H nogHoxkje Bucuue u3 tjemena A Ha cTpaHUILY
HC tgp
BC.

Cana je ZEAK = 90° — B, omakne je ZELB = 90° — 3, ma kako je u
ZEDB = 90° — [ caujequ jga je ugerBopoyrao BELD rtatusan, ojakjie je
/ZDLB =/DEB =90° na je BF 1 DL.

3adamxe npunpemusu: Budan Tosedapuuya u Mapro Humuh.



