
16. REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA REPUBLIKE SRPSKE

Baǌa Luka, 11.04.2009.

ZADACI

PRVI RAZRED

1. Neka su a, b, c pozitivni brojevi. Dokazati da iz a2 + b2 = c2

slijedi
a2 + (c − b)2

b2 + (c − a)2
=

c − b

c − a
.

Da li va�i obrnuto tv�eǌe?

2. Na�i sve parove (p, q) prostih brojeva, takve da su brojevi

pq + p + q, pq + p − q, pq − p + q, pq − p − q

tako�e prosti.

3. Dokazati da u konveksnom n–uglu A1A2 . . . An postoji i ∈ {1, 2, . . . , n}
takvo da je AiAi+3 < 3 Ai+1Ai+2, pri qemu je An+1 ≡ A1, An+2 ≡
A2, An+3 ≡ A3.

4. Jednakostraniqan trougao je razbijen na konaqno mnogo qetvor-
ouglova. Dokazati da me�u tjemenima qetvorouglova obavezno
postoje tri kolinearne taqke.

DRUGI RAZRED

1. (a) Odrediti najmaǌi broj a i najve�i broj b, tako da za svaki
prirodan broj n va�i√

2n − 1
2n + a

<
2n

2n + 1
<

√
2n

2n + b
.
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(b) Dokazati da je

7
41

<
50
51

· 52
53

· 54
55

· . . . · 1680
1681

<
5
29

.

2. Odrediti najve�i trocifren prost broj p za koji jednaqina

(1 + x2 + xy)2 + y2 = p

ima bar jedno cjelobrojno rjexeǌe.

3. Neka kru�nica upisana u trougao ABC dodiruje stranice BC,
CA, AB redom u taqkama K, L, M i neka je P taqka na toj kru�-
nici takva da je MP ǌen preqnik. Dokazati da je ∠APB = 90◦

ako i samo ako je AB = 3 CK.

4. Maǌe od n
m tjemena datog pravilnog n-tougla obojeno je crvenom

bojom, dok su ostala tjemena plava. Neka je M proizvoǉan m-
tougao qija su tjemena neka od tjemena datog n-tougla. Dokazati
da postoji m-tougao qija su sva tjemena plava i koji je podudaran
sa M .

TRE�I RAZRED

1. Dokazati da je
cos 13◦ sin 43◦ cos 73◦

sin(13◦ + 43◦ + 73◦)
=

1
4

.

2. U ravni je dat trougao sa cjelobrojnim koordinatama tjemena.
Koje od sǉede�ih taqaka u tom trouglu:

(a) te�ixte,

(b) ortocentar,

(v) centar opisane kru�nice,

(g) centar upisane kru�nice

obavezno moraju imati racionalne koordinate?

3. Vixǌiqica i Trexǌiqica igraju sǉede�u igru. Na poqetku
Vixǌiqica razbija dati jednakostraniqni trougao na konaqno
mnogo qetvorouglova. Zatim, Trexǌiqica i Vixǌiqica naizm-
jeniqno boje tjemena qetvorouglova jednom od 4 boje, pri qemu
prvi potez ima Trexǌiqica. Igra je zavrxena kada su obojena
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sva tjemena. Pobjednik je Vixǌiqica ako postoji qetvorougao
qija su sva 4 tjemena obojena razliqitim bojama. Inaqe, pobjed-
nik je Trexǌiqica. Koja od igraqica ima pobjedniqku strate-
giju?

4. Dokazati da ne postoje prirodni brojevi x i y takvi da su x2 +y2

i x2 + 4y2 potpuni kvadrati.

QETVRTI RAZRED

1. Ako su proizvodi kosinusa naspramnih uglova qetvorougla jed-
naki, dokazati da je taj qetvorougao trapez.

2. Koliko se najvixe brojeva mo�e izabrati iz skupa {1, 2, . . . , 1000},
tako da ne postoje dva me�u ǌima, qiji zbir je djeǉiv ǌihovom
razlikom?

3. Vixǌiqica i Trexǌiqica igraju sǉede�u igru. Na poqetku
Vixǌiqica razbija dati jednakostraniqni trougao na konaqno
mnogo qetvorouglova. Zatim, Trexǌiqica i Vixǌiqica naizm-
jeniqno boje tjemena qetvorouglova jednom od 4 boje, pri qemu
prvi potez ima Trexǌiqica. Igra je zavrxena kada su obojena
sva tjemena. Pobjednik je Vixǌiqica ako postoji qetvorougao
qija su sva 4 tjemena obojena razliqitim bojama. Inaqe, pobjed-
nik je Trexǌiqica. Koja od igraqica ima pobjedniqku strate-
giju?

4. Dokazati da ne postoje prirodni brojevi x i y takvi da su x2 +y2

i x2 + 4y2 potpuni kvadrati.
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RJEXEǋA

PRVI RAZRED

1. Ako je a2 + b2 = c2, tada je

a2 + (c − b)2

b2 + (c − a)2
=

c2 − b2 + (c − b)2

c2 − a2 + (c − a)2
=

(c − b)(c − b + c + b)
(c − a)(c − a + c + a)

=
c − b

c − a
.

Obrnuto ne va�i. Jedan kontraprimjer je a = b = 1, c = 2.

2. Razlikujemo dva sluqaja.

1◦ Ni p ni q nije djeǉivo sa 3. Ako je par ostataka koje p i
q daju pri dijeǉeǌu sa 3 jednak (1, 1), (2, 1), (1, 2) ili (2, 2),
onda je pq + p + q, pq + p− q, pq− p + q ili pq− p− q djeǉivo sa
3, redom. Kako su posǉedǌa qetiri broja prosta, to je jedan
od ǌih jednak 3. Iz pq ≥ 2q slijedi pq + p − q ≥ p + q > 3,
te jedino pq − p − q mo�e biti jednako 3, xto znaqi da je
(p − 1)(q − 1) = 4, te je p = 2, q = 5 ili p = 5, q = 2, jer smo
pretpostavili da ni p ni q nisu djeǉivi sa 3.

2◦ Jedan od brojeva p i q je djeǉiv sa 3. Mo�emo pretpostaviti
da je q = 3. Sada imamo da su brojevi 2p−3, 2p+3, 4p−3, 4p+3
prosti. Posmatrajmo ostatak koji p daje pri dijeǉeǌu sa 5.
Ako je on jednak 1, 2, 3 ili 4, onda je 2p + 3, 4p − 3, 4p + 3
ili 2p − 3 djeǉivo sa 5, tj. jednako 5. To nam daje da je

p = 1, p = 2, p =
1
2
, p = 4. Neposrednom provjerom dobijamo

da p = 2 nije rjexeǌe. Ostala je jox mogu�nost da je p = 5,
koja nam daje jox jedno rjexeǌe.

Dakle, tra�eni parovi su (2, 5), (5, 2), (3, 5), (5, 3).

3. Neka je AiAi+1 = ai, Ai−iAi+2 = di. Pretpostavimo suprotno, da je
di ≥ 3ai, za svako i = 1, n. Slijedi da je d1+d2+. . .+dn ≥ 3(a1+a2+
. . .+an). S druge strane, sabiraǌem nejednakosti a1 +a2 +a3 > d2,
a3 +a3+a4 > d3, . . . , an−1 +an +a1 > dn, an +a1+a2 > d1 dobijamo da
je 3(a1+a2+. . .+an) > d1+d2+. . .+dn, xto nam daje kontradikciju.

4. Pretpostavimo suprotno, tj. da ne postoje tri kolinearne taqke.
Tada je svaka unutraxǌa du� (du� qiji bar jedan kraj nije na
konturi trougla) stranica za taqno 2 qetvorougla, dok je svaka
od stranica jednakostraniqnog trougla stranica za taqno jedan
qetvorougao. Ako je k broj unutraxǌih du�i i n broj qetvorou-
glova, dobijamo da je 2k + 3 = 4n, xto nam daje kontradikciju.
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DRUGI RAZRED

1. Lijeva nejednakost se nakon kvadriraǌa, mno�eǌa sa (2n+a)(2n+
1)2 i sre�ivaǌa svodi na ǌoj ekvivalentnu nejednakost

4(a − 1)n2 + 2n + 1 ≥ 0,

pa je a = 1 najmaǌi takav a. Analogno je desna nejednakost ekvi-
valentna sa 2(b − 2)n < 1, pa je b = 2 najve�i takav broj.

Mno�eǌem nejednakosti√
2n− 1
2n + 1

<
2n

2n + 1
<

√
n

n + 1
, n = 25, 26, . . . , 840

dobijamo (b).

2. Koristimo identitet

(x2 + 1)(s2 + 1) = (s − x)2 + (sx + 1)2.

Uzimaju�i s = x + y dobijamo da je

(x2 + 1)((x + y)2 + 1) = p,

te mora biti x = 0 ili x + y = 0. Odavde slijedi da je p oblika
n2 + 1.
Za n = 30 i n = 28 broj n2 + 1 nije prost, pa je p = 677 tra�eni
prost broj.

3. Koristi�emo standardne oznake za elemente trougla. Uslov
∠APB = 90◦ je ekvivalentan sa sliqnox�u trouglova APM i
PBM , xto je daǉe ekvivalentno sa

AM

MP
=

MP

BM
,

odnosno sa
s − a

2r
=

2r

s − b
.

Kako je

r =
P

s
=

√
(s − a)(s − b)(s − c)

s
,

posǉedǌa jednakost je ekvivalentna sa

4(s − c) = s .

S druge strane, jednakost AB = 3CK, odnosno c = 3(s − c),
oqigledno je ekvivalentna tako�e sa 4(s − c) = s .
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4. Pretpostavimo suprotno, tj. da svaki m-ugao podudaran sa
M ima bar jedno crveno tjeme. Posmatrajmo mnogouglove
M1, M2, . . . , Mn, pri qemu se Mk dobija rotacijom mnogougla M za
ugao 2kπ

n za k = 1, . . . , n . Po pretpostavci svaki od tih mnogou-
glova ima bar jedno crveno tjeme. Tako�e, svako crveno tjeme je
tjeme za taqno m od mnogouglova M1, M2, . . . , Mn (jedanput prvo
tjeme, jedanput drugo, . . . , jednanput m-to). Za svaki mnogougao
Mk (za k = 1, . . . , n) izaberimo po jedno ǌegovo crveno tjeme Ak .
U nizu A1, A2, . . . , An svaka crvena taqka se pojavǉuje najvixe m
puta. Kako crvenih taqaka ima maǌe od n/m, to je kontradikcija.

TRE�I RAZRED

1. Data jednakost je ekvivalentna sa sǉede�im.

4 cos 13◦ sin 43◦ cos 73◦ = sin 129◦,
2 cos 13◦(sin(43◦ + 73◦) − sin(73◦ − 43◦)) = sin 51◦,

2 cos 13◦ sin 116◦ − cos 13◦ = cos 39◦,
sin 129◦ + sin 103◦ = cos 39◦ + cos 13◦.

Posǉedǌa jednakost oqigledno va�i.

2. Neka su A(xA, yA), B(xB , yB), C(xC , yC) tri nekolinearne cjelo-
brojne taqke. Tada su koordinate te�ixta trougla ABC

xT =
xA + xB + xC

3
∈ Q , yT =

yA + yB + yC

3
∈ Q .

Koeficijent pravca prave BC je

yC − yB

xC − xB
,

te je jednaqina visine iz tjemena A

y − yA

x − xA
= −xC − xB

yC − yB
.

Prema tome, koordinate ortocentra predstavǉaju rjexeǌe sis-
tema jednaqina

y − yA

x − xA
= −xC − xB

yC − yB
,

y − yB

x − xB
= −xC − xA

yC − yA
.
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Tako je

xH =
dABdBCdCA − xAxBdAB − xBxCdBC − xCxAdCA

xAdBC + xBdCA + xCdAB
,

gdje je dij = yi − yj. Analogno se dobija i yH . Oqigledno su xH i
yH racionalni brojevi.

Poznato je da su O, T, H kolinearne taqke i da je

TH

OT
= 2,

te kako T i H imaju racionalne koordninate, lako se dobija da
i O ima racionalne koordinate.

Konkretno,

xO =
x2

AdBC + x2
BdCA + x2

CdAB − dABdBCdCA

2(xAdBC + xBdCA + xCdAB)
,

a sliqan je i izraz za yO.

Centar upisane kru�nice ne mora imati racionalne koordinate.
Primjer je trougao sa tjemenima A(1, 0), B(−1, 0), C(0, 1), jer je
ǌegov centar upisane kru�nice I(0,

√
2 − 1).

3. Vixǌiqica (Vi) ima pobjedniqku strategiju. Neka ona razbije
trougao na qetvorouglove kao na slici (iz praktiqnih ra-
zloga, na slici nije prikazano qitavo razbijaǌe, ali jasno je
da se zapoqeto razbijaǌe mo�e nastaviti: ostatak trougla je
nekonveksan mnogougao, pa se on mo�e razbiti na trouglove, a
svaki trougao se jednostavno razbija npr. na tri qetvorougla) .
Poslije prvog poteza Trexǌiqice (Tr) bar jedan od skupova X1

i X2 ostaje netaknut (u smislu da nijedno tjeme iz tog skupa
nije obojeno) . Ne umaǌuju�i opxtost, neka je to skup X1. Tada
Vi u svom prvom potezu boji taqku B1 bojom 1. Poslije drugog
poteza Tr bar jedan od skupova Y1, Z1 ostaje netaknut, npr. skup
Y1. Sada Vi u drugom potezu boji taqku A1 bojom 2. Poslije
tre�eg poteza Tr bar jedan od skupova U1, V1 je ostao netaknut,
npr. U1 . U svom tre�em potezu Vi boji taqku N bojom 3. Ve�
u sǉede�em potezu Vi posti�e da bar jedan qetvorougao bude
onakav kakav �eli, tako xto oboji bojom 4 onu od taqaka M ili
P koja prethodno nije obojena.

4. Pretpostavimo da postoje takvi brojevi x i y. Odaberimo par
(x, y) kod koga je x + y minimalno. Lako se vidi da su tada x i y
uzajamno prosti i da je x neparan. Na osnovu poznatog tvr�eǌa
dobijamo da postoje prirodni brojevi m, n, p, q takvi da je (m, n) =
1, (p, q) = 1 i

x = m2 − n2 = p2 − q2 ,
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A1

P
N

M

Y1 X1

B1

V1

U1

C1

Z1

C2

Y2

B2

A2

X2

Z2

y = 2mn = pq .

Taqno jedan od brojeva p i q je paran. Mi �emo razmotriti
sluqaj p = 2p1, dok se sluqaj q = 2q1 radi na isti naqin. Sad
imamo da je

mn = p1q

i na osnovu teoreme o qetiri broja zakǉuqujemo da postoje
prirodni brojevi u, v, α, β takvi da je m = uα, n = vβ, p = vα,
q = uβ , pri qemu su u i v uzajamno prosti, kao i α i β . Tada je

u2α2 − v2β2 = 4v2α2 − u2β2 ,

odnosno
u2(α2 + β2) = v2(β2 + 4α2) .

Nije texko primijetiti da je (α2 + β2, β2 + 4α2) = 1, pa dobijamo
da je

α2 + β2 = v2 ,

β2 + 4α2 = u2 ,

pa par (α, β) tako�e zadovoǉava �eǉeni uslov. Kako je pri tom

α + β < 2uvαβ = y < x + y ,

imamo kontradikciju.
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QETVRTI RAZRED

1. Dati uslov u qetvorouglu ABCD ekvivalentan je sǉede�im jed-
nakostima:

cosA cosC = cosB cosD ,

cosA cosC = cosB cos(A + B + C) ,

cos(A + C) + cos(A − C) = cos(A + 2B + C) + cos(A + C) ,

cos(A − C) − cos(A + 2B + C) = 0 ,

sin(B + C) sin(A + B) = 0 ,

odakle slijedi da je A + B = 180◦ ili B + C = 180◦, tj. ABCD je
trapez.

2. Ako za prirodne brojeve m, n, m > n va�i m − n
∣∣ m + n, onda za

neko k ∈ N vrijedi

m + n

m − n
= k, tj.

m

n
=

k + 1
k − 1

.

Ovo znaqi da razlika bilo koja dva izabrana broja mora biti
barem 3.

Ako su izabrani brojevi x1 < x2 < . . . < xn, onda je

x1 ≥ 1, x2 ≥ 4, x3 ≥ 7, . . . , x334 ≥ 1000.

Prema tome, ne mo�e se izabrati vixe od 334 broja. Mo�e taqno
toliko, na primjer: 1, 4, 7, . . . , 1000, jer je razlika bilo koja dva
od ovih brojeva djeǉiva sa 3, a zbir nije.

3. Vidi 3. zad. za Tre�i razred.

4. Vidi 4. zad. za Tre�i razred.
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