16. PEIIYBJINYKO TAKMUYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHUKA CPEABLUX MIKOJA PEIIYBJIUKE CPIICKE

Bama Jlyka, 11.04.2009.

SAIJAIIN

ITPBU PA3PE/

1. Heka cy a, b, c mosutusau 6pojesu. Jlokasaru ma u3 a? + b% = ¢
cJujenu
a?+(c—b? c—b

b2+ (c—a)? c—a’

Ha au Basku o6puyTO TBheme?
2. Hahu cse mapose (p,q) npoctux 6pojeBa, TakBe na cy 6pojeBu
pg+p+q, pg+p—q, pg—p+4q, pg—p—4q
takobhe mpoctu.

3. Ilokaszatu na y KOHBEKCHOM n—yriay A1 Ay ... A, nocrojui € {1,2,...,n}
TakBO na je A;Airs < 3A;41A:42, ipu uemy je App1 = A1, Apyo =
AQ, An+3 = A3.

4. JemmakocTpaHMUYaH TPOyrao je pa3dujeH Ha KOHAUYHO MHOI'O YeTBOD-
oyrnoBa. Jlokazaru nma meDy TjeMeHmMa YeTBOPOYIJIOBA ODABE3HO
IIOCTOje TPU KOJIMHEapHE TauKe.

IIPYTU PASPEIL

1. (a) Ompenuru majmamu Gpoj a u Hajsehim 6poj b, TAKO 1a 3a CBAKU
npupomsaH 0pPoj n Baku

2n—1< 2n < 2n
n+a 2n+1 " V2o2n+b




(6) Hokazatu ma je

7 50 52 54 1680 5)

a1 55153 55 1681 29

. Oppenuty HajBehn Tpormudpen npoct Gpoj p 3a Koju jenHadnHA
(1+2® +ay)* +y* =p
uMa 0ap jegHo IjeIoOPOjHO pjeremne.

. Hera kpyxkuuna ynwucana y tpoyrao ABC momupyje crpamune BC),
CA, AB penom y taukama K, L, M u Heka je P Tauka Ha TOj KPYiK-
Hur takBa na je M P men npeunuk. [lokasaru na je ZAPB = 90°
ako u camo ako je AB =3CK.

. Mame on ;- Tjemena AaTOr IPaBUJIHOT N-TOYTJa 00OOjEHO je NPBEHOM
OojoMm, MmOk cy octaja Tjemena miaBa. Hexra je M mpowmsBosbaH m-
TOyrao umja Cy TjeMeHa HeKa OJ TjeMeHa HAaTor n-Toyria. JlokaszaTu
Ia MOCTOjU M-TOYrao 4yuja Cy CBa TjEMEHA MJaBa U KOjU je MOoayaapaH

ca M.

TPETLU PA3PE

. llorkazatu ma je
cos 13°sin43° cos 73° 1

sin(13° +43° +73°) 4~

. Y paBHEM je maT TPOYrao ca IjeJoOpPOjHMM KOODIAWHATAMA TjEeMEHA.
Koje on cmwenehwux tauaka y TOM TPOyriy:

(a) rexumre,

(0)

(B) meHTap ommcaHe KpyyKHULE,
)

(r

00aBe3HO MOpajy MMATU PAIMOHAIHE KOOpIUHATE?

OpTOUEHTAD,

OEeHTap YyIMCaHE€ KPYKHUIE

. Bummwnunna n Tpemmuuuna urpajy cmemnehy wmrpy. Ha mouerky
Bumsnunna pasbuja naty jeqHaKOCTpPaHUYHU TPOYTao HA KOHAYHO
MHOTI'O 4eTBOPOyIJioBa. 3aruM, Tpemmrunia u Bummuauna HansM-
jeHu4YHO 0O0je TjeMeHa YeTBOPOYTJIOBa jemHoM on 4 0oje, mpu yemy
npBu mote3 uMma Tpemmuunna. Wrpa je 3aBpiiena kama cy obojeHa



cBa TjeMeHa. llo6jenuuk je Bummuuniia axko IOCTOjU YETBOPOYTrao

ymja cy cBa 4 TjeMeHa o0ojeHa paznmuutuM Oojama. VHaue, mobjen-

uuk je Tpemmuuwnna. Koja om mrpaumia mMma mobjemHUYKy cTpaTe-
iv?

rujy’

. Iloka3aTu ma He HOCTOje IPUPOIHE OPOjeBU T U Y TAKBU Ia Cy 22 + 1>
u 2 + 4y? moTmyHM KBaIpaTH.

YETBPTU PA3PE

. Ako cy mpousBoaM KOCHMHyCa HACIPAMHUX YIJIOBA YETBOPOYIJIA jel-
HaKMU, JOKAa3aTU Ja je Taj 4eTBOPOyrao Tpales3.

. Konuko ce majsume 6pojesa mo:xe n3abpatu u3 ckyna {1,2,...,1000},
Tako na He mocrtoje aBa MeDhy mmMma, unju 30Up je jesbUB HBUXOBOM
pasauKoM?

. Bummwnunna n Tpemmuuuna urpajy cmemnehy wmrpy. Ha mouerky
Bumsuunna paszbuja matu jeqHAKOCTDAHWUYHU TPOYTao HA KOHAUHO
MHOTO YeTBOPOYTJIOBa. 3aruM, Tpemmuynna u Bunmuauna Han3M-
jeHuvHO 0Oje TjeMeHa UeTBOPOYTJIOBAa jemHoM on 4 0oje, mpu yemy
npBu nmote3 uMma Tpemmuuuna. Wrpa je 3aBpinena kana cy obojeHa
cBa TjeMmeHna. lloOjemamk je Bummuuwnna ako MOCTOjU YETBOPOYTao
ynja cy cBa 4 Tjemena obojena paznmmuutuM Oojama. Vuaaue, mobjen-
wuk je Tpemmuuunna. Koja om mrpaumia mMma nobjemHUYKy cTpaTe-
rujy?

. IlokazaTu ma He IOCTOje IPUPOIHU OPOjeBU T U Y TAKBU 1a Cy L2 + 1>
u z2 + 4y? moTmyHU KBaIpATH.



PJEIIIEHKHA

[MPBU PA3PEI

1. Axo je a2 +b% =2, tana je

a?+(c—b? A=+ (c—b? (c—b(c—b+c+b) c—b
B2+ (c—a)? —a2+(c—a)? (c—a)ic—a+c+a) c—a’

O6puyTo He Basku. Jeman koHTpanpumjep je a=b=1, ¢ = 2.

2. PaznukyjeMo nBa ciayuaja.

1° Hu p uu ¢ muje mjemumBo ca 3. AKO je map ocraraka Koje p U
q majy npum mmjememy ca 3 jemnak (1,1), (2,1), (1,2) nmm (2,2),
oHna je pq+p+q, pg+p—q, pg—p+q U pg —p — q AjebUBO ca
3, pexom. Kako cy mocsmenma yetupu 6poja mpocra, TO je jenan
on wux jemnak 3. W3 pqg > 2q caujenu pg+p—q > p+q > 3,
Te jemWHO Pq — p — ¢ MOKe OuTH jemHaxko 3, IITO 3HAYMA A4 j€
p—1)(g—1)=4, rejep=2,9g=>5wnmp=>549g=2, jep cMO
MPEeTIOCTABWIIA [ HUA P HU ¢ HUCY OjeJbUBU ca 3.

2° Jeman on 6pojeBa p u q je njemus ca 3. MoskeMo mpernocTaBuTU
na je ¢ = 3. Cana numamo na cy 6pojesu 2p—3, 2p+3, 4p—3, 4p+3
npoctu. [TocmarpajmMo ocraTak KOju p Oaje Ipu OUjelbemny ca 5.
Axo je om jemmak 1,2,3 uau 4, omma je 2p + 3,4p — 3, 4p + 3
unu 2p — 3 mjemuBo ca 5, Tj. jemmako 5. To mam maje ma je

p=1p=2,p= 2 p = 4. Hemocpenuom mposjepom mobujamo

na p = 2 uuje pjememe. Ocrasa je jom moryhuoct ma je p =5,
KOja HaM Maje oIl jeTHO pjeleme.

Iakne, Tpaskenu naposu cy (2,5), (5,2), (3,5), (5,3).

3. Hera je A;Aiy1 = a4, Ai—;Aijro = d;. IlpernocraBumo cynpoTHo, na je
d; > 3a;, 3a cBako i = 1,n. Caujenu na je dy+da+...+d, > 3(a1+az+
...+a,). C gpyre crpase, cabupameM HejeJHAKOCTU a1 + as+ a3 > da,
as+as+aqg >ds,...,an_1+ap+ay > dy,, ap+a;+as > d; mobujamo na
je 3(ar+az+...+ay) > di+da+...4+d,, mTo HAM Haje KOHTPAIUKIM]Y.

4. TlpermocTaBUMO CympPOTHO, Tj. Aa HE IIOCTOje TPU KOJIMHEAPHE TauKe.
Tana je cBaka yHyTpamma Aysk (Ly:k 4duju Oap jelaH Kpaj HUje Ha
KOHTYPU TPOYyTJIa) CTPAHWUIA 3a TAYHO 2 YeTBOPOYyIJa, NOK je CBaKa
Ol CTPAHUIA jeTHAKOCTPAHUYHOI TPOYIJa CTPAHUIA 33 TAYHO jeNaH
geTrBOopoyrao. Ako je k 6poj yHyTpammux Oy:KU U 1 6POj 4eTBOPOY-
rinoBa, nobujamo na je 2k + 3 = 4n, mTO HaM qaje KOHTPAAUKIH]Y.



IIPYTU PASPEIL

1. JlujeBa Heje AHAKOCT Ce HAKOH KBaApUpama, MHOKema ca (2n+a)(2n+
1)2 u cpebuBama cBOAW HA H0j CKBUBAJEHTHY HEjeTHAKOCT

4a—1)n*+2n+1>0,

ma je a = 1 HajMamy TakaB a. AHAJOIHO je NeCHa HejeHAKOCT €KBU-
BaJsienTHa ca 2(b—2)n < 1, na je b = 2 najsehu Takas 6poj.

MuoOKemeM Heje THAKOCTH!

2n —1 2n n
N < <) — —95.26,....840
m+1 > 2m+1 nt1 T

nobujamo (6).

2. Kopuctumo upeHTUTET
(2 +1)(s* +1) = (s —2)* + (s + 1)
Y3aumajyhu s = ¢ 4+ y nmobujamo na je
(@ + D@ +9)*+1) =p,

te Mopa 6utu x = 0 niu x + y = 0. OnaBzne caujenu na je p obIuka
n?+ 1.

3an =30wun =28 6poj n? + 1 mHuje mpoct, na je p = 677 TpaskeHn
npoct 6poj.

3. Kopuctuhemo crammapmme o3Hake 3a ejgeMeHTe Tpoyria. ¥ CIOB
/ZAPB = 90° je exBuBaJyieHTaH ca cauvHomhy tpoyriosa APM u
PBM, mrto je majhe eKBUBAJEHTHO Ca

AM_MP

MP  BM’
OIHOCHO Ca,

s—a 2r

2r  s—b’

Kako je

rTr=— =
S S

IIocJhebha je,Z[HaKOCT je C€KBUBAJIECHTHaA Ca

4(s—c)=s.

Y

p_ws_a)@_b)(s_c)

C nmpyre crpamne, jemnakoct AB = 3CK, ommocuo ¢ = 3(s — ¢),
OUMIJIeNHO je ekBuBaJieHTHa TakoDe ca 4(s—c¢) = s.



4. IlpermocTaBUMO CYOpPOTHO, Tj. [Aa& CBAaKA M-yrao MOAYITApaH Ca
M wuvma 6ap jemgHO UPBEHO TjeMe. I[TocmaTpajMo MHOTOYTIOBE
My, Ms, ..., M,, npu uemy ce M} mobuja poranujom muoroyraa M 3a
yrao %TW 3a k=1,...,n. Ilo nmpermocTaBmu CBAKU OX TUX MHOTOY-
riaoBa uMma bap jemmo npseHo Tjeme. Takobhe, cBako IpBEHO TjeMme je
Tjeme 3a TauHo m on MHOroyraosa Mi, Ms, ..., M, (jemanmyT mpso
Tjeme, jeJaHIyT OPYTO, ..., JEAHAHIYT M-TO). 3a CBAKA MHOTOYTao
My, (3a k=1,...,n) uzabepumo 1o jeIHO HErOBO LPBEHO TjeMe A .
Y musy Ap,As,..., A, cBaka IpBeHA Tayka ce IOjaBJbyje HA]JBUIIE M
nyrta. Kako upBeHUX Tavyaka uMa Mame OJ n/Mm, TO je KOHTDA,JUKIN]ja.

TPELU PA3PEL

1. ara jenHaKOCT je eKBUBAJIEHTHA ca cJibenelivm.

4 cos13°sin 43° cos 73° = sin 129°,
2 cos13°(sin(43° + 73°) — sin(73° — 43°)) = sin51°,
2c0813°sin116° — cos 13° = cos 39°,

sin 129° 4 sin 103° = cos 39° + cos 13°.

Tlocmenma je IHAKOCT OUUTJIETHO BaKMU.

2. Heka cy A(xza,ya), Blxp,ys), C(xc,yc) Tpu HeronIuHEapHE Ljeso-
6pojue tauke. Tama cy koopauuate Texumra Tpoyriaa ABC

TA+ T+ ZC Yya+¥yYB +Yc
ar=——_——"€Qyr="—_—-¢€Q.
3 3
Koepunujent npasua npase BC' je
Yo —YB
o — B ’
Te je jemHauuHa BUCUHE U3 TjeMeHa A
Yy—ya _ Tc —TB
Tr—xA Yc —YB

IIpema Tome, KOOpAMHATE OPTOIEHTPA MPEACTABIHA]Y PjelleHme CUC-
TeMa jeqHaAYUHA

Yy—Ya  Tc—TB Y=Y = Tc— A

T —TA yc—yB7 T — B yC_yA.



Tako je

_ dapdpcdca —zazpdap — xprcocdpe — Tcradoa
Tadpe +xpdca +xcdaB

Trg ’

raje je dij = y; —y;. AHajorHo ce gobwuja m yy. Ounriaenso cy ry u

Yy panuoHaJHU OpOjeBu.

ITosuaro je ma cy O,T, H konuHeapHe Tauke u 1a je
TH
=2,
oT

Te kako 1T u H mMajy panumonaJjHe KOOpIHUHATE, JAKO ce mobuja ma
u O uMa paluoHaJHe KOO AUHATE.

Kouxrpetno,

ridpc + 2%doa + vidap — dapdpcdoa
2(zadpc + xpdca + xcdap)

rTo — ’

a CJIUYaH je U U3pa3 3a Yo.

IlenTap ynucane Kpy:KHUIE HE MOPa UMATU PAIMOHAJIHE KOOPANHATE.
IIpumjep je Tpoyrao ca tjemenmma A(1,0), B(—1,0), C(0,1), jep je
meroB nerrap ymucane kpyskuumne I(0,v/2 — 1).

. Bummuunna (Bu) nma noGjemauuky crparerujy. Heka oma pasbuje
TPOYrao Ha YeTBOPOYIJIOBE KAO0 Ha Caulu (M3 NPAKTUYHUX pa-
3JI0Ta, HA CIUIM HUje MPUKA3AHO YWTABO pa3bujame, aju jacHO je
na ce 3amodero pa3bujame MOKe HACTABUTU: OCTATAK TPOYTIa je
HEKOHBEKCAH MHOTOYTao0, Ma Ce OH MOKe pa3buTu Ha TPOYIJIoBe, a
CBaKM TPOYTrao Ce jeqHOCTABHO pasbuja HIP. HA TPU YETBOPOYTIIA) .
ITocnuje mpsor noresa Tpeumununne (Tp) Gap jeman ox ckynosa X
n X ocraje HetakHyT (y CMUCIy [a HUjeNHO TjeMe M3 TOT CKyIa
Huje o6ojeno) . He ymamyjyhu ommroct, Heka je To ckyn X;. Tana
Bu y cBom mpBom mote3y 6oju taury B; 6ojom 1. Ilocmuje apyror
nore3a Tp Gap jeman ox CKymoBa Y1, Z1 OCTaje HETAKHYT, HIP. CKYII
Y:. Cama Bu y mpyrom moresy Goju tauky A; Gojom 2. Ilocauje
tpeher nmoresa Tp Gap jemam ox ckymosa Up, V] je ocTao HETAKHYT,
aup. U;. Y cBom tpehem moresy Bu 6oju Ttauxy N Gojom 3. Beh
y cmwenehem moresy Bu moctwke ma 6ap jemam uerBopoyrao Oyme
OHAKAaB KaKaB KeJIM, TaKO MmMTO 00oju 6ojom 4 omy on tavaka M wmam
P xoja mperxomHo Huje 0bOjeHA.

. IIpernocraBumo nma mocroje TakBu Opojesu x m y. Omnabepumo map
(z,y) xoxm kora je x +y MuHEManaHO. Jlako ce BuAu ma Cy Tana x Uy
y3ajaMHO IPOCTHU U na je x HemapaH. Ha ocHOBY mo3Hator TBphema
noburjaMo 1a MOCToje IpUpoaHu OpojeBn m, n, p, ¢ TakBU 1a je (m,n) =
L (pg)=1m



Yy =2mn = pq.

Tauno jemam om OpojeBa p m ¢ je mapan. Mw hemo pazmorpuru
ciayyaj p = 2p1, OOK ce cayudaj ¢ = 2¢; pamu Ha uctu HauwH. Can
nMaMo na je

mn = p1q

Y Ha OCHOBY TeOpeMe O YeTupu Opoja 3akKbydyjeMo ma ITOCTOje
npuponau 6pojeBu u,v,q, 3 TAKBU ma je m = uw, n = v, p = va,
q =uf, npu yeMy Cy u W v y3ajaMHO IpocCTu, kao u o u 3. Tana je
w2a® — 02 3% = 4v?a® — w232,
OJTHOCHO
u?(a? 4 B%) = v?(B% + 4a?).
Huje temxo mpumujerutn na je (o + 2%, 4% + 4a?) = 1, ma mobujamo
na je
o+ 32 =02,
B 4 4a? =2,
na nap («, 3) rakobe 3amoBomasa kemern ycioB. Kako je mpm tom

a+ B <22uwaf=y<z+y,

UMaMO KOHTPAIUKII]Y.



UETBPTU PA3PE

1. IaTu ycnos y uerBopoyriay ABCD ekBuBajsieHTan je cienehum jen-
HAKOCTUMA!

cos AcosC = cos Beos D,

cos AcosC = cos Becos(A+ B+ C),

cos(A+C) +cos(A—C) =cos(A+2B+C)+cos(A+C),
cos(A—C)—cos(A+2B+C)=0,

sin(B+ C)sin(A+ B) =0,

omakse caujemu na je A+ B =180° nnmu B + C = 180°, tj. ABCD je
Tpamnes.

2. Axo 3a mpupomue GpojeBe m,n, M > N BAKU M — N ‘ m 4+ n, oHIa 3a
vero k € N Bpujenu
m+n .oom k+1

=k . — .
m-—n e P

OBo 3Haum ma pasnuka OmiIo Koja nBa uzabpana 6poja mMopa Gutu
bapem 3.

Axo cy uzabpanu 6pojeBu 1 < X3 < ... < Ty, OHIA je
T Z 1, T2 Z 4, I3 Z 7,...,.13334 Z 1000.

IIpema Tome, He MOke ce m3abparu Bume ox 334 6Gpoja. Moske Tauno
TONMUKO, Ha mpuMjep: 1,4,7,...,1000, jep je pasmuka Ouio Koja ABa
on oBux OpojeBa mjessuBa ca 3, a 30up HUjeE.

3. Bumu 3. 3an. 3a Tpehu paspen.

4. Bunu 4. 3an. 3a Tpehu paspen.



