N360pHO TaKMUUere 3a EBPONCKY }KeHCKY MaTeMaTUUKY
onmmnujapy(bocHa u XepuerosuHa)

Capajeso, 10. 2. 2018. roguHe

a) [okasaTu ga nocToju 5 HeHeraTUBHUX peasHUX BpojeBa YMja je cyma jeaHaKa
1 TakBMX O3 Kako rog pacnopeannun osux 5 6pojeBa OKo Kpyra, noctoje aBa

cycjeaHa bpoja unju NpomsBoa HUje Makbyh of, %.
b) [lokasatu ga je 6Mn0 KOjux 5 HEHeraTMBHWUX peanHMX GpojeBa Ynja je cyma
jeaHaka 1 moryhe pacnopeguTM OKO Kpyra Tako Aa MPOW3BOA, CBaka ABa

. . . 1
cycjeaHa bpoja Huje Behu og, 5

2. [okasaTv fa 3a cBe napoBe npupoaHux b6pojesa (m,n) sehux oag 2 nocroju
npupogaH 6poj k u 6pojesn ay,aq,...,a, Koju cy Behu op 2 Taken pa je
ap=m,a, =nwuns3acsei=0,1,...,k—1spujeau

aj + aj+1/aiai41 + 1.

3. Heka je O ueHTap onucaHor kpyra owTtpoyraor Tpoyrna ABC v Heka cy 04 n 0,
LEeHTpU onmcaHmx Kpyrosa Tpoyrnosa OAB n OAC, pepom. Kpyroeu onmcaHmn oko
Tpoyrnosa OAB v OAC cujery BC y Taukama D(D # B) M E(E # (), pegom.
Cumetpana ctpaHuue BC cnjedye AC y Taukun F(F # A). lokasatu Aa ce LeHTap
onucaHor Kpyra Tpoyrna ADE Hana3n Ha AC ako n camo ako Tayka F npunaga npasoj
0,0,.

4. [at je npupopaH 6poj n. Heka cy a4, asy, ..., a, (He HY)KHO Pa3AUYMUTU) NPUPOAHU
6pojesu unja je cyma 2S (S je npupoaaH 6poj). MpupoaaH 6poj k ce 308e cenapaTtop,
aKo ce MoXe wu3abpatu K pasnumumtnx uHpekca iy, iy, ..., W3 CKyna
{1,2,...,n} TakBux pa je a;, +a;, +--+a; =S. Koavkn je makcumantu 6poj

cenaparopa (y 3aBUCHOCTM 04 n)?

Bpujeme 3a n3paay 3agataka je 240 muHyTa.
CBaku 3agaTakK Bpujean 7 6oa08a.

CPERHO!



Izborno takmicenje za Evropsku Zensku matematicku olimpijadu

ucenika Bosne i Hercegovine

Sarajevo, 10. 2. 2018. godine

a) Dokazati da postoji 5 nenegativnih realnih brojeva cija je suma jednaka 1
takvih da kako god rasporedili ovih 5 brojeva na krugu, postoje dva susjedna

Ciji proizvod nije maniji od %.
b) Dokazati da je bilo kojih 5 nenegativnih realnih brojeva ¢ija je suma jednaka 1

moguce rasporediti na krug tako da proizvod svaka dva susjedna nije veéi od
1

5

Rjesenje:

a)

b)

Posmatrajmo brojeve %,g,%,0,0. Kako god ih rasporedili na krug, dva koja su

jednaka % ¢e biti susjedni. Proizvod ta dva ¢e biti najmanje %, $to je trebalo
dokazati.

Neka su to brojevi xqi,x5,x3,%4 i X5 i neka vrijedi x; = x, = x3 = x4 = Xx5.
Postavimo te brojeve u smjeru kazaljke na satu redoslijedom x4, x5, X5, X3, X4.
Posto vrijedi x1Xx5 < X1X4, X3X5 < XpX3 | X3X4 < X,X3, Dovoljno je dokazati da
vrijedi x;x, < 5 ixpx3 < 5.

Dokazimo prvo x,x3 < é. Ukoliko je x; < % tada je x, < § ix3 < % pa ocigledno

Xo+X3
2

G 1 . 1 . 2 G 1
vrijedi x,x3 < 5 Ako je x; > > tadaje x; +x3 < 5 pa vrijedi /x,x3 < < 7
1
odnosno x,x3 < 5
‘- 1 . 1 I
Sada dokazimo x;x, < p Pretpostavimo suprotno, x;x, > 5 Tada je i x1x, =

1 .. . 1
X1X3 2 X1X4 > 7, pa vrijedi x; (x, + x5 + x4) > >

Sada iz AG nejednakosti w > \/xl(xz +x3+x,) > \/g iz ¢ega slijedi

X1+ Xy + X3+ x4 > \E > 1, kontradikcija.



2. Dokazati da za sve parove prirodnih brojeva (m,n) veéih od 2 postoji prirodan broj k
i brojevi ag,aq,...,a; koji su veéi od 2 takvi da je ap =m,a, =n i za sve i =
0,1,...,k — 1 vrijedi

a; + ajala;aie + 1.
Rjesenje:

Ukoliko za brojeve m i n vrijedi uslov zadatka kazemo da sum i n povezani.
Primijetimo da vrijedi 2k — 1 + 2k + 1| (2k — 1)(2k + 1) + 1, pa koristeci ovo za

k = 2,3,...dobijamo da su svaka dva neparna prirodna broja vec¢a od 2 povezana.

Sada je dovoljno dokazati za svaki paran broj 2a veci od 2 postoji neparan prirodan
broj 2b — 1 vedi od 2 takav da vrijedi 2a + 2b — 1| 2a(2b — 1) + 1 = 4ab — 2a +

1 (1).Posto 2a + 2b — 1| 2a(2a + 2b — 1) = 4a® + 4ab — 2a, dobijamo da je

(1) ekvivalentno sa 2a + 2b — 1 | 4a? — 1. Primijetimo daza b = 2a® —a > 2 ovo
vrijedi, pa je svaki paran broj 2a povezan sa jednim neparnim brojem (2(2a* — a) — 1)
iz Cega slijedi da su svi prirodni brojevi veci od 2 povezani, $to je trebalo dokazati.

3. Neka je O centar opisanog kruga oStrouglog trougla ABC i neka su 04 i O, centri
opisanih krugova trouglova OAB i OAC, redom. Krugovi opisani oko trouglova OAB i
OAC sijeku BC utatkama D(D # B) i E(E # (), redom. Simetrala stranice BC sijece
stranicu AC u tacki F(F # A). Dokazati da se centar opisanog kruga trougla ADE
nalazi na AC ako i samo ako tacka F pripada pravoj 0, 0,.

Rjesenje:

Neka je M sredina BCi O’ centar opisane kruZnice trougla ADE. Tada je



1
L0'AE = > (180° — (360° — 2£ADE)) = £ADE —90° = 90° — £ADB =

=90° — LAOB = 90° — 2£ACB.
Odatle imamo
LCAE = £OAC — LOAE = (90° — LABC) — £0OCB =
= (90° — £ABC) — (90° — £BAC) = £BAC — £ABC.

Dakle, 0' € AC ako i samo ako 90° — 2£ACB = £BAC — £ABC. Primijetimo da
F € 0,0, © AF = OF & LOAF = £AOF
< 90° — £LABC = £AO0C + £COM — 180°
< 90° — £LABC = 2£ABC + £BAC — 180°
< 180° — £BAC — 34£ABC = 90°
& £BAC — £ABC + 2£ACB = 90.
Dakle, imamo da O’ € AC ako i samo ako F € 0,0,.

Dat je prirodan broj n. Neka su a4, a,, ..., a, (ne nuzno razli€iti) prirodni brojevi ¢ija je
suma 2S (S je prirodan broj). Prirodan broj k se zove separator ako se moze izabrati k
razlicitih indeksa iy, i, ..., i iz skupa {1,2,...,n} takvih da je a, +a,+-+a,=
S. Koliki je maksimalan broj separatora (u zavisnosti od n)?

Rjesenje:
Primijetimo da ako je broj k separator, onda je i broj n — k separator. Takoder,
primijetimo da ako je broj 1 separator, onda nijedan drugi broj osim n — 1 ne moze
biti separator. Dakle, broj separatora je sigurno maniji ili jednak od max{n — 3,2}
(n — 3 je maksimum za slucaj kad 1 nije separator, a 2 je maksimum ako 1 jeste
separator). Oznacimo sa x, trazeni maksimum. Ocigledno je x; = 0,x, = 1 (npr.
brojevi 1,1), x3 = 2 (npr.1,2,3),x, = 2 (1,2,3,6). Dokazimo dajezan > 5x, =n —
3.Ve¢ smo dokazalidajex, <n—-3(2<n-3zan=>=5).
Zan = 2k mozemo uzeti brojeve

1,1,1,1,2,2,4,4,8,8,...,2k72 2k=2,
Tadaje1+1+1+1+4+2+2+4+4+-+2F242k2=2k pajes=215%t0
se moze zapisati kao 2K72 4 2k72 = k=2 4 k=3 4 k=3 — ... = k=2 4 pk=3 4
e+ 241+ 1.
Takoder, zan = 2k + 1 uzmimo brojeve

1,1,2,2,2,4,4, ..., 2k"1, 2k=1,

Tada je zbir brojeva 25 jednak 2%*1, tj. § = 2%, §to se moZe zapisati kao 2%~ +
k=1 = k=14 pk=2 4 ok=2 — ... = k=1 4 2k=2 4 .4 241+ 1.
Napomena: Primjeri iz rjeSenja (i neki slicni primjeri) se mogu pronaci pokusavajudi
brojeve pronaci induktivno sa korakom 2. Naime, ako smo ve¢ za n nasli brojeve
a,,as,, ...,a, za koje su separatori 2,3,..,n— 2, tada za n+ 2 ovim brojevima
dodajemo dva jednaka broja a, ;1 = a,4,. Na ovaj nacin se sigurno svi brojevi od
3do n— 1 biti separatori (u prethodne podjele na zbirove sa jednakom sumom



dodamo po jedan novi broj u oba zbira). Da bi broj 2 bio separator, dovoljno je uzeti
dajeany1 = anyp =S, gdjejeay +a, + -+ a, = 25, jer onda mozemo uzeti samo
brojeve apy1 i apqs.
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