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Rije¢ domadina

UdruZenje matematiara Kantona Sarajevo je ove godine domaéin Dvadeset i trede
matematitke olimpijade Bosne i Hercegovine, koja predstavlja najprestiznije i najznatajnije
takmilenje iz matematike ulenika srednjih $kola u Bosni i Hercegovini. 1 ove godine ée
takmiari rjeSavati Yest zadataka u dva takmidarska dana. Sest najboljih medu njima ée
poletkom maja nadu drzavu predstavljati na 35. balkanskoj matematitkoj olimpijadi u
Beogradu, Srbija, te u julu ove godine na 59. medunarodnoj matematitkoj olimpijadi u Cluj-
Napoca, Rumunija. Narednih &etvero najbolje plasiranih (od fega dvije djevojéice i dva
djetaka) ée ulestvovati na petom po redu Mediteranskom omladinskom matematitkom

takmiéevy'u u Rimu, ltaly'a, kqje se odr¥ava kray'em _jula.

Svim takmitarima Zelimo da pamte ovo takmitenje ne samo po svom litnom uspjehu, nego i
po lyepom drw‘éevyu sa svojim vr¥njacima, a nj ihovim prc>fesorima—praﬁocima Zelimo da ovo
takmilenje da podstrek za dalji kvalitetan rad na razvijanju matematitkog talenta kod
udenika.

Udruéevy e matematicara Kantona Sarajevo



OSNOVNE PROPOZICLJE ZA TAKMICARE

Pravo ucesc¢a imaju ucenici srednjih Skola koji su plasman ostvarili na takmi¢enjima iz
matematike na nivou entiteta i distrikta u Bosni i Hercegovini u 2018. godini, a koja su
organizirala DruStvo matematiCara Republike Srpske (15 ucenika), Udruga
matemati¢ara Rudera BosSkovi¢a Mostar (10 ucenika), Odjeljenje za obrazovanje
Brc¢ko Distrikta (2 ucenika) i UdruZenje matematicara Kantona Sarajevo (20 ucenika).

Pravo uceS¢a imaju i ucenici po osnovu rezultata ostvarenih na takmicenjima viSeg
ranga u 2017. i/ili 2018. godini (uceS¢e na IMO — medunarodna matematicka
olimpijada, EGMO - Evropska matematicka olimpijada za djevojke, BMO -
balkanska matematicka olimpijada, MYMC — mediteransko omladinsko matematicko
takmicenje ili osvojena medalja na JBMO - juniorskoj balkanskoj matematickoj
olimpijadi), a koji iz objektivnih razloga nisu izborili plasman na ovogodi$njim
takmicenjima (kona¢nu odluku o u€eS¢u ovih ucenika donosi takmicarska komisija).

Takmicari/ke moraju biti drzavljani/ke Bosne 1 Hercegovine ili imati odobren boravak
u Bosni i Hercegovini, biti mladi od 20 godina starosti na dan 01.07.2018. godine, te
pohadati redovno osnovno ili srednje obrazovanje na dan ili nakon 01.12.2017. godine.

Ove propozicije su u skladu sa ¢lanom 2.2 Op¢ih pravila za uc¢eS¢e na IMO (zvani¢na
stranica IMO https://www.imo-official.org/documents/RegulationsIMO.pdf).

PROGRAM 23. MATEMATICKE OLIMPIJADE BOSNE I HERCEGOVINE

Subota, 21.04.2018. godine

08:00 — 09:30 Sastanak takmicarske komisije i izbor zadataka za I dan takmicenja
09:00 — 09:30 Dolazak i registracija takmicara (PMF Sarajevo)

09:30 — 10:00 Svecano otvaranje takmicenja (Amfiteatar ,,Mladen DeZzalic*)
10:00 — 14:30 Izrada zadataka za I dan takmicenja (ucionice 419/1V i 428/IV)

od 14:30 Pregledanje i ocjenjivanje radova

Nedjelja, 22.04.2018. godine

08:00 — 09:00 Sastanak takmicarske komisije i izbor zadataka za II dan takmicenja

09:00 — 13:30 Izrada zadataka za II dan takmicenja (ucionice 419/1V 1 428/IV)

od 13:30 Pregledanje 1 ocjenjivanje radova

oko 17:30 Nezvani¢ni rezultati takmicenja (Odsjek za matematiku, IV sprat)

oko 18:30 ZvaniCni rezultati takmicenja i proglasSenje pobjednika (Amfiteatar
,.Mladen Dezali¢*)




SPISAK TAKMICARA

Mapxo Jojuh, npsu paspen, ['mmuazuja bama Jlyka,

Ceprej Kpumap, npBu paszpen, ' umuasuja bamwa Jlyka,

Anekca Typuuh, npBu pazpen, [ mmuasuja ,,Josan lyunh®, Tpebume,

Anekca CubunoBuh, npsu paspen, ETII ,,Hukona Tecna®, bama Jlyka,
Teonop Bunakosuh, npeu paspen, Texuuuka mkona ,,M. [lynun®, bujersuna,
Hejan CrankoBuh, npyru paspen, CLLL ®oua,

Mununa I[lyxano, apyru paspen, [ umuasuja ,,Owmnn Bummsuh®, bujesprna,
Hyman 'apuh, Tpehu paspen, I'umuasuja ,,Josan dyuuh®, J1060j,

9. Hamjan Crankosuh, Tpehu paszpen, CHIL ®oua,

10. Heena Pagemmh, Tpehu pazpen, CUILL ,,JoBan Jdyuuh*, Tecauh, (ETMO 18),
11. lejan Ilejuh, Tpehu paspen, ' umnaaszuja ,,®unun Bummuh*, bujersuna,

12. lparan Mapkosuh, Tpehu paspen, [ umuasuja ,,Ounun Bummmwuh*, bujessuna,
13. Tujana baduh, uetBpTH paspen, ' umuazuja bamwa Jlyka, (ETMO 18),

14. Credan Jypomesuh, yetBptHu paspen, CLULL ,,Munopax Braunh*, Bracenua,
15.Jana JankoBuh, yeTBpTH pa3pen, [ umuazuja ,,Ounun Bummuh®, bujespuna,
16. Amra Maglajéetovié, prvi razred, SS Pere Ze¢eviéa Odzak,

17.Jelena Colak, drugi razred, Gimnazija fra Dominika Mandi¢a Siroki Brijeg,
18. Marija Matijevi¢, treéi razred, Gimnazija fra Dominika Mandi¢a Siroki Brijeg,
19. Ivan Martinovié, &etvrti razred, Gimnazija fra Dominika Mandi¢a Siroki Brijeg,
20.1Iva Mari¢, treci razred, Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar,

21. Ana Stojki¢, treci razred, Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar,

22. Ana Marija Vego, Cetvrti razred, Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar,

23.Tin Migi¢, treéi razred, KSC ,,Sv. Franjo* Tuzla,

24. Gabrijela Gali¢, treéi razred, Gimnazija fra Dominika Mandiéa Siroki Brijeg,
25.Boris Stankovié, deveti razred, OS Safvet beg BaSagi¢ Visoko, (JBMO 17),
26. Aldin Saracevi¢, prvi razred, Medunarodna srednja Skola Tuzla,

27.Faik Tahirovi¢, drugi razred, Druga gimnazija Sarajevo

28. Lamija Biogradlija, drugi razred, Medunarodna srednja Skola Zenica,
29.Boris VelaSevi¢, tre¢i razred, Medunarodna srednja Skola Sarajevo,
30.Benjamin Ramhorst, treci razred, Druga gimnazija Sarajevo,

31.Tarik Raljevi¢, tre¢i razred, Koledz ujedinjenog svijeta Mostar,

32.Hana Musli¢, tre¢i razred, Prva gimnazija Zenica,

33. Tarik Dzaka, tre¢i razred, Medunarodna srednja Skola Sarajevo,

34.Nejla Subasi¢, tre¢i razred, Druga gimnazija Sarajevo,

35. Lejla Skelié, tre¢i razred, Medunarodna srednja Skola Sarajevo,

36.Ivan Martinovi¢, treci razred, KoledZ ujedinjenog svijeta Mostar,

37. Adnan Sabanovi¢, ¢etvrti razred, Druga gimnazija Sarajevo,

38. Amar Kuri¢, Cetvrti razred, Medunarodna srednja Skola Sarajevo,

39. Muamer Pari¢, Cetvrti razred, Druga gimnazija Sarajevo,

40. Milica Boki¢, cetvrti razred, Medunarodna srednja Skola Sarajevo,

41.Elma Nuhanovi¢, Cetvrti razred, Sarajevo koledz,

42.Dino Melunovi¢, Cetvrti razred, Sarajevo koledz,

43.Sandro Paradzik, ¢etvrti razred, Druga gimnazija Sarajevo,

44.Imran Kovac, Cetvrti razred, Medunarodna srednja Skola Zenica.
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23. MATEMATICKA OLIMPIJADA BOSNE I HERCEGOVINE
Sarajevo, 21.04.2018. godine

PRVI DAN

Jezik: Bosanski

1. U ostrouglom trouglu ABC (AB < AC) neka su D, F i F podnoZja visina
iz vthova A, B i C, redom. Neka su P i @) tacke na pravoj FF takve da je
DP 1 EF i BQ = CQ. Dokazati da je ZADP = Z/PBQ.

2. Neka su aq,as, ..., a,, ki M prirodni brojevi za koje vrijedi:
1 1 1
—_t — 4+ i+ — =k i a1a2...an:M_
aq a9 (07%

Ako je M > 1, dokazati da izraz M (x + 1)k —(z+ay) (z+ ag) -+ (v + a,) nije
jednak nuli ni za jedan pozitivan realan broj x.

3. Odrediti sve parove prirodnih brojeva a i b za koje se u vrhove pravilnog
(a + b) —tougla moze postaviti a jedinica i b nula tako da je brojeve koji su
postavljeni u vrhovima tog mnogougla moguce zarotirati za neki ugao i da
nakon rotacije u odnosu na pocetni polozaj jedna susjedna jedinica i nula za-
mijene mjesta, a u svim ostalim vrhovima ostanu isti brojevi kao u poc¢etnom
polozaju.

Vrijeme za izradu zadataka: 4 sata i 30 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.



23. MATEMATICKA OLIMPIJADA BOSNE I HERCEGOVINE
Sarajevo, 21.04.2018. godine

PRVI DAN

Jezik: Hrvatski

1. U siljastokutnom trokutu ABC (|AB| < |AC|) neka su D, E i F nozista visina
iz vrthova A, B i C, redom. Neka su P i @ tocke na pravcu EF tako da je
DP 1 EFi|BQ|=|CQ|. Dokazati da je ZADP = ZPBQ.

2. Neka su aq,as, ..., a,, ki M prirodni brojevi za koje vrijedi:
1 1 1
—_t — 4+ i+ — =k i a1a2...an:M_
aq a9 (07%

Ako je M > 1, dokazati da izraz M (x + 1)k —(z+ay) (z+ ag) -+ (v + a,) nije
jednak nuli ni za jedan pozitivan realan broj x.

3. Odrediti sve parove prirodnih brojeva a i b za koje se u vrhove pravilnog
(a + b) —terokuta moze postaviti a jedinica i b nula tako da je brojeve koji
su postavljeni u vrhovima tog mnogokuta moguce zarotirati za neki kut i da
nakon rotacije u odnosu na pocetni polozaj jedna susjedna jedinica i nula za-
mijene mjesta, a u svim ostalim vrhovima ostanu isti brojevi kao u poc¢etnom
polozaju.

Vrijeme za izradu zadataka: 4 sata i 30 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.



23. MATEMATNYEKA OJIMMIINMJAIIA GOCHE N XEPHEI'OBVHE
CapajeBo, 21.04.2018. romune

ITPBU IIAH

Jesuk: Cprckm

1. ¥ omrpoyraom tpoyriay ABC (AB < AC) mera cy D, E u F nomgaoxja
Bucuna u3 BpxoBa A, B u C, pemom. Hera cy P u () Tauke na npasoj EF
takse na je DP 1 EF u BQ = C(Q. Ilokazaru na je ZADP = ZPBQ.

2. Heka cy aj,as,...,a,, k u M npupomnau 6pojeBu 3a KOje BpuUjemqu:
1 1 1
_+_+_|_—:k mu a1a2...an:M_
a1 a9 (079

Axo je M > 1, noxasaru na mspas M (z + 1) —(z + a1) (x + ag) - - - (x + a,)
HUje jeqHaK HYJIV HU 33 jelaH IMO3WTUBAH peasaH Opoj .

3. OmpenuTu cBe mapoBe NpUPOAHUX OpojeBa a m b 3a Koje ce y BpxoBe
npasBusHOT (@ + b) —TOyryia MOsKe MOCTABUTU @ jeAVHUIA W b HyJa TakKO
na je 6pojeBe KOju Cy MOCTABJ/HEHU y BPXOBWMA TOT MHOTOYTJIA MOryhe
3apoTUpaTU 3a HEKU yrao M Aa HAKOH POTallije Yy ONHOCY HA IOYETHU
MoJIO;KA] jemHa CycjemHa jeAWHWIa W HyJa 3aMUjeHe MjecTa, a y CBUM
OCTaJIUM BPXOBUMA OCTAHY MCTU OPOjEBU KAO Y MOUYETHOM TOJIOKA]Y.

Bpujeme 3a m3pany 3amaraka: 4 cara m 30 MuHyTA.
CBaku 3amatak Bpujeau 7 6010Ba.



23. MATEMATICKA OLIMPIJADA BOSNE I HERCEGOVINE
Sarajevo, 22.04.2018. godine

DRUGI DAN

Jezik: Bosanski

4. Svi kvadratiéi ploc¢e 1000 x 1000 su obojeni crno ili bijelo. Poznato je da postoje
kvadrat 10 x 10 ¢iji su svi kvadrati¢i crni i kvadrat 10 x 10 ¢iji su svi kvadratici
bijeli. Za svaki kvadrat K dimenzije 10 x 10 defini§imo njegovu moé¢ m (K)
kao apsolutnu vrijednost razlike broja crnih i bijelih polja u kvadratu K. Neka
je T kvadrat 10 x 10 koji ima najmanju mo¢ medu svim kvadratima dimenzije
10 x 10 na datoj plo¢i. Odrediti najveéu mogucu vrijednost za m (7).

5. Neka je p prost broj i neka je M = ag + 10a; + -+ + 10P"ta, . Igraci A i
B igraju igru, pri ¢emu igra¢ A igra prvi. Oni naizmjeni¢no biraju broj i iz
skupa {0, 1,...,p — 1} koji nije ranije odabran, te umjesto a; upisu neku cifru
(moguce i nulu). Cilj igra¢a A je da nakon zavrSetka igre broj M bude djeljiv
sa p. Dokazati da on ima pobjednicku strategiju.

6. Neka je O centar opisane kruznice ostrouglog raznostrani¢nog trougla ABC.
Prava OA sije¢e visine trougla ABC, povucene iz vrhova B i C, u tackama
P i@, redom. Ako je H ortocentar trougla ABC, dokazati da centar opisane
kruznice trougla PQH lezi na teziSnici trougla ABC povucenoj iz vrha A.

Vrijeme za izradu zadataka: 4 sata i 30 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.



23. MATEMATICKA OLIMPIJADA BOSNE I HERCEGOVINE
Sarajevo, 22.04.2018. godine

DRUGI DAN

Jezik: Hrvatski

4. Svi kvadratiéi ploc¢e 1000 x 1000 su obojeni crno ili bijelo. Poznato je da postoje
kvadrat 10 x 10 ¢iji su svi kvadrati¢i crni i kvadrat 10 x 10 ¢iji su svi kvadratici
bijeli. Za svaki kvadrat K dimenzije 10 x 10 definirajmo njegovu moé m (K)
kao apsolutnu vrijednost razlike broja crnih i bijelih polja u kvadratu K. Neka
je T kvadrat 10 x 10 koji ima najmanju mo¢ medu svim kvadratima dimenzije
10 x 10 na danoj plo¢i. Odrediti najve¢u mogucéu vrijednost za m (7).

5. Neka je p prost broj i neka je M = ag + 10a; + --- + 107 'a, ;. Igra¢i A
i B igraju igru, pri ¢emu igra¢ A igra prvi. Oni izmjeni¢no biraju broj i iz
skupa {0, 1,...,p — 1} koji nije ranije odabran, te umjesto a; upisu neku cifru
(moguce i nulu). Cilj igra¢a A je da nakon zavretka igre broj M bude djeljiv
sa p. Dokazati da on ima pobjednicku strategiju.

6. Neka je O srediste opisane kruznice Siljastokutnog raznostrani¢nog trokuta
ABC. Pravac OA sijece visine trokuta ABC, povucene iz vrhova B i C, u
tockama P i @), redom. Ako je H ortocentar trokuta ABC', dokazati da srediste
trokutu PQ H opisane kruznice lezi na tezisnici trokuta ABC povucenoj iz vrha

A.

Vrijeme za izradu zadataka: 4 sata i 30 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.



23. MATEMATNYEKA OJIMMIINMJAIIA GOCHE N XEPHEI'OBVHE
CapajeBo, 22.04.2018. romune

IPYT'W IAH

Jesuk: Cprckum

4. Csu xkBanparuhu Tadme 1000 x 1000 cy obojenm npuo niau oujeso. [los-
HaTO je nma moctoje kBampar 10 X 10 umju cy cBu KBaApaTuhu IpHU U
kBanpar 10 x 10 yuju cy cBu kBamgpatmhm Oujenu. 3a CBAKU KBAIPAT
K mumensuje 10 x 10 ne¢uanmmmo merosy moh m (K) kao amcomyTry
BPUjeqHOCT pa3iuke Opoja npHUX u Oujenux nossa y kBagpary K. Heka
je T xkBagpat 10 x 10 koju uma HajMamy Moh Mehy cBUM KBagpaTuMa Au-
men3uje 10 x 10 y maroj tabmu. Oapemuru majsehy moryhy BpujemHoct
za m (7).

5. Heka je p mpoct 6poj u meka je M = ag+ 10a; + -+ -+ 10°"'a,_;. Urpaun
A u B urpajy urpy, npu uyemy urpaud A urpa npsu. OHU HAU3MjEHUYHO
6upajy 6poj ¢ uz ckyma {0,1,...,p — 1} xoju Huje panuje omabpan, Te
yMmjecTo a; ynumry Hery mmudpy (moryhe m myay). Ilum urpaua A je na
HaKOH 3aBpIieTka urpe o0poj M Oymne mjemuB ca p. llokaszaTtu na oH uma
nmoOje THUYKY CTpaTerujy.

6. Hera je O nerrap onmmcaHOr Kpyra OMTPOYIJIOT PA3HOCTPAHUYHOT TPOYTIIa
ABC'. IlpaBa OA cujeue Bucune tpoyraa ABC, moByuene u3 tjemena B
u C, y taukama P u (), penom. Axo je H opromnenrap tpoyraa ABC,
MOKA3aTHU [a IMEeHTAp ONMCAaHOr Kpyra Tpoyriaa PQH nexu Ha TEKUIIHO]
nuauju tpoyraa ABC noByudenoj u3 tjemena A.

Bpujeme 3a uspany 3anaraka: 4 cara u 30 muHyTAa.
CBaku 3amarak Bpujeau 7 00m0Ba.



23. MATEMATICKA OLIMPIJADA BOSNE I HERCEGOVINE
Sarajevo, 21.04.2018. godine

PRVI DAN - RJESENJA ZADATAKA

1. ¥ omrpoyraom tpoyray ABC (AB < AC) mera cy D, F u F nomgaoxja
Bucuna u3 BpxoBa A, B u C, pemom. Hera cy P u () Tauke na npasoj EF
takBe na je DP 1 EF u BQ = C(Q. Ilokazaru na je ZADP = ZPBQ.

Pjememe: Heka je M cpemuna crpanune BC', a T upecjex npasux BC
n EF. Yersepoyrao BCEF je rerusnu (jep je ZBFC = /ZBEC = 90°).
Tarkobep, uverBepoyrao FDME je TeTuBHU jep OBe Tauvke NPUTALA]Y
Ojaneposoj kpyskuunu tpoyriaa ABC. Kownauno, 36or ZQMD = Z/DP(Q =
90° je n uerBepoyrao PDM() tetusuu. V3 norennuje rauke 1’y omHocy
Ha oBe KpykHune Bpujemu I'B-TC =TF-TE =TD - -TM =TP-TQ,
omagkJyie caujenu na je derBepoyrao BCQP teruBHWU.

A

T B D M c

[Mpumujerumo na je ZPBQ+ /ZQBC = /PBC = ZPTB+ /TPB, onakiue
36or ZQBC = /QCB =180 — /BPQ = /TPB Bpujenun /PBQ = /PTD.
Kownauno, spujemun /PBQ = /PTD = 90 — /TDP = /PBQ = ZPDA,

II.7T. 1.



Rjesenje:

Neka je M sredina stranice BC', a T presjek pravih BC i EF. éetverougao
BCEF je tetivni (jer je ZBFC = /ZBEC = 90°). Takoder, ¢etverougao
FDME je tetivni jer ove tacke pripadaju Ojlerovoj kruznici trougla ABC.
Kona¢no, zbog ZQMD = ZDPQ = 90°) je i ¢etverougao PDMQ tetivni. 1z
potencije tacke T" u odnosu na ove kruznice vrijedi TB - TC = TF -TE =
TD-TM =TP-TQ, odakle slijedi da je ¢etverougao BCQP tetivni.

A

Primijetimo da je ZPBQ + £ZQBC = /ZPBC = ZPTB + ZTPB, odakle
zbog ZQBC = ZQCB = 180 — ZBPQ = ZTPB vrijedi Z/ZPBQ = ZPTD.
Kona¢no, vrijedi ZPBQ = ZPTD =90 - ZTDP = /PBQ = ZPDA, q.e.d.



2. Neka su ay,as,...,a,, ki M prirodni brojevi za koje vrijedi:

Ako je M > 1, dokazati da izraz M (z +1)* — (z + a1) (z + a) - - - (x + a,,) nije
jednak nuli ni za jedan pozitivan realan broj x.

Rjesenje:
Dokazat ¢emo da je dati izraz negativan za sve pozitivne realne brojeve z, tj.
da vrijedi M (z+1)* < (z+a1)(z+ay)...(x+a,). Primijetimo da je lijeva strana
1 1 1 1 1
jednaka ay-ag-...-ap-(z41)71 a2 A = al(x—kl)ﬁ'az(x—kl)@~...~an(x+1)ﬁ.
1

Dokazimo da za svako ¢ vrijedi a;(z + 1)* < (z + @;). Iz nejednakosti izmedu
aritmeticke i geometrijske sredine za a; brojeva x 4+ 1,1, 1, ..., 1 slijedi:

1
T4 a; > a;(x+1).
Mnozeé¢i ove nejednakosti za svako ¢ dobija se

1 a1
ar(z+ 1)ras(x + 1)2a,(x + 1)ﬁ <(z+a)(z+az)...(x + ay,).

Medutim, kako je z + 1 > 1 jednakost se dostize samo kada su svi a; jednaki
1, §to je nemoguce zbog M > 1.



3. Odrediti sve parove prirodnih brojeva a i b za koje se u vrhove pravilnog
(a + b) —tougla moze postaviti a jedinica i b nula tako da je brojeve koji su
postavljeni u vrhovima tog mnogougla moguce zarotirati za neki ugao i da
nakon rotacije u odnosu na pocetni polozaj jedna susjedna jedinica i nula za-
mijene mjesta, a u svim ostalim vrhovima ostanu isti brojevi kao u pocetnom
polozaju.

Rjesenje:

Numerisimo polja mnogougla redom brojevima 1,2,...,a + b. Dokazimo da
parovi relativno prostih brojeva a i b zadovoljavaju uslove zadatka. Kako su a
i b relativno prosti, to su i brojevi a i a + b relativno prosti. Zbog toga postoji
jedinstven prirodan broj k < a+b takav da je k-a =1 (mod(a+b)). Postavimo
jedinice u polja 1,k 4+ 1,2k +1,..., (a — 1)k + 1 (numeracija polja se uzima po
modulu a + b. Primijetimo da nijedan od ovih brojeva nije kongruentan 2 po
modulu a + b (u suprotnom bi za neko i < a vrijedilo i - k = 1 (mod(a + b)),
$to je nemoguce). Zbog toga se pri rotaciji za k mjesta zadnji broj slika u nulu
koja je susjedna prvoj jedinici (jer se slika u mjesto numerisano brojem 2), dok
se ocigledno sve ostale jedinice slikaju u jedinicu. Jedino se u prvu jedinicu
ne slika neka druga jedinica, Sto znaci da se u nju slika neka nula, dok se sve
ostale nule slikaju u nule. Zbog toga jedina dva broja koja su se promijenila
su brojevi na mjestima 1 i 2, ¢ime je dokaz zavrSen. Dokazimo sada da se u
slu¢aju da a i b nisu relativno prosti brojevi, jedinice i nule ne mogu rasporediti
na trazeni nac¢in. To ¢emo dokazati na dva nacina:

1. nacin: Pretpostavimo da je moguce rasporediti nule i jedinice na trazeni
nacin i da se rotacijom za k mjesta dobija trazena konfiguracija. Neka se bez
umanjenja opStosti na mjestu 1 nalazi jedinica u koju se ne slika druga jedinica
(ve¢ nula). Primijetimo da u nizu 1,k 4+ 1,2k + 1, ... moramo naié¢i na nulu (u
suprotnom bi usli u ciklus jedinica koji bi morao sadrzavati pocetnu jedinicu,
$to je nemoguce jer bi se prije nje morala pojaviti nula koja se slika u nju).
Jasno je da ta nula mora biti susjedna pocetnoj jedinici. Neka je t broj jedinica
u nizu prije pojavljivanja ove nule. Odatle je broj t - k£ kongruentan 1 ili —1
po modulu a + b, pa su t i k relativno prosti sa a + b. Zbog toga nije moguce
da je t = a, pa postoje jo§ neke jedinice osim ovih. Sve te jedinice se slikaju
u jedinice, jer se samo jedna jedinica, zadnja iz niza od t jedinica slika u nulu.
Znadi da te jedinice formiraju ciklus. Neka je ¢ < a duzina tog ciklusa. Tada
je ¢k =0 (mod(a + b)), $to je nemoguce jer su brojevi k i a + b relativno



prosti. (ciklus se mora ponavljati pocevsi od prvog elementa jer svaki element
ciklusa odreduje i naredni i prethodni).

2. nacin: Posmatrajmo zbir indeksa na kojima su jedinice po modulu a + b.
Primijetimo da se rotacijom za k mjesta zbir svih indeksa poveca za k - a po
modulu a + b. S druge strane, iz uslova zadatka ovaj zbir se treba povecati ili
smanjiti za 1 po modulu a + b, odakle je k - a kongruentno 1 ili —1 po modulu
a + b, $to je nemoguce jer brojevi a i a + b nisu relativno prosti.



23. MATEMATICKA OLIMPIJADA BOSNE I HERCEGOVINE
Sarajevo, 22.04.2018. godine

DRUGI DAN - RJESENJA ZADATAKA

4. Csu xBanparuhu Tabse 1000 x 1000 cy obojenu npuo niau oujeso. [los-
HaTO je nma moctoje kBampar 10 X 10 umju cy cBu KBaApaTuhu UpHU U
kBanpar 10 x 10 yuju cy cBu kBamgpatmhu Oujenu. 3a CBAKU KBAIPAT
K mumensuje 10 x 10 nepunnmmmo merosy moh m (K) kao amcomyTry
BPUjeqHOCT pa3yuke Opoja npHUX u Oujenux nossa y kBagpary K. Heka
je T xkBagpat 10 x 10 koju uma HajMamy Moh MeDy cBUM KBagpaTuMa Au-
men3uje 10 x 10 y maroj rabmu. Oapemuru majsehy moryhy BpujemHoct
za m (7).

Pjememe: 3a cBaku rBampar X mumensuja 10 x 10 mera je b(X) 6poj
bujenux kBazparuha y memy, a c¢(X) 6poj upuux, Te Hera je r(X) =
b(X)—c(X). Heka je Y kBanparuh koju je unras 6ujesnu, a Z kBaaparuh
koju je umras upau. Tazna je r(Y) = 100 u r(Z) = —100. Hera je W
Bapujabunan xkBampar 10 X 10 koju hemo Ha mouerky mocraBuTu y Y.
[Tomjepajmo kBanpat W mOK ce OH He MPEKJIONU ca /, IPU YeMy Ce IO
jemHuM KOpaKoOM MoMjepaiha Moapa3yMujeBa moMjepame kBaapara W 3a
jemHo MjecTo mapaJieIHO cTpaHuUIaMa KBaapara. lIpumujetmmo ma ce
r(W) y jemnom kopakry mo:ke npomujenutu 3a najsume 20. Kako je ma
nouetky (W) = 100, a ma kpajy r(W) = —100, To je y HEKOM KOpakry
mopadsio Bpujemutu —10 < r(W) < 10. Hawrme, m(T) < 10. C mpyre
crpane, nokaxumo ga je m(7) > 10, umve he mokas Gurty 3aBpiueH.
O6ojumo cse kBagpatuhe tabse 1000 x 1000 ucnonx riaBHEe AMjaroHase
IIPHO, a mpeocTaJje Oujesao. Y 3MuMo nmpou3BosbaH kBagpat 10 X 10 y Toj
Tabau. AKO je meropa rjiaBHa OUjaroHalia IPHA, OHIA CY U WCIOI He
CBe IPHU KBaaparmhu, ma je Opoj npHux kBaaparmha Oap 3a 10 Behu
om Opoja Oujenux kBamparmha. CanyHO, akKo je TJIaBHA OUjaroHAJa
bujena, Tana je 6poj Oujenux kBampatmha 6ap 3a 10 Behm om 6poja
upHux kBanpartmha. lakie, He mocToju HUjenaH kBaaparuh fuja je moh
Mmama on 10. OBuM je mokas 3aBpIIEH.



Rjesenje: Za svaki kvadrat X dimenzija 10 x 10 neka je b(X) broj bijelih
kvadrati¢a u njemu, a ¢(X) broj crnih, te neka je r(X) = b(X) —¢(X). Neka je
Y kvadrati¢ koji je ¢itav bijeli, a Z kvadrati¢ koji je ¢itav crni. Tada je r(Y) =
1001 r(Z) = —100. Neka je W varijabilan kvadrat 10 x 10 koji ¢emo na pocetku
postaviti u Y. Pomjerajmo kvadrat W dok se on ne preklopi sa Z, pri ¢emu
se pod jednim korakom pomjeranja podrazumijeva pomjeranje kvadrata W za
jedno mjesto paralelno stranicama kvadrata. Primijetimo da se (W) u jednom
koraku moze promijeniti za najvise 20. Kako je na pocetku r(W) = 100, a na
kraju (W) = —100, to je u nekom koraku moralo vrijediti —10 < (W) < 10.
Dakle, m(7T") < 10. S druge strane, dokazimo da je m(7) > 10, ¢ime ¢e dokaz
biti zavr§en. Obojimo sve kvadratic¢e table 1000 x 1000 ispod glavne dijagonale
crno, a preostale bijelo. Uzmimo proizvoljan kvadrat 10 x 10 u toj tabli. Ako
je njegova glavna dijagonala crna, onda su i ispod nje sve crni kvadrati¢i, pa je
broj crnih kvadrati¢a bar za 10 veéi od broja bijelih kvadrati¢a. Sli¢no, ako je
glavna dijagonala bijela, tada je broj bijelih kvadrati¢a bar za 10 veéi od broja
crnih kvadrati¢a. Dakle, ne postoji nijedan kvadrati¢ ¢ija je mo¢ manja od 10.
Ovim je dokaz zavrSen.



5. Neka je p prost broj i neka je M = ag + 10a; + -+ + 10P"ta, ;. Igraci A i
B igraju igru, pri ¢emu igra¢ A igra prvi. Oni naizmjeni¢no biraju broj 7 iz
skupa {0, 1,...,p — 1} koji nije ranije odabran, te umjesto a; upisu neku cifru
(moguce i nulu). Cilj igrac¢a A je da nakon zavrSetka igre broj M bude djeljiv
sa p. Dokazati da on ima pobjednicku strategiju.

Rjesenje: Kazemo da igrac¢ pravi potez (i, a;) ako bira indeks i pa zatim element
a; iz skupa {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} u svom potezu. Ako je p = 2ili p = 5
tada igra¢ A u prvom potezu bira potez (0,0) i pobjeduje neovisno od sljedec¢ih
poteza jer ¢e M biti djeljiv sa 10 na kraju igre. Sada neka je p prost broj razli¢it
od 2 i 5. Igra¢ A u prvom potezu bira potez (p — 1,0). Po Maloj Fermaovoj
teoremi vrijedi (1017%1)2 = 1 (mod p), pa p|(10p%1)2—1 = (10"z +1)(10"z —1).
Posto je p prost broj razlikujemo dva slucaja:

Prvi sludaj: 10" = —1 (mod p)

U ovom slu¢aju kad god igra¢ B napravi potez (i,a;), igra¢ A napravi potez
(j,a;) = (i+22, a;) ako je i < Ll potez (j, a;) = (i—51, a;) ako je i > 2L,
Primijetimo da p dijeli a; - 10° +a; - 10’ pa ¢e nakon svakog poteza igraca A zbir
dotadasnjih izabranih ¢lanova biti djeljiv sa p. Na ovaj nacin je p — 1 ¢lanova
podijeljeno u parove ¢iji je zbir djeljiv sa p, pa ce M biti djeljiv sa p na kraju
igre, $to je trebalo dokazati.

Drugi sluéaj: 10"z = 1 (mod p)

U ovom slu¢aju kad god igra¢ B napravi potez (i,a;). igra¢ A napravi potez

(4,aj) = (i+ ’%1,9 —a;) ako je i < ’%1 ili potez (j,a;) = (i — ’%1,9 —a;) ako

jei > 2L Vrijedi a;- 10° +a; - 107 = 9- 10, pa ¢e na kraju igre M biti jednako
p=3 . _

> 29100 = 10% —1=0 (mod p), pa Ce igra¢ A pobijediti, $to je trebalo

dokazati.



6. Neka je O centar opisane kruznice oStrouglog raznostrani¢nog trougla ABC.
Prava OA sijece visine trougla ABC', povucene iz vrhova B i C, u tackama
P i@, redom. Ako je H ortocentar trougla ABC, dokazati da centar opisane
kruznice trougla PQH lezi na teziSnici trougla ABC povucenoj iz vrha A.

Rjesenje: Uzmimo da je |[AB| < |AC|. Imamo da je ZPQH = 90° — LZQAB =
90° — ZOAB = %AAOB = LACB. Sli¢no, imamo da je ZQPH = ZABC.
Zmadi, trokut ABC' i trokut HP() su sli¢ni. Neka su k i k; kruznice opisane
trokutima ABC' i HPQ, redom. Kako je ZAHP =90° — ZHAC = ZACB =
ZHQP, pravac AH je tangenta kruznice k;. Neka je T' srediste kruznice £y i
neka se pravci AT i BC sijeku u toc¢ki M. Neka je tocka na pravcu BC' takva
da je pravac AS tangenta kruznice k. Tocki S u trokutu ABC odgovara tocka
A u trokutu HPQ, pa vrijedi ZOSM = LOAT = LZOAM.

Slijedi da je SAOM tetivni ¢etverokut i posto je pravac AS okomit na pravac
AO vrijedi i ZOMS = 180° — ZOAS = 90°. Ovo znaci da je tocka M ortog-
onalna projekcija tocke O na BC, pa je M poloviste BC. Znaci da T lezi na
tezisnici AM trokuta ABC, §to je trebalo dokazati.



KONACNI REZULTATI 23. BiIHMO

Sifra 1| Sifra Il
Ime i prezime ucenika Razred Skola i mjesto dan | dan [1.|2.]3.]4.]5.|6.]Suma| Plasman | Nagrada
Amar Kuric¢ 4 Medunarodna srednja Skola Sarajevo 116 | 244 (71710 7(2]7] 30 1 zl.med.
TnjaHa babuh 4 M'MmHa3uja barba JlyKa 112 ) 231 |6 (0|77 |3|7] 30 1 zl.med.
Adnan Sabanovi¢ 4 Druga gimnazija Sarajevo 117 1 203 o737 |2|7] 26 3 sr.med.
[ejaH CraHkoBuh 2 ClwLl, ®doua 109 232 | 70|06 (|3]|7] 23 4 sr.med.
HdamjaH CtaHkoBwuh 3 ClWL, ®oua 105 229 | 7|00 |7 |17 22 5 sr.med.
Tarik DZaka 3 Medunarodna srednja Skola Sarajevo 119 | 202 (7] 0] 0|7|0]2]| 16 6 br.med.
Boris Velasevié 3 Medunarodna srednja Skola Sarajevo 1281 208 | 7|00 7|11 16 6 br.med.
CredaH Jypowesuh 4 cwiy ,,Mwunopag Bnaunh“, BnaceHunua 120 201 |7|({0|l0]2|0| 7] 16 6 br.med.
Faik Tahirovic¢ 2 Druga gimnazija Sarajevo 104 228 |2(7|l0]7|0|0] 16 6 br.med.
Muamer Paric¢ 4 Druga gimnazija Sarajevo 103 ( 223 |0|4|0f7(f1]0O 12 10 br.med.
Elma Nuhanovic 4 Sarajevo koledz 1211 205 |2|(0|l0]j0fO0]|®6 8 11
Nejla Subasié¢ 3 Druga gimnazija Sarajevo 134 226 {1]0|O0Of0|0] 7 8 11
Dino Melunovic 4 Sarajevo koledz 142 1 230 | 7|{0|l0]J0f0]1 8 11
Milica boki¢ 4 Medunarodna srednja Skola Sarajevo 108 233 (6| 0|0Of0|2]0 8 11
Aldin Saracevi¢ 1 Medunarodna srednja Skola Tuzla 136 | 235 (1]J]0|O0f0|0] 7 8 11
HeseHa Papewuh 3 cuwiy ,,Josan Ayumh”, Technh 129 ( 207 |o0|JO|Of7(f0O]fO 7 16
Tarik Raljevic¢ 3 KoledzZ ujedinjenog svijeta Mostar 113 | 234 (0] 0| O0(f(4|3]0 7 16
Mapko Jojuh 1 M'MmHasuja bama Jlyka 110 ( 218 |1 |4|0|0fO0f1 6 18
OywaH lapuh 3 M'MmHasuja ,,JoeaH Oyunh”, 1060j 106 | 224 |5({0|l0]J0f0]1 6 18
Sandro Paradzik 1 Druga gimnazija Sarajevo 1181 209 |ofo0|O]6|0]O 6 18
Boris Stankovié 9 0S ,Safvet-beg Basagi¢“ Visoko 123 | 216 |1|O0|O0|0OfO{3 4 20
Lejla Skeli¢ 3 Medunarodna srednja Skola Sarajevo 125 220 {2]0|0|0f0]1 3 22
Benjamin Ramhorst 3 Druga gimnazija Sarajevo 130 | 206 |[O|O|O|2f0f1 3 25
Imran Kovac 4 Medunarodna srednja Skola Zenica 141 ) 214 |1|({1|0j0f0]O 2 23
OejaH Nejuh 3 MmHasuja ,,Punmn Buwmwuh”, bujesbmHa 122 | 217 (0] O|Of2|0]O 2 23
Ivan Martinovic 4 Gimnazija fra Dominika Mandic¢a Siroki Brijeg 115 219 |1|({0|0j0O0fO0]O 1 25
Ivan Martinovic¢ 3 KoledzZ ujedinjenog svijeta Mostar 107 | 236 (0] O|1(0f|0]O 1 25
Anekca TypHuh 1 f'MmHasuja ,,JoBaH Oyunh”, Tpebure 127 |1 204 |ofo|OjOfO]O 0 28
OparaH Mapkosuh 3 MmHasuja ,,Punmn Buwmwuh”, bujesbmHa 137 210 {0ojJO|OfOf0O]O 0 28




JaHa JaHKkoBuh 4 MMmHasuja ,,dnnaun Buwrwnh, bujesmnHa 140 211 |o|JoOo|O0fOfO]fO 0 28
Jelena Colak 2 Gimnazija fra Dominika Mandiéa Siroki Brijeg 144 | 212 (0| O0|Of0O|0O]O 0 28
Ceprej Kpumap 1 M'MmHasuja barba Jlyka 111 ( 213 |o|JOfO0fOfO]fO 0 28
Marija Matijevic 3 Gimnazija fra Dominika Mandic¢a Siroki Brijeg 143 | 215 |ofo0|O0j0Ofo0O]O 0 28
Anekca CnbuHosuh 1 ETLU ,,Hnkona Tecna®“, barba JlyKa 126 | 221 |0O|O|OfOfO]fO 0 28
Lamija Biogradlija 2 Medunarodna srednja $kola Zenica 124 | 222 (0ojJO0|Of0O|O0O]O 0 28
Ana Marija Vego 4 Gimnazija fra Grge Martica Mostar 1381 225 |of0O0|lOjOfO]O 0 28
Gabrijela Gali¢ 3 Gimnazija fra Dominika Mandic¢a Siroki Brijeg 1321 227 |ofo|OjOfO]O 0 28
Ana Stojkic¢ 3 Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar 131 ( 237 |o0|JO|OfOfO]fO 0 28
Iva Maric¢ 3 Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar 101 238 {ojO0|Of0O|0O]O 0 28
Tin Misic¢ 3 KSC ,,Sv. Franjo“ Tuzla 139 | 239 (ojoOo|Of0Of0O]O 0 28
Amra Maglajéetovic 1 SS Pere Zecevi¢a Odzak 102 | 240 (0O]JO|OfO|O0O]O 0 28
Hana Musli¢ 3 Prva gimnazija Zenica 114 | 241 (0] 0| Of0OfO0]O 0 28
Mwunuua Myxano 2 MMmHasuja ,,dnnun Buwrwnh, bujesmnHa 135 ( 242 |0|JO|OfOfO]fO 0 28
Teopop Bugakosuh 1 TexHuWuKa wkona ,,M. NynuH“, bujesbnnHa 133 ( 243 |0o|O0|O0f0OfO]fO 0 28




