1. U trokutu ABC, upisana kruznica sa sredistem u tocki I, dira stranice AB i
AC u to¢kama P i Q, redom. Pravci BI i CI sijeku pravac PQ u to¢kama K
i L, redom. Dokazite da kruZnica opisana trokutu ILK dira kruZnicu
upisanu trokutu ABC ako i samo ako vrijedi |AB| + |AC| = 3|BC]|.

Rjesenje 1:

Neka je |BC| = a,|AC| = b, |AB| = ¢, 4BAC = a, 4CBA = B,
4ACB = yinekaje |IP| = |IQ| = r. Neka je CK n BL = {D}. Kako je
4BKL = 4BKP = 180° — 4BPK — 4KBP = 4APK — 4KBP =

_g0_%_B_v. _v. _180° — X +¥ — 180°
=90° -2 S =Ly 21K =LisIKQ + 4QCI = 180° —L+L = 180°,

slijedi da je Cetverokut IKQC tetivan, pri cemu je 4IKC = 41QC = 90°.
Analogno se dobije dajei 2ILB = 90°. Sada je 4BKC = ABLC = 90°,
pa je Cetverokut CBLK tetivan, a kako je 4ILD = ADKI = 90°tojei
Cetverokut ILDK tetivan(promijeri kruznica opisanih oko

¢etverokuta CBLK i ILDK su BC i ID, redom. Iz sinusnog poucka za
trokut LDK imamo da je |KL| = |ID|singLDK=|ID|cos4LCK. Sli¢no, iz

troukuta CLK dobijamo da je |LK| = asin4LCK, paje |ID| =

atg4LCK. 1z trokuta CBK dobijamo da je ICK = 90° — g — % = %tj.

4LCK = % paje |ID| = atg%.Takoder, imamodajer = |AQ|tg% =

b+c—a
2

odredenu tockama A4, B, C ako i samo ako je |ID| = r, odakle lako

tg% . Kruznica odredena tockama K, I, L dodiruje kruznicu

dobijamo da vrijedi b + ¢ = 3a, 5to je i trebalo dokazati.

RjeSenje 2:

Koristiéemo oznake iz rjeSenja 1, pri cemu ¢emo sa s oznaciti poluopseg
trokuta ABC. Sli¢no kao u prvom rjeSenju dobivamo £IKC = 4ILB =
90°, kao i tetivnost Cetverokuta DKIL. Neka upisana kruznica trokuta
ABC dodiruje stranicu BC u R. Primijetimo da je I ortocentar trokuta
CBD, pa je DI okomito na BC, tj. tocke D,I, R su kolinearne. Kruznica
odredena tockama K, I, L dodiruje kruznicu odredenu tockama A4, B, C
ako isamo ako je |ID| = r,tj. IDR| = 2r. Kako je #4KDI = 4KLI =
4KBC = AIBR, to su pravokutni trokutovi CRD i IRB sli¢ni, odakle je

ICRI _ 1IR] . r= |IR| = : =(s— —
7ol = 1y U IPRI -7 = [DR| - |IR| = |BR| - |CR| = (s = b)(s — c), pa



2
je IDR| = 2r ako i samo ako je (s — b)(s — ¢) = 2r2 = 22 =

52
2(s—a)(s—b)(s—c)
s

©os=2a &b+c=3a,q.e.d.

. Neka je N skup prirodnih brojeva. Naci sve funkcije f : N — N takve da
za sve prirodne brojeve m in, cijeli broj f(m) + f(n) — mn je razli¢it od
0idijelimf(m) + nf(n).

RjeSenje:

U pocetnu jednacinu uvrstimo m = n = 1 idobijamo 2f (1) — 1|2f(1).
Tada2f(1) —112f(1) — 2f(1) —1) =1, paje f(1) = 1.

Neka je p = 7 prost broj. U poCetnu uvrstimo m = p,n = 1 i dobijamo

f(®) —p + 1|pf(p) + 1 pa dobijamo
f@-p+1lpf@+1-p(f@)-p+1)=p*-p+1
Akoje f(p) —p+1=p?—p+1,tadaje f(p) = p>.

Sada pretpostavimo da je f(p) —p + 1 # p? — p + 1. Sada, posto je
p? — p + 1 neparan prirodan broj, vrijedi 3(f(p) —p+ 1) < p?  —p +
1, odnosno

f®) <@ +2p-2). (1)

Ubacimo m = n = p u poéetnu i dobijamo 2f (p) — p?|2pf (p). Sada
dobijamo

2f (p) — p*12pf () — p(2f (p) — p*) = p*

Iz (1) i jer je f(p) = 1 dobijamo

wl N

—p? <2f(p) —p*<-(P*+2p—-2)—p?*<—p

jer je p = 7. Dosli smo u kontradikciju sa ¢injenicom da 2f (p) — p? dijeli
broj p3. To znati da je f(p) = p? za sve proste brojeve p > 7.

Neka je sada n proizvoljan prirodan broj. Neka je p dovoljno veliki prost
broj. U pocetnu ubacimo m = p i dobijamo



f) + f() —pn|pf(p) + nf(n) —n(f(p) + f(n) —pn)
= pf(p) —nf(p) + pn?

Posto je f(p) = p?, dobijamo p? + f(n) — pn|p(p? — pn + n?). Posto
je p dovoljno veliki prost broj (p, p?> — pn + n?) = 1 pap? + f(n) —
pn|p? — pn + n?. Sada dobijamo

p? + f(n) —pn|p? —pn +n? — (p* + f(n) — pn) = n® — f(n).

Primijetimo da je n? — f(n) fiksan cijeli broj, a p® + f(n) — pn moze biti
proizvoljno veliki prirodan broj. To znati da n? — f(n) = 0, odnosno
f(n)=n”"2 za sve prirodne brojeve n.

Vidimo da je ova funkcija zadovoljava, jer je
fm)+ f(n) —mn =m? +n? —mn
a
mf(m) + nf(n) = m3 +n3 = (m + n)(m? — mn + n?).
Ocigledno je drugi izraz djeljiv sa prvim za sve prirodne brojeve min.

Znadi, f(n) = n? je jedino rjesenje.

. Hahwu cBe peanHe 6pojese ¢ 3a Koje nocToju cTporo pactyhu HU3 a4, a,, ...

. . Qyp—1tazn _
NPUPoOAHUX bpojeBa Takas Aa je ————— = C 3a CBe NpMpoaHe
an

6pojese n.

Arn—1 +a

. 2n je No3MTMBaH paunoHanaH 6poj. lokarxkumo
n

. OuurnepgHo, ¢ =
fa ¢ mopa butn npupoaaH 6poj. Heka je ¢ = s, raje je (p,q) = 1. Capa
nobuvjamo pa, = q(azn_1 + ayy,) 3 yvera cnvjegu aa qla, 3a cee

npupoaHe 6pojese n. NocmaTtpajmo HU3 bn = C;—n. MpumjeTmo pa n 3a

. . byn_1+b
Hu3 b,, Bpujeam ycnos 3aaaTka Tj. %

n

= c¢. Capga pobunjamo aa

q|b,, Ti. q?|a,, 3a cBe npupoaHe 6pojese n. Hactassbajyhu osaj nocTynak



nobujamo aa q”|a,, 3a ceaku npupogaH 6poj k, ogakne cavjean q = 1,

na je ¢ npupogaH 6poj. byayhu aa je a, ctporo pactyhu H13, mamo ga
je: azn_;+ Ton 2;" = 2, Tj. mopa 6uTK ¢ > 2. [JoKaxxmMmo Aa 3a c= 3
n n

Takas HWM3 He nocToju. llocmaTpajmo HU3 1, = A, 4+q — Ay. Cafa MMamo:

31 = 3an+1 — 3 Ap= A i1 t Aopiz - An—1 — A= Qop —

A2n-1+2( @ 2n41 — A2p)+ Aony2 - Aon+1 = Ton-1 + 272 + Tont1-
Mpumnjetumo aa je 6ap jegaH og 6pojeBa 75,1, Ton, Tone1 Matbu 04
1,,- Jakne, nocTtoju cTporo onagajyhu nogHus Husa 1, a byayhu aa je o
HU3 npupoaHux 6pojesa, 4obmjamo KoOHTpaaukumjy. Caga hemo
A0Ka3aTu ga 3a cee npupogHe 6pojese ¢ > 3, NOCTOjM HU3 KOju
3a4,0B0J/baBa YCNOB 3a4aTKa. 3a ¢ = 4, Hu3 a, = 2n — 1 ounrnegHo

3a/10B0/baBa YC/0B 334aTKa. 3a € > 4 yamumo a; = 1 n HeKa je dyp1 =
cap—1
[~

HW3 33[,0BO/baBa YC/I0B 334aTKa. OUnrneaHo je a,,_1 < Q,y, a 1aKo ce

ca .
J N Ay, = [T"J+1. NaraHo ce npoBsjepaBa Aa 0Bako AepUHMCAH

nposjepu n gaje a,, < a,,+1, Na je 0Bako aedpnHncaH HU3 pactyhu.



4. Heka je n npupoaaH 6poj. Ha KoHdpepeHUMju ce Hanasm 6n +
4 matemaTnyapa. Ogprkasa ce 2n + 1 cactaHaka. Ha cBaKOM cacTaHKy
MaTeMaTUYapu cjeae 3a je4HUM OKPYIIMM CTOIOM ca 4 mjectann
OKPYrKnX CTO/1I0Ba ca 6mjecTa. PacTtojarba namelhy cBaka gBa cycjeaHa
MjecTa 3a jeaAHUM CTONOM CY jeaHaKa. Kaxkemo aa cy ABa maTemaTnyapa
y creyujasaHoj no3numju ako cjeae 3a UICTUM CTOJIOM U aKO Cy cycjeam
WMAK QKO Cy Ha ANjaMeTpanHO CYNnpOTHMM No3numjama. 3a Koje npupogHe
6pojese n je moryhe, Aa HAKOH LWITO Ce 3aBpLUe CBM CacTaHUM, HUKOja ABa
MaTemaTuyapa Hucy buna y cneunjanHoj no3mumju BuLle o jegHOM?

Oarosop: moryhe je 3a cBe npupoaHe bpojese n.
Nlema

3a cBakuM npupoaaH 6poj k , Moxke ce opraHM30BaTK TYPHMP Ha KOMe y4yecTByje
2k + 1 ekuna, Koju uma 2k + 1 Kona 1y Kome he cBake gBe ekune Urpatu
TAyHO je4HOM jegHa NPOTMB gpyre.

[oKas.

Youmumo npasunaH 2k + 1 — yrao A,A, ... Ay, 41. Heka eknne npeacrasbajy
BPXOBE, a AyKM Koje ux cnajajy, mehycobHe cycpete oBux ekmna. TypHUp
opraHusyjemo Ha c/begehu HaumH: ako y jeaHoOM Kony urpajy ekune A;u Aj(i #
J), OHAQ y TOM KO/ly Urpajy u cBe eknne npeactaB/beHe BpxoBuma Apu A; , Tako
Aa saxu A;Aj||AgA(npumjeTumo aa nmamo n — 1 0BaKBUX AyKU Koje cy
napanenHe ca A;A;, a pasnuuuTe cy of tbe Came v Aa TauHO jefiaH BpX Huje
KpajHba TauKa HMjeaHe o, OBUX AYKU(TUM BPXOM je npeficTaB/beHa eKuna
cnoboaHa y Tom Koay)). MowTo u3 cBakor Bpxa UCX0An 21 PasNnNUUTUX AYHKN
nmahemo Ta4yHo 2n Kona y Kojuma he urpaTv ekmna npeactaB/beHa TUM BPXOM
n jeaHo Kono y Kome he Ta ekuna 6mtn cnoboaHa wTo gaje ykynHo 2n + 1
Kona. OBMM je [lOKa3 neme 3aBpLUEH.

Capa hemo gaTh KOHCTPYKUMjY Tj. MOKa3aTK KaKo MaTeMaTuyape pacnopeamnTu
OKO CTO/I0Ba HAa OBMM CacTaHLMMa 3a CBaKW NpupoaaH bpoj n.

Moaujennmo ckyn og 6m + 4 matemaTtmyapa Ha 2n + 2 gUCjYHKTHUX
NoACKynoBa,on Kojux cy2n + 1 TpounaHux u jegaH CKyn y KOMe ce Hanasu



Camo jegaH matemaTtmyap(o3Haummo ra ca A). Ha ocHOBY foKa3aHe fieme,

HaZ2n + 1 cacTtaHaKa, 3a CBakKMM CTOJIOM KOju MMa 6 mjecTa, MOXeMO OKYNUTH
CBe maTemaTuyape U3 ABuje o, youeHUX TPOjKKU, TaKo Aa cy ce 6uno Koje asuje
0J, YOUEeHUX TPOjKMU cjeaene 3a CTO/IOM Ta4HO jegHoM. Mpun Tom, matemaTuyape
N3 0BMX TPOjKM pacnopehyjemo oKo cTona Hau3MjeHUYHO, Tj. Aa HUKOja ABa
MmaTemaTmyapa u3 ucte Tpojke He byay cycjeaHa(npu Tom pacnopeay HUKOja
ABa MaTeMaTM4apa U3 UCTe TPOjKe HUCY pacnopeheHa anjameTpanHo
CYNpPOTHO). 3a CTONOM KOju uMma 4 mjecTa pacnopehyjemo Tpu matematmyapa us
TPOjKe Koja je NpeocTasna Tj. YNjMU Y1aHOBM He Cjede 3a CTOZI0BUMA 04, 6 mjecTa U
MmaTemaTtmyapa A(Koju MHaYye Ha CBAaKOM CaCTaHKy cjeam 3a cTosiom ca 4 mjecTa)
Ha NPOM3BO/baH HayuMH. [lOKa*KMMO Aa 0Ba KOHCTPYKLMja 33a40B0/baBa yCnoBe
3agaTka. OunrnegHo he A ca cBakMM NPeOCTaIMM MaTeMATUHAPOM BUTK Y
cneunjanHoj No3mumjmn TayHo jeaHoMm. [lBa matemaTnyapa u3 ucte Tpojke he
6MTK y cneunjanHoj No3mLMjM CaMo 3a CTOJIOM 3a 4 mjecTa, a MaTemaTU4apu U3
Pa3NMUYMTUX CaAMO KaZa Ce HUXOBEe TPOjKe CacTaHy 3a CTO/IOM oA, 6 mjecTa.

5. Nadi najmanju mogucu konstantu C takvu da je za bilo koje pozitivne realne
brojeve a4, a,, as, a,i as(ne nuzno razli¢ite) moguce odabrati razli¢ite
indekse i, J, ki [ takve da

a; a
—-tl<c
Clj a;

RjeSenje:

Najmanje takvo C je %

Prvo ¢emo dokazatidaje C < 1/2.

Neka je bez gubitka opsStostia; < a, < az; < ay < as.
Posmatrajmo 5 razlomaka

Svaki leZi u intervalu (0,1]. To znaci da po Dirihleovom principu najmanje 3 od

e .. . 1 .. : .
njih leZe svi u intervalu (0, E] ili uintervalu (5’ 1]. Znati, postoje dva susjedna
4

.. . . v, 1 . ayg . a . .
razlomka koji pripadaju intervalu duzine E(u2|mamo dasu —i a—l susjedni).
5 2

Posto su indeksi koji uestvuju u ova dva razlomka razli¢iti, mozemo ih izabrati

da budu i, j, k, L i time dobijamo C < %



Sada ¢emo pokazatidaje C = > najbolje mogucée. Posmatrajmo brojeve
1,2,2,2,n pri cemu je n veliki realan broj. Razlomci koje dobijamo formirajuci
. . , 12122 ..
neka dva od ovih brojeva u rastu¢em poretku su —,—,—,—,—,2,2. Bududi da su
n’n’2’2’1’2’1
.. ey, 1.2 . . v . . .
[, ], k, 1 razliciti —i—ne mogu istovremeno biti izabrani. Znaci, najmanja razlika
- , . . . .12 ..
koju je moguce dobiti na lijevoj strani nejednakosti je i Kada n teziu
y . I 1 v L . 1
beskonacnost, ova vrijednost se priblizava ~ Pa C ne moze biti manje od p

. oy . 1. . ,
Ovim zakljuCujemo da je C = > hajmanja moguca konstanta.

6. Dan je Siljastokutni trokut ABC. To¢ka M je proizvoljna to¢ka na stranici 4B,
a N je poloviste stranice AC. Neka su P i Q noZi$ta okomica iz vrha A4 na
pravce MC i MN, redom. Dokazati da srediste kruznice opisane trokutu
PQN lezi na fiksnom pravcu dok se M krece po stranici AB.

RjeSenje:
Neka je 4BAC = a, 4ACM = «x.

Neka je O srediste kruznice opisane trokutu PQN.




Neka je tocka D takva da je 4AND = 2a, |ND| = lAZ—Cl i tocka D se nalazi na

suprotnoj strani tocke B u odnosu na pravac AC.
Trokut APC je pravokutni pa je [INP|=|NC|, iz ¢ega slijedi £ANP = 2x.
Dalje je

APQN = 180 — 4PQM = 180 — 4PAM =90 + APMA =90+ 4BMC =90+ a + x

Slijedi 4PON = 180 — 2a — 2x, pa je ONP = a + x = A0NA = A0NP —
ZANP =a—x = 40ND = a+ x.

Primijetimo daje A OND =A ONP jerje |NP|=|ND|,INO|=|NO| i 40NP =
Z0ND.

Iz ovoga slijedi |OP| = |OD| = |ON|, pa se O nalazi na simetrali duzineND koja
je ocigledno fiksna u odnosu na tocku M.
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