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XVI Maternaticka olirnpijada BiH 

Elektro-tehnicki iil.ku Itet 15tocno Sarajevo 

Lukavica, 14.05.2011. 

Dan 1 

1. U trouglu ABC vr ijedi BC = ｾＨａｂ＠ + AC). Neka 511 MiN sredista duzi AB i AC, i 

neka je k kru>:nica opisana oko tl'Ougla AMN. Dokazati da ccntar kru, nice upisane 

u traug-ao ABC pl'ipada kruznici k, 

2. Na polukruznici precllika AB = d zadate su tacke C i D tako da vrij edi BC = CD = 

aiDA = IJ , gdje su a, bid razlicitj prirodni bmjevi. Odrediti najmanju moguell 

Vl"ijednost broja d. 

3. B1'ojevi 1,2, ... , 2n su raspo1'edeni u elva niza a1 < az < ... < au i b, > b, > ... > bu. 

Dokazati da je broj 

" 
W = Llai - b;l 

i=l 

potPUIl kvadrat. 

• Svaki zadatak se v1'edlluje sa 7 bodova. 

• Vrijeme 1.a iuadu zadataka je 4 sata. 

• Nije dozvoljcna upot1'eba kalkulato1'a. 

Sretno! 
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XVI Matematicka olimpijada BiH 

Elektro-tehnicki fakultet Istocno Sarajevo 

Lukavica, 15. 05. 2011. 

Dan 2 

1. Odrediti najvecu vrijednost broja a koji ima osobinu da za bila koji raspored 

brojeva 1,2,3, ... ,10 po kl'u:/,nici, moraju postojati tri susjedna broja eija je sum a 

veca iJi jednaka a. 

2. Neka Sll a, b i c pozitivni renlni brojevi bji je zbiJ: jednak 1. Dokazati da vl'ijedi 

nc)jednakost: 

3 3 - 3 . 
｡ｖｬＫ｢ ｾ ｣Ｋ｢Ｍｖｬ＠ +c Ｍｵ Ｋ｣ｖｬＫＨＱｾ｢ ＼＠ 1. 

:1 U l:E:LVCl'Ou g] u jiBeD stl'aniee ilD i Be n"lim paralelne. Oijagonaie AC i 131) sijd;:u se 

"I'['T'I /"('J"I 18 '["C k" . MJ U tac {l Ｎ ｾ Ｎ＠ ac .;:e') , ( lJC e! I -' " ＩＧｾ Ｎ ＧｦＧＺｰ･＠ 1;lvno, U omJcru He' 

Ako su tacke 1:, PiG koli.nearne dokazaLi da je cetverougao I1lJCD tetivan. 

• Svaki zadatak se vrednujc sa 7 bodr.lVa. 

• Vl'ijerne za izradu zadataka je 4 sata. 

,. Nije dozvolj ena upotrcba kalkulatulo;oJ. 

Srctno! 
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U tr okut.u ABC vrijedi IBCI = ｾ＠ (lAB I + IACD. Neka su M .i N polovista duiina AB i AC, i 

neka je k kruzn ica opisana oka trakuta AMN. Dokazati da srediste kruznice upisane u 

trokut ABC pripada kruznici k. 

Rjesenje: 

E 

B 

A 

Neka je E sjeciste simetra le kuta 4:BAC i dui ine BC. 

1'adaje 

Odavde je 

tj , 

a odavde slijedi 

Analogno je 

IABI IBEI -lAC! ICEI' 

lAB I + lAC! 
lAC I 

IBEI + ICEI IBC! -
ICEI ICEI' 

ZIBCI 18CI -lAC! ICEI' 

1 
ICEI = ZIAC! = ICN I, 
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1 
IBEI ｾ＠ ZIABI ｾ＠ IBMI· 

Prema tome trokuti NEe i EMB sU jednakokraki, te su simetrale kutova <INCE i <:f.MBE 

ujedno i simetrale dui ina NE i ME. Njihovo sjeciste je tocka 5, sreruste opisane kruznice 

troukutu MNE , pa pripada i simetrali dui ine MN. Tocka S je ujedno i srediste kruznice 

upisane trokutu ABC, pa se nalazi na simetrali kuta <lBAC, odnosno kuta -r.MAN . 

Kako se simetrala unutarnjeg kuta i simetrala nasuprotne stranice trokuta sijeku na 

kruinici opisanoj tom trokutu, to 5e tacka S nalazi na kruznici k . 
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2-. Na polukruznici preenika AB = d zadate su taeke C i D tako da vrijedi BC = CD --; a i 

DA = b, gdje su a, bid razliCiti prirodni brojevi. Odrediti najmanju mogucu vrijednost 

broja d. 

Rjesenje 

D 

b 
c 

a 

A d B 

J asno je da su a, b < d. 1z jednakosti duzi BC i CD slijedi jednakost uglova .;lBAC = 

<r.CAD = 8. 

Trougao ADB je pravougb pa vazi AD = b = d· cos 20. Slieno iz pravouglog trougla ABC 

BC = a = d ·sin8. 

KoristeCi identitet cos 28 = 1- 2sin 28 dobijamo 

odnosno 

b a2 

-= 1-2·-
d d2' 

(Alternativno, upotrebom Ptolornejeve teoreme dobija se shena jednaCina) 

Pokazimo da d ne moze biti prost broj. U protivnom bi, d!2a2 i ako d "* 2, d!a2 pa posta je 

d prost broj, dobijamo dla, sto je nemoguce, jer a < d. 
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Za d = 2, dobijamo da je a = b = 1, sto nije u skladu sa uslovima zadatka. 

Ukoliko je d = 2p, gdje je p prost broj, dobijamo 

Sada pla2 , odnosno pia i a < 2p, pa je a = p. 

Medutim , tada se dobija b = p, sto je u kontradikciji sa a "* b. 

Prvi broj koji dolazi u obzir je d = 8. Gornja jednaCina postaje 

4b + a2 = 32. 

Odavde je a paran broj i zbog pozitivnosti broja b U obzir dolaze sarno vrijednosti a = 2 i 

a = 4. Slueaj a = 4 dovodi do vrijednosti b = 4, sto odbacujemo. 

Za a = 2 imaruo da vrijedi b = 7 za koju se pokaze da je rj esenje, tj. d = 8. 
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Brojevi 1,2, ... , 2n su rasporedeni u dva niza a1 < a2 < ... < an i b1 > b2 > ... > bn. 

Dokazati da je broj 

n 

W= Lla;-b;l 
i '" I 

potpun kvadrat. 

Rjesenie: 

Pretpostavimo da je bn > an. Tada vrijedi: 

W = IZn -11 + IZn -1- zi + ... + In + 1- nl = n'. 

Analogno, 'l.a al > b1 zakljucujemo da je W = n2
• 

Razmotrimo sada slucajeve za koje elementi jednog niza nisu svi veti od svih elemenata 

drugog niza, tj. al < b1 ian> bn . Odavde slijedi da mora postojati indeks k za koji vrijedi 

ak < bk i ak+l > bk+1' 

Jz uslova zadatka imamo da vrijedi ｢ｫｾｬ＠ > bk i ak > ak_I' KombinirajuCi ovo sa ak < bk 

zakljucujemo da je ai < bi za 1 < i < k. 

Analogno, zakljucujemo da vrijedi i ai > bi za k + 1 < i < n. 

Dakle, 

n 

= I (ai + bi) - 2(a1 + .. . + ak + bk+1 + ... + bn) = 
i= l 

Medutim, 

. , 
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n(n + 1) 
al + a 2 + ... + ak + bk +1 + bl<+2 + ... + bn = 1 + 2 + ... + n = 2 

tj 

W = n(2n + 1) - n(n + 1) = n'-
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f· >j . Odrediti najvecu vrijednost broja a koji ima osobinu da za bila koji raspored brojeva 

1, 2, 3, ... ,10 po kruznici, moraju postojati tri susjedna braja Cija je Burna veea ili jednaka 

a. 

Rjesenje: 

Posmatrajmo sve uzastopne trojke; njih ima 10 i oznacimo ih sa 511 52 • •.• ,510 , 

Vrijedit ce 

S1 + 52 + ... + 510 = 3(1 + ... + 10) = 165. 

Odavde mora postojati i E (1,2, ... , to} takav da je 5i > 1
1
6
0
5 ::: 16,5, odnosno 5i > 17. Time 

jea>17. 

Pokazimo da je zapravo a :::: 18. IspustajuCi braj 1 dobit cerna niz od devet uzastopnih 

prirodnih hrojeva i podijelimo ih u tri uzastopne sume od po tri broja, Ttl Tz, T3• Suma svih 

tih brojeva je 

2 + 3 + 4 + ... + 10 = 54 = Tl + T2 + T3. 

Odavde je jasno da je barem jedan Ti > 5
3
4 = 18. 

Da a ne -maze biti od 18 dobivamo na osnovu ciklickog rasporeda 

(1,10,6,2,9,4,5,3,8,7). 
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5, Neka su a, b i e pozitivni realni brojevi Ciji je zbroj jednak 1. Dokazati da vrijedi 

nejednakost: 

a'Vl + b - e + ｢ｾｨ＠ + e - a + e'Vl + a - b < 1. 

Rjesenje: 

Pokazimo da su 1 + b - e, 1 + e - a, 1 + a - b pozitivni 1'ealni brojevi. 

1+b-i=a+b+e+b-e=a+2b> O. 

Slieno se pokaze i za ostale brojeve . 

Primjenom AG nejednakosti dobivamo: 

1 + 1 + (1 + b - c) Vc;-;,--
3 > 1+b -e 

31 1 + 1 + (1 + b - e) 3a + ab - ae ab - ae 
av1+b-e<a = =a+""-=-= 

Analogno dobivamo: 

- 3 3 3 . 

3 be - ba 
bV1+e-a<b+ 3 

3 ea - eb 
eVl + a - b < e + 3 . 

Zbrajanjem ove tri nejednakosti dobivamo traienu nejednakost. 
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6 U cetverouglu ABCD stranice AD i BC nisu paralelne. Dijagonale AC i BD sijeku se u tacki 

E. Tacke F i C dijele AB i DC, respektivno, u omjeru ¥C. 

Ako su tacke E, FiG kolinearne dokazati da je cetverougao ABCD tetivan. 

Rjesenje: 

c 

Primjenom Menelajeve teoreme na trouglove BCD i ABC imamo: 

CG DE BX 
GD . EB . XC = 1 

AF BX CE 
-,-,-=1 
FB XC EA 

pri cemu je BC n FC = {X}. 

Nakon dijeljenja imamo: 

DE·AE AF·GD AD' 

BE· CE FB . CG BC' 

(k il I d k AF_DG_AD) 
onst· i smo us ov za at a FB - GC - BE . 

Iz trouglova ADE i BCE imamo: 

AD AE DE 

sin ｾａｅｄ＠ sin ｾｅｄａ＠ sin ｾｅａｄ＠

. , 

BC BE CE 

sin ｾｂｅｃ＠ sin ｾｂｃｅ＠ sin ｾｃｂｅ＠

tj . 
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, ,A ,::Ec.'-=D:,E::...,' Ｂｳｾｩ＠ n;;-;":,A:.:E:.:D:...,' :;,S ':.;' n"",,A::E:..:.D AD =-
sin ｾｅｄａＧ＠ sin ｾｅａｄ＠

, 

1 

'
BE, CE· s in ClBfC' sin 48EC 

BC = , 
sin <l.8CE· s in .!teBE 

Sada dij elj enjem i relacijom koju sma dobili za kvadrate ovih stranica imamo: 

t j , 

Odavde slij ecli : 

No, ima mo da vrij edi i 

sin <tECE· sin <1.C8£ 
1 = =--=o,o-=--=---=,=c=-

sin <rEDA· sin <cHAD 

cos("EDA - "EAD) = cos("BCE - "CBE), 

"EDA - "EAD = +("BCE - .,CBE), 

.,EDA + "EAD = .,BCE + .,CBE 

i prema tome vrij edi <r.EDA = 408CE ili <rEDA = <[CBE. Drugi slucaj odbacujemo zbog 

pretpostavke zadatka da stranice AD i Be nisu paralelne. 

Dakle, cetverougao ABeD je tetivan. 
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