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XVI Matematicka olimpijada BiH
Elektro-tehnick: fakultet Istoéno Sarajevo

[Lukavica, 14. 05. 2011.

Dan 1

U trouglu ABC vrijedi BC =%(AB + AC). Neka su M 1 N sredista duzi AB 1 AC, 1
neka je k kruznica opisana oko trougla AMN. Dokazati da centar kruznice upisane
u trougao ABC pripada kruznici k.

Na polukruznici precnika AB = d zadate su tacke € 1 D tako da vrijedi BC = CD =
a1 DA=b, gdje su a,b 1 d razliciti prirodni brojevi. Odrediti najmanju mogucu
vrijednost broja d.

Brojevi 1,2, ...,2n su rasporedeni u dva niza a; < a, < ---<a, 1 b, >b,>-->b,.

Dokazarti1 da je broj

W = Zhﬂi — byl

i=1

potpun kvadrat.

e Svaki zadatak se vrednuje sa 7 bodova.
e Vrijeme za 1zradu zadataka je 4 sata.

e Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.

Sretno!



XVI Matematicka olimpijada BiH
Elektro-tehnicki fakultet Istocno Sarajevo

Lukaviea, 15. 05. 2011.

Dan 2

Odrediti najvecu vryednost broja a koji 1ma osobinu da za bilo kojp raspored
brojeva 1,2,3,...,10 po kruznici, moraju postojati tri susjedna broja ¢yja je suma
veéa il jednaka a.

Neka su a,b 1 ¢ pozitivm realni brojevi ¢iji je zbir jednak 1. Dokazati da vryedi

nejednakost:

e

aV1i+bhb—c+bV1ite-—aw+ce1l+ta—b<= 1.

L cetverougiu ABCD stramice AD 1 BC misu paralelne. Dyagonale AC 1 BD siyjeku se

PR cr e e e o . - AD
u tack: E. Tacke FF1 6 dyele AB 1 DC, vespektivno, u omjeru s

Ako su tacke F,F 1 G kolinearne dokazali da je cetverougao ABCD tetivan.

e Svaki zadatak se vrednue sa 7 bodova.

o Vryjeme za izradu zadataka je 4 sata.

Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.

Sretno!



U trokutu ABC vrijedi |BC| =§([AB] + |AC|). Neka su M i N polovista duzina AB 1 AC, 1

neka je k kruznica opisana oko trokuta AMN. Dokazati da srediste kruznice upisane u

trokut ABC pripada kruznici k.

Rjesenje:

Neka je E sjeciste simetrale kuta <BAC i duzine BC.

Tada je
|AB|  |BE]
|AC| — |CE|
Odavde je
|AB| +|AC| |BE| +|CE| |BC]
|ACl |CE|  |CEJ
.
2|BC| _ |BC]|
|AC| — |CE]|

a odavde slyeda
1
[CE | = E]AC| = |CN|.

Analogno je



1
|BE| = |AB| = |BM|.

Prema tome trokuti NEC 1 EMB su jednakokraki, te su simetrale kutova <NCE 1 <MBE

ujedno 1 simetrale duzina NE 1 ME. Njihovo sjeciste je tocka S, srediste opisane kruznice
troukutu MNE, pa pripada i simetrali duzine MN. To¢ka S je ujedno i srediste kruznice

upisane trokutu ABC, pa se nalazi na simetrah kuta «BAC, odnosno kuta <MAN.

Kako se simetrala unutarnjeg kuta 1 simetrala nasuprotne stranice trokuta sijeku na

kruznicl opisanoj tom trokutu, to se tocka S nalazi na kruznici k.



Na polukruznici pre¢nika AB = d zadate su tacke C 1 D tako da vryedi BC =CD =a 1
DA = b, gdje su a,b 1 d razliciti prirodni brojevi. Odrediti najmanju mogucu vrijednost

broja d.

RijesSenje

Jasno je da su a,b <d. Iz jednakosti duzi BC i CD slijedi jednakost uglova «BAC =
JCAD = 6.

Trougao ADB je pravough pa vazi AD = b = d - cos 26. Slicno 1z pravouglog trougla ABC
BC = a=4d"sind.

Koristeéi identitet cos 20 = 1 — 2sin %8 dobijamo

b {3 as

d d?’
odnosno

bd + 2a? = d?.

(Alternativno, upotrebom Ptolomejeve teoreme dobija se slicna jednacina)

Pokazimo da d ne moze biti prost broj. U protivnom bi, d}2a“ i ako d # 2, d|a? pa posto je

d prost broj, dobijamo d|a, sto je nemogucde, jer a < d.



Zad = 2, dobijjamo da je a = b = 1, sto nije u skladu sa uslovima zadatka.
Ukoliko je d = 2p, gdje je p prost broj, dobjjamo
bp + a*® = 2p?.
Sada pla?, odnosno plaia < 2p, pajea =p.
Medutim, tada se dobija b = p, sto je u kontradikeiji sa a # b.
Prvi broj koji dolazi u obzir je d = 8. Gornja jednacina postaje
4b + a* = 32.

Odavde je a paran broj 1 zbog pozitivnosti broja b u obzir dolaze samo vrijednostia =2 i

a = 4. Slucaj a = 4 dovodi do vrijednosti b = 4, sto odbacujemo.

Za a = 2 imamo da vrijedi b = 7 za koju se pokaze da je rjesenje, tj. d = 8.



Brojevi 1,2,..,2n su rasporedeni u dva niza a,<a, <--<a, 1 by >b,>->b,.

Dokazati da je broj

T1
W = ZIHi = b} |
i=1

potpun kvadrat.

RiesSenje:

Pretpostavimo da je b, > a,,. Tada vryedi:
W=2n—-1+12n-1-2|+ -+ n+1-n|=ns
2

Analogno, za ay, > by, zakljucujemo da je W = n-~.

Razmotrimo sada slucajeve za koje elementi jednog niza nisu svi veéi od svih elemenata
drugog miza, t). a; < by 1 a, > by,. Odavde slijedi da mora postojati indeks k za koji vrijedi

Ay < bp 1Qpsq > bpyy.

1z uslova zadatka imamo da vryedi b4 > by 1 a; > ap_q. Kombinirajuéi ovo sa a, < b,

zakljuéujemodajea; < b;zal <i < k.

Analogno, zakljué¢ujemo da vrijediia; > by zak+1<i < n.

Dakle,
W = by =y + -+ by = Qi+ Giepy = biys + 7+ @y — by =
T
— Z(ai T b,_:' - 2(&1 o T tly, +- bk_;_]_ -+ rre o bﬂ,) —=
i=1
=n(2n+1) —2(a; + =+ ay + bgyqg + -+ byy).
Medutim,

(4 < o < R # 47 < bk < bk—l o e bl.

bﬂ, < bﬂ—l < e g bk-l—'l < E’R'i'l < 41 i EITI'

Dakle, elementi {by, ..., by, Qgs1, -, An} sU svi vedi od elemenata {ay, ..., ag, brsq, ..., by}, 1.



ﬂ.1+ﬂ3+"'+{1k+bk+1+b;{+g+"'+bn=1+2+“'+n=

W=n2n+1)—nn+1) =n°

nn+ 1)

2



Odrediti najveéu vryednost broja a koji ima osobinu da za bilo koji raspored brojeva
1,2,3,...,10 po kruznici, moraju postojati tr1 susjedna broja c¢ya je suma veca 11 jednaka

a.

Riesenje:

Posmatrajmo sve uzastopne trojke; njih ima 10 1 oznacimo ih sa S;, S5, ..., S1¢.
Vryedit ce

Odavde mora postojati i € {1,2,...,10} takav da je S; = % = 16,5, odnosno S; = 17. Time

jea=17.

Pokazimo da je zapravo a = 18. Ispustajuéi broj 1 dobit ¢emo niz od devet uzastopnih
prirodnih brojeva i podijelimo ih u tri uzastopne sume od po tri broja, Ty, T, T5. Suma svih

t1h brojeva je
2+3+4+4+4+-+10=54=T, +T, +Ts.

Odavde je jasno da je barem jedan T; = 53—4 =18,

Da a ne moze biti vedd od 18 dobivamo na osnovu ciklickog rasporeda

(1,10,6,2,9,4,5,3,8,7).



J1

Neka su a,b 1 ¢ pozitivni realmi brojevi ¢iji je zbroj jednak 1. Dokazati da vrijedi

nejednakost:

aV1i+b—c+bVl+c—a+cVi+a—-b<1.

RieSenje:

Pokazimodasul+b—c,1+c—a, 1+ a— b pozitivni realni brojevi.
l+b—c=a+b+c+b—c=a+2b>0.
Sliéno se pokaze 1 za ostale brojeve.

Primjenom AG nejednakosti dobivamo:

{ i & =g}

2 = b=
1+14+((1+b—c 3a + ab — ac ab —
avVl+b—c<a ( )= i m:_

3 3 3
Analogno dobivamo:

be — ba
3

bv¥l+c—a<h+

ca—ch

cVi+a—-b<c+

Zbrajanjem ove tri nejednakosti dobivamo trazenu nejednakost.



¢ U cetverouglu ABCD stranice AD i BC nisu paralelne. Dijagonale AC i BD sijeku se u tacki

E. Tacke F i G dijele AB 1 DC, respektivno, u omjeru %.

Ako su tacke E, F 1 ¢ kohnearne dokazati da je cetverougao ABCD tetivan.

Rijesenje:

A

ey

N

Primjenom Menelajeve teoreme na trouglove BCD 1 ABC imamo:

CG DE BXhI
GD EB XC
AF BX CE )
FB XC EA

pri cemu je BC N FG = {X}.
Nakon dijeljenja imamo:

DE-AE AF-GD AD?
BE-CE  FB-(CG BC?

. AF DG __ AD
(koristili smo uslov zadatka = —= =),
FB GC  BE

1z trouglova ADE 1 BCE 1imamo:

AD AE  DE
sin<AED  sin<EDA  sin<EAD

BC B BE CE
sin«BEC sin<BCE sin<CBE




AE - DE - sin SAED - sin<AED

2
Al sin<EDA-sin<EAD

BCZ — BE - CE - sin<BEC - sin <BEC
N sin <BCE - sin <CBE :

Sada dijeljenjem 1 relacijom koju smo dobili za kvadrate ovih stranica imamo:

G o sin <BCE *sin<CBE
~ sin<EDA-sin<EAD

cos(«EDA — «<EAD) = cos(«BCE — <CBE).
Odavde slijeda:
4EDA — <EAD = +(¥BCE — <«CBE).
No, imamo da vryedi 1
<EDA + «EAD = <BCE + <CBE

1 prema tome vrijedi €EDA = «BCE i «EDA = <«CBE. Drugi slucaj odbacujemo zbog

pretpostavke zadatka da stranice AD 1 BC nisu paralelne.

Dakle, cetverougao ABCD je tetivan.



KOHAYHW PESYJITATW EXMO 20711

sezume | [likona u mjecto ~ [lingpaz| 4 Ve
MuHa Pepusdberosun CapajeBo Konell 14 7 4 7 64 7 4 4 36
Patko [lapaa [MmHasznja MNMpujenop 24 i 3 6 56 6 7 5 34
Bnagumup Mekoeuh CUUL Hesecumwe 22 { 6 7 55 5 7 0 32
3natad Tyuakosuh Il rumHaswnja Capajeso 4 7 2 6 62 7 7 0 29
Ecma Myjkuh Capajeso Koney 3 7 3 0 59 2 6 7 25
Ceap [lenanuvh Il rumHasuja Capajeso g 7 1 2 71 7 6 1 24
XapyH XuHavja Capajeso koney 15 7 1 0 72 2 7 7 24
Pujag Ckpobo CapajeBo koneu 12 1 2 6 54 7 7 1 24
Cnasko MieaHoBuMh [MMHa3uja 3BOPHUK 6 7 0 1 70 6 7 0 21
AbBaynax Jawapesuh CapajeBo koney 1 7 4 0 57 1 7 ] 20
Xamsa Mepsuh | Bowr-ayka rumHasuja Capajeso 5 ¥ 0 1 52 6 6 0 20
Pobept MaTtu4esuh KWL Tysna 16 1 7 0 73 5 0 0 13
ApnHaH W6puh ['MMHaswja Jlykasay 17 4 2 0 68 1 6 0 13
Myxamea Hunawesuh [MMHasuja Tysna 13 0 6 0 51 5 0 0 11
Mapko ManadreTuh CLL| Bnacenuua 8 0 1 0 60 3 6 0 10
ViBOHa Jypollesuh CLUU bpatyHay 10 2 4 1 5 0 3 0 10
Mapwja TopomaH [MmHasunja bara Jlyka 2 5 0 0 61 4 0 0 9
Xauem Xapyuh CapajeBo konely 23 0 0 3 69 6 0 0 9
Mapko Pajkosuh CLL Hesecure 20 1 0 0 53 2 1 1 5
Pujag MymuHosuh || rumHasuja Capajeso 21 1 0 1 58 2 0 0 4
Hesena Mutpoeuh ['MMHa3nja 'paguiika 29 0 0 0 77 3 1 0 4
AHgpea Munakosuh [MMHa3suja bawa Jlyka 18 0 0 0 76 1 2 0 3
Naewnp Bpxoeay [ MmHasuja bawa Jlyka 11 0 0 0 63 2 0 0 2
BnagaH Josu4uh CLUL| Bnacexwuua 19 0 0 0 66 0 2 0 2
MnapgeH [Nejuh KLLLl Tysna 26 0 2 0 74 0 0 0 2
Ceneep Cagukosuh YHa-CaHna konely buxah 7 0 0 1 67 0 0 0 1
OeHuc boxun 'MMHasuja Moctap 28 1 0 0 81 0 0 0 1
HeHuc Yyrbak 'MmHasuja MocTtap 31 0 0 0 79 0 1 0 1
Jllyuuja JloBpuh mHasnja Lnpoku Bpujer 27 0 0 0 65 0 0 0 0
MupHa Muxarsesuh CLU Kynpec 29 0 0 0 78 0 0 0 0
AjHa ViBpaxumkagun MCLL XKabreak-Ycopa 30 0 0 0 82 0 0 0 0
MaTte Mapac [umMHasnja Lnpokn bpujer 32 0 0 0 83 0 0 0 0
Mapxko Bacuh [MmHaswja [lepseHTa 33 0 0 0 80 0 0 0 0
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