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RJESENJA ZADATAKA

# Zadatak 1. Datu kruznicu s centrom u O iznutra dodiruju dvije kruznice u tackama
dodira S i T. Neka se ove dvije kruznice sijeku u tatkama M i N, pri cemu je N blize
pravoj ST. Dokazati da su prave OM i MN okomite ako i samo ako su tatke S,Ni T
kolinearne.

Rjesenje.
A Posmatrajmo tangente (dirke) u S i 7. (Ako
: su tangente (dirke) paralelne onda su S, O. T
M N\ » kolinearne tako Sto su A i N podjednako
Ay K udaljene od S7°, §to je u kontradikeiji sa tin

da je N blize ST.) Neka se tangente (dirk.)
, sijeku u tacki (tocki) K .
S Tada je ZOSK =90 = ZOTK , odakle slijed:

da O, S, K, T leze na jednoj kruznici sa pre¢nikom (promjerom) OK .

Takode vrijedi, KS* = KM - KN = KT? = K lezi na radikalnoj osi (potencijali, tj.
taCka (tocka) K ima jednake potencije u odnosu na obje kruznice) MN dva unutarnje
kruga, pa su prema tome A/, N, K kolinearne.

—

Akosu S, N, T kolinearne, onda je
LSMT = ZSMN + ZTMN = ZNSK + ZKTN =180 — £SKT",
pasu M, S, K, T, O najednoj kruznici. Onda je
ZOMN = LZOMK = ZOSK =90°.
Obratno, ako je OM L MN, onda je ZOMK =90" = ZOSK, pa slijedi da tacke
(tocke) M, S, K, T, O leze na jednoj kruznici.
ZSKT = 180" — ZSMT =180° — ZSMN — ZTMN =180" — /NSK — Z/KTN
Kako je Z7TNS =360 - 4NSK - ZSKT — ZKTN = 180", slijedi da su S, N, T
kolinearne.



+ Zadatak 2. Ispitati da li postoiji trougao &ija je povrsina 2004, a njegove stranice
imaju cjelobrojne duZine.
RjeSenje.
Pretpostavimo da takav trougao (trokut) postoji. Tada iz Heronove formule (obrasca)
slijedi da je
s(s —a)(s —b)(s —c) =2004°
odakle dobijemo da je s cijeli broj. Stavljaiu¢i s—a=x,s —b=y,s—c =z dobijemo
da je
wz(x + y+2) = 20042 =122 167>

pa kako je 167 prost broj, imamo sljedeca cetiri bitno razlicita slucaja,
@ 6T Tadaje xyz(x+ y+z)>1672-1-1-167°> 20042

(b) 167|x,167

y. Tada je xyz(x + y +2z)>167-167-1-2-167 > 2004°.

(©) 167|.\', 167J:v + y+ z. Tada 167‘y+ z,paje y+z>167.
Kakoje (y=1)z-1)2=20, tj. yz> yv+z -1, slijedida je yz>166 pa
imamo
xpz(x 4+ v+ 2) 2 167-166-2-167 > 2004°.
() 1677 |x+y+z Tadaje x+ y+z2167°, paje
x+y+z 167°
xyz 2 max{vy,y.z} 2 > >

23 o)

5] 3

xyz(x+ y+z)> 127 -167° =2004° .

12°

Kontradikcija.

2

# Zadatak 3. Neka su a, b, ¢ realni, pozitivni brojevi i abc = 1. Dokazati nejednakost

ab be ac
+ + —

- o o
AYh el B+ +be & +@® rac b
Rjesenje.

((1‘ -/)‘Xuj f/)z)?_ 0. zasve a, b, ¢. Odavde je a* +b° 2 a’b’(a +b).
Imamo. 7

ab - ab g (abe)- ¢ . ®

@’ +b° +ab~ a’b*(a+b)+ab e (abe) (a +b) + (abe)-c Ca+b+c’
Analogno,

bc - bc @’ a
P 5 - i 22 - .. == 5
b*+c* +be” bcA(b+c)+be o a+b+c
ca ca b’ b
< =

c+a’+ea cfa'(c+a)tca b a+b+c

Zbrajanjem dobijemo tvrdnju.
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Zadatak 4. Na takmiCenju na kome ucestvuje 16 ekipa je odigrano 55 utakmica.
Dokazati da medu njima postoje tri ekipe od kojih nikoje dvije nisu igrale medusobno.
Rjesenje.
Pretpostavimo suprotno. da medu proizvoljne 3 ekipe postoje dvije ekipe koje su
igrale medusobno. Neka je ckipa 4 odigrala najmanji broj utakmica i to & utakmica
Svaka od & ekipa Koje su igrale sa 4 je odigrala bar & utakmica. Od preostalin 15— 4
cKipa koje nisu igrale sa / svaka je igrala sa svakim preostalim 14 - & ckipa. Stoga,
broj odigranih utakmica nije manji od

%-(kz k4 (I5-k)(14=k))=k> = 14k +105 = (k- 7)° + 56 > 56
Kontradikcija.

Zadatak 5. 7a 0 < x < % dokazati nejednakost
a’rgx-(cosx)s + b sinx > 2xab,
za proizvoljne realne brojeve « 1 h .
Rjesenje.
Posmatrajmo izraz:
L
F(a,b) =1gx-(cosx) a’ —2x-ab+sinx-b’.
Za:

A 2
b =0 imamo [F(a,b) = bz‘rlg_\‘(cos,\'){%] - 2.\‘(2) +sin x};
\

|
L

a

i 27
i \ |
a #0 imamo F(a,b) = a{tgx(cos x)3 - 2x[1—)J +sin x(éj .
U svakom slucaju, trebamo pokazati da je D <0, gdje je

i
D= 4%1 — (1gx)(cos x)? (sin x):l.



o5

Za 0<x< % , nejednakost D < 0 ekvivalentna je s nejednakosti

cosx < (sinx)' (%)

X

(Lako se to pokaze da vrijedi nejednakost (*):
A CO .3
sinx sin” x 5 . SHGX
x? - (cosx)* sinx <0 & x* - 20& ¥ < ;
X = 2

(cosx)? (cosx)?

Y

. /1 . 5 3
B sinx sin x 3 Sinx sSin x
o xT < 4J e ~7<:>(cosx) <& cosx < )

- x X
(cosx)’ (cos )’ i .3
\i . b)
D o x> x' }sinx .
Na osnovu (*), koriste¢i napomenu, piSemo cosx < |- —+ —4 | r pa
k X
> i ) 3 L BB 3
. X~ X X . x*! x’ sm X
ako je 1-—+=—<|l-—1, . cosx<l~—~+A< 1-— ——j.onda
2 24 6 2 6 X
x! > .
smo dokazali nejednakost (*). Ne, ovdje je | ——+ — < (l - —J T <950 je
o » 5L e ” '3 T
(1dentiCki) taéno za sve 0 < x < %- dakle. nejednakost (*) tacna je za sve 0 < v < =

[ime je, za sve 0 < < o tacna zadana nejednakost (uz napomenu da su slucajevi

x=0,a=0ili b=0 trivijaln).

Zadatak 6. Dat je trougao (trokut) ABC i u ravni (ravnini) tog trougla (trokuta)
paralelogram ASCR sa dijagonalom AC. Neka prava (pravac) konstruisana
(konstruiran) kroz tacku (to¢kuv) B paralelno sa CS sijeCe prave (pravce) AS i CR
redom u tackama (to¢kama) M i P. a prava (pravac) konstruisana (konstruiran) kroz B
paralelno sa AS sijece prave (pravee) AR 1 CS redom u tatkama (tockama) N i Q).
Dokazati da se prave (pravei) RS, MN 1 PQ sijeku u jednoj tacki (tocki).
RjeSenje.

Stavimo R

Tvrdimo
Pe p(T,0).
Dovoljno je pokazati da p(7,Q)
sijeCe p (C , P ) utacki (tocki)
(na primjer V) tako da je
CV=a-x (zbog CV=a-x) i
RV = x, odakle slijedi V"' =P .

AAMN je slican trouglu AURN |, slijedi x: y=UR:(b-y), pa je



ur=20=2)
y
Stavimo
{X}=p(R,SYNBN i NX =z.

[z Talesove teoreme slijedi z:UR =(a—z): RV, pa je
ry = X0=yNa=-2)

zy
Tvrdimo da je RV = x, tj. sz@a(b—y):bz®£:~b—,
zy z b-y
G i A R
Sto slijedi iz Talesove teoreme zbog A = i q.e.d.
NX  NR

Analogno bi bilo CV =a—-x paje V = P.



