MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo MmaremaTuuapa Cpouje

15. CPIICKA MATEMATUYKA OJINMMIINJAITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

IlpBu mam

11. maj 2021.

Haru cy mpuponuu 6pojeBu a > 1 u ¢ u neo 6poj b # 0. IlokaszaTu ma mocroju
npuponan O0poj n Takas ga 6poj a™ + b uma menunar obauka cxr + 1 (z € N).
(Aywan Byxuh)

Y mekoj zemmu uma 100 rpamoBa, o3Havenux OpojeBuma on 1 mo 100. IIBa rpa-
a Cy cycegna ako Cy IOBe3aHa IIyTeM; HUKOja IOBa IIyTa He IOBe3y]y MCTHU Iap
rpanoBa. WMuocrpanu typucta I[lepa 100 myTa obumnasu 3emmy. 3a 1= 1,2, ...,
100, Ilepa 3anmouume - obuIa3zak M3 rpaja ¢ 1 CBAKOr JaHAa IIyTyje y CyCeqHn
rpaj ¢ HajMamuM peagauM OpojeM, o q yCIAOBOM Oa Taj Ipaj MOCTOjU U 1a ra HUje
Beh obumao y oBOM 0oOMJIACKY; Y CYyIPOTHOM ce Bpaha mpaBoO y CBOjy 3€MJbY.

WUcnocraBuno ce na je makon cBux 100 obunazaka [lepa mocermo cBaku rpan
uctu Opoj myra. Roauko HajBUIIE MyTeBa MOKe OUTU y OBOj 3eMJIbU’!
(Musaow Munocasmesuh)

Y omrpoyraom tpoyray ABC majrpaha crpanumna je AB. Tauke X um Y Ha
ommcanoj kpyskuunu Tpoyraa ABC cy TakBe na Basku

CX=AX+BX u (CY =AY + BY.

Ilorazaru na je <XCY < 60°. (Munow Munocasmwesuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabHO 0OPa3I0KUTH.
Cpaku 3amarak Bpenu 7 60m0Ba.
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Kouekcan yerBopoyrao ABC D HaszuBamMo 6axailium YKOIUKO MOCTOJU KOHBEKCAH
vyeTBOpoyrao PQRS umja cy cBa TeMeHa y yHYTPAIIHOCTU UM HA CTPAHUIAMA
uyerBopoyrina ABCD, a uuju je 30up mujaronasa Behwm on 30upa mujaronasa
vyerBopoyria ABCD.

Hexka je r > 0. IIpermocraBuMo na kouBekcan yerBopoyrao ABCD uuje Gaxar,

anu 3a cBary taury A’ # A takBy ma je AA" < r gersopoyrao A’'BCD jecre

baxar. Hahu cBe moryhe Bpennoctu HajBeher yriaa uerBopoyraa ABCD.
(bojan Dawuh)

Onpenutu cBe ¢pyurmuje f: R — R Takse ma 3a cBe x,y € R Baskn

F@fy)+2° +y) = f@)f(y) +2f () + [ ).
(Huxona Iewposuh)

IlaT je KOHAYAH HU3 IPUPOTHUX OpOjeBa ai,as,...,a,. [lomHU3 aky1, Gt2, ..., Gy
(0 < k << n)je peuettivyuja ako mMOCTOjU npupomas 6poj p < égk TaKaB 1A
jemHAKOCT a; = a;4p Baku 3a k+ 1 < i < ¢ —p, anu He Basku 3a ¢ = k (ako je

k>0), autn 3a i = —p+1 (ako je £ <n).

Jloka3zaTu na nMa Mame O N PerneTunnja. (Gojan Bawuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabHO O0OPa3I0KUTH.
Caku 3amarak Bpenu 7 60m0Ba.



PEIIIEIHA

[Torpaskmhemo npupontne 6pojeBe m U n TakBe ma je

a+b am (@™ —1)
— 14+
am™ -+ b a™ + b

neo 6poj obnuka cxr + 1 (z € N), 1j. taxse ma c(a™ +b) | a™(a™ ™ —1).
Hanummmo 6poj be y obnury be = dM, rue je (M,a) =1, a ¢cBu npocTtu neanonu
6poja d mene a. Iocroju k € N rakso na d | a* = dA. Omabepumo m > k.
Tana je Ac(a™ + b) = a*(Aca™*+M), npu wemy je (Aca™ F+M, a) = 1, Tako
na mo Ojmeposoj Teopemu Aca™ *+M | a” — 1 3a mern mpupoman 6poj r. Cana
Ac(a™ +b) | a™(a” — 1), na je TOBOJBHO y3eTu n = 1m + .

Oxrosop je 502 = 2500. Jloka3yjeMo MHIYKIUjOM Ja y AHAJOIHOM 3aJaTKy Ca
2n rpajoBa MMa HajBume n’ myTeBa. 3a n = 1 TO je TPUBUjaJHO.

Hexka je Ilepa mocetmo cBaku rpan tayuo k myrta. Ako je k=1, y 3emmu HEMA
myTeBa; 3aTO HaJaJhe cMaTrpaMo ma je k = 2.

WUcnurajmo mocere rpany 2n. Ocum y 2n-tom obunacky, Ilepa je taj rpan mo-
cetro Oap jom jemHOM, W TO IIyTE€M M3 HEKOT T'paja ¢ KOMe je rpan 2n cycen
C HajMamUM penHuM OpojeM, Tj. jegunu cycen. Mebyrum, ako je k > 3, onna
IIOCTOj€e IBa rpalia, penumo ¢ < j, KOjuMa je rpam 2n jeaIuHu cycel, a rpam j he
ouna ourtu nmocehen camo jemaom, mTo je Hemoryhe. Ilpema Tome, k = 2.

W3 rpanoBa 2n m ¢ yKynoHO IoJsia3y HajBuime 2n — 1 myTeBa. Y KiIamameM OBUX
IBajy rpaloBa ¥ CBUX IyTeBa U3 HBUX HE peMeTuMo ycjaoB 3anarka. Ocraje
2n — 2 rpamoBa mMehy KojuMa MO WMHIYKTUBHO] MPETIOCTABIU ITOCTOjU HAjBUIIE
(n—1)2 myresa. akme, ykymHo uma Hajsume (n—1)? + 2n—1 = n? nyresa.

OBaj 6poj ce moctuske ako je rpax i (1 < i < n) moBe3aH IyTeM ca CBUM IDAO-
BuMa j > 100 — ¢, a gpyrux myrteBa Hema. 3aucTa, Tama cy 3a 1 < i < n rpaaosu
i u 100—i mocehenn mBamyt, u To y i-Tom u (100—i)-ToM obumacky.

W3 ycnosa 3amatka ciemu CX +CY = AX + AY + BX + BY > 2XY, na je

XY? <~ (CX?+2CX -CY +CY*) < CX? - CX-CY +CY?,

1
4
IITO je II0 KOCHMHYCHO] TeOpPeMHN €eKBUBAJEHTHO Ca
<X CY < 60°.

Zpyro pewewe. Ozmaunmo BC = a, AC = b u AB =
c. IlpBo mpuMeTMMO na MOCTOj€ HAJBUIIE NBE TAYUKE
Z ua omucanoj kpyxkuunu AABC takse ma je CZ =
AZ 4+ BZ. 3aucra, takBa Tauyka / HHuje Ha Kpahewm
ayky AB, jep 6u omma mo IltomomejeBoj Teopemu 3a
wersopoyrao ACBZ 6uno AZ + BZ = CZ = M BZtadZ 5 A7 4 B7Z. C npyre
crpase, ako je Z Ha kpahewm ayky AC (anasorso 3a nyk BC), ouna je AZ+BZ =




_ bBZ—a-AZ . AZ _ b—c
CZ = - 'y T BZ = ate-
A u C ca omaocom 24__‘; koja ceue ayk AC' y TayHO jemHOj TAUKU. 3aTO MOYKEMO

na cmatpamo ma cy X um Y pemom Ha kpahwum mykosuma AC u BC'.

Heka je AX =ay, BX =b1, AY =as, BY = by u XY = d. IltonomejeBa Teopema
na uverBopoyriosuMa AXCY u BXCY mam nmaje bd = ajco + asc; n ad = byco +
bocy, omakie cabupameMm nobujamo d = 2;{%2 < % (36or <AXZ,<«BXZ > 90°
BaskM a > co u b > ¢q). Cana je

na je Z Ha ANOJIOHU]EBOj KPYKHUIM 32 TAUKe

—

2 2 d2 2 2 2
cos<IXCYzcl+62— >Cl+62— c1e2 >1— - = cos60°.
26162 26162 26162 (Cl -+ 62)2 2

<IXCY 1
S 2cos 3

Hauomena. Moske ce nokazatu na je tg y3 jemHakocT 3a a = b.

ujamewap d maror yerBopoyriaa ABCD je mweroBa Hajay:ka AUjaroHaIa WA
cTpaHuiia. 3a cBaku yerBopoyrao PQRS canpxkan y memy, 30up PR+ QS Huje
Behu on 2d, amu Mo:ke 6GuTH TPOU3BOLHO Oum3ak 2d (3a- S C
D o
ucra, ako cy M u N temena uersopyria ABCD rakBa na 7
je MN = d, noBomuo je yzetu P u () 6muzy M, a Ru S
6auzy N). Ilpema Tome, werBopoyrao ABCD mnuje Gaxat ;
ako u camo ako je AC + BD = 2d, Tj. 4Q

max{AB, BC,CD,DA} < d = AC = BD.

[IpernocraBumo na y uersopoyriy ABCD u3 3amatka Ba- A
#u AB < AC = BD. Opabepumo taury A’ Ha Kpy:KHULIN Ad
kE(C,CA), ca oune crpane npase C'A ¢ koje je tauka D, Tako
na je AA" mosomuo maso. Tana je DA’ < DAu A'B < AC,

Tj. n name Bazku max{A’'B, BC,CD, DA’} < AC = BD, Tako na HU 4eTBOPOYTao
A’BCD unje 6axaT, IpOTUBHO yCJIOBY 3aIaTKA.

[Ipema Tome, mopa outu AB = BD. Ananoruo sazku u AD = BD, na je Tpoyrao
ABD jemnakocrpannuan. llomro je AB = AC = AD, yraosu CDA, DAB un
ABC' cy omrpu, a majsehu yrao je <BCD = 180° — %<IBAD = 150°.

Samenom z = y = 0 y nosasny jemnauumny (x) mobujamo f(0) = 0. Cama (x) 3a

=0 maje

o fla?) = wf(x). 0
OnaBne 3aMeHOM X ca —x Cleu Ja je f(— ) = —f(x).

Hame, sameron (z,y) ca (—z,—y) y (x) nobujamo f(zf(y)+2*—y) = f(z)f(y) +
zf(z) — f(y), ma je f(z+2y) = f(2) +2f(y), rze je z = zf(y) + 2° —y. Kaxo
3a mato y > 0 BapupameMm = uspa3 z y3uma (6ap) cBe HEHETaTUBHE BPEIHOCTH,
jemnaroct f(z +2y) = f(2) + 2f(y) Basku 3a cBe z,y > 0. 3a z = 0 mobujamo
f2y) = 2f(y), na ysumamem w = 2y ciaenu

f(z+w)=f(2)+ f(w) 3acse z,w=0.

Cana 3a x > 0 3amena x ca z+ 1y (#) maje f(2?)+2f(z)+ f(1) = (x+1)(f(z) +
f(1)), na omysumamewm (#) ocraje f(z) = ax, roe je a = f(1). Osa jemmaroct
Bavky u 3a x < 0, jep je f(—x) = —f(z).



dyuruuja f(z) = axr 3amoBomasa (%) 3a cBako a € R, ma je To pememe 3aIaTKa.

Zpyro pewewe. Kao u'y mpBom pemeny, f( H=af(z), f(0)=0u f(—2) = —f(x).
(=

Kan ron je f(y) # 0, 3amenom z = f(y) nobujamo f (Ly)) = —1. Mebyrum,

ako je f(a) = f(b) = —1 3a Heke a u b, ouna je f( Y =af(a) = —au f(b*) = —b,
na (x) 3a (z,y) = (a,b®) u (x,y) = (b,a?) maje f(a®>—ab+b?) = —a = —b, Tj. a =b.
ITpema Tome, uzpa3s —ﬁ 3a f(y) # 0 y3auma camo jeJHy BPEIHOCT, Tj. HOCTOjU
kKoHCcTanTa ¢ TakBa na je f(y) € {cy,0} 3a cBako y.

Hajsan, npernocraBumo na je ¢ # 0 u na 3a Heke x # 0 u y # 0 Baskn f(z) = cx
u f(y) =0. Tama (x) maje f(z?+y) = cz? € {0, c(z*+y)}, mTo je memoryhe.

[Tpema Tome, f(x) = cx 3a Hero ¢ € R. OBa ¢yrruuja 3amoBomana ().

JlonyHUMO HU3 eIeMeHTOM dp,+1 = 0. Pemerunujy (agt1,rt2,-..,a0¢) C IEPUOIOM
P 30BeMO paciuyhom ako je apy1 > Ap—pi1, & ouagajyhom ako je apy1 < Gp—pii-

Ha musoBuma je mepunucan aexcukoipafcru topegak: HU3 (L1, ..., Ty ) j€ Mawu OL
Hu3a (Y1,...,Yn) aKO je x; =y; 3a i =1,...,k, amu 41 < Ypr1 wmm k = m < n.

Csaxkoj omanajyhoj peneruimju (agy1,...,a) C HAjMABUM IEPUOLOM P IPUIPY-
sxuMo muaekc | (k+1 < ¢ < f—p+1) 3a xoju je HU3 S; = (A4, Qig1, ..., Apt1) JIEK-
cuxorpadcrn HajMamu. Tana je s; < S;y1,S;42,...,Si4p—1, &I S; > S;4, 300r
YCIOBa A¢—pt1 > ary1. OBaKO MHIEKC ¢ HajBUINE jemHO3HAUHO onpebyje mepmon
p, a caMuM TUM 1 onanajyny penerunujy (ag41,...,a¢). JacHo je u na je i # k+1.

Canuno, cBakoj pacryhoj pemerunuju (Ggyq,...,0p) TPUAPYKYJEMO WUHIEKC 17
(k+1 < i < f—p+1) 3a koju je uuz s; aexcurorpadceu Hajsehu. Omer i jenHos-
HauHo onpebyje pactyhy penerunujy Kojoj je npuapy:keH, mpu yemy je i # k+1.
[IpernocTaBuMO na je HEKM WHAEKC ¢ NIPUAPYKEH ABAMa PAa3IUYUTUM PEIeTU-
nujaMa; jeiHa ol mux mMopa outum pactyha, a apyra omanajyha. Heka je 6e3
cMamema ONIITOCTA S; > S;11. lana je mepuon omanajyhe penerunuje 1, ma je
a; = a;—1, aaa oHIa je s, < S;, IPOTUBHO omabupy muAekca ¢. [Ipema Tome,
cBaku MHIEKC i € {2,3,...,n} je NpUAPYy:KeH HAjBUINE jeNHO] DENeTUIUju, ma
peneTunuja HeMa BuUIme ox n — 1.

Hauomerna. HajOooma omena HaM HUje MO3HATA, alld 38 CBAKO € < 5+—V ~ 0,7171
MOI'y Cé KOHCTPYWCATU HU30BU Ca BUIIE O C - N PENEeTUI]ja.
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