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Dati su prirodni brojevi a > 1 i c i ceo broj b 6= 0. Dokazati da postoji1.

prirodan broj n takav da broj an + b ima delilac oblika cx+ 1 (x ∈ N).
(Duxan �uki�)

U nekoj zemǉi ima 100 gradova, oznaqenih brojevima od 1 do 100. Dva gra-2.

da su susegna ako su povezana putem; nikoja dva puta ne povezuju isti par
gradova. Inostrani turista Pera 100 puta obilazi zemǉu. Za i = 1, 2, . . . ,
100, Pera zapoqiǌe i-ti obilazak iz grada i i svakog dana putuje u susedni
grad s najmaǌim rednim brojem, pod uslovom da taj grad postoji i da ga nije
ve� obixao u ovom obilasku; u suprotnom se vra�a pravo u svoju zemǉu.

Ispostavilo se da je nakon svih 100 obilazaka Pera posetio svaki grad
isti broj puta. Koliko najvixe puteva moжe biti u ovoj zemǉi?

(Milox Milosavǉevi�)

U oxtrouglom trouglu ABC najkra�a stranica je AB. Taqke X i Y na3.

opisanoj kruжnici trougla ABC su takve da vaжi

CX = AX +BX i CY = AY +BY.

Dokazati da je ∢XCY < 60◦. (Milox Milosavǉevi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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Konveksan qetvorougao ABCD nazivamo bahax̄̄im ukoliko postoji konveksan4.

qetvorougao PQRS qija su sva temena u unutraxǌosti ili na stranicama
qetvorougla ABCD, a qiji je zbir dijagonala ve�i od zbira dijagonala
qetvorougla ABCD.

Neka je r > 0. Pretpostavimo da konveksan qetvorougao ABCD nije bahat,
ali za svaku taqku A′ 6= A takvu da je AA′ 6 r qetvorougao A′BCD jeste
bahat. Na�i sve mogu�e vrednosti najve�eg ugla qetvorougla ABCD.

(Bojan Baxi�)

Odrediti sve funkcije f : R → R takve da za sve x, y ∈ R vaжi5.

f(xf(y) + x2 + y) = f(x)f(y) + xf(x) + f(y).

(Nikola Pex̄̄rovi�)

Dat je konaqan niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . , an. Podniz ak+1, ak+2, . . . , aℓ6.

(0 6 k < ℓ 6 n) je reī̄ex̄̄icija ako postoji prirodan broj p 6
ℓ−k
2 takav da

jednakost ai = ai+p vaжi za k + 1 6 i 6 ℓ − p, ali ne vaжi za i = k (ako je
k > 0), niti za i = ℓ− p+ 1 (ako je ℓ < n).

Dokazati da ima maǌe od n repeticija. (Bojan Baxi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



REXEǋA

Potraжi�emo prirodne brojeve m i n takve da je1.

an + b

am + b
= 1 +

am(an−m − 1)

am + b

ceo broj oblika cx+ 1 (x ∈ N), tj. takve da c(am + b) | am(an−m − 1).

Napiximo broj bc u obliku bc = dM , gde je (M, a) = 1, a svi prosti delioci
broja d dele a. Postoji k ∈ N takvo da d | ak = dA. Odaberimo m > k.
Tada je Ac(am + b) = ak(Acam−k+M), pri qemu je (Acam−k+M, a) = 1, tako
da po Ojlerovoj teoremi Acam−k+M | ar − 1 za neki prirodan broj r. Sada
Ac(am + b) | am(ar − 1), pa je dovoǉno uzeti n = m+ r.

Odgovor je 502 = 2500. Dokazujemo indukcijom da u analognom zadatku sa2.

2n gradova ima najvixe n2 puteva. Za n = 1 to je trivijalno.

Neka je Pera posetio svaki grad taqno k puta. Ako je k = 1, u zemǉi nema
puteva; zato nadaǉe smatramo da je k > 2.

Ispitajmo posete gradu 2n. Osim u 2n-tom obilasku, Pera je taj grad po-
setio bar jox jednom, i to putem iz nekog grada i kome je grad 2n sused
s najmaǌim rednim brojem, tj. jegini sused. Me�utim, ako je k > 3, onda
postoje dva grada, recimo i < j, kojima je grad 2n jedini sused, a grad j �e
onda biti pose�en samo jednom, xto je nemogu�e. Prema tome, k = 2.

Iz gradova 2n i i ukupno polazi najvixe 2n − 1 puteva. Uklaǌaǌem ovih
dvaju gradova i svih puteva iz ǌih ne remetimo uslov zadatka. Ostaje
2n − 2 gradova me�u kojima po induktivnoj pretpostavci postoji najvixe
(n−1)2 puteva. Dakle, ukupno ima najvixe (n−1)2 + 2n−1 = n2 puteva.

Ovaj broj se dostiжe ako je grad i (1 6 i 6 n) povezan putem sa svim grado-
vima j > 100− i, a drugih puteva nema. Zaista, tada su za 1 6 i 6 n gradovi
i i 100−i pose�eni dvaput, i to u i-tom i (100−i)-tom obilasku.

Iz uslova zadatka sledi CX + CY = AX +AY +BX +BY > 2XY , pa je3.

XY 2
6

1

4
(CX2 + 2CX · CY + CY 2) 6 CX2 − CX · CY + CY 2,

A

B C

X Y

xto je po kosinusnoj teoremi ekvivalentno sa
∢XCY < 60◦.

Dru ı̄o rexeǌe. Oznaqimo BC = a, AC = b i AB =
c. Prvo primetimo da postoje najvixe dve taqke
Z na opisanoj kruжnici △ABC takve da je CZ =
AZ + BZ. Zaista, takva taqka Z nije na kra�em
luku AB, jer bi onda po Ptolomejevoj teoremi za
qetvorougao ACBZ bilo AZ + BZ = CZ = b·BZ+a·AZ

c
> AZ + BZ. S druge

strane, ako je Z na kra�em luku AC (analogno za luk BC), onda je AZ+BZ =



CZ = b·BZ−a·AZ
c

, tj. AZ
BZ

= b−c
a+c

. pa je Z na Apolonijevoj kruжnici za taqke

A i C sa odnosom b−c
a+c

koja seqe luk AC u taqno jednoj taqki. Zato moжemo
da smatramo da su X i Y redom na kra�im lukovima AC i BC.

Neka je AX = a1, BX = b1, AY = a2, BY = b2 i XY = d. Ptolomejeva teorema
na qetvorouglovima AXCY i BXCY nam daje bd = a1c2 + a2c1 i ad = b1c2 +
b2c1, odakle sabiraǌem dobijamo d = 2c1c2

a+b
< 2c1c2

c1+c2
(zbog ∢AXZ,∢BXZ > 90◦

vaжi a > c2 i b > c1). Sada je

cos∢XCY =
c21 + c22
2c1c2

−
d2

2c1c2
>

c21 + c22
2c1c2

−
2c1c2

(c1 + c2)2
> 1−

1

2
= cos 60◦.

Naī̄omena. Moжe se dokazati da je tg∢XCY
2 6

1
2 cos γ

2

, uz jednakost za a = b.

Dijamex̄̄ar d datog qetvorougla ABCD je ǌegova najduжa dijagonala ili4.

stranica. Za svaki qetvorougao PQRS sadrжan u ǌemu, zbir PR+QS nije
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ve�i od 2d, ali moжe biti proizvoǉno blizak 2d (za-
ista, ako su M i N temena qetvorugla ABCD takva da
je MN = d, dovoǉno je uzeti P i Q blizu M , a R i S

blizu N). Prema tome, qetvorougao ABCD nije bahat
ako i samo ako je AC +BD = 2d, tj.

max{AB,BC,CD,DA} 6 d = AC = BD.

Pretpostavimo da u qetvorouglu ABCD iz zadatka va-
жi AB < AC = BD. Odaberimo taqku A′ na kruжnici
k(C,CA), sa one strane prave CA s koje je taqka D, tako
da je AA′ dovoǉno malo. Tada je DA′ < DA i A′B < AC,
tj. i daǉe vaжi max{A′B,BC,CD,DA′} 6 AC = BD, tako da ni qetvorougao
A′BCD nije bahat, protivno uslovu zadatka.

Prema tome, mora biti AB = BD. Analogno vaжi i AD = BD, pa je trougao
ABD jednakostraniqan. Poxto je AB = AC = AD, uglovi CDA, DAB i
ABC su oxtri, a najve�i ugao je ∢BCD = 180◦ − 1

2∢BAD = 150◦.

Zamenom x = y = 0 u polaznu jednaqinu (∗) dobijamo f(0) = 0. Sada (∗) za5.

y = 0 daje
f(x2) = xf(x). (♠)

Odavde zamenom x sa −x sledi da je f(−x) = −f(x).

Daǉe, zamenom (x, y) sa (−x,−y) u (∗) dobijamo f(xf(y)+x2 − y) = f(x)f(y)+
xf(x) − f(y), pa je f(z + 2y) = f(z) + 2f(y), gde je z = xf(y) + x2 − y. Kako
za dato y > 0 variraǌem x izraz z uzima (bar) sve nenegativne vrednosti,
jednakost f(z + 2y) = f(z) + 2f(y) vaжi za sve z, y > 0. Za z = 0 dobijamo
f(2y) = 2f(y), pa uzimaǌem w = 2y sledi

f(z + w) = f(z) + f(w) za sve z, w > 0.

Sada za x > 0 zamena x sa x+1 u (♠) daje f(x2)+2f(x)+ f(1) = (x+1)(f(x)+
f(1)), pa oduzimaǌem (♠) ostaje f(x) = ax, gde je a = f(1). Ova jednakost
vaжi i za x < 0, jer je f(−x) = −f(x).



Funkcija f(x) = ax zadovoǉava (∗) za svako a ∈ R, pa je to rexeǌe zadatka.

Dru ı̄o rexeǌe. Kao i u prvom rexeǌu, f(x2) = xf(x), f(0) = 0 i f(−x) = −f(x).

Kad god je f(y) 6= 0, zamenom x = − y
f(y)

dobijamo f(− y
f(y)

) = −1. Me�utim,

ako je f(a) = f(b) = −1 za neke a i b, onda je f(a2) = af(a) = −a i f(b2) = −b,
pa (∗) za (x, y) = (a, b2) i (x, y) = (b, a2) daje f(a2−ab+b2) = −a = −b, tj. a = b.
Prema tome, izraz − y

f(y)
za f(y) 6= 0 uzima samo jednu vrednost, tj. postoji

konstanta c takva da je f(y) ∈ {cy, 0} za svako y.

Najzad, pretpostavimo da je c 6= 0 i da za neke x 6= 0 i y 6= 0 vaжi f(x) = cx

i f(y) = 0. Tada (∗) daje f(x2+y) = cx2 ∈ {0, c(x2+y)}, xto je nemogu�e.

Prema tome, f(x) = cx za neko c ∈ R. Ova funkcija zadovoǉava (∗).

Dopunimo niz elementom an+1 = 0. Repeticiju (ak+1, ak+2, . . . , aℓ) s periodom6.

p zovemo rasx̄̄u�om ako je aℓ+1 > aℓ−p+1, a oī̄agaju�om ako je aℓ+1 < aℓ−p+1.

Na nizovima je definisan leksiko ı̄rafski ī̄oregak: niz (x1, . . . , xm) je maǌi od
niza (y1, . . . , yn) ako je xi = yi za i = 1, . . . , k, ali xk+1 < yk+1 ili k = m < n.

Svakoj opadaju�oj repeticiji (ak+1, . . . , aℓ) s najmaǌim periodom p pridru-
жimo indeks i (k+1 6 i 6 ℓ−p+1) za koji je niz si = (ai, ai+1, . . . , an+1) lek-
sikografski najmaǌi. Tada je si < si+1, si+2, . . . , si+p−1, ali si > si+p zbog
uslova aℓ−p+1 > aℓ+1. Ovako indeks i najvixe jednoznaqno odre�uje period
p, a samim tim i opadaju�u repeticiju (ak+1, . . . , aℓ). Jasno je i da je i 6= k+1.

Sliqno, svakoj rastu�oj repeticiji (ak+1, . . . , aℓ) pridruжujemo indeks i

(k+1 6 i 6 ℓ−p+1) za koji je niz si leksikografski najve�i. Opet i jednoz-
naqno odre�uje rastu�u repeticiju kojoj je pridruжen, pri qemu je i 6= k+1.

Pretpostavimo da je neki indeks i pridruжen dvama razliqitim repeti-
cijama; jedna od ǌih mora biti rastu�a, a druga opadaju�a. Neka je bez
smaǌeǌa opxtosti si > si+1. Tada je period opadaju�e repeticije 1, pa je
ai = ai−1, ali onda je si−1 < si, protivno odabiru indeksa i. Prema tome,
svaki indeks i ∈ {2, 3, . . . , n} je pridruжen najvixe jednoj repeticiji, pa
repeticija nema vixe od n− 1.

Naī̄omena. Najboǉa ocena nam nije poznata, ali za svako c < 5+
√
13

12 ≈ 0,7171
mogu se konstruisati nizovi sa vixe od c · n repeticija.
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