62. MEHBYHAPOJIHA MATEMATNYRA OJINMMIINJA JTA

Cankt IleTrepOypr, Pycuja <«na ganvuny> — mouenedssakr, 19. jymx 2021.

Hexka je n =100 npuponan 6poj. WBam 3amucyje cBaku on OpojeBa n,n+1,...,2n
Ha paszauuury kaprty. OH 3aTuMm mpowmemnia oBUX N+ 1 Kapara um HOAeau UX Ha JBe
romuse. Jlokazatu ma 6ap jemHa om OBUX rOMUJIA CAAP:KUA IBE KapTe TaKBe na je
30up OpojeBa HATIMCAHUX HA HUMA MOTIYH KBAIPAT. (Aycapanuja)

Iokazartu ma 3a cBe peajiHe OpojeBe Xi,...,X; BayKU HEjeTHAKOCT

\/Ix,-—lesz . \/Ix,-+xj|.

1 i=1j=1 (Kanaga)

n n n

1

Lj

Ilata je Tauka D y yHyTpammocTu omrpoyriuor tpoyriaa ABC y kome je AB > AC
TakBa ga Baxku <DAB = <CAD. Tauka E na ny:xm AC je takBa na je <ADE =<BCD,
Tauka F #Ha nyxu AB takBa na je <FDA=<DBC, a tauka X Ha npaBoj AC TakBa aa
je CX=BX. Heka cy Tauke O m Op IeHTPU ONUCAHUX KpY:KHUIA TpoyraoBa ADC
u EXD, penom. Ilokazatu na ce npaBe BC, EF u 010, cery y jeqHOj TaUKH.
(Yrpajuna)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpemu 7 00I0Ba



62. MEHBYHAPOJIHA MATEMATNYRA OJINMMIINJA JTA

Cankt IletepOypr, Pycuja <«na ganuny> — yropaxk, 20. jya 2021.

Hexa je I kpyxaUma ca meapom y tauku I u Hera je ABCD KOHBEKCAaH UYeTBOPOYTao
TakaB na cBaka on nysxku AB, BC, CD u DA nomupyje kpyxuuiyy I'. Hera je Q
KpyskHUIA onmmcaHa oko Tpoyraa AIC. Ilponyskerak crpanune BA mpero A ceue
kpy:xHULNY Q y Tauykn X, a nponyskerak crpanune BC npeko C cede kpy:xHULY Q y
tauku Z. [Iponysxemu crpanuna AD u CD npeko D ceky kpyskHuily Q y taukama Y
u T, penom. Ilorazatu ma Basku

AD+DT+TX+XA=CD+DY+YZ+ZC. (ITowcrka)

Ilse BeBepune, 30ynuma m Pamuma, cakynuie cy 2021 :xkup 3a 3umy. Pamguma
je obemesxkno kmpoBe OpojeBuma om 1 mo 2021 u umcromao 2021 pyma mopebanux
VEPYT OKO BUXOBOT oMmusbeHor npBera. Cuenmeher jyrpa Pamuma je mpumermo na
je 30yHura pacmopenro Mo jenaH »KUp y CBaKy PYIy, aJu Aa HUje Y3UMao y 003up
opojese Ha xkupoBuMma. Hecpehan 300or Tora, Paguma je onnyumo na mpepacnopenn
KuUpoBe cupoBobhemeMm HuU3a on 2021 moresza. Y k-tom morely Pamuma pasmemyje
MO3UIKje ABa ;KUpa CycemHa ;Kupy obenesxkenom Opojem k. Ilokaszatu ma moctoju k
TakKBO na y k-toMm morely Pamuma pa3memyje sxkupoBe ca OpojeBuma a u b 3a koje
Basku a< k<b. (Llaanuja)

IlaT je mpupoman 6poj m=2. Heka je A ronauan ckyn (He 00aBe3HO IIO3UTUBHUX )
nesux OpojeBa u HEKa cy Bi, By, Bs,..., By, HeKu BeroBu noackynoBu. [IpermoctaBumo

na je, 3a cBako ke€{l,2,...,m}, 30up esemeHaTa ckyna B jemnHak mk. Ilokaszaru na
ckyn A canpsku bap m/2 enemeHnara. (Ayciupuja)
Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa

CBaku 3amaTak Bpemu 7 00I0Ba



PEIIIEIHA

HoBomuo je mpouahu Tpu pasaumuura Opoja a,b,c € {n,n+l,...,2n} TakBa ma cy
36upoBu a+b, a+c u b+ c NOTHyHU KBaJIpaTU: OBa OI OBUX OpojeBa Omhe y mucTOj
romuan. IlomemasameMm a+ b= (2k—-1)?, a+c=(2k)> u b+c= (2k+1)*> nobuhiemo

a=2k’>-4k, b=2k*+1, c=2k*>+4k,

na jom Tpeba omabparu k€N Tako ma je 2k*—4k=n u 2k*+4k<2n, mTO ce CBOIM
Ha n € Iy = [k*+2k,2k? —4k]. Mebyrum, nomro 3a k=9 Bamu 2k*—4k < (k+1)2+2(k+1),
unTepBasu I u Iy, ce mpekiamnajy, na uHTEpBadu [ 3a k=9 mOKpUBA]jy €O WH-
TepBaga [99,+00), unme je TBpheme 3amaTka mokaszaHo 3a n=99.

Haiiomena. TBphme He Baxku 3a n =98. Kourpanpumep je kana mpBa TOMUIIA CAIPKA
opojese 98,100,102,...,126, 129,131,133,...,161, 162,164, 166, ...,196.

HonaBameMm ¢ukcHOr Opoja ! CBUM IPOMEHJLUBUM X; JeBa cTpaHa L marte Hejen-
HAKOCTHU Ce He MeHa, NOK JeCHa CTPpaHa

n n
D) =) ) \/lxi+xj+2t
i=1j=1

.+ . .
sapucu on t. Tauke a;j = — xlzx] nesie peaJsiHy npasy Ha uHTepBase (yrmpyuyjyhu nsa

H6eckoHauHa) Ha KOjuMa je dyHKIMja D(f) KOHKaBHA, jep je TakBa W CBaka (yHKIU]a
obmuka f(1) = /la;j+2t]. Momro D(f) — +00 Kama t — +oo, cieau ma (yuknuja D(t)
TOCTIRE MUHMMYM y jeOTHOM OJ KpajeBa OBUX WHTepBaJia, Tj. y TaAUKU [ = drs =
—% 3a HeKe 1 <r,s<n. 3aT0 je MOBOJHO mokasatu na je L< D(ars), Tj. mosa3uy
HEjeTHAKOCT 3a OpojeBe X; = X; + ars 32 KOje Basku X, + Xy =0,

MebyTuMm, ako je X+ xg=0, oHma je |x;+x,| =|x; F Xs| 3a cBe i, ma ce yKIamameM
OpojeBa X, u X; 00e cTpaHe IOJIa3HE HEjeTHAKOCTY CMAY]y 32 UCTY BEJIWUUHY, YNME
ce HejeTHAKOCT CBOJY Ha aHAJOTHY 3a n—1 uiau n—2 npomeHpuBux. Tako TBpheme
3anarTka, oOynyhu tpuBmujanno 3a n=0u n=1, oaMax cJjenu WHIYKIIjOM.

Zpyio pewewe. IIpoctop L?(RT) ¢pyurmuja f:RT — R raksux na je f(x)? uarerpabuna

dyurmuja va R je ynu@apan: Ha meMy ce MOM¥KE YBECTU CKAAAPHU Upoussoy Gpop-
mysoMm (f,g) = 0+°°f(x)g(x) dx. V3 ocobuHa ckajJapHOT MPOU3BOJA CIEIU Ia aKO je
f =X, yifix), rme cy y; xoucrante u f; € L*R*), onza je

0<(f, ) =) (i fidyivj.
L]

Cana hemo omabpatu dpyHEmUje f; Tako ma Baxku (fi, fj) = a-(\/lx,-+xj|—\/|xi—xj|) 3a
HEKY KOHCTaHTy «. TpaskeHa HejemqHaKOCT he oamax ciemuTu 3a ;= 1.

HocmaTpajmo (oumraenso korBeprentan) materpar I(a) = [y l_fﬁgmdt. Cmena u =
at naje I(a)=1(1)vl]al. Kako je cos(x;—x;)t—cos(x;+x;)t=2sin(x;f)sin(x;f), mamo



+oosin(x; 1) sin(x;r)
34T 34 ’

I(xj—xj) — I(xj+xj) =2f
0

ma Mo:keMo y3zetu fi(f) = Si%ﬁ”, jep je Tana (f, fiy = (/IXi+x;1 — /IXi—x;1) - 3 I(1).

Haiomena. Onmruja HEjemHakoCcT Y lx; —x;1P < Y |x; +x;|P Basxm 3a cBako 0< p <2.

I[IpBo pememe mpoaasu 6e3 u3mene 3a p € [0,1], mok apyro mpoiaasu 3a p € (0,2)
+1

omadbupoMm f;(t)=1t" 5 sin(x;t); ciyyajeBu p=0u p =2 ce jeIHOCTABHO IPOBEPABA]Yy.

Bpennoct I(1) u3 apyror pemema ce MOKe eKCIJIUIUTHO m3pauyHatu: (1) =+v2m.

Tauka D nexum Ha cuMerpasu yriaa BAC, a Takobhe m BH0Oj M30rOHAJNHO CIper-
myta Tavka G. Ilomro je <GBF = <CBD = <ADF, tauke B,F,D,G Cy KOHIIUKJVYHE;
anajoruo, u tauke C,E,D,G cy roHmukauuse. VI3 moTeHnuje tauke A cienu na je
AB-AF = AD-AG = AC- AE, mito 35aun na cy u tauke B,C,E, F KOHIIUKIWYHE.

Kako je <CBD+ <DFE = <ADF + <DFE = <DAE + <AEF = <BAD +<CBA = <CDA-
<DCB = <CDA-<EDA = <CDE, kpysxuunie BDC u EDF ce nomupyjy y Tauku D.
[Ipecex T mpaBux BC u EF uma jegHaky NOTEHIU]Yy Yy OZHOCY Ha 00e KPY:KHUIE, Ia
JIeKU Ha BHUXOBO] PAIUKAJIHOj OCU, a TO je 3ajeHNYKa TaHreHTa y Tadyku D.

Hera mpaBa T A nonoBo ceue kpyxuuny ABC y
tauku P# A. Kako je TE-TF=TD?=TB-TC =
TA-TP, tauka P nexu Ha kpy:xaunu AEF. Ila-
Jbe je <IBPE = <APE - <APB =180°—-<EFA -
<ACB =180°-2<ACB = <BXE, na Tauke B,E,
P X nexe Ha UCTO] KPYKHUIA.

WNuBep3uja ca mearpoM T ¥ MOJTYyIPEYHUKOM
TD cnura kpyxuuny ADC y kpysxauny PDB.
Axko ce oBe nBe Kpy:KHUIE CeKy y Taukama D u Q, BUXOBU MEHTPU U Tauka T Jeske
Ha cumerpasu ay:xku DQ. Ocraje ma ce moraske ma m neHrap kpyskaumne DEX mexun
Ha cuMeTpaim ay:xu DQ, Tj. ma Tauka Q JieKu Ha OBOj KPY/KHUIIN.

Panmuramnne oce kpysxuuna ABC, ADC n BDP cy npase AC, BP u DQ, na oHe mMajy
3ajemqanury Tauky R. Tana je RE-RX = RB-RP = RD-RQ, 1j. Taure D,Q,E,X cy
KOHIIMKJINYHE, YNME je NOKa3 3aBPIIEeH.

Oszuaummo ca K,L,M,N pemom Tauke qoaupa Kpyra
I' ca crpanunama AB,BC,CD,DA. Rako je <UMT =
<ULZ =90° u <IZL=<1ZC =<ITC =<ITM, tpoy-
rioBu ILZ u IMT cy nomymapHu. AHAJOMHO Cy U
TpoyraoBu IKX n INY nonynapHU.

W3 maBenmenux nmomynapuoctu caemu [X =1Y u IZ =
IT, ma cy tpoyramoBu IXT u IYZ cumeTrpudyHu y
OOHOCY Ha IpaBy Kpo3 meHTpe kpyrosa ' u Q; omatne je XT=YZ.




6.

Tarkobe Basku KX =NY u MT =LZ. Ilomto je npurom AK = AN, CL=CM u DM =
DN, nobujamo

XA+AD+DT+TX = (XA+AN)+ (ND+DT)+TX =XK+MT+TX
=/ZL+NY+YZ=(ZC+CM)+(MD+DY)+YZ=ZC+CD+DY +YZ.

[IpermocTaBuMo CynpoTHO: Kama rox y k-ToMm moTesy :KUpPOBU a u b 3aMeHe mecTa,
Bayku uau a,b < k, nnu a,b > k. Ilocne k-tor moresa, teveHum 30BEMO CBAKHU KUP Ca
opojem mHe Behum on k. Ilocse mpBor moresa camo :kup 1 je medew.

Y ommreMm caydajy, mociae k-TOr moTe3a MeYeHU KUPOBU YMHE TPYIe O IO HEKOJIUKO
CyCemHUX, pa3ABOjeHe ,HemedeHuM kupoBuMa. JlokazyjeMo mHAyKHUjoM 1Mo k 1a
ce CBaka OJI OBUX I'DyIla CACTOjU OX HemapHOr Opoja skupoBa. lIpermocraBimaMo ma
je To tauHo mocye k—1 more3a, a ma y k-TOM ;KUPOBU a U b Memajy MecTa.

(1°) Axro cy a,b> k, ouna HAKOH k-TOr moTe3a camo :kup k mocraje meuen (cycenu
OCTajy HEIedeHun), Te OH YMHU 3acebHy TpyIy.

(2°) Axro cy a,b<k, onma cy cycemu ;KeToHa k HmeYEHUW U NPUNANAjy Cpylnama JIy-
sxkmbHa 2i—1 u 2j-1, pengom. Kako y k-Ttom moresy s&up k, KOju UX pa3aBaja,
IIOCTaje MeYeH, OBe ABe TPyIle ce cuajajy y jenny ca 2(i+j)—1 xuposa.

Nunykmuja je roroBa. Mebhyrum, nakon 2020 nmore3a camo xup 2021 HUje medeH, e
IeYeHu KMPOBU UMHE TPyny ay:xuHe 2020, mMTO je KOHTPaIUKIIN]A.

Zpyio pewemwe. Omer mpeTmnocraBbaMO CYIPOTHO. sRup k 30BeMO geaurkum arko Cy
O3HaKe Ha H,eMOBUM CyceamMa y k-TOM MOTe3y Mame On K, a MaAUM aKO Cy T€ O3HAKe
Behe on k. Kao u y mpBom pememy, kazahemo na Pamuma y k-tom more3y weue
UP k; HaAKOH k-TOr moTe3a KUD k je tevwen.

Y cBakKOM IOTe3y MecTa Melajy Wi ABa IedeHa, WU ABa HelleueHa :xkupa. [lakie,
aKoO ce jeMIHOM y HEeKOj pymnu Habe meuen :kup, ouga he ce y TOj pynu u Hana/be YBEK
HAJA3UTU TeYeH Kup. 10 3HAUM U Ja ce y CBAKO] PYNU :KUp MOxke nmehu HajBuine
jemHOM, M mpeMa TOMe TAdHO j€ITHOM.

[TocmaTpajmo nBe cycenne pyne A u By KojuMa Cy ce ucnerau skuposu a u b (a<b).
Axo je sup a maau, oHOa ce y b-ToM moTesy y pynu A U najbe HAJIa3UO MEeYEeH sKUD,
IakKjae O3HaKe Mame on b, ma je xxup b Beauku. CIMYHO, aKO je KUP b BeJIUKU, :KUD
a mopa Outu masu. Cremu ma ce pyme y KOjUMa Ce MEeKy MAJU U BEJIUKU KUPOBU
pebajy mamsmenuuno, mro je Hemoryhe jep je 2021 menapan 6poj.

Haiiomena. TBpheme HUje TauHO ako MMa 2n ;kupoBa. Ha nmpumep, ako cy y MOUYETKY
KUpoBU 1,2,...,n HA HEMAPHUM To3unijama, a n+l,...,2n Ha mapHUM, OoHIa he ce TO
CBOJjCTBO OodyBaTW, Te Ne y CBAKOM TPEHYTKY KUD HA HemapHo] (OJHOCHO IapHO])
nosunuju 6utu Mamu (omHocuo Behwu) on oba cBoja cycena.

enemenara. Ilocmarpajmo m™ 36upoBa 006-

[IpernocraBumo na ckym A mma k<73



JUKA clm+02m2+---+cmmm, rme cy ci,...,cm€1{0,1,...,m—1}. CBu oBu 306upoBU Cy
MeDhycobuo pasauuutu. C apyre crpade, OHU Ce MOTY IPEACTABUTU U KAO
cam+com®+topm™=c1 Y atcey Y a+-tem Y. a= Y naa, (W)
aceB; acB, acBy, acA
rae je Ng =3 4ep; Ci- Kakro je ng < m? —m, cienu ma OBM 30MPOBU Y3UMAajy HAjBUIIE
(m? —m+1F < m™ pazmuunTux BpemHOCTH, YnMe CMO NOOUIIN KOHTPAIUKI]Y.

Haiiomena. Torasaliemo na je y crBapu k= (3 —o0(1))m. Cnenehe tpbeme je Bapu-
janTa Azymume mejegnaxociiu m3 Teopuje BepoBaTHONE:

Heka cy Xi,..., Xy, ciayuajuoe npomenuBe, npu yemy je 0< X; < b;. Axko
je X=X, 4+ Xy, onga je P(X—E(X)=¢)<e 278 e je B=b2+---+ 12,
Koedunujenre c; y jennarkoctu (M) MOKeMO na CMATPaMO CIydYajHUM IPOMEHJHLUBUM
ca paBHOMepHOM pacmomenaoMm. Tana je bj=m—1u B=m(m— )2 <md. 3a onabup
e=m%?VInm Asymuna HejemmaxocT HaMm maje
2 2
P(Ina—E(ng)| =€) <2e 2P = =
m
[Ipema Tome, BepoBaTHOhAa na 3a cBako a Basku |n,—E(ng)| <e Beha je on (1—%)’6 >
1- % Ilpyrum peunma, mehy cBum moryhwum mspaszuma S=cim+---+c,m™ u3 (M),
3a Oap (1-— %)mm mux Baskuhe |ng; —E(ng)| <e 3a cse a.
C mpyre cTpane, TakBUX m3pasa S mMa Mame on (2€+ l)k, mna je Ce+1)k> (1—%)7}1’”,

tj. 1+0(1)m**24Inm)*2 > m™. Cuemnn na je k= (%—0(1))m 3a JOBOJLHO BEJIMKO M.
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