
62. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Sankt Peterburg, Rusija ≪na ouaǉinu≫ – ponedeǉak, 19. jul 2021.

Neka je n Ê 100 prirodan broj. Ivan zapisuje svaki od brojeva n,n + 1, . . . ,2n1.

na razliqitu kartu. On zatim promexa ovih n +1 karata i podeli ih na dve
gomile. Dokazati da bar jedna od ovih gomila sadrжi dve karte takve da je
zbir brojeva napisanih na ǌima potpun kvadrat. (Aus ¯̄xralija)

Dokazati da za sve realne brojeve x1, . . . , xn vaжi nejednakost2.
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Data je taqka D u unutraxǌosti oxtrouglog trougla ABC u kome je AB > AC3.

takva da vaжi ∢D AB =∢C AD. Taqka E na duжi AC je takva da je ∢ADE =∢BC D,
taqka F na duжi AB takva da je ∢F D A =∢DBC , a taqka X na pravoj AC takva da
je C X = B X . Neka su taqke O1 i O2 centri opisanih kruжnica trouglova ADC

i E X D, redom. Dokazati da se prave BC , E F i O1O2 seku u jednoj taqki.
(Ukrajina)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
Svaki zadatak vredi 7 bodova



62. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Sankt Peterburg, Rusija ≪na ouaǉinu≫ – utorak, 20. jul 2021.

Neka je Γ kruжnica sa cenrom u taqki I i neka je ABC D konveksan qetvorougao4.

takav da svaka od duжi AB, BC , C D i D A dodiruje kruжnicu Γ. Neka je Ω

kruжnica opisana oko trougla AIC . Produжetak stranice B A preko A seqe
kruжnicu Ω u taqki X , a produжetak stranice BC preko C seqe kruжnicu Ω u
taqki Z . Produжeci stranica AD i C D preko D seku kruжnicu Ω u taqkama Y

i T , redom. Dokazati da vaжi

AD +DT +T X +X A =C D +DY +Y Z +ZC . (Poǉska)

Dve veverice, Zbunixa i Radixa, sakupile su 2021 жir za zimu. Radixa5.

je obeleжio жirove brojevima od 1 do 2021 i iskopao 2021 rupa pore�anih
ukrug oko ǌihovog omiǉenog drveta. Slede�eg jutra Radixa je primetio da
je Zbunixa rasporedio po jedan жir u svaku rupu, ali da nije uzimao u obzir
brojeve na жirovima. Nesre�an zbog toga, Radixa je odluqio da prerasporedi
жirove sprovo�eǌem niza od 2021 poteza. U k-tom potezu Radixa razmeǌuje
pozicije dva жira susedna жiru obeleжenom brojem k. Dokazati da postoji k

takvo da u k-tom potezu Radixa razmeǌuje жirove sa brojevima a i b za koje
vaжi a < k < b. (Xīanija)

Dat je prirodan broj m Ê 2. Neka je A konaqan skup (ne obavezno pozitivnih)6.

celih brojeva i neka su B1,B2,B3, . . . ,Bm neki ǌegovi podskupovi. Pretpostavimo
da je, za svako k ∈ {1,2, . . . ,m}, zbir elemenata skupa Bk jednak mk . Dokazati da
skup A sadrжi bar m/2 elemenata. (Aus ¯̄xrija)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
Svaki zadatak vredi 7 bodova



REXEǋA

Dovoǉno je prona�i tri razliqita broja a,b,c ∈ {n,n+1, . . . ,2n} takva da su1.

zbirovi a +b, a +c i b +c potpuni kvadrati: dva od ovih brojeva bi�e u istoj
gomili. Podexavaǌem a+b = (2k −1)2, a+c = (2k)2 i b +c = (2k +1)2 dobi�emo

a = 2k2 −4k, b = 2k2 +1, c = 2k2 +4k,

pa jox treba odabrati k ∈N tako da je 2k2 −4k Ê n i 2k2 +4k É 2n, xto se svodi
na n ∈ Ik = [k2+2k,2k2−4k]. Me�utim, poxto za k Ê 9 vaжi 2k2−4k < (k+1)2+2(k+1),
intervali Ik i Ik+1 se preklapaju, pa intervali Ik za k Ê 9 pokrivaju ceo in-
terval [99,+∞), qime je tvr�eǌe zadatka dokazano za n Ê 99.

Naīomena. Tvr�ǌe ne vaжi za n = 98. Kontraprimer je kada prva gomila sadrжi
brojeve 98,100,102, . . .,126, 129,131,133, . . .,161, 162,164,166, . . .,196.

Dodavaǌem fiksnog broja t svim promenǉivim xi leva strana L date nejed-2.

nakosti se ne meǌa, dok desna strana
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dele realnu pravu na intervale (ukǉuquju�i dva

beskonaqna) na kojima je funkcija D(t ) konkavna, jer je takva i svaka funkcija
oblika f (t ) =

√

|ai j +2t |. Poxto D(t ) →+∞ kada t →±∞, sledi da funkcija D(t )

dostiжe minimum u jednom od krajeva ovih intervala, tj. u taqki t = ar s =
− xr +xs

2
za neke 1 É r, s É n. Zato je dovoǉno dokazati da je L É D(ar s ), tj. polaznu

nejednakost za brojeve x′
i
= xi +ar s za koje vaжi x′

r +x′
s = 0.

Me�utim, ako je xr + xs = 0, onda je |xi ± xr | = |xi ∓ xs | za sve i , pa se uklaǌaǌem
brojeva xr i xs obe strane polazne nejednakosti smaǌuju za istu veliqinu, qime
se nejednakost svodi na analognu za n−1 ili n−2 promenǉivih. Tako tvr�eǌe
zadatka, budu�i trivijalno za n = 0 i n = 1, odmah sledi indukcijom.

Druı̄o rexeǌe. Prostor L2(R+) funkcija f : R+ →R takvih da je f (x)2 integrabilna

funkcija na R
+ je uni ¯̄xaran: na ǌemu se moжe uvesti skalarni īroizvoou for-
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∫+∞
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Sada �emo odabrati funkcije fi tako da vaжi 〈 fi , f j 〉 =α · (
√
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neku konstantu α. Traжena nejednakost �e odmah slediti za yi = 1.

Posmatrajmo (oqigledno konvergentan) integral I (a) =
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pa moжemo uzeti fi (t ) = sin(xi t)
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Naīomena. Opxtija nejednakost
∑

i , j |xi −x j |p É
∑

i , j |xi +x j |p vaжi za svako 0 É p É 2.
Prvo rexeǌe prolazi bez izmene za p ∈ [0,1], dok drugo prolazi za p ∈ (0,2)

odabirom fi (t ) = t−
p+1

2 sin(xi t ); sluqajevi p = 0 i p = 2 se jednostavno proveravaju.

Vrednost I (1) iz drugog rexeǌa se moжe eksplicitno izraqunati: I (1)=
p

2π.

Taqka D leжi na simetrali ugla B AC , a tako�e i ǌoj izogonalno spreg-3.

nuta taqka G. Poxto je ∢GBF =∢C BD =∢ADF , taqke B ,F,D,G su koncikliqne;
analogno, i taqke C ,E ,D,G su koncikliqne. Iz potencije taqke A sledi da je
AB · AF = AD · AG = AC · AE , xto znaqi da su i taqke B ,C ,E ,F koncikliqne.

Kako je ∢C BD +∢DF E = ∢ADF +∢DF E = ∢D AE +∢AE F = ∢B AD +∢C B A = ∢C D A −
∢DC B = ∢C D A −∢E D A = ∢C DE , kruжnice BDC i E DF se dodiruju u taqki D.
Presek T pravih BC i E F ima jednaku potenciju u odnosu na obe kruжnice, pa
leжi na ǌihovoj radikalnoj osi, a to je zajedniqka tangenta u taqki D.
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Neka prava T A ponovo seqe kruжnicu ABC u
taqki P 6= A. Kako je T E ·T F = T D2 = T B ·T C =
T A·T P , taqka P leжi na kruжnici AE F . Da-
ǉe je ∢BPE = ∢APE −∢APB = 180◦ −∢E F A −
∢AC B = 180◦−2∢AC B =∢B X E , pa taqke B ,E ,
P, X leжe na istoj kruжnici.

Inverzija sa centrom T i polupreqnikom
T D slika kruжnicu ADC u kruжnicu PDB.
Ako se ove dve kruжnice seku u taqkama D i Q, ǌihovi centri i taqka T leжe
na simetrali duжi DQ. Ostaje da se dokaжe da i centar kruжnice DE X leжi
na simetrali duжi DQ, tj. da taqka Q leжi na ovoj kruжnici.

Radikalne ose kruжnica ABC , ADC i BDP su prave AC , BP i DQ, pa one imaju
zajedniqku taqku R. Tada je RE ·R X = RB ·RP = RD ·RQ, tj. taqke D,Q,E , X su
koncikliqne, qime je dokaz zavrxen.

A B

C

D

I

K

LM

N

X

YZ

T

Oznaqimo sa K ,L, M , N redom taqke dodira kruga4.

Γ sa stranicama AB ,BC ,C D,D A. Kako je ∢I MT =
∢I LZ = 90◦ i ∢I Z L = ∢I ZC = ∢I T C = ∢I T M, trou-
glovi I LZ i I MT su podudarni. Analogno su i
trouglovi I K X i I NY podudarni.

Iz navedenih podudarnosti sledi I X = I Y i I Z =
I T , pa su trouglovi I X T i I Y Z simetriqni u
odnosu na pravu kroz centre krugova Γ i Ω; odatle je X T = Y Z .



Tako�e vaжi K X = NY i MT = LZ . Poxto je pritom AK = AN , C L =C M i DM =
DN , dobijamo

X A+AD+DT +T X = (X A+AN )+ (ND+DT )+T X = X K +MT +T X

= Z L+NY +Y Z = (ZC+C M)+ (MD+DY )+Y Z = ZC+C D+DY +Y Z .

Pretpostavimo suprotno: kad god u k-tom potezu жirovi a i b zamene mesta,5.

vaжi ili a,b < k, ili a,b > k. Posle k-tog poteza, īeqenim zovemo svaki жir sa
brojem ne ve�im od k. Posle prvog poteza samo жir 1 je peqen.

U opxtem sluqaju, posle k-tog poteza peqeni жirovi qine grupe od po nekoliko
susednih, razdvojene ,,nepeqenim” жirovima. Dokazujemo indukcijom po k da
se svaka od ovih grupa sastoji od neparnog broja жirova. Pretpostavǉamo da
je to taqno posle k −1 poteza, a da u k-tom жirovi a i b meǌaju mesta.

(1◦) Ako su a,b > k, onda nakon k-tog poteza samo жir k postaje peqen (susedi
ostaju nepeqeni), te on qini zasebnu grupu.

(2◦) Ako su a,b < k, onda su susedi жetona k peqeni i pripadaju grupama du-
жina 2i−1 i 2 j−1, redom. Kako u k-tom potezu жir k, koji ih razdvaja,
postaje peqen, ove dve grupe se spajaju u jednu sa 2(i+ j )−1 жirova.

Indukcija je gotova. Me�utim, nakon 2020 poteza samo жir 2021 nije peqen, te
peqeni жirovi qine grupu duжine 2020, xto je kontradikcija.

Druı̄o rexeǌe. Opet pretpostavǉamo suprotno. Жir k zovemo velikim ako su
oznake na ǌegovim susedima u k-tom potezu maǌe od k, a malim ako su te oznake
ve�e od k. Kao i u prvom rexeǌu, kaza�emo da Radixa u k-tom potezu īeqe
жir k; nakon k-tog poteza жir k je īeqen.

U svakom potezu mesta meǌaju ili dva peqena, ili dva nepeqena жira. Dakle,
ako se jednom u nekoj rupi na�e peqen жir, onda �e se u toj rupi i nadaǉe uvek
nalaziti peqen жir. To znaqi i da se u svakoj rupi жir moжe pe�i najvixe
jednom, i prema tome taqno jednom.

Posmatrajmo dve susedne rupe A i B u kojima su se ispekli жirovi a i b (a < b).
Ako je жir a mali, onda se u b-tom potezu u rupi A i daǉe nalazio peqen жir,
dakle oznake maǌe od b, pa je жir b veliki. Sliqno, ako je жir b veliki, жir
a mora biti mali. Sledi da se rupe u kojima se peku mali i veliki жirovi
re�aju naizmeniqno, xto je nemogu�e jer je 2021 neparan broj.

Naīomena. Tvr�eǌe nije taqno ako ima 2n жirova. Na primer, ako su u poqetku
жirovi 1,2, . . . ,n na neparnim pozicijama, a n+1, . . . ,2n na parnim, onda �e se to
svojstvo oquvati, te �e u svakom trenutku жir na neparnoj (odnosno parnoj)
poziciji biti maǌi (odnosno ve�i) od oba svoja suseda.

Pretpostavimo da skup A ima k É m
2

elemenata. Posmatrajmo mm zbirova ob-6.



lika c1m + c2m2 +·· · + cm mm, gde su c1, . . . ,cm ∈ {0,1, . . . ,m −1}. Svi ovi zbirovi su
me�usobno razliqiti. S druge strane, oni se mogu predstaviti i kao

c1m +c2m2 +·· ·+cm mm = c1

∑

a∈B1

a+c2

∑

a∈B2

a+·· ·+cm

∑

a∈Bm

a =
∑

a∈A

na a, (♠)

gde je na =
∑

a∈Bi
ci . Kako je na É m2 −m, sledi da ovi zbirovi uzimaju najvixe

(m2 −m +1)k < mm razliqitih vrednosti, qime smo dobili kontradikciju.

Naīomena. Pokaza�emo da je u stvari k Ê
(

2
3
−o(1)

)

m. Slede�e tvr�eǌe je vari-
janta Azumine nejeounakos ¯̄xi iz teorije verovatno�e:

Neka su X1, . . . , Xm sluqajne promenǉive, pri qemu je 0 É Xi É bi . Ako

je X = X1 +·· ·+Xm, onda je P
(

X −E(X ) Ê ε

)

É e−2ε2/B , gde je B = b2
1
+·· ·+b2

m.

Koeficijente ci u jednakosti (♠) moжemo da smatramo sluqajnim promenǉivim
sa ravnomernom raspodelom. Tada je bi = m −1 i B = m(m −1)2 < m3. Za odabir
ε= m3/2

p
lnm Azumina nejednakost nam daje

P
(

|na −E(na)| Ê ε

)

É 2e−2ε2/B =
2

m2
.

Prema tome, verovatno�a da za svako a vaжi |na −E(na)| < ε ve�a je od (1− 2

m2 )k >
1− 2

m . Drugim reqima, me�u svim mogu�im izrazima S = c1m +·· ·+cm mm iz (♠),

za bar (1− 2
m

)mm ǌih vaжi�e |na −E(na)| < ε za sve a.

S druge strane, takvih izraza S ima maǌe od (2ε+1)k, pa je (2ε+1)k > (1− 2
m )mm,

tj. (1+o(1))m3k/2(4 lnm)k/2 > mm. Sledi da je k Ê
(

2
3
−o(1)

)

m za dovoǉno veliko m.
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