MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo MmaremaTuuapa Cpouje

N3B0PHO TAKMUWYEILE 3A EKUILY CPBUJE HA
MEBYHAPOIHOJ MATEMATNYROJ OJIMMIINJA I

IlpBu mam

25. Mmaj 2021.

JokazaTu ma 3a cBaku HemapaH IPUPOAAH OPOj M MOCTOje peasHu OpPOjeBU af,
az,...,0|z| TAKBU A2 je ToJImHOM
5]
P(x,y,z) =a" +y" + 2" + Z apxiyP2n =2k
k=1
[IEJLUB MOJIUHOMOM T + Y + 2. (Aywan Byxuh)

Hexka je D npousBosmua tauka Ha crpanunu BC tpoyraa ABC. Taurke E u F Ha
nosynpasum CA u BA penom cy takse na je CD = CE u BD = BF. Ilpase BE
u CF ce cexky y tauku P. JlorazaTtu ma, kamga Ttadka [) Bapupa Oy:K CTPaHUIE
BC, cBe npaBe PD wnmajy 3ajeIHUYKY TadKy. (Illasne Mapwiurnosuh)

Har je mpocr 6poj p. Koaumko mma ypebenux wersopru (a,b,c,d) npupomaHux
OpojeBa KOju HUCY AEHUBU Ca P U 3aJ0BOJHABA]Y jeTHAUUHE

ac+bd =pla+c bc —ad = p(b —d)?
o ) m o ) (Aywan Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabHO O0OPa3I0KUTH.
Cpaku 3amarak Bpenu 7 60moBa.



MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo MmaremaTuuapa Cpouje

N3B0PHO TAKMUWYEILE 3A EKUILY CPBUJE HA
MEBYHAPOIHOJ MATEMATNYROJ OJIMMIINJA I

Ipyru nan
26. maj 2021.
Axo je ai,as,...,a220 HA3 [eJIUX OpOjeBa, KOJUKO HAjBUIIE MOKE OUTU I10IHU-
30Ba OOMUKA a4, Ait1,...,0; (1 <1< j<2020) ca 36upom umanosa 20217

(Munow Munocasmwesuh)

Ha npupomguum 6pojeBuMa MOTy ce CIpOBOAUTHU ciienehe omeparuje: ako je 6poj
mapaH, OH Ce JIeJI ca 2, a aKo je HemapaH, MHOYKU C€ HEKUM CTEIeHOM Opoja
3 (sehum ox 3°) m 3atum ysehasa 3a 1. Ilokasatu ma ce, 3a Ma KOju TOYETHN
O6poj n € N, mOHOBJbEHOM TPUMEHOM OBAKBUX OIlepaluja Moxke mobutu 6poj 1.
(bojan Dawuh)

Ilar je ckyn S = {1,2,...,10'°}. Komuro mva npeciukasama f : S — S Taxsux

18 BAKU
flx+1)= f(f(z))+1 (mod 10') 3a cako z € S?

(3a z = 10'° mompasymesamo ma je f(z+1) = f(1).) (Aywan Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabHO 0OPa3I0KUTH.
Cpaku 3amarak Bpenu 7 60m0Ba.



PEIIIEIHA

Ycnos 3anatka je exkBuBasientan ca P(x,y,z) =0 rang ron je z +y + z = 0, mro

ce mememeM ca 2" csomu Ha P(t,1—t,—1)=03a t = —x/z, 1j.
[n/2]
fal) ="+ (1=0)"=1=> " ax(t—t*)".
k=1

[Tpema ToMme, HOBOMWLHO je mokaszaru na 3a cBako n € N mocroju mommuoM ()
MebuB ca T Takas na je fn(t) = Qn(t —t?). Anu oBO ciemu jeTHOCTABHOM WH-
IIYKIII/IJOM oo n, .]ep je fl(t) = 07 fQ(t) = _2(t - t2) n

fn(t) = fro1(t) = (t = t2)(fa_a(t) +1) 32 n > 3.

Tepbemwe 3anatka je cuenujanan cayuaj ciaeneher tBphema kana cy X, Y u Z
IoIMpHe Tauke ymnucaHor kpyra tpoyriaa ABC ca meroBum crpanunama (a
7Kepronosa Tauka). 3aT0 je HOBOJLHO MOKa3aTw OBO TBpDheme:

e Jlara je taura () y pasuu tpoyriaa ABC. Ilpase AQ, BQ,C(Q cery crpa-
uune BC,CA, AB pemom y taukama X,Y,Z. Taure D, F,F na npaBum
BC,CA, AB cy rakse na je DE || XY u DF || XZ. Ilpase BE u CF ceky
ce y taukn P. Tana taurka A, cumerpuuna tauku A y omnocy Ha X, jesknu
Ha npaBoj DP (ako D # P).

Aq

Axo je XY N AB = {J}, u3 4eTBOPOTEMEHUKA
CXQY cunemnn na je uverBopka tauaka (J,Z;
A, B) xapmounujcka, tj. H(J, Z; A, B) u onatie
H(XY,XZ; XA, XDB).

C npyre crpane, ako nmpaBa AP ceue EF u
BC penom y taurkama K u L, u3 yeTrBOpOTE-
menuka AEPF cnemun H(B,C; L, R), onakue
npojerrujom nu3 tauke P caenu H(E, F; K, R),
tj. H(DE,DF; DK, DR). Karo je DE || XY, ,
DF || XZ n DC | XB, XxapMOHUjCKA TIpa- /
ven (DE,DF;DK,DC) je Tpauciar XapMo- /

uujckor npamena (XY, XZ; X A, X B), na Ba:xu /
u DK || X A. Ars

Hajszan, ako je DPNAX = {A’}, uz H(E,F; K, R) npojexkToBameM u3 B cienu
H(P,A; K, L), a satum npojesroBamem u3 D caemu H(A, A’;00, X), rae je oo
6eckonauna tauka npasna AX. Onasme je X cpemumre my:xu AA’, tj. A’ = A'.

Ilpyra jemmauwmna riacu (a — p)d = (c — p)b. W3 npse jemnaumne mMamo p? =
(a—p)(c—p)+bd = (a—p)?%+bd, tj. p*b = ((a —p)? +b*)d, onarne cnenn d | b.
Anasoruso Baxu p?’d = ((c—p)? +d?)b, nau b |d. Cnemnu na je b= d, a uz apyre
jenHaYnHE U 0 = C.

[IpBa jemmaumna ce csoma Ha a’ + b? = 2pa, 1j. (a — p)? + b? = p?, mTo 3HAUNM
na je (la—pl|, b, p) Huraropuna Tpojra. I[Ipema Ttome, 3a Heke mpupomHe Gpojese



m = n Basu p=m? +n? u {|la—p|,b} = {m?>—n?,2mn}. 3mamo ma oBaksu M u n
nocroje (M jeQUHCTBEHU Cy) aKO U caMmo ako je p = 2 wiau p = 1 (mod 4). Tana
“MaMO YeTUPHU CJIydaja KOju HaM Hajy YeTUPU Pas3IudnTa PEIIeHma:
(1) a=c=2m* b=d=2mn; (3) a=c=(m+n)?, b=d=m>-n?
(2) a=c=2n% b=d=2mn; (4) a=c=(m—n)? b=d=m?>-n%
3a p =2 6pojeBu a, b, c,d cy mapHu, nma oBaj ciydaj oTmana. 1ako ZaTU CUCTEM
nMa TadHo 4 pemema 3a p =1 (mod 4), a HUjeIHO Y CYIPOTHOM.

pyro pewemwe. Ilatu cucrem je ekBuBasienTan jemnaunuu (a + bi)(c — di) = p(a +

¢+ bi —di) y cxymy Daycosux menmx 6pojesa Z[i] (rme je i2 = —1), Tj.
(z—p)(w—p)=p*> 3a z=a+bi, uw=-c—di.

Axo je p=3 (mod 4), ouna je p mpoct 6poj u 'y crymy Z[i|, na p | z (tj. p|a,b)

wi p |w (tj. p|ec,d). Hakrme, y 0BOM ciyuajy HEMa DeIIemA.

Y cayuajy p =2 Bawm 22 = —(1 +1i)%, ma je 6ap jemam om z — 2,w — 2 memus ca

(1+1)? =2i, a Tana oner 2 | a,b unm 2 | ¢, d.

Hajsan, ako je p =1 (mod 4), ouna je p caoxken 6poj y Z[i|, Tj. p = 7T 3a HEKO

7 =m+ni, m,n € N. Taga je p? = 7272, ma Kako z — p U W — p HUCY NELUBU CAa

7 = p, Mopa outu z — p € {£7w?, 72, +ir?, £i7?}, mTo maje YeTUPU MO3ZUTUBHA

(M yeTWpU HEraTUBHA) PEIIEHA.

Oparosop je 1010-1011. Osaj 6poj ce moctmxe 3a wu3 0,...,0,2021,0,...,0, rme
je anan 2021 va 1010-T0j mo3unuju.

Ocraje ma morakeMo Oa TPasKeHWX MOTHU30Ba He Moke Outu Bume ox 1010-1011.
Ozuaunmo Sop =0u Sy =a1 +---+ax 3a k=1,2,...,n. ¥YBenumo rpad G uuja
cy Ttemena 6pojesu 0,1,...,2020, a Tremena i u j (i < j) Cy CIOjeHA IDAHOM aKO
je S; —Si = ajy1 + -+ a; = 2021. TpamkeHu mDONHM30BM OArOBapajy IpaHaMa
rpada G.

[Mpumerunmo ma y rpady G HemMa MUKIYCa HeEMapHe My:KUHE. 3aucTa, ako je nq,
N2y ...y Nk, Ngp1 = N1 TUKIYC, OHAA je pasauka Sp,., — Sy, = £2021 nemapHa 3a
cBe 1, ma Opoj k Mopa Outum mapan. 3akmpydyjeMo na je G bunaprutaH rpad.
Axo merose nmaprunuje nmajy x u 2021 —x Temena, oHma je Opoj rpaHa HajBUIIE

2(2021 — z) < [ 2922 — 1010 - 1011.

Moskemo ma cmarpamMo ma je n = ng HemapaH 0poj. 3a ¢ > 1, om 6poja n;_1
nobuhe ce 6poj n; TakaB ga je 2"in; = 3%n,;_1 + 1 3a Heke r;,s; > 0. KomOuHO-
BameM OBUX jemHakocTu 3a 1 < i < k, yciaoB ng = 1 MokeMO 3amucaTtu Kao

m = 2ak—13b0 +2ak—23b1 + ... +2a03bk_1, <*>
roe cy a/O:bOZO, a; =11+ +r;, bi:Sk+"'+5k+1—i nm = 29k —3bkn.

Jlema. CBaku npupoman Gpoj m ce MOKe NPEACTABUTU y OOJNUKY (%) 3a HEKe
nesie 6pojeBe 0 < ag < ap < - <ap_1 m0<by<by <+ <bp_q.

Loxas. Kopuctumo uanykmujy mo m ¢ 6azom m = 1 = 2°3°. IIpernocrasumo na
je n>1wu na TBpheme BakM 3a cBAKo m < n.



° . . .1
(1°) Axro 2 | n, moBomuO je mahm oxmrosapajyhe mpencraBmame Gpoja 57

U CBaKM cabupak MOMHOKUTHA ca 2.

(2°) Axo 21 n, omabepumo b = |logsn|. Karo je 0 <
je mahm onrosapajyhe npencraBimame Opoja
cabupke ca 2 u momatu 3°. [

(n—3%) < 3%, moBommo
(n — 3%), momHOEMTH

1
gl
2

ITa dbucmo obe3benuiy ma BajKe W YCIOBU ai_1 < ap U bg_1 < by, TOBOJLHO je ma
omabepemo aj u by Taro ma Baxm 0 < m = 2% — 3% < 3bk Tj. by +logzn <
ay logs 2 < by +logs(n+1). OBakas omabup je moryh 30or uparuonaaHocTu 6poja
logs 2: 3aucra, 3a Heko ai Basku {loggn} < {aylogs 2} < {logs(n+1)}.

Hajsan, 3a oBako omabpane ap u by, Gpojese a; u b; (0 < i < k) mHamasumo 1o
Jlemu 3a m = 2% — 3bkp Y3UMaMO 7j = @; — @j—1 U S; = b1 — bp—;.

Mose ce cmaTpaté ma f cimka ckyn Z/mZ octartaka mo momyry m = 1019 y
cebe. Osmauasamo f¥ = fo.-.of (f npumemeno k myrta). ®ymrmuja f je cypjex-
TUBHA, Tj. IepMyTauuja ckyna Z/mZ: 3aucra, ako je y = f(z) y cauum f, onna
jetrouny—1= f3(x —1). Uaayknujom Mo n ce Mokasyje ma Baskn

@ +n) = (@) +n. (&)
Baza n =1 cienu moHOBILEHOM TPUMEHOM je/:[Ha}KOCTM 13 3aJaTKa, NOK je KOpaK
manysuuje fF(z4n) = [ (a4+n—1) + 1= f222" () + (n=1) + 1 = f¥*(2) +n.
Heka je 1 < d < m majmawu npuponas 6poj rakas na 3a Heko 1 Basku [ (0) = —d.
o (M), 3a a <0 Bawxu f2 ""(a) = a — d. Nenysnumja mo k maje

2kd —1
2d — 17
To smaum ma a—kd mpunama opOuTU egeMeHTa a 3a CBako k, ma 300r MUHUMAJI-
HocTu Opoja d Bazku m = {d 3a Heko ¢ u cBe opbure nmajy nysxuny ¢. Kako (M)
maje f2"(x) = f(x), mmanmo u £ | 2™ —1, ma je £ memapuo, tj. £ = 5' u d = 219510~
3a Hero 0 < t < 10. 360r (), ekcnonenTu e, 3a n=1,2,...,¢ najy cBe ocrarke
no monyny ¢, ma mopa 6uru (r,¢) = 1. IIpema ToMe, 3a CBAKO T BaKu

f(z)=x —kd, rme jek=k(x) rakBo ma je e =2" (mod {). (Q)

2% a)=a—kd, tmeje ep=r(1+2¢4. . f2h7Dd)—p. ()

3a mato { = 5%, 3a 6poj r uma @(¢) moryhnoctu. OcTaje ma mokakeMo ma 3a
cBary on wux (O) onpebyje no jenny ¢dyuruujy f. Ilo Jlemun o muzamy ekcroHeH-
Ta je v5(2"4—1) = v5(2¢—1) + vs5(n), ma £ | e, ako u camo axo £ | n, mrTo 3HauM KA
6pojeBu e, yuHe NOTIYH cucTeM octaTaka no monyay £, tj. (©) nobpo nedunnmie
¢yurunjy. Hajzan, sasn f(x) =z —kdu f(f(z)) = f(x)—jd = x— (k+j)d, rme cy
j uk Tarksu ma je e = 2% u e; = 2°7% (mod /), a Tana je epy; = ep+2Fle; = 27F1
(mod ¢), ma je n ycaos 3anartka ucnymen: f(x+1) = f(f(z))+1=a2+1— (k+7j)d.

[Tpema Tome, ykyman 6poj mocmarpanux (GyHkuuja f je Ziozo o(b?) = 510,
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