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IZBORNO TAKMIQEǋE ZA EKIPU SRBIJE NA
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Prvi dan

25. maj 2021.

Dokazati da za svaki neparan prirodan broj n postoje realni brojevi a1,1.

a2, . . . , a⌊n

2
⌋ takvi da je polinom

P (x, y, z) = xn + yn + zn +

⌊n

2
⌋∑

k=1

akx
kykzn−2k

deǉiv polinomom x+ y + z. (Duxan �uki�)

Neka je D proizvoǉna taqka na stranici BC trougla ABC. Taqke E i F na2.

polupravim CA i BA redom su takve da je CD = CE i BD = BF . Prave BE
i CF se seku u taqki P . Dokazati da, kada taqka D varira duж stranice
BC, sve prave PD imaju zajedniqku taqku. (Pavle Marx̄̄inovi�)

Dat je prost broj p. Koliko ima ure�enih qetvorki (a, b, c, d) prirodnih3.

brojeva koji nisu deǉivi sa p i zadovoǉavaju jednaqine

ac+ bd = p(a+ c) i bc− ad = p(b− d)?
(Duxan �uki�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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Ako je a1, a2, . . . , a2020 niz celih brojeva, koliko najvixe moжe biti podni-4.

zova oblika ai, ai+1, . . . , aj (1 6 i 6 j 6 2020) sa zbirom qlanova 2021?
(Milox Milosavǉevi�)

Na prirodnim brojevima mogu se sprovoditi slede�e operacije: ako je broj5.

paran, on se deli sa 2, a ako je neparan, mnoжi se nekim stepenom broja
3 (ve�im od 30) i zatim uve�ava za 1. Dokazati da se, za ma koji poqetni
broj n ∈ N, ponovǉenom primenom ovakvih operacija moжe dobiti broj 1.

(Bojan Baxi�)

Dat je skup S = {1, 2, . . . , 1010}. Koliko ima preslikavaǌa f : S → S takvih6.

da vaжi
f(x+ 1) ≡ f(f(x)) + 1 (mod 1010) za svako x ∈ S?

(Za x = 1010 podrazumevamo da je f(x+ 1) = f(1).) (Duxan �uki�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



REXEǋA

Uslov zadatka je ekvivalentan sa P (x, y, z) = 0 kad god je x+ y + z = 0, xto1.

se deǉeǌem sa zn svodi na P (t, 1− t,−1) = 0 za t = −x/z, tj.

fn(t) = tn + (1− t)n − 1 =

⌊n/2⌋∑

k=1

ak(t− t2)k.

Prema tome, dovoǉno je dokazati da za svako n ∈ N postoji polinom Qn(x)
deǉiv sa x takav da je fn(t) = Qn(t − t2). Ali ovo sledi jednostavnom in-
dukcijom po n, jer je f1(t) = 0, f2(t) = −2(t− t2) i

fn(t) = fn−1(t)− (t− t2)(fn−2(t) + 1) za n > 3.

Tvr�eǌe zadatka je specijalan sluqaj slede�eg tvr�eǌa kada su X, Y i Z2.

dodirne taqke upisanog kruga trougla ABC sa ǌegovim stranicama (a Q
Жergonova taqka). Zato je dovoǉno dokazati ovo tvr�eǌe:

• Data je taqka Q u ravni trougla ABC. Prave AQ,BQ,CQ seku stra-
nice BC,CA,AB redom u taqkama X, Y, Z. Taqke D,E, F na pravim
BC,CA,AB su takve da je DE ‖ XY i DF ‖ XZ. Prave BE i CF seku
se u taqki P . Tada taqka A′, simetriqna taqki A u odnosu na X, leжi
na pravoj DP (ako D 6= P ).

A

A′

B CD

E

F

K

L

PQ

RX

Y

Z

Ako je XY ∩ AB = {J}, iz qetvorotemenika
CXQY sledi da je qetvorka taqaka (J, Z;
A,B) harmonijska, tj. H(J, Z;A,B) i odatle
H(XY,XZ;XA,XB).

S druge strane, ako prava AP seqe EF i
BC redom u taqkama K i L, iz qetvorote-
menika AEPF sledi H(B,C;L,R), odakle
projekcijom iz taqke P sledi H(E, F ;K,R),
tj. H(DE,DF ;DK,DR). Kako je DE ‖ XY ,
DF ‖ XZ i DC ‖ XB, harmonijski pra-
men (DE,DF ;DK,DC) je translat harmo-
nijskog pramena (XY,XZ;XA,XB), pa vaжi
i DK ‖ XA.

Najzad, ako je DP ∩ AX = {Ā′}, iz H(E, F ; K,R) projektovaǌem iz B sledi
H(P,A; K,L), a zatim projektovaǌem iz D sledi H(A, Ā′;∞, X), gde je ∞
beskonaqna taqka pravca AX. Odavde je X sredixte duжi AĀ′, tj. Ā′ ≡ A′.

Druga jednaqina glasi (a − p)d = (c − p)b. Iz prve jednaqine imamo p2 =3.

(a− p)(c− p) + bd = (a− p)2 d
b + bd, tj. p2b = ((a− p)2 + b2)d, odakle sledi d | b.

Analogno vaжi p2d = ((c− p)2 + d2)b, pa i b | d. Sledi da je b = d, a iz druge
jednaqine i a = c.

Prva jednaqina se svodi na a2 + b2 = 2pa, tj. (a − p)2 + b2 = p2, xto znaqi
da je (|a−p|, b, p) Pitagorina trojka. Prema tome, za neke prirodne brojeve



m > n vaжi p = m2 + n2 i {|a−p|, b} = {m2−n2, 2mn}. Znamo da ovakvi m i n
postoje (i jedinstveni su) ako i samo ako je p = 2 ili p ≡ 1 (mod 4). Tada
imamo qetiri sluqaja koji nam daju qetiri razliqita rexeǌa:

(1) a = c = 2m2, b = d = 2mn;

(2) a = c = 2n2, b = d = 2mn;

(3) a = c = (m+n)2, b = d = m2−n2;

(4) a = c = (m−n)2, b = d = m2−n2.

Za p = 2 brojevi a, b, c, d su parni, pa ovaj sluqaj otpada. Tako dati sistem
ima taqno 4 rexeǌa za p ≡ 1 (mod 4), a nijedno u suprotnom.

Dru ı̄o rexeǌe. Dati sistem je ekvivalentan jednaqini (a+ bi)(c− di) = p(a+

c+ bi− di) u skupu Gausovih celih brojeva Z[i] (gde je i2 = −1), tj.

(z − p)(w − p) = p2 za z = a+ bi, i w = c− di.

Ako je p ≡ 3 (mod 4), onda je p prost broj i u skupu Z[i], pa p | z (tj. p | a, b)
ili p | w (tj. p | c, d). Dakle, u ovom sluqaju nema rexeǌa.

U sluqaju p = 2 vaжi 22 = −(1 + i)4, pa je bar jedan od z − 2, w − 2 deǉiv sa
(1 + i)2 = 2i, a tada opet 2 | a, b ili 2 | c, d.

Najzad, ako je p ≡ 1 (mod 4), onda je p sloжen broj u Z[i], tj. p = ππ̄ za neko
π = m+ ni, m,n ∈ N. Tada je p2 = π2π̄2, pa kako z− p i w− p nisu deǉivi sa
ππ̄ = p, mora biti z − p ∈ {±π2,±π̄2,±iπ2,±iπ̄2}, xto daje qetiri pozitivna
(i qetiri negativna) rexeǌa.

Odgovor je 1010 · 1011. Ovaj broj se dostiжe za niz 0, . . . , 0, 2021, 0, . . . , 0, gde4.

je qlan 2021 na 1010-toj poziciji.

Ostaje da dokaжemo da traжenih podnizova ne moжe biti vixe od 1010·1011.
Oznaqimo S0 = 0 i Sk = a1 + · · ·+ ak za k = 1, 2, . . . , n. Uvedimo graf G qija
su temena brojevi 0, 1, . . . , 2020, a temena i i j (i < j) su spojena granom ako
je Sj − Si = ai+1 + · · · + aj = 2021. Traжeni podnizovi odgovaraju granama
grafa G.

Primetimo da u grafu G nema ciklusa neparne duжine. Zaista, ako je n1,
n2, . . . , nk, nk+1 ≡ n1 ciklus, onda je razlika Sni+1

− Sni
= ±2021 neparna za

sve i, pa broj k mora biti paran. Zakǉuqujemo da je G bipartitan graf.
Ako ǌegove particije imaju x i 2021−x temena, onda je broj grana najvixe

x(2021− x) < ⌊2021
2

4 ⌋ = 1010 · 1011.

Moжemo da smatramo da je n = n0 neparan broj. Za i > 1, od broja ni−15.

dobi�e se broj ni takav da je 2rini = 3sini−1 + 1 za neke ri, si > 0. Kombino-
vaǌem ovih jednakosti za 1 6 i 6 k, uslov nk = 1 moжemo zapisati kao

m = 2ak−13b0 + 2ak−23b1 + · · ·+ 2a03bk−1 , (∗)

gde su a0 = b0 = 0, ai = r1+ · · ·+ri, bi = sk+ · · ·+sk+1−i i m = 2ak − 3bkn.

Lema. Svaki prirodan broj m se moжe predstaviti u obliku (∗) za neke
cele brojeve 0 6 a0 < a1 < · · · < ak−1 i 0 6 b0 < b1 < · · · < bk−1.

Dokaz. Koristimo indukciju po m s bazom m = 1 = 2030. Pretpostavimo da
je n > 1 i da tvr�eǌe vaжi za svako m < n.



(1◦) Ako 2 | n, dovoǉno je na�i odgovaraju�e predstavǉaǌe broja 1
2n

i svaki sabirak pomnoжiti sa 2.

(2◦) Ako 2 ∤ n, odaberimo b = ⌊log3 n⌋. Kako je 0 6
1
2
(n−3b) < 3b, dovoǉno

je na�i odgovaraju�e predstavǉaǌe broja 1
2 (n − 3b), pomnoжiti

sabirke sa 2 i dodati 3b.

Da bismo obezbedili da vaжe i uslovi ak−1 < ak i bk−1 < bk, dovoǉno je da
odaberemo ak i bk tako da vaжi 0 < m = 2ak − 3bkn < 3bk , tj. bk + log3 n <
ak log3 2 < bk+log3(n+1). Ovakav odabir je mogu� zbog iracionalnosti broja
log3 2: zaista, za neko ak vaжi {log3 n} < {ak log3 2} < {log3(n+1)}.

Najzad, za ovako odabrane ak i bk, brojeve ai i bi (0 6 i < k) nalazimo po
Lemi za m = 2ak − 3bkn i uzimamo ri = ai − ai−1 i si = bk+1−i − bk−i.

Moжe se smatrati da f slika skup Z/mZ ostataka po modulu m = 1010 u6.

sebe. Oznaqavamo fk = f◦ · · ·◦f (f primeǌeno k puta). Funkcija f je surjek-
tivna, tj. permutacija skupa Z/mZ: zaista, ako je y = f(x) u slici f , onda
je to i y − 1 = f2(x− 1). Indukcijom po n se pokazuje da vaжi

fk(x+ n) = fk·2n

(x) + n. (♠)

Baza n = 1 sledi ponovǉenom primenom jednakosti iz zadatka, dok je korak
indukcije fk(x+n) = f2k(x+n−1) + 1 = f2k·2n−1

(x) + (n−1) + 1 = fk·2n

(x) + n.

Neka je 1 6 d 6 m najmaǌi prirodan broj takav da za neko r vaжi f r(0) = −d.

Po (♠), za a 6 0 vaжi f2−ar(a) = a− d. Indukcija po k daje

f2−aek(a) = a− kd, gde je ek = r(1 + 2d + · · ·+ 2(k−1)d) = r ·
2kd − 1

2d − 1
. (♦)

To znaqi da a−kd pripada orbiti elementa a za svako k, pa zbog minimal-
nosti broja d vaжi m = ℓd za neko ℓ i sve orbite imaju duжinu ℓ. Kako (♠)
daje f2m

(x) = f(x), imamo i ℓ | 2m−1, pa je ℓ neparno, tj. ℓ = 5t i d = 210510−t

za neko 0 6 t 6 10. Zbog (♦), eksponenti en za n = 1, 2, . . . , ℓ daju sve ostatke
po modulu ℓ, pa mora biti (r, ℓ) = 1. Prema tome, za svako x vaжi

f(x) = x− kd, gde je k = k(x) takvo da je ek ≡ 2x (mod ℓ). (♥)

Za dato ℓ = 5t, za broj r ima ϕ(ℓ) mogu�nosti. Ostaje da pokaжemo da za
svaku od ǌih (♥) odre�uje po jednu funkciju f . Po Lemi o dizaǌu eksponen-
ta je v5(2

nd−1) = v5(2
d−1)+ v5(n), pa ℓ | en ako i samo ako ℓ | n, xto znaqi da

brojevi en qine potpun sistem ostataka po modulu ℓ, tj. (♥) dobro definixe
funkciju. Najzad, vaжi f(x) = x−kd i f(f(x)) = f(x)−jd = x−(k+j)d, gde su
j i k takvi da je ek ≡ 2x i ej ≡ 2x−kd (mod ℓ), a tada je ek+j = ek+2kdej ≡ 2x+1

(mod ℓ), pa je i uslov zadatka ispuǌen: f(x+1) = f(f(x))+ 1 = x+1− (k+j)d.

Prema tome, ukupan broj posmatranih funkcija f je
∑10

s=0 ϕ(5
t) = 510.
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