MuHucTapcTBO IIpOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaruuapa Cpouje

P RABHO TAKMUWUYEILE N3 MATEMATHUKE
YUEHMNKA CPEIILNX HTIKOJIA

27. anpmnia 2021.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

Bpojesu 1,2,3,4,4,5,9,16,25 ynucauu cy y tabaury 3 X 3 HexkuMm penoMm. Osmaummo ca P
npousBox OpojeBa y i-toj Bpctu. Oapenutu HajMamy mMoryhy Bpenunoct 36upa P; + P + Ps.

Opxpenutu cBe TpOjKe NpUpORHUX OpojeBa (x,y,z) TakBe Aa je cBaku o1 OpojeBa
=1, -2 u *-4

nesmus 30upoMm T + y + 2.

Ha caunu cy mpuka3azne TeTpoMUHE, IPU YeMy ABE TETPOMUHE KOje Ce Pa3iINKYjy 3a POTaIujy
ni pedIIeKCHjy cMaTpaMo pas3iauuuTuM. /la nu ce 0 OBUX TETPOMUHA TPAHCIANUjOM MOMKE
CcacTaBUTU NIPaBOYTaOHUK !

Har je nmuct manupa y obaukry jemsaroctpanuunor tpoyria ABC. Ilanup ce mpecasuja 1o

Hero] ay:xku XY, rme tauke X u Y pemom neske Ha crpanunama CA C/’A\

u CB. Ilpu tome ce teme C cauka y taury D, a ayssu DX n DY FAERN

pemom cery nysxk AB y taukama E u F. Ila nu je moryhe omabpatu X'// Ny

tauke X u Y rtako ma noppmune tpoyriaosa AEX, EFD u FBY A ‘

Oyny jemuake, aju ma npase XY u AB me Oyny mapaJesnne? A B
D

Bpewme 3a pan: 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 25 60m0Ba.
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27. anpmnia 2021.

Hpyru pa3pen — A xkareropuja

Ilatu cy mpupoman 6Gpoj m u peaynu 6pojeBU T1,Ta,...,T, pasauuutu on Hysise. CBakoM He-
npa3aoM noackyny A ckyma {x1,xa, ..., %, } IPUAPYKEH je KOTUIHUK %, rae P(A) o3nauasa
NPOM3BOX CBUX eneMeHara ckyma A. Jlokasartu na 30up CBUX NPUAPYKEHUX OpojeBa (o CBUM
Mmoryhum nonckynosuma A) muje mamu on —1. Kana ce moctwske jemmaroct?

Hahwu cBe mpupoane 6pojeBe n KOju ce MOTY HIPEACTABUTUA y ODJIUKY
n=a+b+c—a%—b3c—32a,

roe cy a, b u ¢ mpuponuu 6pojeBu.

Ilar je mpupoman 6poj n. Y CBako moJbe KBaaparHe Tabie 2n X 2n ynucaHa je cTpeauna Koja je
yCMepeHa HaJIeBO, HANeCHO, HAarope miu Hanosie. Yerupu noma Ay, A, Az u Ay yune yukayc
AKO IBUXOBU LEHTPU YrHE (HEAEIeHePUCAHN ) IPABOYTAOHUK U IIPU TOME Ce OJ I0Jba A; IO I0Jba
A;y1 Moske ctuhin kperameM y cMmepy crpenuie y noiny A; (rme je A5 = Ap). Hahwu majsehn
Mmoryhu 6poj mukayca.

Y yHYTpaUImhOCTU jeqHarocTpaHudyHor Tpoyriaa ABC youeH je jemHAKOCTpAHUYAH TPOYTAO
A1B,C;. Tlpu tome cy A u A; ca pasmuuutux crpana upase Bi1Cy, B u Bj ca pazauuu-
Tux crpana npase C1A;, a C' u Cf ca pasauuurux crpana npase Ai1Bi. Aro je <B1AC) =
<C1BA, = <A,CB;, nokazatu ma ce rexumra Tpoyraosa ABC u A;B;C) nokmamajy.

Bpewme 3a pan: 240 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 25 60m0Ba.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Hat je mpupomaum 6poj n > 2. Ilorpebuo je obojutm cBe Hempa3He MOACKymoBe ckyma N =
{1,2,...,n} y mBe Goje Tako ma cuaeneliu yciaos Oyme UCHYHEH:

Caarxu monckyn A C N ca 6ap nBa eleMeHTa MOXKE Ce IPEACTABUTU Kao YHU]ja
HEKOJIMKO IIOJCKYIOBa 0oje paznuuure on 60je ckyma A.

Kouuko pazauuurux Gojema mocroju?

Axo cy c¢g,c1,...,cs pazauuuru OpojeBu u3 ckyna {1,2,...,9}, nmokazatu na Basku

at
—
RS

sincg - sin(10°4-¢7) - sin(20°+c5) - - - sin(80°+cg) <

Ca w(z) o3mauaBaMo 6pPOj PA3IMUATUX HPOCTUX AEJUJIANa IPUPOAHOr Opoja .

Heka cy a, b u ¢ npousBomau npuponuu 6pojeBu. [lokazaTtu ma mOCTOju TpUPOITAH OpPOj N

TakaB 1a je
w(an + ¢) = w(bn + ¢).

Omrpoyrau tpoyrao ABC je ynucan y kpyskuuny . Ilpunucana kpy:kauma {2 oBor Tpoyria
HacupaMm Ttemena A, ca menrpom [, ceue kpyskuuny I y taukama K u L. Kpyxwaune Al,L
u Al K ceky kpysxuuny {2 penom y taukama G # L u H # K. Ilokaszaru na je npasa GH
mapaJsenna npasoj BC.

Bpewme 3a pan: 240 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 25 60m0Ba.
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YerBpTHu paspen — A kareropuja

Hara je tabauna n x m. Osmaunmo ca (4,j) nome i-Te BpcTe u j-Te KomoHe. Heka mosma oBe
Tabaune cy obojena tako ma, kanroncy 1 <a<b<nul<c<d<m, 6ap jeqHo on mospa
(a,c), (a,d) u (b,c¢) muje obojeno. Konmurko Hajsume Moske Gutu 060jeHUX TOBA?

Iar je npuponaun 6poj n > 1. Ila gu nocToje ABa pasiandura n-ronudpeHa IpuponHa 6poja x
u y unje cy cBe mudpe y mekamHoOM 3amucy y ckymy {1,2,3} u 3a roje je x —y memuso ca 3"7

Y rpoyray ABC, cumerpana yraa BAC ceue crpanuny BC y tauku D. Cumerpasa moy:ku
AD ceue npaBy BC y taukn E. Kpy:xuuna I’ ca nearpom E canp:xu temMe A u cede onucany
kpy:xuuiy k tpoyrina ABC y rauku F # A. IlpaBa AF ceue npaBy BC' y taukn P. Tauka )
Ha kpyskuunu I yayrap tpoyraa ABC je taksa na je <QBC = <QAB. Axo ce npase CQ u
AB cery y Tauku R, nokaszartu na tauke A, C, P u R neske Ha MUCTOj KPYKHUIM.

Iat je memapan mpuponan 6poj n. lokazaru ma je 30up CBUX pelnema jeTHadunHe
tgx +tgne =2

y unTepBany (—7/2,7/2) jennak /4.

Bpewme 3a pan: 240 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 25 60moBa.
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

IIpu nememy nosuuoma P(x) mommHOMOM
Q(z) = 2220%1 — 22 — 3z +2

nobuja ce ocrarax R(z) = 2322 + 5z + 2021.

Opnpenuru 30up cBUX KoeduuujeHara noauaoma P(x).

Ha xonuko mauwmua ce 6pojeBu
932020 52020 91912020 932021 52021 992021 932022 £2022 97912022

MOry pacmopemuru y tabauiny 3 X 3 TaKo na IpoM3BOJ OpojeBa y CBaKOj BPCTU, CBAKO] KOJOHU
u obeMa qujaroHajiamMa ngaje ocrarak 1 mpu nememy ca 37

Hexka cy 2,3,5,7,...,p, npBux n mpoctux OpojeBa. Moske nu ce omabpaTtu mpupoman OpoOj
n 2 3 Tako Ia NPOU3BOI

e+ B+D)-G+D-(7T+ D! (pp+ 1)

Oyze KBaapaT mpupoaHor 6poja?

Ha cBaroj ox 100 kapara Ha CTOJY HaAOWCAH je MO jemaH npuponaH 0poj. Mcmocrasuio ce aa,
Ma kako omabpasu mpuponan 6poj k < 100 u y3zeau k kaparta ca crToja, 30Up BPEIHOCTH HA
TuM Kaprama nMmahe 36up mudapa jemHar k. Komuko HajMame Moxke 1a m3HOCU 30up OpojeBa
Ha CBUM KapTaMa Ha CTOJy !

Har je npaBunan mecroyrao ABCDEF. Ha crpanunama AB u CD penom nare cy tauke X
u Y TakBe ma je
AX: XB=CY:YD=3:1.

Cumerpana ny:xxku XY ceue crpanunyy FF y taukn Z. Y KOM OmHOCY Tauka Z mneau ny:k EF?

Bpewme 3a pan: 240 munyTa.
Pemema 3anaraka metashsHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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Ipyru pa3spen — B kareropuja

Konuko uma mpupomuaux 6pojeBa n > 2 3a KOje BakKU HEjeAHAKOCT

1 1 1
log, <1+ 2) + log, <1+ 3> + -+ log, <1+ 'I’l2> < 20217

Peanunu 6pojesu a, b u ¢ 3amoBo/maBajy ycaoBe
c>0, a—2b+4c<0, a®+a’b+c=0.

Hoxrazatu na je b > a+ c.

IIpaBoyraouna tabaa m X n, rae cy m u n OPpUPOAHU OPOjeBU M M je HemapaH, MOIIOYaHa je
¢urypama ciaeneha aBa Tuma, cacTaB/HEHUM OJf YETUPU jeIVHUUHA KBAAPATA:

u L:,

npu yemy ce purype mory obpraTtu u okperatu. lokazaTu na je ynmorpebiseno 6ap 4 purypa
Tuna L.

Y KOHBEKCHOM UYETBOPOYTIJIy HOBPIINHE % jenmHa mujaroHaJsia menu Opyry y omuocy 2 : 1. loxa-

i 1
3aTU Ja Ce OBaj YeTBOPOYTao MOKE IMPEKPUTU TPOYTJIOM IOBPIIVHE .

IMocroje mu nudpe a u b (a # 0) Takse ma je 6poj abbabbaabaab y nexamHoM 3amucy KBAIPAT
npupogHor 6poja?

Bpewme 3a pan: 240 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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Tpehu pazpen — b kareropuja

Oppenutu HajMamu TPUPOAAH OPOj N 3a KOju je TauyHa HejeIHAKOCT

sinl < logg vVn? — 2.

(AprymentT cunyca Ha J€BOj CTPAHU HEjeTHAKOCTU je y paaujaHuMa.)

Bpaha Ilyme u Mapko maciuemuiu cy mapueny y obuury neroyriaa ABCDE ca Gymapom y
rauku F. T'eomerap Bojan uamepuo je na temena uMajy koopamsare A(—10,—10), B(10,—10),
('(20,20), D(10,30) u E(—30,30), nox 6ynap uma roopmurate F(0,0).

Hyne mu Mapxko tpaske on bojana ma momenau mapiesy TpaBoM JUHU]OM Ha OBA MEJa jeTHAKUX
NOBPINVHA, aJU TAKO Na JUHUja neobe canpsku OyHap (kako Oum 00ojuma MMaja MPUCTYI).
Opnpenuru 6ap jenaH HAYMH Ha KOju TO BojaH MOke yumHUTH - ApyruUM peunma, Hahu jennau-
UHY JUHHUje neobe M KOODAWHATE TavaKka y KOjUMa OHA Cedue IPDAHUILY IapIelie.

Y crymy peajHuX OpOjeBa PEIIUTU CHUCTEM jeTHAUNHA
2t 4627y oyt =t P At AP ety — 1,
4y’ =3(z+y) +2

Konuko uma ypebenux maposa npuponaux Gpojesa (a,b) 3a Koje Baku

HS,H(Q’ b)H3c(a7b) -Hsc(a7 b)H3JI(a7b) — 902020219

Kpwa wabaa pega n 3a n > 3 je kBaaparHa Tabia n X n U3 4uje je i-ve Bpcre onosmo (i = 1,2,

...,n —2) yRIOmeHo n — 1 — i mosma 3mecHa. 2
J

Hahwu cBe BpemrocTu n 3a Koje je Kpmy Tabiy pena n Moryhe HOmyHUTH TPUPOI-
HuM G6pojesuma ox 1 1o n? — (142+---+(n—2)) Tako ma 36up Gpojesa y cBUM T

Kpma Tabra
BpCTaMa ¥ CBUM KOJIOHaMa Oyae uUCTu. P 6

Bpewme 3a pan: 240 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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YerBpTH; paspen — b kareropuja

llokazaTtu na 3a cBako x € (0,5) Bakn HejeaHAKOCT

r — tgx
,7g>2.
sinx —x

Hahu cBe kommnekcue GpojeBe z TakBe Ja 3a CBAaKU IPUPOLAH Opoj m Basku |z| > [2" — 2|.

Iata je mupamuna SABC zanpemune 1. Tauke A’, B’ u C' na usunama SA, SB u SC penom
cy rakse na je A'B' || AB, BC | B'C' u C'A’ || CA. Tauxke A”, B"” u C" y pasuu tpoyraa ABC
cy Takse na je A'B'C'A"B"C" npusma. Onpemutu nHajsehy moryhy sanpemuny ose mpusme.

Jujamanil pena n je BOOZOPABHO U YCIPABHO OCHOCUMETPUYHA QUIypa Koja ce cacToju on 2n+1
pemoBa ca 1,3,5,...,2n—1,2n+1,2n—1,...,5,3,1 jemuauunux kBanparmha. Yguya nyskusae k
(k > 2) je purypa koja ce nobuja ox npaBoyraoHe Kojone kX 1 momaBamem jeqHor kBagparuhia
y TOCIEI0j BPCTHU. Y AUIE jeé MO3BOJLEHO OKpeTaTy m oOpTaTu.

(a) HorazaTu na ce qujaMaHT pela N HE MOKE IOIUIOYATH yaulaMa Ly:KUHE 2 HU 33 JeIHO Nn.
(6) IMocroje nu npuponuu Gpojesu n u k > 2 3a koje je Moryhe momrouaTu QujaMaHT pena n
younama nysxkube k7 M

1_:1

nujamaHT pena 4 youna ny:xusHe 4

Hahwu cBe Tpojre npupomaux 6pojesa (a,b,c) 3a Koje BaEn

a®™ + ¥ =212 + 17.

Bpewme 3a pan: 240 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.



