
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

27. april 2021.

Prvi razred – A kategorija

Brojevi 1, 2, 3, 4, 4, 5, 9, 16, 25 upisani su u tablicu 3 × 3 nekim redom. Oznaqimo sa Pi1.
proizvod brojeva u i-toj vrsti. Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost zbira P1 + P2 + P3.

Odrediti sve trojke prirodnih brojeva (x, y, z) takve da je svaki od brojeva2.

x2 − 1, y2 − 2 i z2 − 4

deǉiv zbirom x+ y + z.

Na slici su prikazane tetromine, pri qemu dve tetromine koje se razlikuju za rotaciju3.
ili refleksiju smatramo razliqitim. Da li se od ovih tetromina translacijom mo�e
sastaviti pravougaonik?

Dat je list papira u obliku jednakostraniqnog trougla ABC. Papir se presavija po4.

A B

C

X Y

D

E F

nekoj du�i XY , gde taqke X i Y redom le�e na stranicama CA
i CB. Pri tome se teme C slika u taqku D, a du�i DX i DY
redom seku du� AB u taqkama E i F . Da li je mogu�e odabrati
taqke X i Y tako da povrxine trouglova AEX, EFD i FBY
budu jednake, ali da prave XY i AB ne budu paralelne?

Vreme za rad: 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 25 bodova.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

27. april 2021.

Drugi razred – A kategorija

Dati su prirodan broj n i realni brojevi x1, x2, . . . , xn razliqiti od nule. Svakom ne-1.
praznom podskupu A skupa {x1, x2, . . . , xn} pridru�en je koliqnik P (A)

|P (A)| , gde P (A) oznaqava
proizvod svih elemenata skupa A. Dokazati da zbir svih pridru�enih brojeva (po svim
mogu�im podskupovima A) nije maǌi od −1. Kada se dosti�e jednakost?

Na�i sve prirodne brojeve n koji se mogu predstaviti u obliku2.

n = a3 + b3 + c3 − a2b− b2c− c2a,

gde su a, b i c prirodni brojevi.

Dat je prirodan broj n. U svako poǉe kvadratne table 2n×2n upisana je strelica koja je3.
usmerena nalevo, nadesno, nagore ili nadole. Qetiri poǉa A1, A2, A3 i A4 qine ciklus
ako ǌihovi centri qine (nedegenerisani) pravougaonik i pri tome se od poǉa Ai do poǉa
Ai+1 mo�e sti�i kretaǌem u smeru strelice u poǉu Ai (gde je A5 ≡ A1). Na�i najve�i
mogu�i broj ciklusa.

U unutraxǌosti jednakostraniqnog trougla ABC uoqen je jednakostraniqan trougao4.
A1B1C1. Pri tome su A i A1 sa razliqitih strana prave B1C1, B i B1 sa razliqi-
tih strana prave C1A1, a C i C1 sa razliqitih strana prave A1B1. Ako je ^B1AC1 =
^C1BA1 = ^A1CB1, dokazati da se te�ixta trouglova ABC i A1B1C1 poklapaju.

Vreme za rad: 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 25 bodova.
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27. april 2021.

Tre�i razred – A kategorija

Dat je prirodan broj n > 2. Potrebno je obojiti sve neprazne podskupove skupa N =1.
{1, 2, . . . , n} u dve boje tako da slede�i uslov bude ispuǌen:

Svaki podskup A ⊆ N sa bar dva elementa mo�e se predstaviti kao unija
nekoliko podskupova boje razliqite od boje skupa A.

Koliko razliqitih bojeǌa postoji?

Ako su c0, c1, . . . , c8 razliqiti brojevi iz skupa {1, 2, . . . , 9}, dokazati da va�i2.

sin c◦0 · sin(10◦+c◦1) · sin(20◦+c◦2) · · · sin(80◦+c◦8) 6
√
10

512
.

Sa ω(x) oznaqavamo broj razliqitih prostih delilaca prirodnog broja x.3.
Neka su a, b i c proizvoǉni prirodni brojevi. Dokazati da postoji prirodan broj n
takav da je

ω(an+ c) > ω(bn+ c).

Oxtrougli trougao ABC je upisan u kru�nicu Γ. Pripisana kru�nica Ω ovog trougla4.
naspram temena A, sa centrom Ia, seqe kru�nicu Γ u taqkama K i L. Kru�nice AIaL
i AIaK seku kru�nicu Ω redom u taqkama G ̸= L i H ̸= K. Dokazati da je prava GH
paralelna pravoj BC.

Vreme za rad: 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 25 bodova.
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27. april 2021.

Qetvrti razred – A kategorija

Data je tablica n ×m. Oznaqimo sa (i, j) poǉe i-te vrste i j-te kolone. Neka poǉa ove1.
tablice su obojena tako da, kad god su 1 6 a < b 6 n i 1 6 c < d 6 m, bar jedno od poǉa
(a, c), (a, d) i (b, c) nije obojeno. Koliko najvixe mo�e biti obojenih poǉa?

Dat je prirodan broj n > 1. Da li postoje dva razliqita n-tocifrena prirodna broja x2.
i y qije su sve cifre u dekadnom zapisu u skupu {1, 2, 3} i za koje je x− y deǉivo sa 3n?

U trouglu ABC, simetrala ugla BAC seqe stranicu BC u taqki D. Simetrala du�i3.
AD seqe pravu BC u taqki E. Kru�nica Γ sa centrom E sadr�i teme A i seqe opisanu
kru�nicu k trougla ABC u taqki F ̸= A. Prava AF seqe pravu BC u taqki P . Taqka Q
na kru�nici Γ unutar trougla ABC je takva da je ^QBC = ^QAB. Ako se prave CQ i
AB seku u taqki R, dokazati da taqke A, C, P i R le�e na istoj kru�nici.

Dat je neparan prirodan broj n. Dokazati da je zbir svih rexeǌa jednaqine4.

tg x+ tg nx = 2

u intervalu (−π/2, π/2) jednak π/4.

Vreme za rad: 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 25 bodova.
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23. maj 2021.

Prvi razred – B kategorija

Pri deǉeǌu polinoma P (x) polinomom1.

Q(x) = 2x2021 − x2 − 3x+ 2

dobija se ostatak R(x) = 23x2 + 5x+ 2021.

Odrediti zbir svih koeficijenata polinoma P (x).

Na koliko naqina se brojevi2.

232020, 52020, 20212020, 232021, 52021, 20212021, 232022, 52022, 20212022

mogu rasporediti u tablicu 3×3 tako da proizvod brojeva u svakoj vrsti, svakoj koloni
i obema dijagonalama daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3?

Neka su 2, 3, 5, 7, . . . , pn prvih n prostih brojeva. Mo�e li se odabrati prirodan broj3.
n > 3 tako da proizvod

(2 + 1)! · (3 + 1)! · (5 + 1)! · (7 + 1)! · · · (pn + 1)!

bude kvadrat prirodnog broja?

Na svakoj od 100 karata na stolu napisan je po jedan prirodan broj. Ispostavilo se da,4.
ma kako odabrali prirodan broj k 6 100 i uzeli k karata sa stola, zbir vrednosti na
tim kartama ima�e zbir cifara jednak k. Koliko najmaǌe mo�e da iznosi zbir brojeva
na svim kartama na stolu?

Dat je pravilan xestougao ABCDEF . Na stranicama AB i CD redom date su taqke X5.
i Y takve da je

AX : XB = CY : Y D = 3 : 1.

Simetrala du�i XY seqe stranicu EF u taqki Z. U kom odnosu taqka Z deli du� EF?

Vreme za rad: 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Drugi razred – B kategorija

Koliko ima prirodnih brojeva n > 2 za koje va�i nejednakost1.

log2

(
1 +

1

2

)
+ log2

(
1 +

1

3

)
+ · · ·+ log2

(
1 +

1

n2

)
< 2021?

Realni brojevi a, b i c zadovoǉavaju uslove2.

c > 0, a− 2b+ 4c < 0, a5 + a2b+ c = 0.

Dokazati da je b > a+ c.

Pravougaona tabla m × n, gde su m i n prirodni brojevi i m je neparan, poploqana je3.
figurama slede�a dva tipa, sastavǉenim od qetiri jediniqna kvadrata:

K : i L : ,
pri qemu se figure mogu obrtati i okretati. Dokazati da je upotrebǉeno bar n

2 figura
tipa L.

U konveksnom qetvorouglu povrxine 1
3 jedna dijagonala deli drugu u odnosu 2 : 1. Doka-4.

zati da se ovaj qetvorougao mo�e prekriti trouglom povrxine 1
2 .

Postoje li cifre a i b (a ̸= 0) takve da je broj abbabbaabaab u dekadnom zapisu kvadrat5.
prirodnog broja?

Vreme za rad: 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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23. maj 2021.

Tre�i razred – B kategorija

Odrediti najmaǌi prirodan broj n za koji je taqna nejednakost1.

sin 1 < log3
√
n2 − 2.

(Argument sinusa na levoj strani nejednakosti je u radijanima.)

Bra�a Dule i Marko nasledili su parcelu u obliku petougla ABCDE sa bunarom u2.
taqki F . Geometar Bojan izmerio je da temena imaju koordinate A(−10,−10), B(10,−10),
C(20, 20), D(10, 30) i E(−30, 30), dok bunar ima koordinate F (0, 0).

Dule i Marko tra�e od Bojana da podeli parcelu pravom linijom na dva dela jednakih
povrxina, ali tako da linija deobe sadr�i bunar (kako bi obojica imala pristup).
Odrediti bar jedan naqin na koji to Bojan mo�e uqiniti - drugim reqima, na�i jednaq-
inu linije deobe i koordinate taqaka u kojima ona seqe granicu parcele.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina3. {
x4 + 6x2y2 + y4 = x3 + y3 + 4x2 + 4y2 + x+ y − 1,

x2 + y2 = 3
4 (x+ y) + 2.

Koliko ima ure�enih parova prirodnih brojeva (a, b) za koje va�i4.

nzd(a, b)nzs(a,b) · nzs(a, b)nzd (a,b) = 20202021?

Krǌa x̄̄abla rega n za n > 3 je kvadratna tabla n× n iz qije je i-te vrste odozdo (i = 1, 2,5.

krǌa tabla
reda 6

. . . , n− 2) ukloǌeno n− 1− i poǉa zdesna.

Na�i sve vrednosti n za koje je krǌu tablu reda n mogu�e popuniti prirod-
nim brojevima od 1 do n2 − (1+2+ · · ·+(n−2)) tako da zbir brojeva u svim
vrstama i svim kolonama bude isti.

Vreme za rad: 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Qetvrti razred – B kategorija

Dokazati da za svako x ∈ (0, π
2 ) va�i nejednakost1.

x− tgx

sinx− x
> 2.

Na�i sve kompleksne brojeve z takve da za svaki prirodan broj n va�i |z| > |zn − 2|.2.

Data je piramida SABC zapremine 1. Taqke A′, B′ i C ′ na ivicama SA, SB i SC redom3.
su takve da je A′B′ ∥ AB, BC ∥ B′C ′ i C ′A′ ∥ CA. Taqke A′′, B′′ i C ′′ u ravni trougla ABC
su takve da je A′B′C ′A′′B′′C ′′ prizma. Odrediti najve�u mogu�u zapreminu ove prizme.

Dijamanx̄̄ reda n je vodoravno i uspravno osnosimetriqna figura koja se sastoji od 2n+14.
redova sa 1, 3, 5, . . . , 2n−1, 2n+1, 2n−1, . . . , 5, 3, 1 jediniqnih kvadrati�a. Ugica du�ine k
(k > 2) je figura koja se dobija od pravougaone kolone k×1 dodavaǌem jednog kvadrati�a
u posledǌoj vrsti. Udice je dozvoǉeno okretati i obrtati.

(a) Dokazati da se dijamant reda n ne mo�e poploqati udicama du�ine 2 ni za jedno n.

(b) Postoje li prirodni brojevi n i k > 2 za koje je mogu�e poploqati dijamant reda n
udicama du�ine k?

dijamant reda 4 udica du�ine 4

Na�i sve trojke prirodnih brojeva (a, b, c) za koje va�i5.

aa! + bb! = 21c2 + 17.

Vreme za rad: 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.


