38. BAJIKAHCKA MATEMATNUYKA OJIMMIINJA ITA

Kunap (onmaju) — 8. cenrembap 2021.

Y tpoyrany ABC Baxku AB < AC. Rpysxkuuna o nposiasu kpo3 tauke B u C u cangpxu
Tayky A y yHyTpammocTu. lauke X m Y Ha KPYKHUIM @ Cy TakBe na je <BXA=
<AYC. Ilpu Ttome cy Ttaure X u C ca pa3auuuTux cTpaHa npase AB, a tauke Y u
B ca pasznmuuutux crpana npase AC.

Iorazatu nma 3a cBe moryhe monoskaje tavaka X m Y Ha KpyskHUIM @ npaBe XY
vMajy 3aj€IHUYKY TavKYy. (Yijegumerno Kpamwesciueo)

Onpenutu ce ¢pyurnuje f:(0,+00) — (0,+00) TakBe na 3a cse X,y € (0,+00) BaKu

fOx+ )+ fy)=2f0)+y. (I'pura)

Heka cy a, b u ¢ npupoauu O6pojeBu 3a KOje BaKU j€THAKOCT
(a,b) + [a,b] =2021°.

Axo je |a—b| mpoct 6poj, nokaszatu ma je 6poj (a+ b)? +4 cromes.

(Ca (m,n) ce o3nauaBa HajBehu 3ajemuuuku menunain, a ca [m,n] HajMamU 3ajel-
HUUKM CaIPyKAJIAIl IPUPOIHUX OpojeBa m u n.) (Cpbuja)

Y MumanoBoMm ckiaaumTy y moueTky mma 100 rommiaa ca mo 100 komaga oTmana.
Caaxkor jyrpa Muman uunu jenan on cienehux moresa:

(1°) ykaama caB OTHAI Ca jeHE TOMUJIE;

(2°) yruaama IO jemaH KOMax OTIANa Ca CBAKE TOMUIIE.

MebyTuMm, cBake Beuepu 3im hHyOperap ce ymyma y CKIAIUNITE U YUHU jeTaH OJ
cinenchux moresa:

() momaje mo jeman KOManI OTHala Ha CBAKy HENMPAa3HY T'OMUILY;

(II) mpaBm HOBY TOMUJY Ca jeIHUM KOMAaIOM OTIIaJA.

Konuko majmame more3a tpeba Muspany ma Ou yKIOHMO caB OTHAL M3 CKJIAIUIITA
HE3aBUCHO O moTe3a 3J0r hybperapa? (Yjegumerno Kpamesciieo)

Ceaxu 3agatarx epegu 10 doena.
Bpeme 3a pag: 4% cattiu.



PEIIIEIHA

OszmaumMo ca p mpaBy Kpo3 Tauky A mapasenny npasoj BC. Heka nmpase BA, CA,
XA un YA noHoBo cery kpyskHuny @ y taukama B',C', X' Y' pemom. okaszahemo ma
je Tpaskena tauka npecek T npasux B'C' u p. B
N3 <«BYY' = <X'XC caemu BY' = X'C, na je BCX'Y'
jennakokpaku tpame3 u X'Y' | BC. Camna je <YAT =
4YY'X' = «YXA, mrTo 3Haum ma mpaBa p OOIUPY]e
kpysxaULY XAY y Taurm A.

Amnanorno (<C'AT = <C'CB =<C'B'A), npasa p nomu-
pyje u kpysauy B'AC' y rauku A, Te je TB'-TC' = TA?.
Cnemu ma tauka T mMa jemHaky MOTEHIU]y y OOHOCY Ha KpyskHUIE 0 u XAY, mTo
3HAUM Ja OHA JEKU Ha HUXOBO)] PaAWKAJIHO] Ocu, Tj. npaBoj XY.

3a mpousBoJHE X,y >0 mocmarpajmMo 0poj z=x+ f(x)+ f(y). Ilpu Ttome je f(z)=
2f(x)+y, ma 3aMeHOM Yy =z y OaTy jeaHaduHy (%) mobujamo

fy+D)=f(»)+D, rmeje D=x+3f(x). )

C mpyre crpane, 3ameHa x=z y () maje f(y+2f(y)+D)=4f(x)+3y, mro 360r (M)
rmocraje

fy+2f(y)=3y+f(x)—x 3a cBe x,y>0.
Kako meBa cTpana He 3aBUCH OX X, 3aK/bydyjeMo na je f(Xx)—X = KOHCTAHTHO, Tj.
f(x) =x+c. JenHocTaBHOM pPOBEpPOM cienn na je pyHKIUja f(X) =X jeIUHO peneme.

Cmarpahemo na je a—b=p>0. bpoj d=(a,b) nenru a-b=p, na je d=1 unu d = p.
Kako d memnu [a,b] + (a,b) =2021¢=43°-47°, mopa O6utu d =1 unu d = p € {43,47}.

(1°) IIpso ucnurajmo cayuaj (a,b)=1. Tana je (a,b)+[a,b] = ab+1=2021°.

[TozmaTto Ham je ma cBaku mpocT Opoj g =1 (mod 4) uma TayHO jeqHO TpeEn-
craBbame y obJuKy 30upa mBa kBaapata (mo Ha mopenak). Mebyruwm, ako je
¢ mapHO, OHJa OPOj ) )

(a+b)"+4=(a—Db)"+4-2021°
“Ma [Ba TaKBa IPeICTaBbama (IpUMeTuMo 1a je a—b#2), te 3aT0 Mopa Gutu
CJIOKEH.

Ocraje cayuaj memapuor c¢. Tama mmamo ab=2021°-1=1 (mod 3), oxarie je

a=b (mod 3), tj. 3|p. Cnenu na je p=3 u 2021°=ab+1= a’-3a+1 u onar-

1e (2a—3)?>=4-2021°+5=5 (mod 43). MebyruMm, oBo je memoryhe jep 5 nuje
5

KBaJPATHU OCTATaK 10 MOLyIy 43: 3amcra, ()= (%) = (%) =-1.

(2°) Heka je cana (a,b)=a—b=pe{43,47}. Axo je a=px, ouna je b=p(x—1) u
2021° = (a,b) + [a,b] = p+ px(x—1) = p(x* = x +1).

MebyTum, 6poj x* —x+1 He Moxke GuTu memuB ca 47 (3amcra, y CympoTHOM

je (2x-1)>=-3 (mod 47), a To je memoryhe jep je (32)=(%)=(5)=-1). 3aro
je jemuma moryhmocr c=1, p=47 u x> —x+1=43. Tanma je x=7, a=7-47 u

b=6-47, a Tana je Opoj (a+ b2 +4=(13-47)>+4=0 (mod 5) cio:keH.



4. Tlommny hemo 3BaT; mMa.aom aKO ce CACTOJU O CaMO jeTHOT KOMaJa OTIana, & 8e-
AUKOM Y CYIPOTHOM.

(a) Muman y npBoM moTe3y yKjIama jemHy TOMUIY, OCTaBmajyhu jom 99 romuia.
Cneneha crpareruja omoryhmhe My ma y HajBuUIne ABa moTe3a CMamU OPOj TOMUIIA
3a jeman. OBako he ouncTuTy crjiamumre HajkacHuje 199-Tor jyrpa.

(1°) Axo bybGperap momyuu cBe nocrojehe romuie, Muman yriIama jeqHy TOMUITY.

(2°) Ako bHybperap mampaBu jemny mMajay roMuiy, Musban yrIama jeqHy O CTAPpUX
romuna. Hapenue Beuepu, ako hHyOperap HampaBu jour jegHy MaJjy TOMUIY,
Mwuman yrirama ca CBake IO jelaH KOMaJ OTIana; ako IIak hHyOperap camo
nomyuu nocrojehe rommie, Muman ykaama jemny. OBako y CBAKOM Caydajy
ocTaje HajBUIlle n—1 romuaa.

(6) C mpyre crpame, ako jenne HONW MMa N BeJIUKUX roMuia, hybperap Moxke na
0b6e3bemu na nBe HOhuU KacHuje Oyme n—1 Beaukux romuiaa. llomTo ,HynTe” mohm;
uMa 100 Besmkux romuia, Muman Hehe ounctuTtu ckiaamgumTe npe 199-tor moresa.

(1°) Ako Musban yjyTpy YKJIOHM ca CBake rOMUje MO jemaH KoMmal, hHybperap ux
n3HOBa monymyje. Cama omer mMa 1N BEJIUKUX TOMUIIA.

(2°) Ako Mwuian yjyTpy YRJIOHM jemHy TOMWUIY, DhyOperap HpaBu jemHy MaJLy
romuiy. Hapennor jyrpa, ako MumaH yKJIOHM jom jemHy roMuiy, hHyope-
Tap OONyBmYyje CBe ToMuie; ako nak Muman ca cBake rOMUJIE YKJIOHU IO jelaH
koMan (Tume octaje 6ap n—1 romuna), hybperap Ha cBaky momaje mo jemax
roman. Tako y oba caydaja uma 6ap n—1 BEJIUKUX TOMUJIA.

[Ipema Tome, omrosop je 199.
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