
38. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Kipar (onlajn) – 8. septembar 2021.

U trouglu ABC vaжi AB < AC . Kruжnica ω prolazi kroz taqke B i C i sadrжi1.
taqku A u unutraxǌosti. Taqke X i Y na kruжnici ω su takve da je ∢B X A =

∢AY C . Pri tome su taqke X i C sa razliqitih strana prave AB, a taqke Y i
B sa razliqitih strana prave AC .

Dokazati da za sve mogu�e poloжaje taqaka X i Y na kruжnici ω prave X Y

imaju zajedniqku taqku. (Ujeouiǌeno Kraǉevs ¯̄xvo)

Odrediti sve funkcije f : (0,+∞)→ (0,+∞) takve da za sve x, y ∈ (0,+∞) vaжi2.

f (x + f (x)+ f (y)) = 2 f (x)+ y. (Grqka)

Neka su a, b i c prirodni brojevi za koje vaжi jednakost3.

(a,b)+ [a,b] = 2021
c

.

Ako je |a−b| prost broj, dokazati da je broj (a+b)2 +4 sloжen.

(Sa (m,n) se oznaqava najve�i zajedniqki delilac, a sa [m,n] najmaǌi zajed-
niqki sadrжalac prirodnih brojeva m i n.) (Srbija)

U Miǉanovom skladixtu u poqetku ima 100 gomila sa po 100 komada otpada.4.
Svakog jutra Miǉan qini jedan od slede�ih poteza:

(1◦) uklaǌa sav otpad sa jedne gomile;

(2◦) uklaǌa po jedan komad otpada sa svake gomile.

Me�utim, svake veqeri zli �ubretar se uxuǌa u skladixte i qini jedan od
slede�ih poteza:

(I) dodaje po jedan komad otpada na svaku nepraznu gomilu;

(II) pravi novu gomilu sa jednim komadom otpada.

Koliko najmaǌe poteza treba Miǉanu da bi uklonio sav otpad iz skladixta
nezavisno od poteza zlog �ubretara? (Ujeouiǌeno Kraǉevs ¯̄xvo)

Svaki zaoua ¯̄xak vreoui 10 īoena.
Vreme za raou: 4 1

2
sa ¯̄xi.



REXEǋA

Oznaqimo sa p pravu kroz taqku A paralelnu pravoj BC . Neka prave B A, C A,1.

X A i Y A ponovo seku kruжnicu ω u taqkama B ′,C ′, X ′,Y ′, redom. Dokaza�emo da
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ωje traжena taqka presek T pravih B ′C ′ i p.

Iz ∢BY Y ′ = ∢X ′XC sledi BY ′ = X ′C , pa je BC X ′Y ′

jednakokraki trapez i X ′Y ′ ∥ BC . Sada je ∢Y AT =

∢Y Y ′X ′ = ∢Y X A, xto znaqi da prava p dodiruje
kruжnicu X AY u taqki A.

Analogno (∢C ′AT = ∢C ′C B = ∢C ′B ′A), prava p dodi-
ruje i kruжnicu B ′AC ′ u taqki A, te je T B ′·T C ′ = T A2.
Sledi da taqka T ima jednaku potenciju u odnosu na kruжnice ω i X AY , xto
znaqi da ona leжi na ǌihovoj radikalnoj osi, tj. pravoj X Y .

Za proizvoǉne x, y > 0 posmatrajmo broj z = x + f (x)+ f (y). Pri tome je f (z) =2.

2 f (x)+ y, pa zamenom y = z u datu jednaqinu (∗) dobijamo

f (y +D) = f (y)+D, gde je D = x +3 f (x). (♠)

S druge strane, zamena x = z u (∗) daje f (y +2 f (y)+D) = 4 f (x)+3y, xto zbog (♠)

postaje
f (y +2 f (y)) = 3y + f (x)−x za sve x, y > 0.

Kako leva strana ne zavisi od x, zakǉuqujemo da je f (x)− x = c konstantno, tj.
f (x) = x+c. Jednostavnom proverom sledi da je funkcija f (x) = x jedino rexeǌe.

Smatra�emo da je a−b = p > 0. Broj d = (a,b) deli a−b = p, pa je d = 1 ili d = p.3.

Kako d deli [a,b]+ (a,b) = 2021c = 43c ·47c , mora biti d = 1 ili d = p ∈ {43,47}.

(1◦) Prvo ispitajmo sluqaj (a,b) = 1. Tada je (a,b)+ [a,b] = ab +1 = 2021c.

Poznato nam je da svaki prost broj q ≡ 1 (mod 4) ima taqno jedno pred-
stavǉaǌe u obliku zbira dva kvadrata (do na poredak). Me�utim, ako je
c parno, onda broj

(a+b)
2 +4 = (a−b)

2 +4 ·2021
c

ima dva takva predstavǉaǌa (primetimo da je a−b 6= 2), te zato mora biti
sloжen.

Ostaje sluqaj neparnog c. Tada imamo ab = 2021c −1 ≡ 1 (mod 3), odakle je
a ≡ b (mod 3), tj. 3 | p. Sledi da je p = 3 i 2021c = ab +1 = a2 −3a +1 i odat-
le (2a −3)2 = 4 ·2021c +5 ≡ 5 (mod 43). Me�utim, ovo je nemogu�e jer 5 nije
kvadratni ostatak po modulu 43: zaista,

(
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)

=
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)

=
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)

=−1.

(2◦) Neka je sada (a,b) = a−b = p ∈ {43,47}. Ako je a = px, onda je b = p(x −1) i

2021
c = (a,b)+ [a,b] = p +px(x −1) = p(x2 −x +1).

Me�utim, broj x2 − x +1 ne moжe biti deǉiv sa 47 (zaista, u suprotnom
je (2x −1)2 ≡−3 (mod 47), a to je nemogu�e jer je

(
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)

=
(
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)

=
(
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3

)

=−1). Zato
je jedina mogu�nost c = 1, p = 47 i x2 − x +1 = 43. Tada je x = 7, a = 7 ·47 i
b = 6 ·47, a tada je broj (a+b)2 +4 = (13 ·47)2 +4≡ 0 (mod 5) sloжen.



Gomilu �emo zvati malom ako se sastoji od samo jednog komada otpada, a ve-4.

likom u suprotnom.

(a) Miǉan u prvom potezu uklaǌa jednu gomilu, ostavǉaju�i jox 99 gomila.
Slede�a strategija omogu�i�e mu da u najvixe dva poteza smaǌi broj gomila
za jedan. Ovako �e oqistiti skladixte najkasnije 199-tog jutra.

(1◦) Ako �ubretar dopuni sve postoje�e gomile, Miǉan uklaǌa jednu gomilu.

(2◦) Ako �ubretar napravi jednu malu gomilu, Miǉan uklaǌa jednu od starih
gomila. Naredne veqeri, ako �ubretar napravi jox jednu malu gomilu,
Miǉan uklaǌa sa svake po jedan komad otpada; ako pak �ubretar samo
dopuni postoje�e gomile, Miǉan uklaǌa jednu. Ovako u svakom sluqaju
ostaje najvixe n −1 gomila.

(b) S druge strane, ako jedne no�i ima n velikih gomila, �ubretar moжe da
obezbedi da dve no�i kasnije bude n −1 velikih gomila. Poxto ,,nulte” no�i
ima 100 velikih gomila, Miǉan ne�e oqistiti skladixte pre 199-tog poteza.

(1◦) Ako Miǉan ujutru ukloni sa svake gomile po jedan komad, �ubretar ih
iznova dopuǌuje. Sada opet ima n velikih gomila.

(2◦) Ako Miǉan ujutru ukloni jednu gomilu, �ubretar pravi jednu malu
gomilu. Narednog jutra, ako Miǉan ukloni jox jednu gomilu, �ubre-
tar dopuǌuje sve gomile; ako pak Miǉan sa svake gomile ukloni po jedan
komad (time ostaje bar n −1 gomila), �ubretar na svaku dodaje po jedan
komad. Tako u oba sluqaja ima bar n −1 velikih gomila.

Prema tome, odgovor je 199.
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