MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo MmaremaTuuapa Cpouje

14. CPIICKA MATEMATUYKA OJINMMIINJAITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

IlpBu mam

24. aBryct 2020.

Hahwu ce Monmune mommaome P(z) Takse ma je mommuoMm P(x)? — 1 memus momm-
HoMoMm P(z +1). (Aywan Byxuh)

Iar je koHBekcaH moauenap ca 6ap b TeMeHa y YMjeM ce CBAKOM TEMEHY CACTajy
TavyHOo 1O Tpu uBuile. /lokazaTu na je moryhe moneanTy CBAKOM TEMEHY TOT IIO-
auenpa HEKV panuoHaJaH Opoj Tako ma Oyay 3a0BoJbeHU ciaenehn ycioBu:

(i) Bbap jeman onm momesreHux GpojeBa je jemmar 2020;

(ii) 3a cBaky cTpaHy moamenpa, NIpou3BOJ OPOjeBa y CBUM TeMEHUMa Te CTpaHe
je jemmak 1. (bojan Dawuh ca capagruyuma)

Ilar je tpoyrao ABC. Taure D u F ua npasoj AB cy takse na je AD = AC n
BE = BC, y3 pacnopen D — A — B — E. Onucane kpyskuure tpoyriaosa DBC
u FAC ceky ce y taukm X # C, a onucane kpy:kuuie tpoyriosa DEC u ABC
cery ce y tauku Y # C. Axko Basku DY + EY = 2XY, onpenutu <ACB.
(Munow Munocasmwesuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaTraka merabHO O0OPa3I0KUTH.
Caku 3amarak Bpenu 7 60moBa.
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Y rpanesy ABCD uuju yHyTpalmbu yrioBu Hucy npasu, mujaronaige AC' u BD
cery ce y tauku F. Hera cy P u () pemom momHo:kja HOpMaJsa m3 teMmeHa A u
B wa mpase BC u AD. Omnucane kpysxuauie tpoyriaosa CEQ u DEP cery ce y
rauku F # F. Ilorazaru na ce npaBe AP, BQ u EF ceky y jeIHOj Tauykyd W
Cy mapaJieJite. (ywarn Byxuh)

3a mpuponan Opoj n, ca vy(n) o3mauaBamo Hajsehwu meo 6poj k > 0 Takas ma
2% | n. IIpermocrasumo ma ¢yermmaja f : N — N 3amoBosmaBa yciose:

(i) f(x) <3z 3a cBe x € N;

(ii) va(f(2) + f(y)) = va(z 4+ y) 3a cBe z,y € N.

IlokazaTuy ma 3a CBakKd IPUPOJAH OPOj a MOCTOjU TAYHO jedaH NPUPOAAH OPOj T
rakaB na je f(z) = 3a. (Aywarn Byxuh)

Iat je npuponan 6poj k. [locmarpajmo cienehy urpy Ha 0€CKOHAYHO] jeIHOIU-

MeH3uOHaJHO] Tabau. Ha modeTky urpe, Ha mosba MOCTaBHAMO YKYIIHO 7. sKETO-

Ha, IPU YeMy MO:Ke OUTH! BUIIE ;KeTOHA Ha MCTOM moJby. Hakon Tora, y cBakoM

MOTe3y M3BPIIABAMO jenHy on cienehux omeparuja:

(1°) Bbupamo mBa cycemHa mojba KOja Ccy oba HempasHa U Ca jeJHOr Ol HUX
IPEHOCUMO CBe KeTOHE Ha APYTO;

(2°) Bupamo mosme ca HGap IBa KETOHA U CA Hera MPEMENITaMO 110 jeJaH KeTOH
k mosma ysneBo u k mosba yAeCcHO.

(a) Axo jen < k+1, norazaru na he ce u3BpmmTU CaMO KOHAUHO MHOTO ITOTE34.

(6) 3a koje BpemnocTu k ce Moxke omabpaTu n U MOCTABUTHU N }KETOHA TAKO Ja
oyme moryh 6eckonavan HU3 moTe3a’ (Huxona Iewposuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabHO O0OPa3I0KUTH.
Caku 3amarak Bpenu 7 60m0Ba.



PEIIIEIHA

Jennua pemema cy nomuaomu P(x) =1 u P(x) = x — ¢, rue je ¢ KOHCTaHTA.

[Mpernocrasumo na je P(x) = (x —¢)(x —x3) - - - (r — =) HEKOHCTAHTAH TIOJMHOM,
IpU 4eMy je ¢ HeroBa KOMIIJIEKCHA HYJa YUjU je peasHn Oeo HajMamu.

[To ycmoBy 3amatka, x + 1 —c memu P(z)? — 1, omakne je P(c—1) = £1. C apyre
crpane, 3a 2 <4 < n Baxkn |c—1—x;] > 1, ma je [P(c—1)| =[]/, Je—1-2;] > 1, a
To je moryhe camo ako je |[c—1—x;| =1, 1j. x; = ¢ 3a cBe 1.

Caemu nma je P(z) = (z —¢)". Mebytum, P(x +¢)? — 1 = 2?" — 1 Huje nemuso ca
Plx+c+1)=(z+1)" ako je n > 2, na je jeauHa MorthOCT n=1.

Hauomena. Ako ce UCKIbYYM YyCIOB MOHUYHOCTU, UMa U HETPUBUjAJTHAX PEIIemha.
Ha npumep, no Ha 3ameHy mpoMeHJ/bUBE T ca T + ¢, (jennHa) pemema cTeneHa 3

ndcy P(x)= ?( 8 — 32?4 8z), onnocHo P(z) = 55 (2* — 22 — 22 — 102 — 12) n

P(x) = Z\/_( — 22% + 82? — x + 32), nok pemema crenena 2 HeMma.

Oszuaunmo ¢ = 2020. IIpBo pasmorpumo ciydaj Kama MOCTOjU CTpaHa J ca map-
HUM OpojeMm TeMeHa. Tanma je MOBOJLHO MONETUTU TEMEHU- To °1

Ma cTpaHe J HaM3MEHUYHO OpojeBe ¢ u %, a CBUM OCTaJIM
TeMeHUMa, mosmenpa 6poj 1. 3awmcra, mpoumsBom OpojeBa 1o
Ha cTpaHu JF je jemHak 1, a cBaka Apyra CcTpaHa WU OeIn
MBUIYy ca cTpaHoM JF (a Ha 0] je mpom3Bon 1) miu Hema 1o o1

HUjeIHO 3ajeqHNUYKO TeMe ca F (Taga cy cBu OpOjeBU Ha H0] jenVHUIE).

Haname cmaTrpamo ma cBe cTpaHe mMajy HemapaH OpPOj TeMeHa. HOCManaJMo
IBe OUCjYHKTHE cTpaHe moauenpa JFa m Fp u temena A
u B wa muma, pemoMm, Tako ma je AB uBuna mosuenpa.
Temenuma oBux nBejy crpana, usyses A u B, momemuhemo
HaM3MEHUYHO OpojeBe c u % KaO0 Ha CJUIU, & CBUM OCTAJIUM
TeMeHUMa moauenpa opoj 1. U y oBom ciuyuajy ce jgako
BUIV IA je YCJIOB 3aaTKA UCIIYHEH.

Hajzan, yBepumo ce ma ce oBakBe crtpaHe Jfy m Fp yBeK
mory uahwu. Ilocroju crpana F koja Huje Tpoyrao (uHaue
6u martu nosuenap 6uo rerpaenap). ITocmarpajmo ueru-
pu y3acTonHe H0j cycemue crpane Fi, Fo, F3 u Fyu. Axo
cy crpane JF; m F3 OUCjYHKTHE, y3MUMO HBUX, a aKO HUCY, OHIA OHE UMA]y
3ajeJHWYKY IeJly MBUIY, IIa TpW cTpaHe JFi, F3 u F UmHe mojac KOju pasaBaja
Fo om F4, Te y TOM ciydajy MoskeMo y3zetu Jo u Fy.

Hauomena. Ilemyje mpuMaM/bUBO MOCTABUTU CHUCTEM JIUHEAPHUX jeTHAUMHA IIO
JoTapuUTMMUMa YIUCAHUX OpOojeBa, jep OH MMa BUIIE jeIHAUYNHA HeTO HETO3HATUX,
IITO FapaHTyje NOCTOjale HEeTPUBUjaJHOT IeJ00pojHOr pemema. Vmak, na 6w
youcanu OpojeBu OmaM palMoOHAJJIHU, jeqHA OJ NPOMEHJLUBUX Yy TOM pPeEIIeHY
Mopa OuTu jemHaka +1, MTO HUje jaCHO 3AIITO Ce€ MOKEe MOCTUNM.



Heka je I. mentap mpunucanor kpyra AABC macupam temena C. Tanma je Al
cumerpaaa yriaa CAD, onmakne je NI.AD = AI.AC. Cnemu ma je <I.DB =
<U.DA = <I.CA = <I.CB, na I. nex&kn va xpyry BCD. Cauuno, I. nexu Ha
kpyry ACE, mro 3uaum na je X = I.. Takobe, rako je XD = XC u ananoruao
XFE = XC, raura X je menrap kpyra CDEY .

Hamwe, <DYA = <CYA - <CYD = «CBA —
<CED = <CED = <CXA = <DXA u cauunao
<FEY B = <EXB. 3aro nocmarpajMo Taury X’
cumerpuuny tauku X y omaocy Ha AB. 360r
<DX'A = <DY A oBa Tauka JeRKU HA KPYTY
ADY, a anamorao u Ha kpyry BEY.

Axo je <C < 60°, onna je <AX'B = <AXB = 90° — 1<C > <C = <AY B, na
rauka X' nexwu yuyrap AABY, a camum tum u yayrap ADEY. Caemnu na je
DY +EY > DX'+ EX' = DX + EX = 2XY. Canuno, ako je <C > 60°, Tauka
Y nexm yuyrap ADEX, te je tana DY + EFY < 2XY. Ilpema tome, ako je
DY + EY = 2XY, mopa outu <C = 60°, a trana je X' =Y ma 3aucra Baku
jeIHaKOCT.

Zpyro pewewe. Yraose tpoyraa ABC o3mauaBamo yobuuajeno ca «, f3,v. Raoy
npBoM permrery, Tauke C, D, E|Y nesxke ma kpyry ca mearpom X. Takobe, 360r
<CYD =<CED = 6, npaBa DY canp:xu cpemumre N smyka AC kpyra ABC.

Osznaunmo <Y DE =z u <YED =vy. Ycaos DY + FEY = 2XY naje sinx+siny =
sinx + sin(90°—2—z) = 1, Tj.

<1—sin %) sin:c+cos%cosa:: 1. (%)

C npyre crpane, cunycua teopema y AADN naje 2sinz sin +7 = cos(S2 —x),

2
cos Z5

. OmnaBae HaIa3MMO

T2 ST

cos % 2 sin O‘J” — sin %

sinx = , COST = ,
V/3—2cosy +4sin 2 cos ¢ \/3—20057—1—45111%00590

OJaKje cirenun tgr = —
2sin

rue je ¢ = a+ 3 —90° = O‘—;B 3ameHoM y jemHaunHy (%) mobujamo

3y — 180°
%cosg = \/3—2cosv+4sin%coscp,

IITO C€ HaKOH KBaApUpalma CBOIMW Ha
2—2cosy — sin%7 B —3t + 4t% + 4¢3
1—4sin? +sin% 11—t — 43

2 cos

. . T
Cos p = , TIme je t_sm§.

2t% 43t
2t2+t4+1

Axo je v # 60°, ckpahuBame 2t — 1 # 0 maje cosp = —
ryhe. IIpema Tome, mopa Outu v = 60°.

< 0, mTo je memo-

Cayuaj rana je AD || BC je jemnoctaBan. Hamme, tana je F cpemumire nujaro-
nase AC, te je FA = EC = EP, a ciuuno Baxku u FB = ED = EQ. Opnarae
crenu na cy kpyrosu CEQ u DEP cuMeTpuyHN y OMHOCY HA CUMETPAIY YA
CP u DQ, re je EF L CP, 1j. EF || AP || BQ.

Oszuaummo ca O raury npeceka npasux AD u BC. Tpoyraosu OAP u OBQ cy



\P{]

omakjae ciaenu nma tauke C', D, P u () 1eKe HA HEKOM

CJIVYHU, TIa je 8—5 = 8—; = %, tj. OC-OP = 0D-0Q, R """

Epyry 7.

Hexka ce mpase AP u BQ cexy y Tauku H, a npase DP
u CQ y rauru G. Rako je GC-GQ = GD-GP, rauka GG
“Ma jeqHaKy MOTEeHIUjy y omHocy Ha kpyrose CE(Q) u
DEP, na oHa JIek HAa BHUXOBO] paaukaHoj ocu KF'.
C mpyre crpane, tauke F, G u H cy KoJmHeapHe Ha
ocuoBy IlamocoBe Teopeme 3a Tpojre Ttauaka B,C, P
u A, D,Q. Cnenu na cy cse uerupu tauke H, F, G u I xonureapue.

Samenom = = y nobujamo vy(f(x)) = va(z). Aro je vy(a) = k > 0, mocmarpamem
dynrmaje g(z) = f(2%z)/2F TBpheme cBomMO Ha ciyuaj memapmor a. 3aTo Ha-
naJjse cMarpamMo na 21 a.

[pumetnmo ma, ako je  #Z y (mod 2F), onma je f(x) # f(y) (mod 2¥). Baucra,
ako je z = —x (mod 2%), omma 2¥ { 2z +y, ma je f(y) # —f(2) = f(x) (mod 2¥).
Onasne takobe cnenu na je ¢pyHrnuja f WHjeKTUBHA.

Heka je 2871 < 3a < 2%, rme je k € N. Kaxo cy f(1), f(3),..., f(2¥—1) mehycobmO
pasaumauTy mo Moxyay 2F, moctoju memapan 6poj x < 2F Takas ma je f(x) = 3a
(mod 2%). TIpermocrasumo ma je f(x) # 3a. Tama je f(x) > 2F, ma us f(x) +
f(2F—z) = 2F (mod 28*t1) cremm na je f(x)+ f(28—x) > 3-2F. MebyTtum, ¢ apyre
crpanme je f(z)+ f(2F—2) < 3(x + (28—2)) = 3 - 2%, ma je To moryhe jemuuo axo
je f(z) = 3z. Omame je x = a (mod 2%), ma je x = a, 1j. omer je f(x) = 3a.

(a) ITorese Bpcre (1°) 3Bahiemo cxyumvamem, a morese Bpcre (2°) cejawem. Iloma
HyMepumeMo penom oOpojesuma ...,—1,0,1,2,.... Iloma ce mory monmenutu Ha
k rmaca mo momyny k, Tako ma IPU cejamy sKeTOHU He Memajy CBOjYy KJacy.

[IpernocTaBuMo mpBO & y jenHOj O Kilaca HeMa HUjemdHOT keToHa. l[losa oBe
KJIace meie Tabiy Ha OJOKOBe mys:kuHE k— 1, KOje omeT HyMepHUIIeMO IeJUM Opo-
jeBuma. Kako mpuamkoM CKym/bara HUjedaH KeTOH He M3JIa3U U3 CBOr OJIOKA,
VHYTap CBAKOr OJIOKA MOKe Ce U3BPUIUTU CAMO KOHAYHO MHOT'O Y3ACTOMHUX CKY-
mwnama. C Apyre crpaHe, Ipu CBAKOM Cejalmy Cce M3 HEKOTr OJIoKa ¢ mpebaiyje
o jemaH ;keToH y OsokoBe ¢ — 1 u 7+ 1. OBako ce 3amarak cBoau Ha cienehu.

Jlema. Hera ce y cBakoM KOpaky Ompa ¢ 1 m3 OJOKa ¢ IpeMemTa 0 jeJaH KeTOH
y 6sokoBe ¢ —1 u i+ 1. Tana ce urpa 3aBpiaBa y KOHAYHO MHOTO KOPakKa.

Jloxas. Ran ron meka nBa cycemua 0yoka  u r-+1 o OIpBU IyT pa3sMeHe *KETOH,
IOIeJIMMO OBOM sKeToHy Opoj x. Ilpunukom cBake ciaenehe pasmene uzmebhy
OBUX ABajy OJIOKOBA MOYKEMO CMAaTpPaTHU Ia Ce Pa3Memyje Taj UCTU KETOH.
OBaxko cBakm keToH camo nupkyiuine usmehy nBa cycemna Omoka. Crenum
na he majBuime n mapoBa OJIOKOBa MKada pasMeHUTH ketoHe. Mebhyrtuwm,
aKoO HEKU OJIOK ceje KeTOHe OEeCKOHAYHO MHOIO IyTa, OHAa TO MOpa Oa
BasKM U 3a cycenHe OiokoBe (MHaue Ou ce y HUMa MOMUIAIO OECKOHAUHO
MHOT'O sKeTOHA), a MHAYKIUjOM U 3a cBe OiokoBe, mro je memoryhe. [

Ocraje cryuaj Kama ce HUjeqHa KJaca MOJba HUKAL HE UCIpAa3HU. Tana ce yBeK y
jemHOj KIacu HaJia3e MBa sKeTOHAa, a y ocrajuMa 1o jeman. Cejama U CKyIbama



ce BpIIe M3 Kjace ca ABa skeToHa. Heka ce y HEKOM TPEHYTKY ceje ca mojba P y
i-Toj KyIacu (Ha KOMe Cy HIBa ;KeTOHA) Ha mosba p—k u p+k. Cunenu crymmpame, u
TO 6e3 cMamema OMIITOCTU yIeCHO Ka (i+1)-Toj knacu - ca mosma ptk Ha mosbe
ptk+1. 3aTtum ce u3 oBor moJna ceje Ha mosma p+1 u pt2k+1. Crnemu crymmame
u3 (i+1)-Te riace, anu He y i-Ty, jep je y 0] jeANHU KEeTOH OCTA0 Ha oLy pFk.
Haxme, cana ce ckymmpa y (i+2)-Ty kaacy. 3akbydyjeMo Ia ce HAU3MEHUYHO Ceje
U CKyIJba, IPU UEMy Ce KJaca U3 KOje Ce ceje M CKyNJba NUKJIUIHO IoMepa 3a
jeman ymecuo. Moxke ce cmaTrpaTu 0e3 yMamema ONIITOCTUA & je sKEeTOH KOjU Ce
CKYyIlJba YBEK MCTU - HA30BUMO ra uypHuMm. LIpHU :KeTOH mepuoanyHO yUuecTByje
y cejamy M3 CBake KJace, MaKjIe Ca CBUM OCTAJIUM KETOHUMA.

[Ipu cBakoM cejamy IPHU KETOH Oala APYTU KETOH k MOJba HA jeqHY CTPAaHY,
a cebe k moma ma gapyry. Tako ce y cBakoM Hukiaycy on k cejama MO3UNU)ja
HajJIeBJbeT KeTOHA moMepa 0ap k moJsba yieBo, a Hajaemmer 0ap k moJsba yaecHo,
Te ce omncer urpe ysehasa 3a 6ap 2k. Mebyrum, y TOKy jemHOr IUKIyca IpHU
meToH He Moke mpehu myT myxum ox k(k + 1), ma makon Ll nukmyca om Bume

2
HEe MOKe CTMNU O HajlaeBJbel M0 HajIelliher, IITO jé KOHAUHA KOHTPAIUKII]jA.

(6) 3a cako k mahemo mpumep nepuomuusue (1 caMuM TUM OECKOHAUHE) UTDE.
[TocmaTpajMo 5k y3acTOmHUX TOJba O3HAUYEHUX penoMm OpojeBuma 1,2,...,5k,
CBAKO Ca IO jeIHUM keTOoHOM. Jleqmmo ux Ha Tpyle on mo k moJba:

1717"'7171 1717"'7171 1717"'7171 1717"'7171 1717"'7171

[Touunmemo ckymmameMm skeTOHA ca mopba 1,...,k Ha mome k+1. 3arum, 3a 1 =
1,2,...,k, ca moma k+1 jemnHOM cejeMO, a TMpeoCcTaJie KEeTOHE C TOT IMOJba CKYII-
JbaMo Ha nose k+i+1 (ocum 3a i = k). HakoH i-Tor mukiayca crame je OBAKBO:

1,1,...,1,0,0,....0  0,0,...,0, k+1—,1,1,....1  2,2,...,2,1,1,....,1 1,1,-,1,1 1,1,---,1,1
K3 K3 K3

Kama amasorae morese omurpamMo u 3aecHa, 100mheMo crambe
1717"'7171 0707"'7070 3737"'7373 0707"' 7070 1717"' 7171

Hajzan, ako cama mocejeMo 1o jenHOM ca cBakor on mosba 2k+1,. .., 3k, nobujamo
KOHQUTYPaIU]y UAECHTUYHY II0JIa3HO].

Ihypuan Byxuh ANANAAAAAAAAAANAANNANNA srb.imomath.com



