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14. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Prvi dan

24. avgust 2020.

Na�i sve moniqne polinome P (x) takve da je polinom P (x)2−1 deǉiv poli-1.

nomom P (x+ 1). (Duxan �uki�)

Dat je konveksan poliedar sa bar 5 temena u qijem se svakom temenu sastaju2.

taqno po tri ivice. Dokazati da je mogu�e dodeliti svakom temenu tog po-
liedra neki racionalan broj tako da budu zadovoǉeni slede�i uslovi:

(i) bar jedan od dodeǉenih brojeva je jednak 2020;

(ii) za svaku stranu poliedra, proizvod brojeva u svim temenima te strane
je jednak 1. (Bojan Baxi� sa saragnicima)

Dat je trougao ABC. Taqke D i E na pravoj AB su takve da je AD = AC i3.

BE = BC, uz raspored D − A − B − E. Opisane kruжnice trouglova DBC
i EAC seku se u taqki X 6= C, a opisane kruжnice trouglova DEC i ABC
seku se u taqki Y 6= C. Ako vaжi DY + EY = 2XY , odrediti ∢ACB.

(Milox Milosavǉevi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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U trapezu ABCD qiji unutraxǌi uglovi nisu pravi, dijagonale AC i BD4.

seku se u taqki E. Neka su P i Q redom podnoжja normala iz temena A i
B na prave BC i AD. Opisane kruжnice trouglova CEQ i DEP seku se u
taqki F 6= E. Dokazati da se prave AP , BQ i EF seku u jednoj taqki ili
su paralelne. (Duxan �uki�)

Za prirodan broj n, sa v2(n) oznaqavamo najve�i ceo broj k > 0 takav da5.

2k | n. Pretpostavimo da funkcija f : N → N zadovoǉava uslove:

(i) f(x) 6 3x za sve x ∈ N;

(ii) v2
(
f(x) + f(y)

)
= v2(x+ y) za sve x, y ∈ N.

Dokazati da za svaki prirodan broj a postoji taqno jedan prirodan broj x
takav da je f(x) = 3a. (Duxan �uki�)

Dat je prirodan broj k. Posmatrajmo slede�u igru na beskonaqnoj jednodi-6.

menzionalnoj tabli. Na poqetku igre, na poǉa postavǉamo ukupno n жeto-
na, pri qemu moжe biti vixe жetona na istom poǉu. Nakon toga, u svakom
potezu izvrxavamo jednu od slede�ih operacija:

(1◦) biramo dva susedna poǉa koja su oba neprazna i sa jednog od ǌih
prenosimo sve жetone na drugo;

(2◦) biramo poǉe sa bar dva жetona i sa ǌega premextamo po jedan жeton
k poǉa ulevo i k poǉa udesno.

(a) Ako je n 6 k+1, dokazati da �e se izvrxiti samo konaqno mnogo poteza.

(b) Za koje vrednosti k se moжe odabrati n i postaviti n жetona tako da
bude mogu� beskonaqan niz poteza? (Nikola Pex̄̄rovi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



REXEǋA

Jedina rexeǌa su polinomi P (x) = 1 i P (x) = x− c, gde je c konstanta.1.

Pretpostavimo da je P (x) = (x− c)(x− x2) · · · (x− xn) nekonstantan polinom,
pri qemu je c ǌegova kompleksna nula qiji je realni deo najmaǌi.

Po uslovu zadatka, x+1− c deli P (x)2 − 1, odakle je P (c− 1) = ±1. S druge
strane, za 2 6 i 6 n vaжi |c−1−xi| > 1, pa je |P (c−1)| =

∏n
i=2

|c−1−xi| > 1, a
to je mogu�e samo ako je |c−1−xi| = 1, tj. xi = c za sve i.

Sledi da je P (x) = (x− c)n. Me�utim, P (x+ c)2 − 1 = x2n − 1 nije deǉivo sa
P (x+ c+ 1) = (x+ 1)n ako je n > 2, pa je jedina mogu�nost n = 1.

Naī̄omena. Ako se iskǉuqi uslov moniqnosti, ima i netrivijalnih rexeǌa.
Na primer, do na zamenu promenǉive x sa x+ c, (jedina) rexeǌa stepena 3

i 4 su P (x) =
√
3

6
(x3 − 3x2 + 8x), odnosno P (x) = 1

36
(x4 − 2x3 − x2 − 10x− 12) i

P (x) = i
√
2

36
(x4 − 2x3 + 8x2 − x+ 33

4
), dok rexeǌa stepena 2 nema.

Oznaqimo c = 2020. Prvo razmotrimo sluqaj kada postoji strana F sa par-2.
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nim brojem temena. Tada je dovoǉno dodeliti temeni-
ma strane F naizmeniqno brojeve c i 1

c
, a svim ostalim

temenima poliedra broj 1. Zaista, proizvod brojeva
na strani F je jednak 1, a svaka druga strana ili deli
ivicu sa stranom F (a na ǌoj je proizvod 1) ili nema
nijedno zajedniqko teme sa F (tada su svi brojevi na ǌoj jedinice).

Nadaǉe smatramo da sve strane imaju neparan broj temena. Posmatrajmo
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dve disjunktne strane poliedra FA i FB i temena A
i B na ǌima, redom, tako da je AB ivica poliedra.
Temenima ovih dveju strana, izuzev A i B, dodeli�emo
naizmeniqno brojeve c i 1

c
kao na slici, a svim ostalim

temenima poliedra broj 1. I u ovom sluqaju se lako
vidi da je uslov zadatka ispuǌen.

Najzad, uverimo se da se ovakve strane FA i FB uvek
mogu na�i. Postoji strana F koja nije trougao (inaqe
bi dati poliedar bio tetraedar). Posmatrajmo qeti-
ri uzastopne ǌoj susedne strane F1, F2, F3 i F4. Ako
su strane F1 i F3 disjunktne, uzmimo ǌih, a ako nisu, onda one imaju
zajedniqku celu ivicu, pa tri strane F1, F3 i F qine pojas koji razdvaja
F2 od F4, te u tom sluqaju moжemo uzeti F2 i F4.

Naī̄omena. Deluje primamǉivo postaviti sistem linearnih jednaqina po
logaritmima upisanih brojeva, jer on ima vixe jednaqina nego nepoznatih,
xto garantuje postojaǌe netrivijalnog celobrojnog rexeǌa. Ipak, da bi
upisani brojevi bili racionalni, jedna od promenǉivih u tom rexeǌu
mora biti jednaka ±1, xto nije jasno zaxto se moжe posti�i.



Neka je Ic centar pripisanog kruga △ABC naspram temena C. Tada je AIc3.

simetrala ugla CAD, odakle je △IcAD ∼= △IcAC. Sledi da je ∢IcDB =
∢IcDA = ∢IcCA = ∢IcCB, pa Ic leжi na krugu BCD. Sliqno, Ic leжi na
krugu ACE, xto znaqi da je X ≡ Ic. Tako�e, kako je XD = XC i analogno
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N
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YXE = XC, taqka X je centar kruga CDEY .

Daǉe, ∢DY A = ∢CY A − ∢CY D = ∢CBA −
∢CED = ∢CED = ∢CXA = ∢DXA i sliqno
∢EY B = ∢EXB. Zato posmatrajmo taqku X ′

simetriqnu taqki X u odnosu na AB. Zbog
∢DX ′A = ∢DY A ova taqka leжi na krugu
ADY , a analogno i na krugu BEY .

Ako je ∢C < 60◦, onda je ∢AX ′B = ∢AXB = 90◦ − 1

2
∢C > ∢C = ∢AY B, pa

taqka X ′ leжi unutar △ABY , a samim tim i unutar △DEY . Sledi da je
DY + EY > DX ′ + EX ′ = DX + EX = 2XY . Sliqno, ako je ∢C > 60◦, taqka
Y leжi unutar △DEX, te je tada DY + EY < 2XY . Prema tome, ako je
DY + EY = 2XY , mora biti ∢C = 60◦, a tada je X ′ ≡ Y pa zaista vaжi
jednakost.

Dru ı̄o rexeǌe. Uglove trougla ABC oznaqavamo uobiqajeno sa α, β, γ. Kao u
prvom rexeǌu, taqke C,D,E, Y leжe na krugu sa centrom X. Tako�e, zbog
∢CY D = ∢CED = β

2
, prava DY sadrжi sredixte N luka AC kruga ABC.

Oznaqimo ∢Y DE = x i ∢Y ED = y. Uslov DY +EY = 2XY daje sinx+sin y =
sinx+ sin(90◦−γ

2
−x) = 1, tj.

(

1− sin
γ

2

)

sinx+ cos
γ

2
cosx = 1. (∗)

S druge strane, sinusna teorema u △ADN daje 2 sinx sin α+γ
2

= cos(α−γ
2

−x),

odakle sledi tg x =
cos

α−γ

2

2 sin
α+γ

2
−sin

α−γ

2

. Odavde nalazimo

sinx =
cos α−γ

2
√

3− 2 cos γ + 4 sin γ
2
cosϕ

, cosx =
2 sin α+γ

2
− sin α−γ

2
√
3− 2 cos γ + 4 sin γ

2
cosϕ

,

gde je ϕ = α + γ
2
− 90◦ = α−β

2
. Zamenom u jednaqinu (∗) dobijamo

2 cos
3γ − 180◦

4
cos

ϕ

2
=

√

3− 2 cos γ + 4 sin
γ

2
cosϕ,

xto se nakon kvadriraǌa svodi na

cosϕ =
2− 2 cos γ − sin 3γ

2

1− 4 sin γ
2
+ sin 3γ

2

=
−3t+ 4t2 + 4t3

1− t− 4t3
, gde je t = sin

γ

2
.

Ako je γ 6= 60◦, skra�ivaǌe 2t− 1 6= 0 daje cosϕ = − 2t2+3t
2t2+t+1

< 0, xto je nemo-
gu�e. Prema tome, mora biti γ = 60◦.

Sluqaj kada je AD ‖ BC je jednostavan. Naime, tada je E sredixte dijago-4.

nale AC, te je EA = EC = EP , a sliqno vaжi i EB = ED = EQ. Odatle
sledi da su krugovi CEQ i DEP simetriqni u odnosu na simetralu duжi
CP i DQ, te je EF ⊥ CP , tj. EF ‖ AP ‖ BQ.

Oznaqimo sa O taqku preseka pravih AD i BC. Trouglovi OAP i OBQ su
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sliqni, pa je OP
OQ

= OA
OB

= OD
OC

, tj. OC ·OP = OD ·OQ,
odakle sledi da taqke C, D, P i Q leжe na nekom
krugu γ.

Neka se prave AP i BQ seku u taqki H, a prave DP
i CQ u taqki G. Kako je GC ·GQ = GD·GP , taqka G
ima jednaku potenciju u odnosu na krugove CEQ i
DEP , pa ona leжi na ǌihovoj radikalnoj osi EF .
S druge strane, taqke E, G i H su kolinearne na
osnovu Paposove teoreme za trojke taqaka B,C, P
i A,D,Q. Sledi da su sve qetiri taqke H, E, G i F kolinearne.

Zamenom x = y dobijamo v2(f(x)) = v2(x). Ako je v2(a) = k > 0, posmatraǌem5.

funkcije g(x) = f(2kx)/2k tvr�eǌe svodimo na sluqaj neparnog a. Zato na-
daǉe smatramo da 2 ∤ a.

Primetimo da, ako je x 6≡ y (mod 2k), onda je f(x) 6≡ f(y) (mod 2k). Zaista,
ako je z ≡ −x (mod 2k), onda 2k ∤ z + y, pa je f(y) 6≡ −f(z) ≡ f(x) (mod 2k).
Odavde tako�e sledi da je funkcija f injektivna.

Neka je 2k−1 < 3a < 2k, gde je k ∈ N. Kako su f(1), f(3), . . . , f(2k−1) me�usobno
razliqiti po modulu 2k, postoji neparan broj x < 2k takav da je f(x) ≡ 3a
(mod 2k). Pretpostavimo da je f(x) 6= 3a. Tada je f(x) > 2k, pa iz f(x) +
f(2k−x) ≡ 2k (mod 2k+1) sledi da je f(x)+f(2k−x) > 3 ·2k. Me�utim, s druge
strane je f(x) + f(2k−x) 6 3(x+ (2k−x)) = 3 · 2k, pa je to mogu�e jedino ako
je f(x) = 3x. Odavde je x ≡ a (mod 2k), pa je x = a, tj. opet je f(x) = 3a.

(a) Poteze vrste (1◦) zva�emo skuī̄ǉaǌem, a poteze vrste (2◦) sejaǌem. Poǉa6.

numerixemo redom brojevima . . . ,−1, 0, 1, 2, . . . . Poǉa se mogu podeliti na
k klasa po modulu k, tako da pri sejaǌu жetoni ne meǌaju svoju klasu.

Pretpostavimo prvo da u jednoj od klasa nema nijednog жetona. Poǉa ove
klase dele tablu na blokove duжine k−1, koje opet numerixemo celim bro-
jevima. Kako prilikom skupǉaǌa nijedan жeton ne izlazi iz svog bloka,
unutar svakog bloka moжe se izvrxiti samo konaqno mnogo uzastopnih sku-
pǉaǌa. S druge strane, pri svakom sejaǌu se iz nekog bloka i prebacuje
po jedan жeton u blokove i− 1 i i+ 1. Ovako se zadatak svodi na slede�i.

Lema. Neka se u svakom koraku bira i i iz bloka i premexta po jedan жeton
u blokove i− 1 i i+1. Tada se igra zavrxava u konaqno mnogo koraka.

Dokaz. Kad god neka dva susedna bloka x i x+1 po prvi put razmene жeton,
dodelimo ovom жetonu broj x. Prilikom svake slede�e razmene izme�u
ovih dvaju blokova moжemo smatrati da se razmeǌuje taj isti жeton.
Ovako svaki жeton samo cirkulixe izme�u dva susedna bloka. Sledi
da �e najvixe n parova blokova ikada razmeniti жetone. Me�utim,
ako neki blok seje жetone beskonaqno mnogo puta, onda to mora da
vaжi i za susedne blokove (inaqe bi se u ǌima gomilalo beskonaqno
mnogo жetona), a indukcijom i za sve blokove, xto je nemogu�e.

Ostaje sluqaj kada se nijedna klasa poǉa nikad ne isprazni. Tada se uvek u
jednoj klasi nalaze dva жetona, a u ostalima po jedan. Sejaǌa i skupǉaǌa



se vrxe iz klase sa dva жetona. Neka se u nekom trenutku seje sa poǉa p u
i-toj klasi (na kome su dva жetona) na poǉa p−k i p+k. Sledi skupǉaǌe, i
to bez smaǌeǌa opxtosti udesno ka (i+1)-toj klasi - sa poǉa p±k na poǉe
p±k+1. Zatim se iz ovog poǉa seje na poǉa p+1 i p±2k+1. Sledi skupǉaǌe
iz (i+1)-te klase, ali ne u i-tu, jer je u ǌoj jedini жeton ostao na poǉu p∓k.
Dakle, sada se skupǉa u (i+2)-tu klasu. Zakǉuqujemo da se naizmeniqno seje
i skupǉa, pri qemu se klasa iz koje se seje i skupǉa cikliqno pomera za
jedan udesno. Moжe se smatrati bez umaǌeǌa opxtosti da je жeton koji se
skupǉa uvek isti - nazovimo ga crnim. Crni жeton periodiqno uqestvuje
u sejaǌu iz svake klase, dakle sa svim ostalim жetonima.

Pri svakom sejaǌu crni жeton baca drugi жeton k poǉa na jednu stranu,
a sebe k poǉa na drugu. Tako se u svakom ciklusu od k sejaǌa pozicija
najlevǉeg жetona pomera bar k poǉa ulevo, a najdexǌeg bar k poǉa udesno,
te se opseg igre uve�ava za bar 2k. Me�utim, u toku jednog ciklusa crni
жeton ne moжe pre�i put duжi od k(k + 1), pa nakon k+1

2
ciklusa on vixe

ne moжe sti�i od najlevǉeg do najdexǌeg, xto je konaqna kontradikcija.

(b) Za svako k da�emo primer periodiqne (i samim tim beskonaqne) igre.
Posmatrajmo 5k uzastopnih poǉa oznaqenih redom brojevima 1, 2, . . . , 5k,
svako sa po jednim жetonom. Delimo ih na grupe od po k poǉa:

1,1,··· ,1,1 1,1,··· ,1,1 1,1,··· ,1,1 1,1,··· ,1,1 1,1,··· ,1,1

Poqiǌemo skupǉaǌem жetona sa poǉa 1, . . . , k na poǉe k+1. Zatim, za i =
1, 2, . . . , k, sa poǉa k+i jednom sejemo, a preostale жetone s tog poǉa skup-
ǉamo na poǉe k+i+1 (osim za i = k). Nakon i-tog ciklusa staǌe je ovakvo:

1,1,...,1
︸ ︷︷ ︸

i

,0,0,...,0 0,0,...,0
︸ ︷︷ ︸

i

, k+1−i,1,1,...,1 2,2,...,2
︸ ︷︷ ︸

i

,1,1,...,1 1,1,··· ,1,1 1,1,··· ,1,1

Kada analogne poteze odigramo i zdesna, dobi�emo staǌe

1,1,··· ,1,1 0,0,··· ,0,0 3,3,··· ,3,3 0,0,··· ,0,0 1,1,··· ,1,1

Najzad, ako sada posejemo po jednom sa svakog od poǉa 2k+1, . . . , 3k, dobijamo
konfiguraciju identiqnu polaznoj.
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