61. MEBYHAPOJIHA MATEMATNYRA OJIMMIINJA JTA

Cankt IleTrepOypr, Pycuja <«na ganvuny> — nonenesbakr, 21. cenremdap 2020.

ITatu cy kouBekcaH yeTBopoyrao ABCD u Ttauka P y merosoj yayrpammoctu. [Ipu
TOMe Baske ciaemehu ycaoBuU:

<{PAD:<PBA:<<DPA=1:2:3=<CBP:<BAP:<BPC.

Ilokazatu ga ce ciaenehe Tpu mpase CEKy y jeIHO] TAUKU: CUMETPAJE YHYTPAIIHLUX
yriaoBa <{ADP u <PCB u cumerpaia mysxu AB. (llowcxra)

Iatu cy peannu 6pojeBu a,b,c,d 3a xoje Baku a=b=c=2d>0u a+b+c+d=1.

Iloka3aTu HejemTHAKOCT
(a+2b+3c+4d)a® b’ ccd? < 1. (Beniuja)

Ilato je 4n ramenmumha texkuua 1,2,3,...,4n. CBaku kamenuymh o000jeH je jemHOM
omn n 60ja u cBakoM OojoM OobOojeHa cy TadyHO dveTupu KamenHumha. Jlokazatu na
KaMeHumhe MOKeMO MOIeJUTU Ha ABe TOMUJIE TAaKOo ma Baske oba ciemeha ycmosa:

e YKyIHe TeKUHE KaMeHumnmha y CBaKOj] TOMWJIN CY HCTE;

o CBaka rommia Caap:Ku IO IBa KaMeHUYnha on cBake Ooje. (Mahapcra)

Language: Serbian Bpewme 3a pam: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 00mI0Ba
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61. MEBYHAPOJIHA MATEMATNYRA OJIMMIINJA JTA

Cankt IleTrepOypr, Pycuja <«na ganuny> — yTopaxk, 22. cenremoap 2020.

Hat je mpuponsar 6poj n>1. Ha jenmoj maamuey mocroju n? cTaHWNa Koje Cy Ha
MebhycobHO paszauuutuMm BucuHaMma. CBaka Ol ABe KOMIIAHUj€ KOj€e YIpaBJ/bajy KuUa-
pama, A u B, uMma k kr4yapa; cBaka ;KuYapa OMOryhnyje npeBo3 O jeIdHe CTAHUIE 0
npyre koja je a Behoj Bucunu (6e3 ycunyTHux crajama). CBux k skruuapa KOMIAHU]E
A umajy k pa3inuuTUX MOYETHUX CTAHUNA U kK PA3IUYUTUX KPAJHUX CTAHUIA, IPU
JyeMy jKrudapa Koja MMa BUIIY IIOYETHY CTAHUWIY MMa U BUIOLY Kpajimy cTaHuiy. Vcrto
BayKU 1 3a KoMmmanujy B. Raskemo na jenna koMmaHuja @ioge3yje IBe CTAHUIE aKO je
Moryhe 13 HIKe CTUNU y BUIIY KOPUIINemeM jeJHe UK BUIIE sKUYapa T€ KOMIIaHU]e
(npu yemy mpyra Kpertama maMehy cTaHWIA HUCY HO3BOJHEHA).

Oppenutu HajMawmy mpupoman OpPoj k 3a KOju CUTYypPHO MOCTOje ABE CTAHUIE KOje
moBe3yjy ob6e KoOMIaHuje. (Unguja)

Iat je mmun ox n>1 kaparta. Ha cBakoj kapTu je HamucaH jenaH npupomaH Opoj.
[MInnn uma ocobuHy na je apuTMeTUYKA CpearHa OpojeBa HAIIMCAHUX HA MPOU3BOJb-
HOM TIapy Kapara u3 IMNuJIa jelHaka TeOMEeTPHUjCKOj cpeauHu OpojeBa HAIMCAHUX HA
HEKOM CKYIy KOJU Ce CacCTO]u O jelHe WM BUIIE KapaTa W3 MIIUJIa.

3a Koje n cienu ma OPOjeBU HANMCAHU HA CBUM KapTama IIIUIa MOpajy Outum jen-
HAKM ! (Ectuonuja)

IlokazaTuy na MOCTOjU MO3UTUBHA KOHCTAHTA C TAKBa Oa Basku cienehe TBpheme:

Heka je n>1 npuponar 6poj m S CKyn ox n Tadyaka y PaBHU TaKaB Oa
je pactojame usmebhy cBake nBe Tauke ckyma S Oapem 1. Tana ciaenu ma
nmocToju mpaBa ¢ Koja pa3mBaja S TakBa na je pacTojame oI OWJIo Koje
Tauke ckyma S no mpase ¢ Gapem cn”l/3.

(ITpaBa ¢ pasgeaja ckynm Tavaka S aKO HEKa Ay YUJjU Cy KpajeBU y CKyImy S cede
npasy ¢.)

Haiiomena. 3a cnabuje pesyarare y kojuma je cn V'3 zamemeno ca cn™® mory ce
MOOUTY MOEHU y 3aBUCHOCTU O] BPEIHOCTU KOHCTaHTEe & > 1/3. (Tajear)
Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara n 30 munyTa

CBaku 3amaTak Bpenu 7 00m0Ba



PEIITEILA

Osznaunmo <PAD=x u <CBP=y.

I[Tocmarpajmo tauke K m L pemom Ha moaynpaBuMm DA u
CB TakBe na je DK=DP u CL=CP. 3 <ADP =180°—-4x
canemun <{DPK = <PKD =2x =<PBA, mTO 3HaUM Oa TavKa
K nexu ma kpyry o omnmcanom oko AAPB. Amajsiorso, u
Tayka L JeXU Ha KPYTY O.

Cumerpasie yranoBa ADP u PCB cy yjemHo u cumMmerpade
nyx#m PK m PL, Te ce oHe ceky y HeHTPY S Kpyra w, a
jacHo je na je SA=SB.

Kako je Ha OCHOBY TeskuHCKe HejemmarocTu m3Mmby cpemmua a®blcd?<a-a+b-b+
c-c+d-d=a?+b*>+c*+ dz, JOOBOJLHO je JMOKa3aTU HejeTHAKOCT

(a+2b+3c+4d)(a®> +b* +c*+d*)<1=(a+b+c+d)>, (%)
a OHa ce IMOKa3yje je ITHOCTAaBHUM pa3BujameM 00ejy crpana. Hawmwme,

(a+b+c+d)?=(@+3b+3c+3d)(@® +b*+c? +d?)
+2(a-b)b?* +2(a—-c)c® +2(a—d)d? +6(abc + abd + acd + bed)

> (a+2b+3c+4d)(a® + b* + c® + d?).

Haiiomena. HejemmakocT (%) ce Moxke mokaszaTu Ha MHOrO Haumba. O3maummo ca L
JIeBy CTpaHy. 3a modeTak, Baxku a+2b+3c+4d<a+3b+3c+3d=3-2a.

e axo je a< 3, umamo a’+b?+c*+d* <ala+b+c+d) =a, te je L<a@d-2a) =

1-1-2a)(1-a)<1.

e ako je a=>3, umamo @’ + b’ +cF+d?* <a*+(b+c+d)?=a’+(1-a)? =1-2a+2a°,

Te je L<(3-2a)(1-2a+2a%)=1-2(1-a)*Ra-1)<1.

IToBOJLHO je cauMHUTY TOMUJIY Ol N MapoBa KaMeHunha ykymHe TexuHe 4n+1 Tako
na cBaka 00ja Oyme 3aCTyl/beHa TayHO JIBAITyT.

[TocmaTpajmo rpa¢ ¢ ca n TemeHa Koja oarosapajy 6ojama. 3a cBaku Iap KaMeHYN-
ha ca 30upom Texxkuna 4n+1 Hanprajmo jenny rpany maMmebhy muxosux Ooja. I'pad 4
MOKE€ MMaTU IIeTJ/hbe M BUIHICCTPYKE I'paHe, aJii CBAKO IHEeroBO TeEMeE I/IMahe cTelneH 4.
Tpaxena rommiia onrosapahe noarpagy oBor rpaga y KOMe CBUX 1 TeMEHa MMajy
cremneH 2, nma Tpeba KOHCTPYUCATU jeTaH TakaB moarpad.

[lomTo cBako TeMe mMa mapaH CTENEH, y CBAKOj IOBe3aHO] KOMIIOHEHTU rpada ¥
MoskeMo na Habhemo OjnepoB mukayc m 0060juUMO HEroBe rpaHe HAW3MEHUYHO IIPHO



u Oeso. [lomTo ce y cBakom TemeHy rpada ¥ cacrajy mo IOBe IpHe n Oeje rpaHe,
noarpad oapeben npauM rpanaMa nMa CBa TEMEHa CTEIeHa 2, YMMe je MUJb UCITYHEH.

Zpyio pewewe. IIBa ramenumha cmojuhemo gebenom rpaHOM ako je 30Up HUXOBUX
Maca 4n+1. Ocum Tora, y cBakoj 6oju momesmuhemo kamMenuyrhe TPOU3BOJLHO y IBA
napa koju he mpencraBmatu wakke rparne. OBako kameHunhu ynue rpad ¢4 y xKome
13 CBAKOI TeMeHa u3ja3se 1o jenHa nebesia v TaHKa rpaHa (IONyIITEHE Cy W IyILIe
rpaue). OBaj rpad je yHUja OUC]YHKTHUX HUKJIYCA YKje Cy TpaHe =3
Hau3MeHn4HO nebese u tanke. CBaku nukiayc caap:xku 0, 2 uiau
4 kamernunha y cBakoj 0Ooju.

[IpumeTruMmo ma, ako ce HujemHa OOja He jaBJ/ba y ABA IUKJIYCA,
OHZA Cy Oy:KUHE CBUX NUKJIycCa nebuBe ca 4. Y TOM Ciydajy mno0-
BOJBHO je 13 CBAKOT NUKJIyca pacnopeautu nebese rpane (3ajemqHo
ca TeMeHVMMa) HAU3MEHUYHO Ha JIEeBY W IEeCHY TOMUIY. 3aucTa,
Tako he cBaka TaHKa I'paHa UMaTU IO JeTHO TeMe Ha oOeMma romMumiaMa.

Ocraje cayuaj kKama y HEeKOj Ooju mMaMoO ABe TaHKe rpaHe, penuMo ab u cd, y nBa
pa3anunTa IMUKIyCca. 3aMEHOM OBUX ABejy rpaHa (MCTO TaHKUM) rpanava ac u bd
MOKEMO [1a CIOJUMO Ta ABa IUKJIyca. HacraBimameM OBOI MOCTYMKA KOHAYHO NeMmo
nobutu rpad ¥ y KoMe ce cBaka 00ja jaBiba caMO y jeTHOM IUKIIYCY.

Ogiosop: n>—n+1.
Cnenehu npumep mokasyje na 3a k=n?—n yciaoB He MOpa OUTH 3a,0BOJLEH:

e ;KHMUape KoMmauuje A Bo3e on cranune [ 10 i+1 kax rox nfi+l;

e JKMUape KOMNOaHUje B Bo3e om cTaHUIE i MO [+ 1 Kal IO je [ < n%-n.
[IpermocTaBuMo cana na je k=n’—-n+1. Jlunujama 30BeMO MAKCUMAJHE HI30BE
CTAaHUIIA y KOjUMa CBaKe IBE Y3aCTOIHE MOBe3yjy skudape mcte komnanuje. Jlunuja
MoOke OuTm u jeqHounaHa. [IpBe cramumne nmHMja KOMIaHuje A cy OHe y KOje He BOIU
HIjeHA :KUYapa Te KOMIaHuje, a TakBux uMma n’—k<n-1. Cnemu na xommanuja A,
a CJIUYHO M KoMmaHuja B, nma majBume n—1 guauja. bap jenna jJmHMUja KOMIIAHU]e
B nma Bume on ';12__11 =n+1 cranumna, a HeEKe OBe O HUX MOPA]y IPUMATATHA WU UCTO]
auauju komnauuje A. Jlakie, obe KOMIIaHUje MOBE3Y]y TE€ ABE CTAHUIIE.

Haiiomena. Victu nokas paau u ako je 6poj cranumna N: Tazna je onroBop N—|v/n]+1.

Ogiosop: 3a CBaKO n.

O3raunMoO 6p0jeBe ca a) S dy <...< d, U IPETIOCTaBUMO IOa HUCY CBU je,HHaKI/I.
[Tomro mememe cBux OpojeBa KOHCTAHTOM UyBa OCOOWHY MIMUIIA, MOKEMO [a CMa-
TpaMo He yMamkhyjyhu OmmTOoCT Oa HUjemaH IpOCT Opoj He mesu cBe Opojese.

Omabepumo npoct 6poj p | a,. Ilocroju unnekc i Takas na pfa; u pl a1, iv2,...,ay.
. S+ . . .
[To ycmoBy 3amatka, Opoj % > a; je TeOMETPUjCKa CpeauHa HEKOJUKO OpojeBa,



on xKojux je Oap jemanm Behwm onm a; u camum tum messuB ca p. Craemu na je m O6poj

S+ . . .
45 nemuB ca p, Tj. Oa pla;, WTO je KOHTPAIMKIN]A.

Onmabepumo Tauke A,B€ S 3a koje je pacrojame M = AB makcuMaJyHO. Yuras CKym
S nexu y npecery amckoBa Y4(A, M) u Yg(B,M).

OpToronasnue mpojeknuje ravyaka ckymna S gesne ny:x AB Ha
n—1 ny:xu. Aro HajBeha onx TUX AyEU MMa Oy:RKUHY 2d,
OHZa HeHa cuMeTpasa ¢ pa3aBaja CKyI S, a CBe Tadyke U3
S cy Ha pactojamy Oap d on npase ¢. Ilpumerumo na je
M<(n-1)-2d<2nd.

1

Hera je C taura ma nysxu AB TakBa na je AC=3, a amu
¢ penoMm HOpMaJie HA npaBy AB y taukama A u C. IlomTo
Cy TpOjernuje Tavaka ckymna S Ha MehycoOHOM pacTojamy
HajBuire 2d, dap ﬁ Bux jgexu Ha ayxu AC. Ilakme, Oap

.........
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1

__________

_____________

k = [ﬁ] Tayaka u3 S gexu y meny J aucka Pg usmeby
IIpaBUX a u C.

O6nacr T je kpysHM oncedar aysxume 2y/M?—(M-14)? <2vM. C npyre crpane,

MIOIITO Cy CBake naBe on k Tavaka u3 SNJ Ha pacTojamy 0ap 1, BHUXOBE MPOjEKIn]e
Ha MPaBy € Cy Ha pacTojamy Oap \/1—(%)2 = @ Cnemu na je (k—l)@ <2VM, Tj.
k<l+ %\/M<4\/M. Cse y cBewmy,

1

1
— <k<4vVM<4v2nd, . d>——=,
14 < <4VM<4V2n Tj >8\3/ﬁ

a ce y opmynanuju 3agaTka Moxke y3etu C= %.
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