
61. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Sankt Peterburg, Rusija ≪na ouaǉinu≫ – ponedeǉak, 21. septembar 2020.

Dati su konveksan qetvorougao ABC D i taqka P u ǌegovoj unutraxǌosti. Pri1.

tome vaжe slede�i uslovi:

∢PAD : ∢PB A : ∢DPA = 1 : 2 : 3 =∢C BP :∢B AP :∢BPC .

Dokazati da se slede�e tri prave seku u jednoj taqki: simetrale unutraxǌih
uglova ∢ADP i ∢PC B i simetrala duжi AB. (Poǉska)

Dati su realni brojevi a,b,c,d za koje vaжi a Ê b Ê c Ê d > 0 i a +b + c +d = 1.2.

Dokazati nejednakost
(a+2b +3c +4d) aa bb cc d d < 1. (Belı̄ija)

Dato je 4n kamenqi�a teжina 1,2,3, . . . ,4n. Svaki kamenqi� obojen je jednom3.

od n boja i svakom bojom obojena su taqno qetiri kamenqi�a. Dokazati da
kamenqi�e moжemo podeliti na dve gomile tako da vaжe oba slede�a uslova:

• Ukupne teжine kamenqi�a u svakoj gomili su iste;

• Svaka gomila sadrжi po dva kamenqi�a od svake boje. (Ma�arska)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
Svaki zadatak vredi 7 bodova



61. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Sankt Peterburg, Rusija ≪na ouaǉinu≫ – utorak, 22. septembar 2020.

Dat je prirodan broj n > 1. Na jednoj planini postoji n2 stanica koje su na4.

me�usobno razliqitim visinama. Svaka od dve kompanije koje upravǉaju жiqa-
rama, A i B, ima k жiqara; svaka жiqara omogu�uje prevoz od jedne stanice do
druge koja je na ve�oj visini (bez usputnih stajaǌa). Svih k жiqara kompanije
A imaju k razliqitih poqetnih stanica i k razliqitih krajǌih stanica, pri
qemu жiqara koja ima vixu poqetnu stanicu ima i vixu krajǌu stanicu. Isto
vaжi i za kompaniju B. Kaжemo da jedna kompanija īovezuje dve stanice ako je
mogu�e iz niжe sti�i u vixu korix�eǌem jedne ili vixe жiqara te kompanije
(pri qemu druga kretaǌa izme�u stanica nisu dozvoǉena).

Odrediti najmaǌi prirodan broj k za koji sigurno postoje dve stanice koje
povezuju obe kompanije. (Inouija)

Dat je xpil od n > 1 karata. Na svakoj karti je napisan jedan prirodan broj.5.

Xpil ima osobinu da je aritmetiqka sredina brojeva napisanih na proizvoǉ-
nom paru karata iz xpila jednaka geometrijskoj sredini brojeva napisanih na
nekom skupu koji se sastoji od jedne ili vixe karata iz xpila.

Za koje n sledi da brojevi napisani na svim kartama xpila moraju biti jed-
naki? (Es ¯̄xonija)

Dokazati da postoji pozitivna konstanta c takva da vaжi slede�e tvr�eǌe:6.

Neka je n > 1 prirodan broj i S skup od n taqaka u ravni takav da
je rastojaǌe izme�u svake dve taqke skupa S barem 1. Tada sledi da
postoji prava ℓ koja razdvaja S takva da je rastojaǌe od bilo koje
taqke skupa S do prave ℓ barem cn−1/3.

(Prava ℓ razouvaja skup taqaka S ako neka duж qiji su krajevi u skupu S seqe
pravu ℓ.)

Naīomena. Za slabije rezultate u kojima je cn−1/3 zameǌeno sa cn−α mogu se

dobiti poeni u zavisnosti od vrednosti konstante α> 1/3. (Tajvan)
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Oznaqimo ∢PAD = x i ∢C BP = y.1.

Posmatrajmo taqke K i L redom na polupravim D A i
C B takve da je DK = DP i C L =C P . Iz ∢ADP = 180◦−4x

sledi ∢DPK = ∢PK D = 2x = ∢PB A, xto znaqi da taqka
K leжi na krugu ω opisanom oko △APB. Analogno, i
taqka L leжi na krugu ω.

Simetrale uglova ADP i PC B su ujedno i simetrale
duжi PK i PL, te se one seku u centru S kruga ω, a
jasno je da je S A = SB.

Kako je na osnovu teжinske nejednakosti izm�u sredina aabbcc d d É a ·a +b ·b +2.

c ·c +d ·d = a2 +b2 +c2 +d 2, dovoǉno je dokazati nejednakost

(a+2b +3c +4d)(a2 +b2 +c2 +d 2
) < 1 = (a+b +c +d)

3
, (∗)

a ona se dokazuje jednostavnim razvijaǌem obeju strana. Naime,

(a+b +c +d)
3 = (a+3b +3c +3d)(a2 +b2 +c2 +d 2

)

+2(a−b)b2 +2(a−c)c2 +2(a−d)d 2 +6(abc +abd +acd +bcd)

Ê (a+2b +3c +4d)(a2 +b2 +c2 +d 2
).

Naīomena. Nejednakost (∗) se moжe dokazati na mnogo naqina. Oznaqimo sa L

levu stranu. Za poqetak, vaжi a+2b +3c +4d É a+3b +3c +3d = 3−2a.

• ako je a < 1
2
, imamo a2 +b2 + c2 +d 2 É a(a +b + c +d) = a, te je L É a(3− 2a) =

1− (1−2a)(1−a) < 1.

• ako je a Ê 1
2
, imamo a2 +b2 + c2 +d 2 < a2 + (b + c +d)2 = a2 + (1−a)2 = 1−2a +2a2,

te je L < (3−2a)(1−2a+2a2) = 1−2(1−a)2(2a−1) É 1.

Dovoǉno je saqiniti gomilu od n parova kamenqi�a ukupne teжine 4n+1 tako3.

da svaka boja bude zastupǉena taqno dvaput.

Posmatrajmo graf G sa n temena koja odgovaraju bojama. Za svaki par kamenqi-
�a sa zbirom teжina 4n+1 nacrtajmo jednu granu izme�u ǌihovih boja. Graf G

moжe imati petǉe i vixestruke grane, ali svako ǌegovo teme ima�e stepen 4.
Traжena gomila odgovara�e podgrafu ovog grafa u kome svih n temena imaju
stepen 2, pa treba konstruisati jedan takav podgraf.

Poxto svako teme ima paran stepen, u svakoj povezanoj komponenti grafa G

moжemo da na�emo Ojlerov ciklus i obojimo ǌegove grane naizmeniqno crno



i belo. Poxto se u svakom temenu grafa G sastaju po dve crne i bele grane,
podgraf odre�en crnim granama ima sva temena stepena 2, qime je ciǉ ispuǌen.

Druı̄o rexeǌe. Dva kamenqi�a spoji�emo ouebelom granom ako je zbir ǌihovih
masa 4n+1. Osim toga, u svakoj boji podeli�emo kamenqi�e proizvoǉno u dva
para koji �e predstavǉati ¯̄xanke grane. Ovako kamenqi�i qine graf G u kome
iz svakog temena izlaze po jedna debela i tanka grana (dopuxtene su i duple
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grane). Ovaj graf je unija disjunktnih ciklusa qije su grane
naizmeniqno debele i tanke. Svaki ciklus sadrжi 0, 2 ili
4 kamenqi�a u svakoj boji.

Primetimo da, ako se nijedna boja ne javǉa u dva ciklusa,
onda su duжine svih ciklusa deǉive sa 4. U tom sluqaju do-
voǉno je iz svakog ciklusa rasporediti debele grane (zajedno
sa temenima) naizmeniqno na levu i desnu gomilu. Zaista,
tako �e svaka tanka grana imati po jedno teme na obema gomilama.

Ostaje sluqaj kada u nekoj boji imamo dve tanke grane, recimo ab i cd, u dva
razliqita ciklusa. Zamenom ovih dveju grana (isto tankim) granama ac i bd

moжemo da spojimo ta dva ciklusa. Nastavǉaǌem ovog postupka konaqno �emo
dobiti graf G u kome se svaka boja javǉa samo u jednom ciklusu.

Oouı̄ovor: n2 −n +1.4.

Slede�i primer pokazuje da za k = n2 −n uslov ne mora biti zadovoǉen:

• жiqare kompanije A voze od stanice i do i +1 kad god n ∤ i+1;

• жiqare kompanije B voze od stanice i do i +n kad god je i É n2 −n.

Pretpostavimo sada da je k Ê n2 −n + 1. Linijama zovemo maksimalne nizove
stanica u kojima svake dve uzastopne povezuju жiqare iste kompanije. Linija
moжe biti i jednoqlana. Prve stanice linija kompanije A su one u koje ne vodi
nijedna жiqara te kompanije, a takvih ima n2−k É n−1. Sledi da kompanija A,
a sliqno i kompanija B, ima najvixe n −1 linija. Bar jedna linija kompanije

B ima vixe od n2−1
n−1

= n+1 stanica, a neke dve od ǌih moraju pripadati i istoj
liniji kompanije A. Dakle, obe kompanije povezuju te dve stanice.

Naīomena. Isti dokaz radi i ako je broj stanica N : tada je odgovor N−⌊
p

n⌋+1.

Oouı̄ovor: za svako n.5.

Oznaqimo brojeve sa a1 É a2 É . . . É an i pretpostavimo da nisu svi jednaki.
Poxto deǉeǌe svih brojeva konstantom quva osobinu xpila, moжemo da sma-
tramo ne umaǌuju�i opxtost da nijedan prost broj ne deli sve brojeve.

Odaberimo prost broj p | an. Postoji indeks i takav da p ∤ ai i p | ai+1, ai+2, . . . , an.
Po uslovu zadatka, broj ai+an

2
> ai je geometrijska sredina nekoliko brojeva,



od kojih je bar jedan ve�i od ai i samim tim deǉiv sa p. Sledi da je i broj
ai+an

2
deǉiv sa p, tj. da p | ai , xto je kontradikcija.

Odaberimo taqke A,B ∈ S za koje je rastojaǌe M = AB maksimalno. Qitav skup6.
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S leжi u preseku diskova DA(A, M) i DB (B , M).

Ortogonalne projekcije taqaka skupa S dele duж AB na
n −1 duжi. Ako najve�a od tih duжi ima duжinu 2d,
onda ǌena simetrala ℓ razdvaja skup S, a sve taqke iz
S su na rastojaǌu bar d od prave ℓ. Primetimo da je
M É (n−1) ·2d < 2nd.

Neka je C taqka na duжi AB takva da je AC = 1
2
, a a i

c redom normale na pravu AB u taqkama A i C . Poxto
su projekcije taqaka skupa S na me�usobnom rastojaǌu
najvixe 2d, bar 1

4d
ǌih leжi na duжi AC . Dakle, bar

k = ⌈ 1
4d ⌉ taqaka iz S leжi u delu T diska DB izme�u

pravih a i c.

Oblast T je kruжni odseqak duжine 2

√

M2 − (M − 1
2

)2 < 2
p

M . S druge strane,

poxto su svake dve od k taqaka iz S∩T na rastojaǌu bar 1, ǌihove projekcije

na pravu c su na rastojaǌu bar
√

1− (
1
2

)2 =
p

3

2
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1
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,

pa se u formulaciji zadatka moжe uzeti C = 1
8
.
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