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Oznaqimo1.

A =

99
∑

n=1

√

10 +
√
n i B =

99
∑

n=1

√

10−
√
n.

Dokazati da je A = (
√
2 + 1)B.

Dat je oxtrougli trougao ABC u kome je ∢BAC = α. Taqka O je centar2.

opisanog kruga ovog trougla, H ortocentar, a F sredixte stranice AB.
Taqka P unutar trougla je takva da je

∢APF = α i ∢APB = 180◦ − α.

Dokazati da je ∢HPO = 180◦ − α.

Neka je n prirodan broj. Dokazati da postoje najvixe dva para prirod-3.

nih brojeva (a, b) takvih da je a + b stepen dvojke (tj. a + b = 2k za neki
ceo broj k > 0) i a2 + b = n.

Dat je prirodan broj n. Odrediti (u zavisnosti od n) najmaǌi prirodan4.

broj m za koji je mogu�e obojiti taqno n poǉa beskonaqne kvadratne
table tako da vaжi slede�i uslov:

• Svaki pravougaonik sa stranicama duж linija table kome su dva
suprotna ugaona poǉa obojena sadrжi najvixe m obojenih poǉa.

Vreme za rad: 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 10 poena.



REXEǋA

Primetimo da vaжi
(
√

10 +
√
n+

√

10−√
n
)2

= 20 + 2
√
100− n, tj.1.

√
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√
n+

√

10−
√
n =

√
2 ·

√

10 +
√
100− n za 0 6 n 6 100.

Sumiraǌem po n = 1, 2, . . . , 99 dobijamo A+B = A
√
2, tj. A = (

√
2 + 1)B.

Oznaqimo sa E podnoжje visine trougla iz B. Kako je ∢AEH = ∢BFO =2.

90◦ i ∢AHE = ∢BCA = ∢BOF , vaжi △AEH ∼ △BFO.
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Daǉe, poxto je FA = FB = FE, imamo
∢AEF = ∢FAE = ∢APF , pa je qetvo-
rougao AEPF tetivan i odatle ∢AEP =
180◦ − ∢PFA = ∢BFP . Osim toga, iz
∢EPF = 180◦ − ∢FAE = 180◦ − α = ∢APB

sledi ∢EPA = ∢FPB. Prema tome, vaжi
i △AEP ∼ △BFP .

Dakle, qetvorouglovi AEHP i BFOP su sliqni, pa je ∢FPO = ∢EPH.
Odavde je ∢HPO = ∢EPF = 180◦ − α.

Neka je a+ b = 2k. c+ d = 2l i a2 + b = c2 + d = n, pri qemu je l > k. Odu-3.

zimaǌem sledi

2k(2l−k − 1) = 2l − 2k = c− a+ d− b = c− a+ a2 − c2 = (a− c)(a+ c− 1).

Pretpostavimo da su a i c iste parnosti. Tada je a+ c− 1 neparan broj,
pa 2k | a− c. S druge strane, 0 < a− c < a+ b = 2k, xto je nemogu�e.

Prema tome, u svaka dva razliqita para (a, b) i (c, d) brojevi a i c moraju
imati razliqite parnosti, pa takvih parova moжe biti najvixe dva.

Odgovor je m = 1 za n = 1 i m = [n
5
] + 2 za n > 2.4.

Posmatrajmo najmaǌi pravougaonik P sa stranicama duж linija koji
sadrжi sva obojena poǉa. On uz svaku svoju stranicu ima bar po jedno
obojeno poǉe. Odaberimo redom obojena poǉa A, B, C i D uz doǌu, desnu,
gorǌu i levu stranicu pravougaonika P. Za n > 2 moжemo uzeti A 6= C

i B 6= D (ali moжe biti npr. A = B). Sa PXY oznaqavamo pravougaonik
qija su dva suprotna ugaona poǉa X i Y . Tada pravougaonici PAB, PBC ,
PCD, PDA i PAC u uniji sadrжe svih n obojenih poǉa. Pri tome se poǉa
A i C nalaze u po tri od ovih pet pravougaonika, a poǉa B i D u po dva.
Sledi da je 5m− 6 > n, tj. m > [n

5
] + 2.
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Da bismo pokazali da se ova ocena dosti-
жe, dovoǉno je da konstruixemo primer
za n = 5k + 4 i m = k + 2, gde je k > 0
ceo broj. Jedna mogu�nost je prikazana
na slici. Zaista, svaki pravougaonik
koji sadrжi neka obojena poǉa sredix-
ǌeg kvadrata k × k (kojih ima k) moжe
sadrжati jox najvixe dva obojena poǉa,
dok svaki drugi pravougaonik sadrжi
najvixe k + 1 obojenih poǉa iz jednog
kvadrata stranice k + 1 i jox jedno iz
drugog takvog kvadrata.
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