
15th International Zhautykov Olympiad in Mathematics

Almaty , January 9-15, 2019

Prvi dan – 11.1.2019.

Dokazati da postoji bar 100! naqina da se broj 100! rastavi na sabirke1.
iz skupa {1!, 2!, 3!, . . . , 99!}.
(Rastavǉaǌa koja se razlikuju samo u redosledu sabiraka smatramo is-
tim. Svaki sabirak se mo�e pojaviti vixe puta. Naravno, n! = 1 ·2 · · ·n.)

Na�i najve�u realnu konstantu C takvu da za sve me�usobno razliqite2.
pozitivne realne brojeve a1, a2, . . . , a2019 va�i nejednakost
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Produ�etak te�ixne du�i CM trougla ABC seqe opisani krug ω tog3.
trougla u taqki N . Taqke P i Q na polupravim CA i CB redom su takve
da je PM ∥ BN i QM ∥ AN . Taqke X i Y na du�ima PM i QM redom
su takve da su PY i QX tangente na krug ω. Du�i PY i QX se seku u
taqki Z. Dokazati da se u qetvorougao MXZY mo�e upisati krug.

Drugi dan – 12.1.2019.

Dat je jednakokraki trougao ABC u kome je AC = BC. Na tranici AC4.
odabrana je taqka D. Krug S1 sa centrom O1 i polupreqnikom R dodiruje
du� AD i produ�etke du�i BA i BD preko taqaka A i D, redom. Krug
S2 sa centrom O2 i polupreqnikom 2R dodiruje du� DC i produ�etke
du�i BD i BC preko D i C, redom. Tangenta na opisani krug trougla
BO1O2 u taqki O2 seqe pravu BA u taqki F . Dokazati da je O1F = O1O2.

Neka je n > 1 prirodan broj. Data je funkcija f : I → Z, gde je I skup5.
svih celih brojeva uzajamno prostih sa n (a Z skup svih celih brojeva).
Prirodan broj k se naziva periodom funkcije f ako va�i f(a) = f(b) kad
god su a, b ∈ I takvi da je a ≡ b (mod k). Ako je n period funkcije f ,
dokazati da najmaǌi period te funkcije deli sve ǌene periode.
Primer. Ako je n = 6, funkcija f s periodom 6 je potpuno odre�ena vred-
nostima f(1) i f(5). Ako je f(1) = f(5), najmaǌi period funkcije je
Pmin = 1, a ako je f(1) ̸= f(5), najmaǌi period je Pmin = 3.

Na polinomu tre�eg stepena dozvoǉeno vrxiti slede�e operacije neo-6.
graniqen broj puta:
(1◦) obrnuti poredak ǌegovih koeficijenata, ukǉuquju�i i nule (npr.

tako bi se iz polinoma x3 − 2x2 − 3 dobio polinom −3x3 − 2x+ 1;
(2◦) zameniti polinom P (x) polinomom P (x+ 1).
Mo�e li se iz polinoma x3 − 2 dobiti polinom x3 − 3x2 + 3x− 3?

Vreme za rad: 270 minuta svakog dana.
Svaki zadatak vredi 7 poena.


