MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaTuuapa Cpouje

N3B50PHO TAKMUWUYEILE 3A YUEITRE HA
MEBYHAPOIHOJ MATEMATNYROJ OJIMMIINJA TN

Beorpan — 26. maj 2019.

IIpBu nmaun

(a) daro je 2019 pasnuumTux menaux OpojeBa KOjU HEMAjy HemapHEe IPOCTe
nenauorne mMame on 37. IlokaszaTu ma mocToje aBa o4 maTux OpojeBa YuMju
30up HEMa HemapaH MPOCT AeJujall Mamu ox 37.

(6) Ha nu tBpheme ocraje Tauno ako ce 37 (Ha oba mecra) 3amenu ca 387
(Aywan Byxuh)

Yuyrap tpoyraa ABC (AC # BC) mara je tauka D TakBa Ja je UCIYHEHO
<ADB = 90° + %<IACB. Tanrente y Taukn C Ha Kpy:kHUIE onmcane oko NABC
u NADC cery npaBe AB u AD, penom, y taukama P u (). Ilokaszatu ma mpasa
PQ nososu yrao BPC. (ywan Byxuh)

Iatu cy mpuponan 6poj n u Kpy:kHUIa obuma n. Ha kpy:RHUIU Cy, ¥ cMepy
Ka3zaJsbke Ha cary, 3amucanu oOpojesu 0,1,...,m — 1, y oBOM pemocieny u Ha
jemnakoMm onctojamy. CBakm O6poj je 00OjeH IPBEHOM WM IJIABOM 0OOjOM, U
noctoju 6ap jemaH HeHysna Opoj onm cBake Ooje. Ilo3marTo je ma mocToju CKym
S C{0,1,...,n—1}, |S| > 2, 3a roju Basku: aro je (x,y) KPY:KHU JIyK YUjU CYy
KpajeBu paziauunte 0oje n umja oyskuHa je y S (Tme JIyk mocMaTpaMo Ol T 10 Y
y cMepy Ka3aJbke Ha caty), tana y € S. [lokazatu ma nmocroju menusnarn d Gpoja
n, pa3auunuT ox 1 U n, 3a KOjU Basku: ako je (T,y) KPYMKHU JIYK YUjUu Cy KpajeBu
paznuuute 060je 1 YMja je Ay:KUHA OeJbuBa ca d, Taga Cy U & U Y OebUBU ca d.

(Gojan Lawuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabHO 0OPa3I0KUTH.
Caku 3agarak Bpenu 7 60m0Ba.



MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaTuuapa Cpouje

N3B50PHO TAKMUWUYEILE 3A YUEITRE HA
MEBYHAPOIHOJ MATEMATNYROJ OJIMMIINJA TN

Beorpan — 27. maj 2019.

Ipyru nan

Boraru Tprosam mMa Tpu pace KOBba y CBOJUM IITaJaMa, U TO TAYHO b; KOBma
pace j (3a j =1,2,3). On kenu na nomenn HACIEACTBO CBOJUM TPUMa CUHOBUMA.
3Ha ce ma 6um cuH ¢ 3a Koma pace j (4,5 = 1,2,3) m1aruo TavHO @;; 3JIATHUKA,
IIpU YeMy 3a CBaKa ABa PA3IUYUTA | U j BAKU Q;; > G;j U a;; > G;;. Jlokazaru na
OCTOjU mpupoxaH 6poj n TakasB ma, kax rof Bazxku min{by, be, b3} > n, Tprosan
MOKE€ PaCIIONeJUTH CBOje KOWe CBOJUM CHMHOBMMA HA TaKaB HAUWH 14 CBAKU CUH,
Bpemuyjyhu m cBoje u Tybhe KOme IO COINCTBEHMM KPUTEpHUjyMuMa, cMaTpa Ioa
yIpaBo HErOBU KOMYM HAJBUIIE BpeEe. (Huxona Ilemposuh)

Y CKyIly HEHETaTUBHUX IEJUX OPOjeBa PEIIUTU jeTHAYUUHY

2" =5Y+3. (Gojan Bawuh)

Ha3zoBumo ¢uzypuyom nonuenap ca 265" crpana. Ha cBakoj crpanu ¢urypuue
je ynucan no jeman 6poj. Ilpunamkom Gamama nse ¢urypuie y Basayx (ca He
HYyKHO MCTUM CKYIIOM YIMCAHUX OpojeBa) mobebhyje oHa kKoja maaHe HA CTpaHy Ha
KO0joj je Behu Opoj; yKOIUKO ce mobujy mctu OpojeBu, Dalame ce MOHABJbA CBE
IIOK ce He nobujy paszauuutu OpojeBu. Kaskemo ma jemma ¢urypuna wadesadasa
npyry ykosauko uma Behy BepoBarnohy moGenme nmpunukom Ganama (Mmoryhe je
¥ Oa HUjeqHAa OO nBe (urypule He HaaBiagasa apyry). CmarpaTtu na cBaka
¢urypuna nMa UCTy BepoBaTHONY magama Ha CBaKy CBOjy CTPaHY.

Mwunucas mu Munojka nmajy no jemny ¢urypuiy Oe3 ynucaHux opojesa. IIpso

Munucas ynucyje 265" (He HY:KHO PA3JMYUTUX) IPUPOAHUX OpOjeBa HA CBOjY
¢urypuny (Ha cBaky CTpaHy NO jelaH), ONpu demy 306Up ymoucanux OpojeBa
nznocu 27° . Bunesmu meroBy ¢urypuiy, Munojka morom Ha CBOjy ¢ury-
pury ymucyje (moryhe meke mpyre) mpupomse GpojeBe umju je 36up Takobe
275", Mowme 7 oma TO YBEK YUMHUTHW HA TaKaB HAUMH Oa n00Uje QUurypuiy
Koja HamgBaagaBa MunucasibeBy? (bojan Dawuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaTraka merabHO 0OPa3I0KUTH.
Caku 3agarak Bpenu 7 60moBa.



PEIIIEILA

(a) Csakom 6pojy @ momemumo Hu3 T = (T3, Ts, T7,T11, T13, T17, T19, T23, 29, T31),
rae je r, = 1 ako x maje jemaH Ol OCTaTaKa 1,2,...,7’;1 Ipu Oejbelny ca p, U
zrp, = —1 y cynporroM. JacHO je na, ako je T, = ¥,, 30Up T + Yy HUje He/buB ca
p. OBux mHE30Ba mMa HajBume 2! = 1024, ma mocroje mBa marta Gpoja x u y ca
T =19, U OHIa T + Yy HUje NeJbUBO HUjeIHUM OJ IPOCTUX OpojeBa 3,5,...,31.

(6) ¥Y oBom cayuajy umamo Huzose (3, Ts,...,x37) ayxkube 11. Moryhux au-
30Ba nMa 2! = 2048: o3maumMmo uX ca ej,es, ..., ex4s. 110 Kureckoj Teopemu o
ocTamuMa, 3a CBaKO €, = (Z3,Zs,...,2%37) MHOCTOJU Y, € Z TAKBO Ha je Y, = Tp
(mod p) 3a p=3,5,...,37. 3a cBaka agBa Opoja y;,y; (1 <i < j < 2048) mocroju
IpocT Opoj p Tako Ja ce €; U €; Pa3luKyjy y IO3UIUjU KOja OAroBapa p, U OHJA
p | vi +y;. Harme, rBpheme Bume Huje TavHO.

Osumaunmo ca [ nearap ynucauor kpyra AABC. Heka npasa CI ceue cTpanuiy
AB y rauku L m monoBo onucanu kpyr AABC y tauku M. Taura M je nerrap
onmcanor kpyra w tpoyria AIB. Karko je <ADB = <AIB = 90° + %<IACB,
tauka D je Takobe Ha Kpyry w.

Kaxko je PC? = PA-PB u QC? = QA-QD, tauke P u Q uMajy jenHake IOTEHIU]e
y omHocy Ha Kpyrose C' (¢ HOLyIpEYHUKOM
Hysla) U w, na je PQ paaukaina oca OBUX
nBajy kpyrosa. lakme, mpaBa PQ je HOD-
MaJiHA Ha TPaBy KOja cIlaja MeHTpe OBa ABa
Kpyra, a To je mpasa C'L. Kaxko je <PCL =
<PCA + 19ACB = <CBA + }<ACB =
<CLP, tj. PL = PC, cnenu na upaa PQQ
nosnoBu yrao C'PL.

Lpyeo pewewe. O3HAUNMO Ca X CIIUKY Ma
Koje Tauke X NIPU MHBEP3UJU CA LEHTPOM
C u kBagparom mosaynpeunuka CA - CB,
KOMIIOHOBAHO] Ca CUMETPUJOM Y OTHOCY Ha
npaBy CI. Tauke A u B ce caurajy jenna
y npyry. Kako ce I camka y nenrap npunucanor kpyra I, macnpam C, Kpyr w
ce ciuka y cebe, na je D € w. Ilame, kpyrosu ABC u ADC ce penom ciukajy
y npase AB u BD. Tanrenre y taukm C ma xpyrose ABC u ADC, penowm,
ciukajy ce y npase kpo3 C mapasenne npasum AB u BD IIpema Towme, BACP
n CBD(@Q cy jemHaKOKDAKU Tpales3un (CP | AB u cQ [ BD) a M mexm Ha
CUMETPAN YA Bﬁ, ITO je Yje[HO U CUMeTpajia Iy:KU CQ

Tpeba morazaru _ma je <CPB = 2<CPQ, Tj. JCAP = 2<IC'Q\}3. OBo ommax
crnemu jep je M\P MC = M@, tj. tauka M Je nenrap kpyra CPQ, ma je
<CAP = <CMP = 2<{CQP

Cpa cabupama u ogy3uMama y 3aAaTKy Cy IO MOIYIY N.

HonaBame Hyse y S He pemeru ycioBe 3amarka (3aucra, S # {1,2,...,n—1},
jep moctoju x koje Huje ucre 6oje kao 0, ma 6u uz3 n—x € S caequio 0 € 5), na
MozkeMo ma cmarpamo ga 0 € S. IIpumerumo u mga u3 ycioBa Cienau:



(*) Ako cy a u b paznuuure 60je u ¢ —a,c—b € S, ouma c € S.

[IpernocraBumo na tBpheme 3amaTra HE BaKU.
Jema. TlocTroju d < n TtakBo ma kd € S 3a cBako k € Nj.

Jloxas. Opabepumo enement r € S\ {0}, peuumo na je upsen. Moskemo na cma-
TpaMo na je u Hyja npBeHa (EBEeHOM IPOMEHOM 60je He peMeTe ce YCIJIOBU).
3a meko y, Mmehy O6pojeBuma y, y+r,y+2r, ..., y+ (n—%r = Yy “Ma ¥ I[PBEHUX
U ILIABUX, IITO 3HAYM Ja IOCTOJU ILIABO X TAKBO A J€ T — I' IPBEHO.
Nunykaujom o k caemu na cy kx,kxr +1r € S 3a cBe k € Nyg. 3awucra, 3a
k =0 to je TpuBmjanHo, a ako je k > 0, u3 (%) 3a (a,b) = (r,x —r) caemmu
kx € S, a omarue u3 (%) 3a (a,b) = (x,r) cnemu kx +1r € S.

[Tocmarpajmo majuame d u3 Jleme. Kako je {kd’' | k € No} ={kd | k € No} C S,

rae je d = wu3n(n,d) < d, mopa 6utu d' =d, 1j. d|n. C npyre crpane, d > 1.

IIpernocraBuMo ma, CynpoTHO TBpDhemy 3amaTka, MOCTOjU X TAKBO Oa Cy & WU

x + d pasnuuure Goje, anu d{ x. Tlorasyjemo unmyknujom no i € Ny ma Basku

ix+jde S 3ace je€Ng.

OBo Bazku 3a i = 0, nok y cayuajy i > 1 u3 (x) 3a (a,b) = (z,x+d) u uaLyKTUBHE
OpEeTHOCTaBKe cienn na ix+jd € S, mro 3aBpmasa naaykuujy. [Ipema tome, cBu
6pojeBu obmka iz +jd cy y S, a oHE yKIbYUy]y cBe OpojeBe obuuka k-uzn(d, ),
k € Ny, mTo je TpOTUBHO MUHUMAJHOCTU Opoja d.

Lpyeo pewewe. [Ipumerumo caenehe:

(e) Ako cy a,b € S pasnuuure Goje, onna je a+b € S.

3aucra, ako je 6e3 cMamema OIIMTOCTUA @ pa3amuuTe 0oje om a + b, onma u3
beS cnemma—+beS.

Oszuaummo ca P u C' penom CKymoBe IIABUX U IPBEHUX eJIeMeHaTa CKyma S.

Heka je t = u3n(SU{n}). Horaxumo na je uzn(PU{n}) = s nmm u3a(CU{n}) = s.
Onabepumo Gpojese si,Sa,...,S, € S (He 06aBe3HO pa3IMYUTE) TAKBE a4 je

s1+---+s =t (modn) wm r jeHajuame moryhe.

Axo MeDy oBuM GpojeBuMa IOCTOje OBA PA3IUUIUTUX 00ja, PEIMUMO S; U 5j, OHZIA
je s; +s; € S, na nojenuHavHe O6pOjeBe S; U 5; MOAKEMO Na 3aMEHIMO HUXOBUM
30upoM, IPOTUBHO MUHUMAJHOCTU Opoja r. [lakme, cBuU si,...,S, cy ucrte 0oje.

Cwmarpahemo ma cy si,...,S, miasu, Tako na je u3n(P U {n}) =t.

(1°) IIpermocraBumo na je t > 1. Heka je z TtakBo ma t{ x u Heka je s € S.
360r t{x+s Baxku r+s € S, ma no ycJioBY 3a1aTKa T U T+ S MOpajy 6urtu
ucre 60je. Munykmujom cremu na je © + kt =z + k(sy + - -+ s,) ucre 6oje
kao = 3a cBako k € Ng. IIpema tome,  u y cy ucre 6oje kam ron t |y — x
u t{x, ma Mmoxkemo y3eru d = t.

(2°) Ocraje cayuaj t = 1. IlokakuMO Oa y OBOM CIy4dajy CBU LPBEHU OPOjeBU
nesxke y S. IlpermocraBuMo na moctoju upBeH Opoj z kKoju Huje y S. 3a
CBaKU O]l BHUX, z — §; je upseH (y cympoTHoMm 6u u3 s; € S caenmio z € S)
u Huje y S (y cynporHom 6u u3 (e) ciemuno (z —s;) +s; = z € S, jep



je z —s; upBen u s; mwnas). Wuaykumjom ciemu na je 3a cBako k Opoj
z—k(s1+---+8,) =2z—k upsen u auje y S, mro je memoryhe.

Cana osnaunmo d = u3n(C' U {n}). Ako je d =1, anasorso 6u cienuio na
u cBu miaaBu 6pojesu sexe y S, vj. S ={0,1,...,n—1}, mwro HUje TauHO.
Hakne, d > 1. Hajzan, ako cy upsen 6poj x u mias y Taksu na d | © — y,
no nperxoxHoM je x € S, Te je d | x, unme je TBpbheme qokazaHo.

[IpernmocraBuMo ma oTall momeaun Kome mo ciaenehoj tabemnu:

cun 1 cun 2 cun 3
xowu pace 1 | x1 + 11 T T
KOwU pace 2 T9 To + Yo To
KO®U pace 3 T3 T3 T3 + Y3

rhe Cy ¥; U Yy; HEeHeTaTUBHU e OpOjeBU TakBu na je 3x; +y; = b; 3a 1= 1,2, 3.
[To mpormenn i-Tor cuHa, BPEIHOCT IETOBUX KOIMA je 3a Y;a; — Y;a;; Beha of
BPEIHOCTU KOWa j-Tor cuHa (i # j). IIpema Tome, noBosmHO je omabpaTtu Gpojese
Y1,Y2,Y3 TaKO Oa BaiKU

yi=b; (mod3) u 2 <% 4cpe i, je{1,23)

Yi Q4
Z;; > 1+¢eragron je i # j. Ako
cy by, ba, b3 > n, onabpahemo y; (i =1,2,3) tako na jen —2 < y; < nu vy, = b

(mod 3). Kako je Tana Z—J <1+ %, IOBOJLHO je na Bayku n > 2 + %

ITo ycmoBy 3amaTka moctoju € > (0 TakBO nga je

Sa z < 7 jemuna pemema (x,y) cy (2,0), (3,1) u (7,3).

[Ipernoctasumo na je x > 8. Tama je 5Y = —3 (mod 28). Kaxko je 53 =27 — 3
(mod 2%), a moperm 6poja 5 mo momymma 27 u 28 pemom cy 32 u 64, Mmopa Gutn
y =3 (mod 32), anu He u y = 3 (mod 64). Hariue, y = 35 (mod 64).

Cama he mekum momyn obsuka 64k + 1 Outu om KOpuUCTH, A UMa CMUCTA CBO-
bewe mo monyny 257. C jemue crpane, 2Y mo monyny 257 maje caMO OCTATKe
+1,42, +4, 48, +16, £32, £64, £128. C apyre crpane je 53° = (57)° = (-3)° = 14
(mod 257), mox m3 (5%4%)* =1 (mod 257) cremn na je 554 € {41, +16}, Tarko ma
nmamo 5 € {£14,+ — 33} u 5% +3 € {—30,—11,17,36} Z 2Y no moxmyuy 257.
IIpema Tome, 3a x > 8 HeMa pemlema.

Jlpyzo pewewe. Kao u y mpBoM pememy, ako je y = 8, ceoheme mo monyry 28 maje
y = 35 (mod 64). Cana hemo nocmarparu jeqaaunny mo (mpocroMm) momyiy 641.
Osaj momya je sroman jep 641 = 5% +2% | 232 1 1. TTomro je 5* = —2* (mod 641),
cremmn 532 =22 =-1,5%=1uj5Y=5%% = -5>=—-125, Te je 2 =5Y +3 = —122
(mod 641).

C mpyre crpane, u3 2 =3 (mod 5) umamo x =3 (mod 4), na je 2% € {8, £128,
+125, £77, F50, F159, £20, £320}, Tako na Hema perena.

[IpernocraBumo ma MwuinmcaB nma HeHAABIAIUBY (UIYPUILy W O3HAYUUMO Ca a;
Opoj nmojaBmuBama Opoja ¢ Ha KH,0j. Pa3dmarpamo nBa Tuma m3MeHe Ha (UTYPUIA:



(A) 3amena jemuor mapa Opojesa (z,y) mapom (z+1,y—1), roe je y > 2.
OsoMm m3menoMm, Opoj mMoryhux moOemHWUYKUX KCXOAa Y CydesbaBamy Ca
nojasHoOM ¢urypumnom nopamhe 3a Py = a; — ay—1, 1ok he 6poj moryhux
ryOUTHUYKMX KMcXoja nopactu 3a P_ = a, —a,4+1. Kako mobujena ¢urypu-
Ila He HaJBJaJaBa moJsasny, Baxku P_ > P.. Ilpema Tome, Kan ron cy r u
y OpojeBUM Ha IBe CTpaHe (UIypHUIlEe, BaAKU:

Ay + Qpi1 < Ay + Qy—1. ()

(B) 3amena Tpojke 6pojesa (x,y,z) Tpojrom (z+1,y+1,2—2), roe je z > 3.

Cauyno kao y (A) 3akmydyjeMo na, ako cy &, Y U z 6POjeBU HA TPU CTPaHEe
¢urypune, BaKu

(agy + azg1) + (ay +ayy1) < az + 20,1 + a,_o. ()

Ucnurahiemo kako usrinena Hu3 (an)peny. MOKEMO ra cMaTpaTh KOHAYHUM, jep
CYy CBU HErOBU YJAHOBU IOUEB OJ HEKOT HYJE.

[IpernocTaBuMO mPBO Ha ce HUKOja ABa Opoja Ha GUIYpUIU HE PA3JIWKYjy 3a
tauyno 1. Heka cy > 1 u y > 1 nBa Opoja va ¢urypunu. Ilo npernmocrasuu je
Az+1 = ay+1 = 0, ma u3 (%) caenu ay > ay U Gy = Ay, Tj. Ay = Gy = ¢ (38 HEKO
q). Cunuuno, aro je x = 1, ciemu a; < q. Ako cy cama x> 1,y > 1wu 2z > 2 Ha
Gurypurm, 3HaMo na je a,_o < ¢, anu (x*) 3a (z,y, 2) gaje a,+a,_o = 2q. Cnemn
na je a,_o = q (oBo he BakuTu u 3a z = 3 ako oBaj 6poj nmocroju). IIpema Tome,
uu3 (a;) mma obauk (...,q,0,q,0,q,0,q).

Hanmame cmaTpaMo na ce, 3a HEKO N, Ha UIypunu MojaBibyjy 6pojeBu n—1 u n,

OIpu YeMY j€ Gp—1 =P U Ay = .

Jlema. (a) Aro Ha ¢urypurnu Hema 6poja n+1, onna Hema 6pojeBa Behiux ox n;
(6) Ha ¢urypunu ce nmojasmyjy cBu OpojeBu ox 1 mo n.

Aoxas. (a) IIpernocraBumo na ce mojaBsmyje 6poj m = n+2, anu e u n+1,...,
m—1. U3 (%) 3a (z,y) = (n—1,m) u (z,y) = (m,n) mobujamo a,, = p + q
na ce m mojaBibyje 6ap ABANYT) U app11 = 0. Mebyrum, penanuja (*x) 3a
x,y,z) = (n—1,m,m) naje p+ 2q > 2p + 2q, wro je memoryhe.

(

(

(6) IIpermocraBumo na Hema 6poja n—2. Ako je p > 2, onzma (#*) 3a TPOjKY
(z,y,2) = (n—1,n—1,n) maje rourpamukuujy. lakme, mopa 6utu p = 1, a
ounma u3 (x) 3a (z,y) = (n,n—1) cnemu ¢ =1 u a,4+1 = 0. Cana, 3a ma koju
6poj m ¢ {n—1,n} wa purypunm, u3 (x) 3a (z,y) = (m,n—1) caemu na je
Ay =1 1 a1 = 0. Y3 ucror pasnora je a,,—1 = 0 ako je m > 1 (takBo m
OCTOjU, jep MMa BUIIE O TpU CTpane), aau tana () 3a (r,y) = (n—1,m)
naje KOHAUHY KOHTPAaIUKIN]jy. [

Cana (%) Baskn u 3a (z,y) = (n—2,n), najyhu a,_2 < p. Ilox npernocraBroMm na
jen >4, us (%) 3a (z,y) = (n—1,n—2) cnemu na je a,—3 = q. Onariae u3 (x) 3a
(z,y) = (n—3,n—1) u (z,y) = (n—1,n—2) nobujamo ¢+an_2 = ap_3+an_2 = p+q,
ma Mopa outwu a,_-3 = q u a,—o = p. Tarobe, ako je n = 3 u ¢ > 2, 3aMeHOM
(z,y) = (2,2) u (x,y) = (1,3) y omer 3akmyuyjemo a; = p. Wuayrnujom cienu
na y oba ciaydaja Hu3 (a;) uma obauk (...,p,q,p,q,D,q)-

Y mpeocrasom cayyajy, 3a n =3 u ¢ =1, u3 (%) 3a (z,y) = (3,2) cauemum p — 1 <
a1 < p. Tako 3a Hu3 (a;) y 063up monaszu u obauk (p— 1,1, p).



MebyTuMm, y mamewm ciaydajy au3 (a;) He Moxe na uma obauk (p—1,1,p), jep 6u
nrave 6uio 265 =2pu 275 = p—1)-14+1-24+p-3=4p+ 1.
Cawmuno, un3 obauka (...,p,q,p,q,p,q) ca p > 0 Huje moryh. 3aumcra, ako je
najsehu 6poj Ha purypurm jemuar 2n — 1, umanu 6Gucmo 265" = (n—1p+ngu
2019 2019
2757 = p(2+4+- -+ (2n—2))+q(14+2+- - - +(2n—1)) :n[(n—l)ptg}g] =n-26>
ngoijge memoryhe, a ako je majsehu 6poj 2n, umanu Gucmo 26° =np+ng n
277 =p(2+4+---+2n)+q(1+2+---+2n—1)) =n[(n+1)p+ng] =n-265
Tj. 265" u 275" Cy HIeJbUBU Ca M, HITO je omeT HeMmoryhe.

Ihypan Byxuh AAANAAAAAAAAAAAANNANNA srb.imomath.com



