
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

IZBORNO TAKMIQEǋE ZA UQEX�E NA
ME�UNARODNOJ MATEMATIQKOJ OLIMPIJADI

Beograd – 26. maj 2019.

Prvi dan

(a) Dato je 2019 razliqitih celih brojeva koji nemaju neparne proste1.

delioce maǌe od 37. Dokazati da postoje dva od datih brojeva qiji
zbir nema neparan prost delilac maǌi od 37.

(b) Da li tvr�eǌe ostaje taqno ako se 37 (na oba mesta) zameni sa 38?
(Duxan �uki�)

Unutar trougla ABC (AC 6= BC) data je taqka D takva da je ispuǌeno2.

∢ADB = 90◦+ 1
2∢ACB. Tangente u taqki C na kruжnice opisane oko △ABC

i △ADC seku prave AB i AD, redom, u taqkama P i Q. Dokazati da prava
PQ polovi ugao BPC. (Duxan �uki�)

Dati su prirodan broj n i kruжnica obima n. Na kruжnici su, u smeru3.

kazaǉke na satu, zapisani brojevi 0, 1, . . . , n − 1, u ovom redosledu i na
jednakom odstojaǌu. Svaki broj je obojen crvenom ili plavom bojom, i
postoji bar jedan nenula broj od svake boje. Poznato je da postoji skup
S ( {0, 1, . . . , n − 1}, |S| > 2, za koji vaжi: ako je (x, y) kruжni luk qiji su
krajevi razliqite boje i qija duжina je u S (gde luk posmatramo od x do y

u smeru kazaǉke na satu), tada y ∈ S. Dokazati da postoji delilac d broja
n, razliqit od 1 i n, za koji vaжi: ako je (x, y) kruжni luk qiji su krajevi
razliqite boje i qija je duжina deǉiva sa d, tada su i x i y deǉivi sa d.

(Bojan Baxi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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Beograd – 27. maj 2019.

Drugi dan

Bogati trgovac ima tri rase koǌa u svojim xtalama, i to taqno bj koǌa4.

rase j (za j = 1, 2, 3). On жeli da podeli nasledstvo svojim trima sinovima.
Zna se da bi sin i za koǌa rase j (i, j = 1, 2, 3) platio taqno aij zlatnika,
pri qemu za svaka dva razliqita i i j vaжi aii > aij i ajj > aij. Dokazati da
postoji prirodan broj n takav da, kad god vaжi min{b1, b2, b3} > n, trgovac
moжe raspodeliti svoje koǌe svojim sinovima na takav naqin da svaki sin,
vrednuju�i i svoje i tu�e koǌe po sopstvenim kriterijumima, smatra da
upravo ǌegovi koǌi najvixe vrede. (Nikola Petrovi�)

U skupu nenegativnih celih brojeva rexiti jednaqinu5.

2x = 5y + 3. (Bojan Baxi�)

Nazovimo figuricom poliedar sa 265
2019

strana. Na svakoj strani figurice6.

je upisan po jedan broj. Prilikom bacaǌa dve figurice u vazduh (sa ne
nuжno istim skupom upisanih brojeva) pobe�uje ona koja padne na stranu na
kojoj je ve�i broj; ukoliko se dobiju isti brojevi, bacaǌe se ponavǉa sve
dok se ne dobiju razliqiti brojevi. Kaжemo da jedna figurica nadvladava
drugu ukoliko ima ve�u verovatno�u pobede prilikom bacaǌa (mogu�e je
i da nijedna od dve figurice ne nadvladava drugu). Smatrati da svaka
figurica ima istu verovatno�u padaǌa na svaku svoju stranu.

Milisav i Milojka imaju po jednu figuricu bez upisanih brojeva. Prvo

Milisav upisuje 265
2019

(ne nuжno razliqitih) prirodnih brojeva na svoju
figuricu (na svaku stranu po jedan), pri qemu zbir upisanih brojeva

iznosi 275
2019

. Videvxi ǌegovu figuricu, Milojka potom na svoju figu-
ricu upisuje (mogu�e neke druge) prirodne brojeve qiji je zbir tako�e

275
2019

. Moжe li ona to uvek uqiniti na takav naqin da dobije figuricu
koja nadvladava Milisavǉevu? (Bojan Baxi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



REXEǋA

(a) Svakom broju x dodelimo niz x̄ = (x3, x5, x7, x11, x13, x17, x19, x23, x29, x31),1.

gde je xp = 1 ako x daje jedan od ostataka 1, 2, . . . , p−1
2 pri deǉeǌu sa p, i

xp = −1 u suprotnom. Jasno je da, ako je xp = yp, zbir x + y nije deǉiv sa
p. Ovih nizova ima najvixe 210 = 1024, pa postoje dva data broja x i y sa
x̄ = ȳ, i onda x+ y nije deǉivo nijednim od prostih brojeva 3, 5, . . . , 31.

(b) U ovom sluqaju imamo nizove (x3, x5, . . . , x37) duжine 11. Mogu�ih ni-
zova ima 211 = 2048: oznaqimo ih sa e1, e2, . . . , e2048. Po Kineskoj teoremi o
ostacima, za svako en = (x3, x5, . . . , x37) postoji yn ∈ Z takvo da je yn ≡ xp

(mod p) za p = 3, 5, . . . , 37. Za svaka dva broja yi, yj (1 6 i < j 6 2048) postoji
prost broj p tako da se ei i ej razlikuju u poziciji koja odgovara p, i onda
p | yi + yj. Dakle, tvr�eǌe vixe nije taqno.

Oznaqimo sa I centar upisanog kruga △ABC. Neka prava CI seqe stranicu2.

AB u taqki L i ponovo opisani krug △ABC u taqki M . Taqka M je centar
opisanog kruga ω trougla AIB. Kako je ∢ADB = ∢AIB = 90◦ + 1

2
∢ACB,

taqka D je tako�e na krugu ω.

Kako je PC2 = PA·PB i QC2 = QA·QD, taqke P i Q imaju jednake potencije
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ω

u odnosu na krugove C (s polupreqnikom
nula) i ω, pa je PQ radikalna osa ovih
dvaju krugova. Dakle, prava PQ je nor-
malna na pravu koja spaja centre ova dva
kruga, a to je prava CL. Kako je ∢PCL =
∢PCA + 1

2∢ACB = ∢CBA + 1
2∢ACB =

∢CLP , tj. PL = PC, sledi da prava PQ

polovi ugao CPL.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo sa X̂ sliku ma
koje taqke X pri inverziji sa centrom
C i kvadratom polupreqnika CA · CB,
komponovanoj sa simetrijom u odnosu na
pravu CI. Taqke A i B se slikaju jedna
u drugu. Kako se I slika u centar pripisanog kruga Ic naspram C, krug ω

se slika u sebe, pa je D̂ ∈ ω. Daǉe, krugovi ABC i ADC se redom slikaju
u prave AB i BD̂. Tangente u taqki C na krugove ABC i ADC, redom,
slikaju se u prave kroz C paralelne pravim AB i BD̂. Prema tome, BACP̂

i CBD̂Q̂ su jednakokraki trapezi (CP̂ ‖ AB i CQ̂ ‖ BD̂), a M leжi na

simetrali duжi BD̂, xto je ujedno i simetrala duжi CQ̂.

Treba dokazati da je ∢CPB = 2∢CPQ, tj. ∢CAP̂ = 2∢CQ̂P̂ . Ovo odmah
sledi jer je MP̂ = MC = MQ, tj. taqka M Je centar kruga CP̂ Q̂, pa je
∢CAP̂ = ∢CMP̂ = 2∢CQ̂P̂ .

Sva sabiraǌa i oduzimaǌa u zadatku su po modulu n.3.

Dodavaǌe nule u S ne remeti uslove zadatka (zaista, S 6= {1, 2, . . . , n−1},
jer postoji x koje nije iste boje kao 0, pa bi iz n− x ∈ S sledilo 0 ∈ S), pa
moжemo da smatramo da 0 ∈ S. Primetimo i da iz uslova sledi:



(∗) Ako su a i b razliqite boje i c− a, c− b ∈ S, onda c ∈ S.

Pretpostavimo da tvr�eǌe zadatka ne vaжi.

Lema. Postoji d < n takvo da kd ∈ S za svako k ∈ N0.

Dokaz. Odaberimo element r ∈ S \ {0}, recimo da je crven. Moжemo da sma-
tramo da je i nula crvena (ǌenom promenom boje ne remete se uslovi).
Za neko y, me�u brojevima y, y+ r, y+2r, . . . , y+ n

(n,r)r = y ima i crvenih
i plavih, xto znaqi da postoji plavo x takvo da je x− r crveno.

Indukcijom po k sledi da su kx, kx + r ∈ S za sve k ∈ N0. Zaista, za
k = 0 to je trivijalno, a ako je k > 0, iz (∗) za (a, b) = (x, x− r) sledi
kx ∈ S, a odatle iz (∗) za (a, b) = (x, r) sledi kx+ r ∈ S.

Posmatrajmo najmaǌe d iz Leme. Kako je {kd′ | k ∈ N0} = {kd | k ∈ N0} ⊂ S,
gde je d′ = nzd(n, d) 6 d, mora biti d′ = d, tj. d | n. S druge strane, d > 1.

Pretpostavimo da, suprotno tvr�eǌu zadatka, postoji x takvo da su x i
x+ d razliqite boje, ali d ∤ x. Pokazujemo indukcijom po i ∈ N0 da vaжi

ix+ jd ∈ S za sve j ∈ N0.

Ovo vaжi za i = 0, dok u sluqaju i > 1 iz (∗) za (a, b) = (x, x+d) i induktivne
pretpostavke sledi da ix+jd ∈ S, xto zavrxava indukciju. Prema tome, svi
brojevi oblika ix+jd su u S, a oni ukǉuquju sve brojeve oblika k ·nzd(d, x),
k ∈ N0, xto je protivno minimalnosti broja d.

Drugo rexeǌe. Primetimo slede�e:

(•) Ako su a, b ∈ S razliqite boje, onda je a+ b ∈ S.

Zaista, ako je bez smaǌeǌa opxtosti a razliqite boje od a + b, onda iz
b ∈ S sledi a+ b ∈ S.

Oznaqimo sa P i C redom skupove plavih i crvenih elemenata skupa S.

Neka je t = nzd(S∪{n}). Dokaжimo da je nzd(P ∪{n}) = s ili nzd(C∪{n}) = s.
Odaberimo brojeve s1, s2, . . . , sr ∈ S (ne obavezno razliqite) takve da je

s1 + · · ·+ sr ≡ t (mod n) i r je najmaǌe mogu�e.

Ako me�u ovim brojevima postoje dva razliqitih boja, recimo si i sj, onda
je si + sj ∈ S, pa pojedinaqne brojeve si i sj moжemo da zamenimo ǌihovim
zbirom, protivno minimalnosti broja r. Dakle, svi s1, . . . , sr su iste boje.

Smatra�emo da su s1, . . . , sr plavi, tako da je nzd(P ∪ {n}) = t.

(1◦) Pretpostavimo da je t > 1. Neka je x takvo da t ∤ x i neka je s ∈ S.
Zbog t ∤ x+s vaжi x+s 6∈ S, pa po uslovu zadatka x i x+s moraju biti
iste boje. Indukcijom sledi da je x+ kt = x+ k(s1 + · · ·+ sr) iste boje
kao x za svako k ∈ N0. Prema tome, x i y su iste boje kad god t | y − x

i t ∤ x, pa moжemo uzeti d = t.

(2◦) Ostaje sluqaj t = 1. Dokaжimo da u ovom sluqaju svi crveni brojevi
leжe u S. Pretpostavimo da postoji crven broj z koji nije u S. Za
svaki od ǌih, z − si je crven (u suprotnom bi iz si ∈ S sledilo z ∈ S)
i nije u S (u suprotnom bi iz (•) sledilo (z − si) + si = z ∈ S, jer



je z − si crven i si plav). Indukcijom sledi da je za svako k broj
z − k(s1 + · · ·+ sr) = z − k crven i nije u S, xto je nemogu�e.

Sada oznaqimo d = nzd(C ∪ {n}). Ako je d = 1, analogno bi sledilo da
i svi plavi brojevi leжe u S, tj. S = {0, 1, . . . , n−1}, xto nije taqno.
Dakle, d > 1. Najzad, ako su crven broj x i plav y takvi da d | x − y,
po prethodnom je x ∈ S, te je d | x, qime je tvr�eǌe dokazano.

Pretpostavimo da otac podeli koǌe po slede�oj tabeli:4.

sin 1 sin 2 sin 3
koǌi rase 1 x1 + y1 x1 x1

koǌi rase 2 x2 x2 + y2 x2

koǌi rase 3 x3 x3 x3 + y3

gde su xi i yi nenegativni celi brojevi takvi da je 3xi + yi = bi za i = 1, 2, 3.
Po proceni i-tog sina, vrednost ǌegovih koǌa je za yiaii − yjaij ve�a od
vrednosti koǌa j-tog sina (i 6= j). Prema tome, dovoǉno je odabrati brojeve
y1, y2, y3 tako da vaжi

yi ≡ bi (mod 3) i
yj

yi
<

aii

aij
za sve i, j ∈ {1, 2, 3}.

Po uslovu zadatka postoji ε > 0 takvo da je aii

aij
> 1 + ε kad god je i 6= j. Ako

su b1, b2, b3 > n, odabra�emo yi (i = 1, 2, 3) tako da je n − 2 6 yi 6 n i yi ≡ bi
(mod 3). Kako je tada yj

yi
6 1 + 2

n−2
, dovoǉno je da vaжi n > 2 + 2

ε
.

Za x 6 7 jedina rexeǌa (x, y) su (2, 0), (3, 1) i (7, 3).5.

Pretpostavimo da je x > 8. Tada je 5y ≡ −3 (mod 28). Kako je 53 ≡ 27 − 3
(mod 28), a poreci broja 5 po modulima 27 i 28 redom su 32 i 64, mora biti
y ≡ 3 (mod 32), ali ne i y ≡ 3 (mod 64). Dakle, y ≡ 35 (mod 64).

Sada �e neki modul oblika 64k + 1 biti od koristi, pa ima smisla svo-
�eǌe po modulu 257. S jedne strane, 2y po modulu 257 daje samo ostatke
±1,±2,±4,±8,±16,±32,±64,±128. S druge strane je 535 = (57)5 ≡ (−3)5 ≡ 14
(mod 257), dok iz (564k)4 ≡ 1 (mod 257) sledi da je 564k ∈ {±1,±16}, tako da
imamo 5x ∈ {±14,± − 33} i 5x + 3 ∈ {−30,−11, 17, 36} 6∋ 2y po modulu 257.
Prema tome, za x > 8 nema rexeǌa.

Drugo rexeǌe. Kao i u prvom rexeǌu, ako je y > 8, svo�eǌe po modulu 28 daje
y ≡ 35 (mod 64). Sada �emo posmatrati jednaqinu po (prostom) modulu 641.
Ovaj modul je zgodan jer 641 = 54 +24 | 232 +1. Poxto je 54 ≡ −24 (mod 641),
sledi 532 ≡ 232 ≡ −1, 564 ≡ 1 i 5y ≡ 535 ≡ −53 = −125, te je 2x = 5y +3 ≡ −122
(mod 641).

S druge strane, iz 2x ≡ 3 (mod 5) imamo x ≡ 3 (mod 4), pa je 2x ∈ {±8,±128,
±125,±77,∓50,∓159,±20,±320}, tako da nema rexeǌa.

Pretpostavimo da Milisav ima nenadvladivu figuricu i oznaqimo sa ai6.

broj pojavǉivaǌa broja i na ǌoj. Razmatramo dva tipa izmene na figurici:



(A) Zamena jednog para brojeva (x, y) parom (x+1, y−1), gde je y > 2.

Ovom izmenom, broj mogu�ih pobedniqkih ishoda u suqeǉavaǌu sa
polaznom figuricom porax�e za P+ = ax − ay−1, dok �e broj mogu�ih
gubitniqkih ishoda porasti za P− = ay −ax+1. Kako dobijena figuri-
ca ne nadvladava polaznu, vaжi P− > P+. Prema tome, kad god su x i
y brojevi na dve strane figurice, vaжi:

ax + ax+1 6 ay + ay−1. (∗)

(B) Zamena trojke brojeva (x, y, z) trojkom (x+1, y+1, z−2), gde je z > 3.

Sliqno kao u (A) zakǉuqujemo da, ako su x, y i z brojevi na tri strane
figurice, vaжi

(ax + ax+1) + (ay + ay+1) 6 az + 2az−1 + az−2. (∗∗)

Ispita�emo kako izgleda niz (an)n∈N. Moжemo ga smatrati konaqnim, jer
su svi ǌegovi qlanovi poqev od nekog nule.

Pretpostavimo prvo da se nikoja dva broja na figurici ne razlikuju za
taqno 1. Neka su x > 1 i y > 1 dva broja na figurici. Po pretpostavci je
ax±1 = ay±1 = 0, pa iz (∗) sledi ay > ax i ax > ay, tj. ax = ay = q (za neko
q). Sliqno, ako je x = 1, sledi a1 6 q. Ako su sada x > 1, y > 1 i z > 2 na
figurici, znamo da je az−2 6 q, ali (∗∗) za (x, y, z) daje az+az−2 > 2q. Sledi
da je az−2 = q (ovo �e vaжiti i za z = 3 ako ovaj broj postoji). Prema tome,
niz (ai) ima oblik (. . . , q, 0, q, 0, q, 0, q).

Nadaǉe smatramo da se, za neko n, na figurici pojavǉuju brojevi n−1 i n,
pri qemu je an−1 = p i an = q.

Lema. (a) Ako na figurici nema broja n+1, onda nema brojeva ve�ih od n;

(b) Na figurici se pojavǉuju svi brojevi od 1 do n.

Dokaz. (a) Pretpostavimo da se pojavǉuje broj m > n+2, ali ne i n+1, . . . ,
m−1. Iz (∗) za (x, y) = (n−1, m) i (x, y) = (m,n) dobijamo am = p + q

(pa se m pojavǉuje bar dvaput) i am+1 = 0. Me�utim, relacija (∗∗) za
(x, y, z) = (n−1, m,m) daje p+ 2q > 2p+ 2q, xto je nemogu�e.

(b) Pretpostavimo da nema broja n−2. Ako je p > 2, onda (∗∗) za trojku
(x, y, z) = (n−1, n−1, n) daje kontradikciju. Dakle, mora biti p = 1, a
onda iz (∗) za (x, y) = (n, n−1) sledi q = 1 i an+1 = 0. Sada, za ma koji
broj m 6∈ {n−1, n} na figurici, iz (∗) za (x, y) = (m,n−1) sledi da je
am = 1 i am+1 = 0. Iz istog razloga je am−1 = 0 ako je m > 1 (takvo m

postoji, jer ima vixe od tri strane), ali tada (∗) za (x, y) = (n−1, m)
daje konaqnu kontradikciju.

Sada (∗) vaжi i za (x, y) = (n−2, n), daju�i an−2 6 p. Pod pretpostavkom da
je n > 4, iz (∗) za (x, y) = (n−1, n−2) sledi da je an−3 > q. Odatle iz (∗) za
(x, y) = (n−3, n−1) i (x, y) = (n−1, n−2) dobijamo q+an−2 > an−3+an−2 > p+q,
pa mora biti an−3 = q i an−2 = p. Tako�e, ako je n = 3 i q > 2, zamenom
(x, y) = (2, 2) i (x, y) = (1, 3) u opet zakǉuqujemo a1 = p. Indukcijom sledi
da u oba sluqaja niz (ai) ima oblik (. . . , p, q, p, q, p, q).

U preostalom sluqaju, za n = 3 i q = 1, iz (∗) za (x, y) = (3, 2) sledi p− 1 6

a1 6 p. Tako za niz (ai) u obzir dolazi i oblik (p− 1, 1, p).



Me�utim, u naxem sluqaju niz (ai) ne moжe da ima oblik (p− 1, 1, p), jer bi

inaqe bilo 265
2019

= 2p i 275
2019

= (p− 1) · 1 + 1 · 2 + p · 3 = 4p+ 1.

Sliqno, niz oblika (. . . , p, q, p, q, p, q) sa p > 0 nije mogu�. Zaista, ako je

najve�i broj na figurici jednak 2n−1, imali bismo 265
2019

= (n−1)p+nq i

275
2019

= p(2+4+· · ·+(2n−2))+q(1+2+· · ·+(2n−1)) = n[(n−1)p+nq] = n·265
2019

,

xto je nemogu�e, a ako je najve�i broj 2n, imali bismo 265
2019

= np + nq i
275

2019

= p(2+4+ · · ·+2n)+ q(1+2+ · · ·+(2n−1)) = n[(n+1)p+nq] = n · 265
2019

,

tj. 265
2019

i 275
2019

su deǉivi sa n, xto je opet nemogu�e.
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