
IZBORNO TAKMIQEǋE ZA EKIPU SRBIJE

ZA EVROPSKU MATEMATIQKU OLIMPIJADU ZA DEVOJKE

Beograd , 17. novembar 2018.

Odrediti sve funkcije f : R → R takve da za sve realne brojeve x i y1.

vaжi
(x+ 1)f(xf(y)) = xf(y(x+ 1)).

Na stranicama BC, CA i AB trougla ABC date su redom taqke P , Q i R2.

tako da je qetvorougao AQPR tetivan i BR = CQ. Tangente na opisani
krug trougla ABC u taqkama B i C seku prave PR i PQ u taqkama X i
Y , redom. Dokazati da je PX = PY .

Koliko najvixe poǉa xahovske table 8× 8 je mogu�e ise�i duж obe di-3.

jagonale tako da se tabla ne raspadne?

Niz (an) je zadat uslovima a1 = 7 i4.

an = an−1 + nzd(n, an−1)

za n > 2. Dokazati da je za svako n > 2 razlika an − an−1 ili prost broj,
ili jedinica.

Vreme za rad: 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 10 poena.



DODATNO IZBORNO TAKMIQEǋE ZA EGMO 2019

Beograd , 2. decembar 2018.

Za niz realnih brojeva {an}n>0 vaжi1.

an+1 + an−1 = |an| za sve n > 1.

Dokazati da je ovaj niz periodiqan.

Svaki od n uqenika ima neki (pozitivan) broj klikera, a svi uqenici2.

zajedno imaju ukupno 2n−2 klikera. Dokazati da za svaki prirodan broj
ℓ 6 2n−2 postoji podskup skupa uqenika koji ukupno ima taqno ℓ klikera.

Dat je paralelogram ABCD. Proizvoǉna prava p kroz teme A seqe po-3.

luprave BC i DC redom u taqkama X i Y . Neka je K centar pripisa-
nog kruga trougla ABX naspram temena A, a L centar pripisanog kruga
trougla ADY naspram temena A. Dokazati da ugao KCL ne zavisi od
izbora prave p.

Vreme za rad: 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 10 poena.



REXEǋA

Zamenom x = 0 u datu funkcionalnu jednaqinu (∗) dobijamo f(0) = 0. Ako1.1.

za neko a 6= 0 vaжi f(a) = 0, onda za y = a i svako x 6= 0 jednaqina (∗) daje
f(a(x+ 1)) = 0, pa je f ≡ 0. Zato nadaǉe smatramo da je f(x) 6= 0 za x 6= 0.

Pretpostavimo da za neko y 6= 0 vaжi f(y) 6= y. Odaberimo x tako da je
xf(y) = y(x+1) - dakle, x = y

f(y)−y
. Tada iz (∗) sledi 0 = (x+1)f(xf(y))−

xf(y(x + 1)) = f(y(x + 1)), odakle je x = −1. Iz xf(y) = y(x + 1) sledi
f(y) = 0, tj. y = 0, protivno pretpostavci.

Prema tome, jedina rexeǌa su funkcije f(x) = 0 i f(x) = x.

Kako je ∢BPR < 180◦ − ∢QPR = ∢BAC, taqka X je na polupravoj PR.1.2.
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Sliqno, taqka Y je na polupravoj PQ.
Pri tome je ∢RBX = ∢ACB = ∢QCP i
∢BRX = ∢PRA = ∢PQC, xto zajedno sa
BR = CQ daje △BRX ∼= △CQP . Sledi da
je BX = CP . Sliqno je CY = BP , pa su
trouglovi XBP i PCY podudarni i oda-
tle PX = PY .

Napomena. Sredixte N luka BAC opisanog kruga leжi na krugu AQR i
vaжi NQ = NR, a taqke X i Y su simetriqne u odnosu na pravu NP .

Pretpostavimo da je preseqeno k kvadrata. Prerezane dijagonale qine1.3.

graf G qija temena odgovaraju temenima i centrima k iseqenih kvadrata.
Ovaj graf ima 4k grana. Da se tabla ne bi raspala, u grafu ne smeju da
se pojave ciklusi, pa je ǌegov broj temena bar 4k + 1.

Kako nijedan od iviqnih kvadrata ne sme biti iseqen, sva temena grafa
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G pripadaju unutraxǌem kvadratu 6× 6. Xtavixe,
kako graf ima paran broj temena na svakoj ivici unu-
traxǌeg kvadrata 6×6, bar dva podeona temena ovog
kvadrata (od ukupno 49) nisu temena grafa. Dakle,
graf G ima najvixe 47+k temena, pa je 47+k > 4k+1,
tj. k 6 15.

Slika pokazuje da se broj 15 moжe dosti�i.

Vidimo da je a2 = 8 i a3 = 9.1.4.

Pretpostavimo da je an = 3n za neko n > 3 i posmatrajmo najmaǌi priro-
dan broj m > n takav da je am − am−1 > 1. Dokaza�emo da je am − am−1

prost broj i am = 3m. Tvr�eǌe zadatka �e odmah slediti indukcijom.



Za 0 < i 6 m− n vaжi an+i−1 = 3n+ i− 1 i

an+i − an+i−1 = (n+ i, an+i−1) = (n+ i, 2n− 1) = (2n+ 2i, 2n− 1)

= (2i+ 1, 2n− 1).

Dakle, 2i + 1 je uzajamno prosto sa 2n − 1 za 0 < i < m − n, ali ne i za
i = m−n. Sledi da je p = 2(m−n)+1 najmaǌi prost delilac broja 2n−1
i m = n+ p−1

2 . Sada je am − am−1 = p i am = am−1 + p = 3n+ p−3
2 + p = 3m.

Bar jedan qlan niza je nenegativan. Ako je ai > 0 za i > 1, me�u qlanovima2.1.

ai−1 i ai+1 bar jedan je nenegativan, recimo ai+1 > 0. Ako je ai+1 > ai,
onda je ai+2 = ai+1 − ai 6 ai+1. Dakle, za neko n vaжi an > an+1 > 0.

Oznaqimo an = x + y i an+1 = x, gde su x, y > 0. Tada je an+2 = −y i
an+3 = y − x, a nadaǉe razlikujemo dva sluqaja.

(i) x > y. Naredni qlanovi niza su x, 2x−y, x−y, −x, y, x+y, x.

(ii) x < y. Naredni qlanovi niza su 2y−x, y, x−y, −x, y, x+y, x.

U oba sluqaja niz je periodiqan sa periodom 9 poqev od an, pa jednostav-
nom indukcijom sledi da je periodiqan i poqev od a0.

Neka ima k uqenika sa po jednim klikerom. Ostalih n− k uqenika imaju2.2.

redom a1, a2, . . . , an−k klikera, pri qemu je ai 6 k za svako i: u suprotnom
bi bilo vixe od k · 1 + k + (n− k − 1) · 2 = 2n− 2 klikera.

Oznaqimo s0 = 0 i si = a1 + a2 + · · · + ai za i = 1, 2, . . . , n−k. Za neko
i ∈ {0, . . . , n − k} vaжi si 6 ℓ 6 si+1 6 si + k. Dakle, postoji nekoliko
uqenika sa po bar dva klikera koji ukupno imaju si klikera, a dodavaǌem
jox ℓ− si onih sa po jednim klikerom dobijamo traжeni podskup.

Napomena. Tvr�eǌe vaжi kad god ukupan broj klikera ne prelazi 2n− 1.

Oznaqimo ∢BAK = ∢KAX = x i ∢XAL = ∢LAD = y. Kako je ∢KBC =2.3.
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∢CDL = 1
2
∢BAD = x + y, imamo ∢AKB =

x + y − ∢BAK = y i analogno ∢DLA =
x. Prema tome, △ABK ∼ △LDA. Iz ove
sliqnosti imamo KB

AD
= BA

DL
, tj. KB

BC
= CD

DL
,

xto zajedno sa uslovom ∢KBC = ∢CDL

daje △KBC ∼ △CDL. Odavde je ∢LCD +
∢BCK = ∢CKB+∢BCK = 180◦− 1

2∢BAD,
pa je ∢KCL = 360◦ − (180◦ − 1

2∢BAD) −
∢DCB = 180◦ − 1

2∢BAD.
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