N350PHO TAKMUMNYEILE 3A ERUILY CPBMNJE
3A EBPOIICRY MATEMATHNYRY OJIMMIINJALLY 3A ITEBOJRE

Beorpan, 17. soBemoOap 2018.

Onpenutu cBe ¢pynrnuje f : R — R TakBe na 3a cBe peaJsiHe OpojeBe x u ¥y
BayKU

(z+ D) f(@f(y) = zf(y(z+ 1)),

Ha crpanunama BC, CA u AB tpoyraa ABC mare cy pemom tauke P, Q u R
Tako na je yerBopoyrao AQPR teruBan u BR = C'(). Taurenre na onucanu
kpyr tpoyria ABC y taukama B u C ceky npaBe PR u P(Q) y Ttaukama X u
Y, pemom. Iokazatu na je PX = PY.

Komauko majBumne nmossa maxoBcke Tabie 8 X 8 je moryhe ucehu my:x obe nu-
jaronaje Tako na ce tabia He pacmanHe?

Hwus (a,) je 3amar ycinosuma a; =7
ap, = ap—1 + H30(N, Qp—1)

3an > 2. Illokazatu ga je 3a CBAKO n > 2 pas3iuka a, — G,_1 UIA IPOCT OPOj,
UIU je TUHAIIA.

Bpewme 3a pam: 270 munyTa.
Caku 3amarak Bpenu 10 moeHna.



JTOJATHO M3BOPHO TAKMUNYEILE 3A EI'MO 2019

Beorpan, 2. nememobap 2018.

3a Hu3 peanHux O6pojeBa {an}n,>0 Baxku
apt1 + ap—1 = lap| 3a cBe n > 1.

IlokazaTtu ma je oBaj HU3 MEPUOIMYAH.

CBaku on n y4YeHUKa MMa HEKU (IO3UTUBAaH) OpOj KIWKEpa, a CBU YUECHUIN
3ajelHO MMajy YKYHIHO 2n — 2 kamkepa. Jloka3aTm na 3a cBaku NpupomaH 0poj
¢ < 2n—2 mocToju MOACKYT CKyIla YUEeHUKA KOjU YKYIIHO UMa TAYHO ¢ KIUKepa.

Ilat je mapasesorpam ABCD. IlpousBossua mpaBa p Kpo3 Tteme A ceue mo-
aynpase BC u DC penom y taurkama X u Y. Heka je K menrap nmpunuca-
mor kpyra tpoyria ABX macupam temena A, a L meHTrap mpunucaHOr KpPyra
tpoyraa ADY wacupam temena A. Jlokazatu ma yrao KCL me 3aBucu on
un3bopa mpase p.

Bpewme 3a pam: 180 munmyTa.
Caku 3amarak Bpenu 10 moena.



1.1.

1.2.

1.3.
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PEIIIEIHA

Samenom x = 0 y marty ¢pyHRUMOHAJNHY jenHauunny () mobujamo f(0) = 0. Ako
3a HeKO a # 0 Basku f(a) =0, oHma 3a y = a u cBako x # 0 jemmauuna (x) maje
fla(zx+1)) =0, ma je f =0. 3aro magame cmatrpamo na je f(x) # 0 3a z # 0.
[MpernocraBumo ma 3a weko y # 0 Basku f(y) # y. Omabepumo = Tako ma je
zf(y) =y(x+1) - narne, r = % Tana n3 (%) crequ 0 = (v + 1) f(zf(y)) —
zf(y(x +1)) = f(y(x + 1)), omarue je x = —1. U3 zf(y) = y(r + 1) cnemn
fly) =0, 7j. y =0, IPOTUBHO TPETIOCTABIIN.

[Tpema Tome, jemuna pemema cy ¢pyuruuje f(z) =0 u f(x) =

Kako je <BPR < 180° — <QPR = <BAC, Tauka X je Ha HonynpaBOJ PR.
Cauuno, tauka Y je Ha mnoaymnpasoj PQ.
[Mpu Tome je <RBX = <ACB = <QCP nu
<BRX = <PRA = <PQC, mro 3ajenHo ca
BR =CQ nmaje ABRX =2 ACQP. Cnemn na
je BX = CP. Cununo je CY = BP, na cy
tpoyraosu X BP u PCY nonynapau u ona-
tne PX = PY.

Hanomena. Cpemumre N nyra BAC onucanor kpyra jexu Ha Kpyry AQR u
Baku N@Q = NR, a taurke X u Y cy cumerpuune y omHocy Ha npaBy NP.

[IpernocraBumo na je mpeceueno k kBanparta. l[lpepe3ane nujaronasie dmue
rpa¢ G umja TeMeHa OAroBapajy TEMEHUMa U IEeHTPUMa k MCeYEeHUX KBA,APATA.
Osaj rpa¢ uma 4k rpana. Ila ce tabna vHe 6u pacnaja, y rpady He cMejy aa
ce TmojaBe IUKJIYCHU, 1A je meroB 0poj tremena dap 4k + 1.

Kako Hmjeman on mBMYHUX KBaapaTa He cMe OWTH MCEYEH, CBa TeMeHa rpada
G mpunanajy yayTpammeM kBagpaty 6 x 6. Illtasumre,
KaKo r'pa@ uMa napas 0poj TeMeHa Ha CBAKOj UBUIU yHY-
Tpalrmer kBaapara 6 X 6, 6ap nBa momeoHa TeMeHa OBOT
kBaznpara (ox ykynHo 49) Hucy temena rpada. Ilakie,
rpa¢ G uma HajBume 474k temena, na je 47+k > 4k+1,
Tj. k < 15.

Cnura mokasyje ma ce 6poj 15 moske moctuhu.

Bumumo na je as =8 u ag = 9.

[IpernmocraBuMo ma je a, = 3n 3a HEKO n > 3 U MOCMATPAjMO HAajMAILU IPUPO-
naH Opoj m > n TakaB Oa je a,, — apm—1 > 1. Ilorkazahemo ma je a,, — am—1
npoct 6poj u a,, = 3m. TBphemwe 3anmaTra he omMax cCiIeAUTU WHIYKIAjOM.
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3a0<i<m—nBaKA Gpyi—1 =3N+i—1mu

Ap+i — Ap4i—1 = (n + i,an+z~_1) = (n + ’i, 2n — 1) = (2n + 22,2n — 1)
= (2i+1,2n—1).

Iakime, 21 + 1 je y3ajamuo mpocto ca 2n — 1 3a 0 <7 < m —n, ajau He U 3a
i=m—n. Cnemn na je p=2(m—n)+1 Hajmamu npoct meaunarn Opoja 2n— 1
I/Im:'rH—%. Cama je am — Gm—1 :pmam:am_1+p:3n+%+p:3m.

Bap jeman unan Husa je neneraruBan. Ako je a; > 03a ¢ > 1, mehy unanoBuma
a;—1 W a;y1 bap jemaH je HeHeraTwuBaH, pernumo a;y1 > 0. Ako je a;y1 > a;,
OHZA je Qo = Qj+1 — G; < a;+1. Jarme, 3a HEKO N BaEM a,, = Gpyq = 0.
Ozmauumo a, = r+y U ap+1 = x, e ¢y x,y = 0. Tana je apyo = —y u
Up+3 = Y — T, & HaJaJbe PA3JIMKY]eMO IBa CiIydaja.

(i) x > y. Hapenuu unanoBu Huza cy z, 2rx—y, r—y, —, y, T+y, .
(ii) * < y. Hapenmuu unanosu Hu3a cy 2y—z, y, £—yY, —, Y, T+Y, T.

Y oba ciydyaja HU3 je mepuoOAUYaH ca MepruoaoM 9 moues o a,,, na jeTHOCTAB-
HOM WHIYKIMjOM CJEIN Oa je NePUOANYaH U MOYEB O ag.

Hera nma k yuenuka ca mo jemuum kiaukepom. Ocranux n — k ydeHUKa uMajy
pemoM aq,as,. .., 0, KIAKEpa, Ipu Yemy je a; < k 3a CBAKO i: y CyIPOTHOM
6u 6uso Bume on k-1 +k+ (n—k—1)-2=2n — 2 kaukepa.

Ozmaummo sg = 0 s; = a1 +as+---+a; 3a i = 1,2,..., n—k. 3a Heko
i€ {0,....,n—k} Basm s; < £ < s;41 < 8; + k. Ilakie, mMOCTOjU HEKOJIUKO
YUEeHUKa ca 1Mo 6ap ABa KIWKepa KOju YKYIIHO UMAajy §; KIUKepa, a IOJaBaHheM
jomr ¢ — s; OHUX ca MO je JHUM KJIUKEePOM n00UjaMO TPasKeHUW IOACKYII.

Hanomena. TBphemwe Basku Kam ron ykynan Opoj KIukepa He mpesas3u 2n — 1.

Oszmaunmo <BAK = <KAX = x u <XAL = <LLAD =vy. Kako je <KBC =
<CDL = %<{BAD =z +y, umamo <AKB =
x4+ vy — <BAK = y u ananorno <DLA =
x. IIpema tome, NABK ~ ALDA. W3 oBe
CIIMYHOCTY MMAaMO % = %, Tj. g—g = %,
mTo 3ajenno ca ycaoBom {KBC = <CDL
naje AKBC ~ ANCDL. Onasnme je <LCD +
<BCK = <«CKB+<BCK =180° — 3<BAD,
na je <KCL = 360° — (180° — $<BAD) —
<DCB = 180° — 3<aBAD.
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