36. BAJIKAHCKA MATEMATNUYKA OJIMMIINJA ITA

Kumumes, MoanaBuja — 2. maj 2019.

Osznaummo ca P ckyn cBux npoctux 6pojesa. Hahu cBe dpyukmnuje f:P — P takBe na
BasKU

f(p)f(q) +qP = f(q)f(l?) +p4
3a cBe p,qeP. (Anbaruja)

Peanuu 6pojeBu a, b u ¢ cy TakBu na Baxku 0<sas<bs<cwu a+b+c=ab+bc+ca>0.
IlokazaTu HejeTHAKOCT

(a+1)Vbc=2.

Onpenutu cBe Tpojre (a,b,c) 3a Koje ce MOCTMKE jeTHAKOCT. (Pymyruja)

at je omrpoyrim pasnoctpanndan tpoyrao ABC. Heka cy X m Y pasauumte
Tayke yHyTap Oysxu BC TakBe na je <CAX =<YAB. O3maunMo ca:

(1°) K u S - penoM momHO:Kja HOpMaJia u3 TeMeHa B na npae AX u AY;

(2°) T u L - pemom momuo:xkja HOpMaJsia n3 temena C Ha npaBe AX u AY.

Iloxkazatu na ce npase KL u ST cexy Ha npasoj BC. (I'puxa)

Pewemxa je ckyn cBux tavaka obmauka (m,n), rae cy m u n neau OpojeBU 3a Koje
je Im| <2019, |n| <2019 u |m|+|n| <4038. Tauke (m,n) Ha pemerku ca |m|=2019 uau
[n| = 2019 30BeMO usuuHum. HYetupu npase x = +2019 u y = +2019 30BeMO usuYaAMA.
IlBe Tauke Ha pemeTKu Cy cycedwe ako je pacrojame mamehy mux 1.

3eka u Mena urpajy urpy zHa pemtetku. OHU urpajy HaAM3MEHUYHO, IPU YeMYy 3€Ka
IOYMH€ NPy MOoCTaB/bameM keToHa Ha Taduky (0,0), a Mena moBnaum npBu nmores.

(1°) Y cBaroMm cBoM motTe3y Mena ykaama HajBUIIE IO IBE MBUYHE TAYKE CA CBaKe
O]l UBUIIA.

(2°) Y cBakoMm CBOM IOTe3y 3€Ka IMpaBU TAYHO TPU Kopaka. Kopak ce cacToju on
moMepama KeTOHA Ha JeIHY Ol CYCEeIHUX TavaKa KOje HUCY YKJIOHEHE.

Urpa ce 3aBpimaBa 3eKMHOM TOOEIO0M YUM 3€Ka IIOCTABY »KETOH HA HEKY UBUYHY Tad-
Ky KOja join Huje yriaomeHa. [la au 3exka mMma moOeTHUYKY CTpATErujy?! (Kunap)

Ceaxu 3a0amax epedu 10 noena.
Bpewme 3a pao: 4% camau.



PEIIIEIHA

Ipernocrasumo na je f(2) >2. Tana je f(p)/@ = f(2)/P) + p? —2P napuo 3a peP,
p>2, nma mopa outu f(p) =2 3a cBako p>2, aju TO je HeMoTryhe jep Tana jeqHaunHA
u3 3aJaTKa He Bayku 3a HOP. (p,q) =(3.5). Ilpema Ttome, f(2) =2, ma cana 3a q =2
MMAaMO

2P —p? =21 _ f(p)2. (%)

Onasne je f(p) #2 3a p>2. C mpyre crpaHe, 3a cBe Ieje OpojeBe X >y > 2 BaKu
2¥—x?>2Y—y?. Opo canemu unmyknujom u3s Hejennarkoctu (29— (y+1)?)—(2V-y?) =
2Y-2y—-1>03a y=3. Cana u3 () ogmax 3akmyuayjemo na je f(p)=p. OBa pynrnuja
TPUBUjAJHO 33,10BOJbABA YCJIOBE.

Kaxo je 3(ab+bc+ca) < (a+b+c)? = (ab+bc+ca)?, umamo ab+bc+ca=3. VI3 bc=ca=
ab cnemu bc=1. Oznaunmo vVbc=x=1. Tana je b+c=2vVbc=2x, na je u3 ycuaosa

aIaTKa
sanatr B b+c—bc_ bc—-1 - x2-1 _x(2-x)

= =]-———>1- = ,
b+c—1 b+c-1 2x-1 2x—-1

Ipy YeMy jeTHAKOCT BasKM aKO U caMO akKo je b=c=x.

(1°) Axo je x=2, ouursaenso je (a+1)Vbc=2(a+1) =2, a jeqHAKOCT BasK1 CaMO aKO
jea=0u b=c=x=2, 1j. (a,b,c)=(0,2,2).

(2°) Axo je x<2, ouma je (a+1)Vb :ax+x>%-(2—x)+x>(2—x)+x:2, jep je

2 _1)2 .
2;‘_1 =1+ (;Cx_l)l = 1. JemHakoCT BayKu caMo ako je hb=c=x=1u a=

3a (a,b,c)=(1,1,1).

2x—x2%
2x—1

=1, 1j.

Lpyzo pewewe. O3naummo k = a+b+c. [lpumerumo na us k= ab+bc+ca = ala+b+c) =
ak cnemu a<1.

Nmamo b+c=k—awu bc=k—-ab+c)=1-a)k+a®. Cana ce YCJIOB (b+c¢)? = 4bc cBomm
Ha k?+(2a-4)k—-3a? =0, na 360r k>0 nobujamo k=2—-a+2vVa?-a+1. Onasne je

(a+1)Vbe = (a+ 1)V -a)k+a?
>(a+1)\/(1—a)(2—a+2 a*—a+1)+a*=(a+1)(1-a+Va?-a+1)=F.

MebyTum, ycioB F =2 je exBuBaJsieHTas ca (a+1)Va2—a+1=a’?+1, mro ce KBaapu-
pameM CBOMYU Ha OUMIJIENHO TAUHYy HejeIHAKOCT a°+a=2a’. JeIHAKOCT ce NOCTUE
3a. a=0wu a=1 y3 ycioB b=c, 1j. 3a Tpojke (0,2,2) u (1,1,1).

Ilo ycnoBy sazatka je AABK ~ AACL u AABS ~ AACT, ma je 45 =48 = 43 1j.
AK-AT = AL-AS. Cnemu na tauke K, L, S u T nexe Ha HeroM kpyry k. Cpenumre

M crpanune BC nexu Ha cuMerpasama aysxku KT u LS, ma je TO meHTap Kpyra k.

Heka je D momuoskje Bucuue u3 temena A. Kpyr k; Ham npeunukom AB mpoiasu
kpo3 Tauke D, K u S, a Kpyr k; man npeunuxkom AC mposa3u Kpo3 tauke D, L u T.
Panmukasmue oce maposa kpyrosa (k, ki), (k,k2) u (k,k3) cy penom npase KS, LT u AB
U CEeKYy Ce y paIuKaJTHOM IeHTPY P oBa Tpu Kpyra.



Axo ce cana npaBe KL u ST cery y Tauru Q,
no bpokapoBoj Teopemu 3a yerBopoyrao KSLT
npaBa AP je monapa Ttauyke (Q y OMHOCY Ha KPYT
k, ma je MQ L AP, tj. MQ | BC, onakne cienu
na Q nexu Ha mpaBoj BC.

Lpyeo pewewe. Herka npaBe KL 1 ST penoMm cery

npaBy BC y taukama Q) u Q». Ilo Menenajesoj
L OX X

TEeOpeMU je QTQX} = %-% QTQ; = %-g‘—?, Ima Kako

npaBe KL u ST unu obe ceky ny:x XY wuiau Hu-

jegHa, JOBOJLHO j€ MOKa3aTu a'eX—Ql—X—Q2 Tj
JemHa, I Je I Aa je 5y = Qv T

AK AS XT YL

N3 cauunoctu AABK ~ AACL, AABS ~ AACT, ABXK ~ ACXT u ACYL ~ ABYS

AK _AB AS _ AB  XT YL _CT . CL_CT CL _ AC AC :
CIeI 37 =“%4c ar =4c ™ XK Vs = BK BS = Bs BK = Ap " ap- MHOEemeM nodujamo

TpaskeHy jeqHaKOCT.

Mena moske na cupeum 3eky ma nobemu. Menuny crparerujy ommcahemMo HA UBUIA
y=2019 - Ha oCTaJuM MBUIAMa OH UI'Da aHAJIOTHO.

Y npBowm nortely Mena ykmama Taure (—1,2019) u (0,2019). Hakon tora:

(i) Ako 3eka cBOjuM MOTE30M CMaBmU X-KOOpauHATY, Mena ykiaama mpBe OBe J0C-
TynHe Tauke jJeBO on Tauke (0,2019);

(ii) Axko 3eka He mpoMeHU X-KoOopaumHATy, Menma yriama TPBY MOCTYIHY TaUKY
J1eBO M NpBY mecHo on tauke (0,2019);

(iii) Axo 3eka moeha x-roopauaaty, Mena ykiaama IpBe ABE HOCTYIHE TadKe HeC-
Ho on Tauke (0,2019).

(iv) Jemuuo omcrymame je Kama 3eKa MPBU YT CMAmbU X-KOOPIAWHATY 3a TAYHO 1:
taga Mena ykaama IPBY JOCTYIHY TA4Ky JeBO M NpBY mecHO ox (0,2019).

[IpernocraBumo na he 3eka unak modbenuTy HOJIaCKOM 10 Heke Tauke (a,2019). Mo-
’KeMO ma cMaTpamo na je a>0. 3aucra, na ce 3eKa KpeTao CUMETPUYHOM Iy TalkhOM
no tauke (—a,2019), Mena Ou cturao na ykJoHU Oap OHOJMKO TadvyakKa JIEBO O HYJe
KOJIMKO je y OBOM CJIyYa]y YKJOHUO AECHO OI HYyJE.

[Tocmarpajmo BennuuHy
A=2x+y-3k,

rme je (x,y) TpeHyTHa MO3UIMja KETOHA, a k HajIellmha YKIOHeHa Tadyka. Buammo:

e Ako 3era momepu :keToH 3a BekTop (—1,2), (0,3) mau (3,0), HAKOH HETOBOI U
Memunor nmoresa A ce He Mema.
WNnak, 300r (iv), mpBu myT Kamga ra momepu 3a BekTop (—1,2), A omana 3a 3.

e Ako 3eka moMepu KeTOH 3a BeKTOp (2,1), HakoH merosor u MeauHor moresa A
omana 3a 1;

e Y cBakOM Apyrowm ciydajy A omazna 3a 0ap 2.



Hakon mpBor Memumuor mores3a je A =0, ma nmpe 3eKUHOT MOCJIEAImEr MOTe3a MOPa
outu A <0. MebyTtum, y Tom tpenyTry je A=2x+y—-3k=2(a—-2)+2018-3(a—-1)=
2017—a= -1, ma je a=2017 u A Huran Huje omaJtio 3a Bume on 1. Craemu ma cy
CBU OOTANAIILU 3eKUHU moTe3n ouau 3a BekTop (0,3) mau (3,0), ocuMm MOXKIA jeqHOT
3a BeKTOp (2,1), ma je y ToM TpeHYTKy (X,y)=(0,0) umu (x,y) =(2,1) (mod 3). Kaxko
3eka mMa mobenqy y HajBUIIEe TPU KOPaka, jeanHa MoryhHoct je (x,y) = (2018,2017).
MebyTtum, Tana je A=6053—-3k>0, mTO je KOHTPAIUKIK]jA.

Apyzo pewewe (J. Topomanosuh). Ilokazahemo npyraumjy Memuny crpaterujy Ha

uBunu y =2019. IlocTynHe MBUYHE Tauyke HA OBOj MBUIM 3BaheMO uzaasuma.

Y npBux 672% moTesa, IITa rom 3eka urpao, Mena 3arBapa csux 1345 uznasza obauka
(x,2019) 3a 3| x, a 673-hu moTe3 3aBpIiraBa 3aTBapameM M3j1a3a TPEHYTHO HajOamKer
3ekn (6uno kor, ako mx mMma nBa). Hanasme, HAKOH cBakor 3ekuHOr more3a Mena
yRIamba ABa n3iasa HajOamka 3eku (OMI0 Koja, aKO MX MMa BUIIE).

[Tokazahemo maayknujom mo n =673 ma ce 3eka mpen CBOj N-TU MOTE3 HAJIA3U HA
pacrojamy 6ap 4 (mo koopaMHaATaMAa) OX HajOIMKer m3iasa.

Heka je n=673. 3eka je nau y tauku (0,2016) nan ucnon npase y = 2016, a mu3na3
(0,2019) je Mema Beh 3aTBOpPUMO, Ma TBphHeme BaKU.

Heka je n=674. O3maunmo 3eKUHy TPEHYTHY mO3unujy ca (xo,yo). Ako je yo <2018,
jemnHa Tpu mM3ja3a Ha pacrojamy <3 on 3eke cy (xp*1,2019) u (xp,2019), ox rojux
je jeman Beh 3aTBOpeH, a Mena y ¢cBOM n-TOM mOTe3y 3aTBapa mpeocTaja aBa. AKO
je y0=2018, ougna je xo = +1; Heka je 6e3 cMamema onmroctu X = 1. Meby uznazuma
(a,2019) 3a —1<a<3 tpu cy Beh 3aTrBOpeHa, a Mena cama 3aTrBapa mpeocTaja IBa.

Heka je n>674 u mera je (x1,y;) 3exkuHa nosunuja mociie n—2 noreza. CBu m3masu
cy Ha pacrojamy O0ap 4 om 3eke. Om Ttpu m3mnaza (x+1,2019) u (x,2019) jeman je
Beh 3aTBOpeH, a Mena y cBoMm (n—1)-BoM moTe3y 3aTBapa mpeocTasa aBa (ako cy
orBopenn). [locmarpajmo 3ekun (n—1)-Bu mores.

(1°) IIpermocraBumo na 3eka ckpehe ynecno (ciayuaj kama CKpeHe yJIeBO je aHAJO-
ran). Haj6mmwku m3na3 neBo o mpaBe X = X] MMa X-KOOpIMHATY He Behy on
X1 —2 1 OH My je Ha pacTojamy 6ap 4. C mpyre crpase, MeCHO OI IMpaBe X = X]
Ha pacTojamy 3 WiIu MameM HAjBUIIE OBA mM3ja3a Cy OTBOpeHa, a Mema ux
CBOJUM N-TUM IIOTE30M 3aTBapa.

(2°) Axo 3eka He Mema X-KoopauHaTy, Mema y ¢cBOM n-TOM mOTE3y 3aTBapa M3Jja3e
(x1£2,2019) (ako cy orBOpeHu), te he 3ekun HajOMMKU U343 OmeT OUTU HA
pacrtojamy bap 4.

[Ipema Tome, 3eka mHuran mehe mobuTu nmpuauky na mobdbemnu.

Tpehe pewemwe (A. Munojesuh). IllpernocraBumo na 3erka nMa MOOEIHUYKY CTpAaTe-

rujy. Tama Mena e Mmoke na cnpeuwm 3eky HU na nobhe no m3inasa Ha uBuim y = 2019

(y cynpoTHOM 6M MOrao aHAJOTHO Ia Ta CIPEYd W Ha OCTAe TPU UBUIE).

O06ojMmo Tauke pemeTke y mBe 0Ooje momyT maxoBcke Tabie. 3a nBe tauke A u B

Ha pemeTkn numeMo B> A ako cy mcTtoOojHe u moaynpaBa AB cede MBUYHY IpPaBy

y=2019 nox yraom ox Gap 45° (unu je B=A).

Jlema 1. Hexa je P' = P. Ako 3eka MOke na HampaBu KOPak u3 Tauke Py Taury Q,
OHIA MOKe M na Hampasu kopak u3 P’y tauky Q' taxBy ma je Q' =Q.

Zoxas. Axo je P' =P, moxke ce yzetu Q' =Q. Y cymporrHOoM, 3a Q' ce MOke y3eTu
Oap jemHa on Tadyaka HEMOCPEIHO JIEBO U HECHO On Tauke P’. L]



Hocaeduuya. Axko 3eka y jemnom morTesy mMozke mna mobe mu3 tauke P y Ttaury R, onma y
jemHoM more3y Moske ma mobe m u3 tauke P’y tauky R’ takBy ma je R'>=R. L[]

[Tosunuja y urpu je ompebhena mososkajem 3exke P U CKYIOM YKJIOH,€HUX WBUYHUX
Tavaka X - o3HadyaBaMo je ca (B X).

Jlema 2. Hera je P' = P. Axo je nosummja (B X) nobennnuka 3a 3eky y n noresa (OH
je Ha HOTe3y), ouna je u mosunuja (P',X) nobennnuka 3a 3€Ky y 1 IOTe3a.

Hoxas. Arxo je n=1, tj. 3erka mMa moTe3 U3 Tayke P y HEYKIOHEHY UBUYHY TAUKY
A, oana 6u 1 u3 tauke P’ mmao mores mo A.

Tspbewme moraszyjemo mHAYKIUjoM MO 1> 1. 3eka uMa MTOOUTHUYKU MTOTE3 U3
P y meky taurky Q Tako ma, Koje ronm mBuuHe Tauke A, Ay Mena ykimoHumo,
nosunuja (Q,XU{A;,As}) je mobenunuka 3a 3eky y n—1 moreza. C apyre crpasne,
u3 Tauke P’ om mosxke ctuhu y jemmom moresy y tauky Q' TakBy ma je Q'=Q, a
[0 MHIYKTUBHO] IpeTnocTasim nmosunuja (Q',ZU{A;,Az}) je nobemauuka 3a 3eKy
y n—1 more3a 3a Ma Koje uBuuHe Tauke A, Ay. Cuenu na je (P', %) mobenHUYKA
MO3UIKja 38 3eKy y N MoTe3a, YMMe jé UHAYKTUBHU KOPAaK 3aBPIIEH. (]

N3 Jleme 2 cremu ma, ako je y HEKOM MOMEHTY 3€KUH IIOTe3 HaUoJse (OIHOCHO
HAJIEBO /HAJECHO) NOOUTHUUKM, OHIA je TO U IIOTe3 HAJEBO WU HALECHO (OJHOCHO
Harope). IIpema Tome, 3eka uma nobeqHUUKY cTpaTerujy y kojoj us tauke (0,0) mue
npaBo Harope mo tauke (0,2018), a moroMm ce kpehe caMo JIEBO MU AECHO.

Mebyrtum, Mena Mo:ke ma oCcyjeTé OBAKBY 3€KUHY CTPATErH]y, IITO 3HAYM A MOKE
u cBaky apyry. Iloraskumo oBo. Hakom 672 moresa 3eka je y Tauku (0,2016), a y
673-hem craue jom aBa Kopaka rope u (6e3 cMamema ONIITOCTH) jeJaH AeCHO, YUMe
ctmxe y Tadry (1,2018). IIpernmocraBuMo na 3a TO BpeMe, y cBOja 674 moresa, Mena
yEJIama Tauke (x,2019) 3a —673 < x <674. Hamame ce 3eka kpehe camMo JjieBO uium
mecHO, MoK Mema HaKOH CBAKOT 3E€KWHOr MOTe3a yKJIama OABe HajOoamke JOCTyIHE
WBUYHE TadyKe y CMepy 3eKrMHOr kpertama. [llakme, ma Ou 3eka mOmao O Tadke
(a,2019), a>0 (cayuaj a<0 je cauuan), rpebahie my 6ap [a/3] more3a, amu Mena
he 3a 1o Bpeme yrimouuT; cBe Ttauke (x,2019) ca 0< x<672+2[a/3], a 3a a<2018
Baxku 672+ 2[al/3] = a.

Hanomerna. Axo ce 3exku n03Boau na HAIPABU jeJaH IIOTE3 KOJU CE€ CaCTOjU O CaMO
nBa Kopaka (ymecTo Tpu), OH he mMaTyu HOOEeIHWUKY CTpATEerujy. 3amucTa, Taua
ce OH HaKOH 673 more3a moxke obperu y tauku (0,2018), a mHakon Memuuor 674-tor
more3a Ha Oap jemHoj cTpaHu y-oce Ouhe HajBumme 673 yKIOHMEHMX Tadaka. lamna
3eka kpehe HA Ty cTpaHy CKOKOBUMa IOy:KUHE 3 U yCIeBa Oa mobdenu.

Takxobe, ako ce 6poj 2019 u3 3anaTra 3amenu ca N > 1, 3eka uma nmobeqHUYKY CTpa-
Terujy ako m camo ako 31 N.
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