
36. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Kixiǌev, Moldavija – 2. maj 2019.

Oznaqimo sa P skup svih prostih brojeva. Na�i sve funkcije f : P→P takve da1.

vaжi
f (p)

f (q) +q p = f (q)
f (p) +pq

za sve p, q ∈P. (Albanija)

Realni brojevi a, b i c su takvi da vaжi 0 É a É b É c i a+b +c = ab +bc +ca > 0.2.

Dokazati nejednakost
(a+1)

p
bc Ê 2.

Odrediti sve trojke (a,b,c) za koje se dostiжe jednakost. (Rumunija)

Dat je oxtrougli raznostraniqan trougao ABC . Neka su X i Y razliqite3.

taqke unutar duжi BC takve da je ∢C AX =∢Y AB. Oznaqimo sa:

(1◦) K i S - redom podnoжja normala iz temena B na prave AX i AY ;

(2◦) T i L - redom podnoжja normala iz temena C na prave AX i AY .

Dokazati da se prave K L i ST seku na pravoj BC . (Grqka)

Rexetka je skup svih taqaka oblika (m,n), gde su m i n celi brojevi za koje4.

je |m| É 2019, |n| É 2019 i |m|+ |n| < 4038. Taqke (m,n) na rexetki sa |m| = 2019 ili
|n| = 2019 zovemo iviqnim. Qetiri prave x =±2019 i y =±2019 zovemo ivicama.
Dve taqke na rexetki su susedne ako je rastojaǌe izme�u ǌih 1.

Zeka i Meda igraju igru na rexetki. Oni igraju naizmeniqno, pri qemu Zeka
poqiǌe igru postavǉaǌem жetona na taqku (0,0), a Meda povlaqi prvi potez.

(1◦) U svakom svom potezu Meda uklaǌa najvixe po dve iviqne taqke sa svake
od ivica.

(2◦) U svakom svom potezu Zeka pravi taqno tri koraka. Korak se sastoji od
pomeraǌa жetona na jednu od susednih taqaka koje nisu ukloǌene.

Igra se zavrxava Zekinom pobedom qim Zeka postavi жeton na neku iviqnu taq-
ku koja jox nije ukloǌena. Da li Zeka ima pobedniqku strategiju? (Kipar)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Pretpostavimo da je f (2) > 2. Tada je f (p) f (2) = f (2) f (p) +p2 −2p parno za p ∈ P,1.

p > 2, pa mora biti f (p) = 2 za svako p > 2, ali to je nemogu�e jer tada jednaqina
iz zadatka ne vaжi za npr. (p, q) = (3.5). Prema tome, f (2) = 2, pa sada za q = 2

imamo
2

p −p2 = 2
f (p) − f (p)

2
. (∗)

Odavde je f (p) 6= 2 za p > 2. S druge strane, za sve cele brojeve x > y > 2 vaжi
2x −x2 > 2y − y2. Ovo sledi indukcijom iz nejednakosti

(

2y+1 − (y +1)2
)

−
(

2y − y2
)

=
2y −2y−1> 0 za y Ê 3. Sada iz (∗) odmah zakǉuqujemo da je f (p) = p. Ova funkcija
trivijalno zadovoǉava uslove.

Kako je 3(ab+bc+ca) É (a+b+c)2 = (ab+bc+ca)2, imamo ab+bc+ca Ê 3. Iz bc Ê ca Ê2.

ab sledi bc Ê 1. Oznaqimo
p

bc = x Ê 1. Tada je b + c Ê 2
p

bc = 2x, pa je iz uslova
zadatka

a =
b +c −bc

b +c −1
= 1−

bc −1

b +c −1
Ê 1−

x2 −1

2x −1
=

x(2−x)

2x −1
,

pri qemu jednakost vaжi ako i samo ako je b = c = x.

(1◦) Ako je x Ê 2, oqigledno je (a+1)
p

bc Ê 2(a+1) Ê 2, a jednakost vaжi samo ako
je a = 0 i b = c = x = 2, tj. (a,b,c) = (0,2,2).

(2◦) Ako je x < 2, onda je (a +1)
p

bc = ax + x Ê x2

2x−1
· (2− x)+ x Ê (2− x)+ x = 2, jer je

x2

2x−1
= 1+ (x−1)2

2x−1
Ê 1. Jednakost vaжi samo ako je b = c = x = 1 i a = 2x−x2

2x−1
= 1, tj.

za (a,b,c) = (1,1,1).

Drugo rexeǌe. Oznaqimo k = a+b+c. Primetimo da iz k = ab+bc+ca Ê a(a+b+c) =
ak sledi a É 1.

Imamo b+c = k−a i bc = k−a(b+c) = (1−a)k+a2. Sada se uslov (b+c)2 Ê 4bc svodi
na k2 + (2a−4)k −3a2 Ê 0, pa zbog k > 0 dobijamo k Ê 2−a+2

p
a2 −a+1. Odavde je

(a+1)
p

bc = (a+1)
√

(1−a)k +a2

Ê (a+1)

√

(1−a)
(

2−a+2
√

a2 −a+1
)

+a2 = (a+1)
(

1−a+
√

a2 −a+1
)

= F.

Me�utim, uslov F Ê 2 je ekvivalentan sa (a+1)
p

a2 −a+1 Ê a2+1, xto se kvadri-
raǌem svodi na oqigledno taqnu nejednakost a3+a Ê 2a2. Jednakost se dostiжe
za a = 0 i a = 1 uz uslov b = c, tj. za trojke (0,2,2) i (1,1,1).

Po uslovu zadatka je △ABK ∼ △AC L i △ABS ∼ △AC T , pa je AK
AL = AB

AC = AS
AT , tj.3.

AK · AT = AL · AS. Sledi da taqke K , L, S i T leжe na nekom krugu k. Sredixte
M stranice BC leжi na simetralama duжi K T i LS, pa je to centar kruga k.

Neka je D podnoжje visine iz temena A. Krug k1 nad preqnikom AB prolazi
kroz taqke D, K i S, a krug k2 nad preqnikom AC prolazi kroz taqke D, L i T .
Radikalne ose parova krugova (k,k1), (k,k2) i (k,k3) su redom prave K S, LT i AB

i seku se u radikalnom centru P ova tri kruga.
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Ako se sada prave K L i ST seku u taqki Q,
po Brokarovoj teoremi za qetvorougao K SLT

prava AP je polara taqke Q u odnosu na krug
k, pa je MQ ⊥ AP , tj. MQ ∥ BC , odakle sledi
da Q leжi na pravoj BC .

Drugo rexeǌe. Neka prave K L i ST redom seku
pravu BC u taqkama Q1 i Q2. Po Menelajevoj
teoremi je XQ1

Q1Y
= X K

K A
· AL

LY
i XQ2

Q2Y
= X T

T A
· AS

SY
, pa kako

prave K L i ST ili obe seku duж X Y ili ni-
jedna, dovoǉno je dokazati da je XQ1

Q1Y
= XQ2

Q2Y
, tj.

AK

AL
·

AS

AT
·

X T

X K
·

Y L

Y S
= 1.

Iz sliqnosti △ABK ∼ △AC L, △ABS ∼ △AC T , △B X K ∼ △C X T i △C Y L ∼ △BY S

sledi AK
AL = AB

AC ,
AS
AT = AB

AC i X T
X K · Y L

Y S = C T
BK · C L

BS = C T
BS · C L

BK = AC
AB · AC

AB . Mnoжeǌem dobijamo
traжenu jednakost.

Meda moжe da spreqi Zeku da pobedi. Medinu strategiju opisa�emo na ivici4.

y = 2019 - na ostalim ivicama on igra analogno.

U prvom potezu Meda uklaǌa taqke (−1,2019) i (0,2019). Nakon toga:

(i) Ako Zeka svojim potezom smaǌi x-koordinatu, Meda uklaǌa prve dve dos-
tupne taqke levo od taqke (0,2019);

(ii) Ako Zeka ne promeni x-koordinatu, Meda uklaǌa prvu dostupnu taqku
levo i prvu desno od taqke (0,2019);

(iii) Ako Zeka pove�a x-koordinatu, Meda uklaǌa prve dve dostupne taqke des-
no od taqke (0,2019).

(iv) Jedino odstupaǌe je kada Zeka prvi put smaǌi x-koordinatu za taqno 1:
tada Meda uklaǌa prvu dostupnu taqku levo i prvu desno od (0,2019).

Pretpostavimo da �e Zeka ipak pobediti dolaskom do neke taqke (a,2019). Mo-
жemo da smatramo da je a > 0. Zaista, da se Zeka kretao simetriqnom putaǌom
do taqke (−a,2019), Meda bi stigao da ukloni bar onoliko taqaka levo od nule
koliko je u ovom sluqaju uklonio desno od nule.

Posmatrajmo veliqinu
∆= 2x + y −3k,

gde je (x, y) trenutna pozicija жetona, a k najdexǌa ukloǌena taqka. Vidimo:

• Ako Zeka pomeri жeton za vektor (−1,2), (0,3) ili (3,0), nakon ǌegovog i
Medinog poteza ∆ se ne meǌa.
Ipak, zbog (iv), prvi put kada ga pomeri za vektor (−1,2), ∆ opada za 3.

• Ako Zeka pomeri жeton za vektor (2,1), nakon ǌegovog i Medinog poteza ∆

opada za 1;

• U svakom drugom sluqaju ∆ opada za bar 2.



Nakon prvog Medinog poteza je ∆ = 0, pa pre Zekinog posledǌeg poteza mora
biti ∆É 0. Me�utim, u tom trenutku je ∆ = 2x + y −3k Ê 2(a −2)+2018−3(a −1)=
2017− a Ê −1, pa je a Ê 2017 i ∆ nikad nije opalo za vixe od 1. Sledi da su
svi dotadaxǌi Zekini potezi bili za vektor (0,3) ili (3,0), osim moжda jednog
za vektor (2,1), pa je u tom trenutku (x, y) ≡ (0,0) ili (x, y) ≡ (2,1) (mod 3). Kako
Zeka ima pobedu u najvixe tri koraka, jedina mogu�nost je (x, y) = (2018,2017).
Me�utim, tada je ∆= 6053−3k > 0, xto je kontradikcija.

Drugo rexeǌe (J. Toromanovi�). Pokaza�emo drugaqiju Medinu strategiju na

ivici y = 2019. Dostupne iviqne taqke na ovoj ivici zva�emo izlazima.

U prvih 672
1
2
poteza, xta god Zeka igrao, Meda zatvara svih 1345 izlaza oblika

(x,2019) za 3 | x, a 673-�i potez zavrxava zatvaraǌem izlaza trenutno najbliжeg
Zeki (bilo kog, ako ih ima dva). Nadaǉe, nakon svakog Zekinog poteza Meda
uklaǌa dva izlaza najbliжa Zeki (bilo koja, ako ih ima vixe).

Pokaza�emo indukcijom po n Ê 673 da se Zeka pred svoj n-ti potez nalazi na
rastojaǌu bar 4 (po koordinatama) od najbliжeg izlaza.

Neka je n = 673. Zeka je ili u taqki (0,2016) ili ispod prave y = 2016, a izlaz
(0,2019) je Meda ve� zatvorio, pa tvr�eǌe vaжi.

Neka je n = 674. Oznaqimo Zekinu trenutnu poziciju sa (x0, y0). Ako je y0 < 2018,
jedina tri izlaza na rastojaǌu É 3 od Zeke su (x0±1,2019) i (x0,2019), od kojih
je jedan ve� zatvoren, a Meda u svom n-tom potezu zatvara preostala dva. Ako
je y0 = 2018, onda je x0 =±1; neka je bez smaǌeǌa opxtosti x = 1. Me�u izlazima
(a,2019) za −1 É a É 3 tri su ve� zatvorena, a Meda sada zatvara preostala dva.

Neka je n > 674 i neka je (x1, y1) Zekina pozicija posle n−2 poteza. Svi izlazi
su na rastojaǌu bar 4 od Zeke. Od tri izlaza (x1±1,2019) i (x1,2019) jedan je
ve� zatvoren, a Meda u svom (n−1)-vom potezu zatvara preostala dva (ako su
otvoreni). Posmatrajmo Zekin (n−1)-vi potez.

(1◦) Pretpostavimo da Zeka skre�e udesno (sluqaj kada skrene ulevo je analo-
gan). Najbliжi izlaz levo od prave x = x1 ima x-koordinatu ne ve�u od
x1−2 i on mu je na rastojaǌu bar 4. S druge strane, desno od prave x = x1

na rastojaǌu 3 ili maǌem najvixe dva izlaza su otvorena, a Meda ih
svojim n-tim potezom zatvara.

(2◦) Ako Zeka ne meǌa x-koordinatu, Meda u svom n-tom potezu zatvara izlaze
(x1±2,2019) (ako su otvoreni), te �e Zekin najbliжi izlaz opet biti na
rastojaǌu bar 4.

Prema tome, Zeka nikad ne�e dobiti priliku da pobedi.

Tre�e rexeǌe (A. Milojevi�). Pretpostavimo da Zeka ima pobedniqku strate-

giju. Tada Meda ne moжe da spreqi Zeku ni da do�e do izlaza na ivici y = 2019

(u suprotnom bi mogao analogno da ga spreqi i na ostale tri ivice).

Obojmo taqke rexetke u dve boje poput xahovske table. Za dve taqke A i B

na rexetki pixemo B º A ako su istobojne i poluprava AB seqe iviqnu pravu
y = 2019 pod uglom od bar 45◦ (ili je B = A).

Lema 1. Neka je P ′ º P . Ako Zeka moжe da napravi korak iz taqke P u taqku Q,
onda moжe i da napravi korak iz P ′ u taqku Q ′ takvu da je Q ′ ºQ.

Dokaz. Ako je P ′ = P , moжe se uzeti Q ′ = Q. U suprotnom, za Q ′ se moжe uzeti
bar jedna od taqaka neposredno levo i desno od taqke P ′.



Posledica. Ako Zeka u jednom potezu moжe da do�e iz taqke P u taqku R, onda u

jednom potezu moжe da do�e i iz taqke P ′ u taqku R ′ takvu da je R ′ º R.

Pozicija u igri je odre�ena poloжajem Zeke P i skupom ukloǌenih iviqnih
taqaka Σ - oznaqavamo je sa (P, Σ).

Lema 2. Neka je P ′ º P . Ako je pozicija (P, Σ) pobedniqka za Zeku u n poteza (on
je na potezu), onda je i pozicija (P ′,Σ) pobedniqka za Zeku u n poteza.

Dokaz. Ako je n = 1, tj. Zeka ima potez iz taqke P u neukloǌenu iviqnu taqku
A, onda bi i iz taqke P ′ imao potez do A.

Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po n > 1. Zeka ima dobitniqki potez iz
P u neku taqku Q tako da, koje god iviqne taqke A1, A2 Meda uklonio,
pozicija (Q,Σ∪{A1,A2}) je pobedniqka za Zeku u n−1 poteza. S druge strane,
iz taqke P ′ on moжe sti�i u jednom potezu u taqku Q ′ takvu da je Q ′ ºQ, a
po induktivnoj pretpostavci pozicija (Q ′,Σ∪{A1,A2}) je pobedniqka za Zeku
u n−1 poteza za ma koje iviqne taqke A1, A2. Sledi da je (P ′,Σ) pobedniqka
pozicija za Zeku u n poteza, qime je induktivni korak zavrxen.

Iz Leme 2 sledi da, ako je u nekom momentu Zekin potez nadole (odnosno
nalevo/nadesno) dobitniqki, onda je to i potez nalevo ili nadesno (odnosno
nagore). Prema tome, Zeka ima pobedniqku strategiju u kojoj iz taqke (0,0) ide
pravo nagore do taqke (0,2018), a potom se kre�e samo levo ili desno.

Me�utim, Meda moжe da osujeti ovakvu Zekinu strategiju, xto znaqi da moжe
i svaku drugu. Pokaжimo ovo. Nakon 672 poteza Zeka je u taqki (0,2016), a u
673-�em skaqe jox dva koraka gore i (bez smaǌeǌa opxtosti) jedan desno, qime
stiжe u taqku (1,2018). Pretpostavimo da za to vreme, u svoja 674 poteza, Meda
uklaǌa taqke (x,2019) za −673 É x É 674. Nadaǉe se Zeka kre�e samo levo ili
desno, dok Meda nakon svakog Zekinog poteza uklaǌa dve najbliжe dostupne
iviqne taqke u smeru Zekinog kretaǌa. Dakle, da bi Zeka doxao do taqke
(a,2019), a > 0 (sluqaj a < 0 je sliqan), treba�e mu bar ⌈a/3⌉ poteza, ali Meda
�e za to vreme ukloniti sve taqke (x,2019) sa 0 É x É 672+2⌈a/3⌉, a za a É 2018

vaжi 672+2⌈a/3⌉ Ê a.

Napomena. Ako se Zeki dozvoli da napravi jedan potez koji se sastoji od samo

dva koraka (umesto tri), on �e imati pobedniqku strategiju. Zaista, tada
se on nakon 673 poteza moжe obreti u taqki (0,2018), a nakon Medinog 674-tog
poteza na bar jednoj strani y-ose bi�e najvixe 673 ukloǌenih taqaka. Tada
Zeka kre�e na tu stranu skokovima duжine 3 i uspeva da pobedi.

Tako�e, ako se broj 2019 iz zadatka zameni sa N > 1, Zeka ima pobedniqku stra-
tegiju ako i samo ako 3 ∤ N .
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