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Prvi dan

Kru�nica upisana u △ABC ima centar u taqki I i dodiruje stranicu BC1.
u taqki D. Na du�ima BI i CI odabrane su taqke P i Q, redom, takve da
va�i ]BAC = 2 ] PAQ. Dokazati: ]PDQ = 90◦.

Dat je prirodan broj n, n > 1. Ceo broj x zovemo krasnim ako je ostatak2.
broja x2 pri deǉeǌu sa n neparan. Dokazati da ne postoji vixe od 1+⌊

√
3n⌋

uzastopnih krasnih prirodnih brojeva.

U ravni je dato n pravih me�u kojima nikoje dve nisu paralelne i nikoje3.
tri se ne seku u jednoj taqki. Pod preseqnim taqkama smatramo sve taqke
u kojima se seku neke dve od ovih pravih.

a) Dokazati da postoji prava sa qije se svake strane nalazi bar po⌊
(n− 1)(n− 2)

10

⌋
preseqnih taqaka (taqke na toj pravoj se ne raqunaju).

b) Za koje vrednosti n se mo�e dosti�i jednakost?

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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Drugi dan

Dokazati da postoji taqno jedan polinom P (x) s realnim koeficijentima4.
za koji je polinom

(x+ y)1000 − P (x)− P (y)

deǉiv polinomom xy − x− y.

Neka su a i b neparni prirodni brojevi ve�i od 1. Posmatrajmo tablu a× b5.
kojoj nedostaju poǉa (2, 1), (a − 2, b) i (a, b) (pod poǉem (i, j) podrazumevamo
poǉe u preseku vrste i i kolone j). Pretpostavimo da je ovakva tabla
poploqana pomo�u 2×1 domina i 2× 2 kvadrata (domine se mogu rotirati).

Dokazati da je upotrebǉeno bar
3

2
(a+ b)− 6 domina.

Za zadat prirodan broj k, neka je nk najmaǌi prirodan broj takav da postoji6.
konaqan skup A celih brojeva sa slede�im osobinama:

• za svako a ∈ A postoje x, y ∈ A (ne obavezno razliqiti) takvi da

nk | a− x− y;

• ne postoji podskup B skupa A za koji va�i |B| 6 k i

nk |
∑
b∈B

b.

Dokazati da za sve k, k > 3, va�i

nk <

(
13

8

)k+2

.

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.


