
35. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Beograd, Srbija – 9. maj 2018.

Qetvorougao ABC D je upisan u kruжnicu k, pri qemu vaжi AB > C D i prava1.

AB nije paralelna sa C D. Taqka M je presek dijagonala AC i BD, a odnoжje
normale iz M na AB je taqka E , pri qemu je E na duжi ABC . Ako je E M

simetrala ∢C E D, dokazati da je AB preqnik kruжnice k. (Bugarska)

Neka je q pozitivan racioanaln broj. Dva mrava se na poqetku nalaze u istoj2.

taqki X u ravni. U n-tom minutu (n = 1,2, . . .) svaki od ǌih bira da li �e
se kretati ka severu, istoku, jugu ili zapadu, i potom prelazi razdaǉinu od
qn metara. Posle celog broja minuta, oni se ponovo nalaze u istoj taqki u
ravni (ne nuжno taqki X ), a dotad pre�ene putaǌe im nisu potpuno identiqne.
Odrediti sve mogu�e vrednosti broja q. (Ujediǌeno Kraǉevstvo)

Ana i Bojan igraju slede�u igru. Pred ǌima se nalaze dve neprazne gomile3.

novqi�a. Naizmeniqno, poqev od Ane, svako bira gomilu na kojoj je paran broj
novqi�a i premexta polovinu novqi�a s te gomile na drugu gomilu. Igra se
zavrxava ukoliko igraq na potezu na moжe da odigra potez, u kom sluqaju
drugi igraq pobe�uje. Odrediti sve parove (a,b) prirodnih brojeva takvih
da, ukoliko gomile na poqetku imaju a i b novqi�a, Bojan ima pobedniqku
strategiju. (Kipar)

Na�i sve proste brojeve p i q takve da 3pq−1 +1 deli 11p +17p. (Bugarska)4.

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Neka se prave AD i BC seku u taqki N , a prave AB i C D u taqki P . Prava M N1.

je polara taqke P u odnosu na krug k, pa je M N ⊥OP , gde je O centar kruga k.

Oznaqimo sa K presek pravih E M i C D, a sa E ′ presek pravih M N i AB. Kako su
E K i E P redom unutraxǌa i spoǉaxǌa simetrala ugla C E D, qetvorka (C ,D;P,K )

je harmonijska. Projektovaǌem iz M sledi da je i qetvorka (A,B ;P,E ) harmonij-
ska. S druge strane, iz potpunog qetvorougla ABC D dobijamo da je qetvorka

(A,B ;P,E ′) harmonijska, pa je E ′ ≡ E i
odatle M N ⊥ AB. Sledi da O leжi na
pravoj AB, tj. AB je preqnik kruga k.

Drugo rexeǌe. Pretpostavimo da AB

nije preqnik kruga i odaberimo taqke
A′ na polupravoj C A i B ′ na polupravoj
DB tako da je ∢A′DB =∢B ′C A = 90◦.

Qetvorougao A′B ′C D je tetivan, pa je
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∢B ′A′C = ∢B ′DC = ∢B AC , a odatle je A′B ′ ∥ AB i ME ⊥ A′B ′. Neka prava ME

seqe A′B ′ u taqki E ′. Iz tetivnih qetvorouglova A′E ′MD i B ′E ′MC dobijamo
∢DE ′E = ∢D A′M = ∢C B ′M = ∢C E ′E , pa kako je ∢DE E ′ = ∢C E E ′, trouglovi C E E ′

i DE E ′ su podudarni i odatle C E = DE . Najzad, simetrala E M ugla C E D je
normalna na C D, te je AB ∥C D, protivno uslovu zadatka.

Oznaqimo sa an zbir x- i y-koordinate prvog, a sa bn zbir koordinata drugog2.

mrava posle n minuta. Iz uslova zadatka imamo |an − an−1| = |bn − bn−1| = qn,
pa je an = ǫ1q + ǫ2q2 + ·· · + ǫn qn i bn = η1q +η2q2 + ·· · +ηn qn za neke koeficijente
ǫi ,ηi ∈ {−1,1}. Ako su se mravi sreli posle n minuta, onda je
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qn = P (q),

pri qemu polinom P ima sve koeficijente
ǫi −ηi

2
cele, u skupu {−1,0,1}. Prema

tome, ako je q = a
b (a,b ∈N), onda a | 1 i b | 1, pa mora biti q = 1.

Vrednost q = 1 je oqigledno mogu�a, npr. ako prvi mrav ide na istok pa na
zapad, a drugi na sever pa na jug.

Drugo rexeǌe. Posmatrajmo pozicije mrava αk i βk posle k koraka u komplek-
snoj ravni, smatraju�i da im je polazna taqka u nuli i da su koraci paralelni
osama. Znamo da je αk −αk−1 = ak qk i βk −βk−1 = bk qk , gde su ak ,bk ∈ {1,−1, i ,−i }.

Ako je αn =βn za neko n > 0, onda je

n∑

k=1

(ak −bk )qk
= 0, gde su ak −bk ∈ {0,±1± i ,±2,±2i }.

Primetimo da je koeficijent ak −bk uvek deǉiv sa 1+ i u prstenu Z[i ]: zaista,

ck =
ak −bk

1+ i
∈ {0,±1,±i ,±1± i }.



Skra�ivaǌem sa 1+ i dobijamo c1q + c2q2 +·· ·+ cn qn = 0. Bez smaǌeǌa opxtosti
smatramo da su c1,cn 6= 0. Ako je sada q = a

b
(a,b ∈ N), onda a | c1 i b | cn u Z[i ],

xto je mogu�e samo za a = b = 1.

Sa v2(n) oznaqavamo najve�i nenegativan ceo broj r takav da 2r |n.3.

Za poziciju (a,b) (tj. dve gomile sa a i b жetona) kaжemo da je k-sre�na ako
je v2(a) = v2(b) = k za neki ceo broj k Ê 0, i k-nesre�na ako je min{v2(a), v2(b)} =

k < max{v2(a), v2(b)}. Dokaza�emo da Bojan ima pobedniqku strateiju ako i samo
ako je polazna pozicija k-sre�na za neko parno k.

• U sluqaju 0-sre�ne pozicije igraq na potezu odmah gubi.

• Ako je data k-sre�na pozicija (a,b) sa k Ê 1, igraq na potezu je meǌa u
jednu od pozicija (a + 1

2
b,

1
2

b) i (b + 1
2

a,
1
2

a), koje su obe (k −1)-sre�ne jer je

v2(a+ 1
2

b) = v2( 1
2

b) = v2(b + 1
2

a) = v2( 1
2

a) = k −1.

Dakle, ako je polazna pozicija k-sre�na, nakon k poteza dolazi se do konaqne
0-sre�ne pozicije, pri qemu �e Bojan pobediti ako i samo ako je k parno.

• Ako je data k-nesre�na pozicija (a,b) sa neparnim k i v2(a) = k < v2(b) = ℓ,
Ana moжe da je promeni u poziciju (
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k −1, nova pozicija je (k −1)-sre�na i 2 | k −1, tako da �e Ana pobediti.

• Ako je data k-nesre�na pozicija (a,b) sa parnim k i v2(a) = k < v2(b) = ℓ, Ana
ne sme da odigra u poziciju ( 1
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2

b,
1
2

b). Dobijena

pozicija je tako�e k-nesre�na - zaista, za ℓ > k +1 imamo v2(a + 1
2

b) = k <

v2( 1
2

b) = ℓ−1, dok za ℓ= k +1 imamo v2(a+ 1
2

b) > v2( 1
2

b) = k.

Prema tome, ako je polazna pozicija k-nesre�na, Ana pobe�uje ako je k neparno,
a nema pobednika ako je k parno.

Odgovor: (p, q) = (3,3).4.

Za p = 2 se direktno proverava da nema rexeǌa. Nadaǉe je p > 2.

Kako je N = 11p + 17p ≡ 4 (mod 8), sledi da 8 ∤ 3pq−1 + 1 > 4. Posmatrajmo neki
neparan prost delilac r broja 3pq−1 +1. Jasno je da r 6∈ {3,11,17}. Ako je b ∈ Z

takvo da je 17b ≡ −1 (mod r ), onda r | bp N ≡ ap −1 (mod r ), gde je a = 11b. Dakle,
red broja a po modulu r deli p, tj. ordr (a) ∈ {1, p}. Pri tome, ako je ordr (a) = 1,
imamo r | a −1 ≡ (11+17)b (mod r ), xto kao jedinu mogu�nost daje r = 7. S druge
strane, ako je ordr (a) = p, onda p | r −1. Dakle, kanonska faktorizacija broja
3pq−1 +1 ima oblik
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gde su pi 6∈ {2,7} prosti brojevi takvi da je pi ≡ 1 (mod p).

Videli smo da je αÉ 2. Tako�e, ako je p = 7, onda je β= 0, a u suprotnom

11p +17p
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p−1 ≡ p ·4p−1
(mod 7),

pa 11p +17p nije deǉiv sa 72. U oba sluqaja je βÉ 1.



Za q = 2 (∗) postaje 3p +1 = 2α7βp
γ1

1
· · ·p

γk

k
, ali kako je pi Ê 2p +1, ovo je mogu�e

samo ako je γi = 0 za sve i , tj. 3p + 1 = 2α7β ∈ {2,4,14,28}. Odavde ne dobijamo
nijedno rexeǌe.

Ostaje sluqaj q > 2, a tada imamo 4 | 3pq−1 + 1, tj. α = 2. Sada je u (∗) desna
strana kongruentna sa 4 ili 28 po modulu p, odakle sledi p = 3. U tom sluqaju
3q +1 | 6244, xto vaжi samo za q = 3. Par (p, q) = (3,3) je zaista rexeǌe.

Napomena. Ako se ne zahteva da broj q bude prost, treba jox ispitati sluqaj
α = 1. Tada je desna strana u (∗) kongruentna sa 2 ili 14 (mod p), pa u obzir
dolazi i p = 13, ali u tom sluqaju ipak 4 | 3pq−1 +1, tj. α = 2, pa je taj sluqaj
nemogu�.
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