35. BAJIKAHCKA MATEMATNUYKA OJIMMIINJA ITA

Beorpan, Cpouja — 9. maj 2018.

YerBopoyrao ABCD je ynucaH y Kpy:RHUIy k, npu demy Basku AB > CD u mpasa
AB nuje nmapaiuenaa ca CD. Tauxka M je mpecek mujaronana AC m BD, a omHOXje
mopmase m3 M ua AB je taurka E, nmpu uemy je E ma my:xku ABC. Axro je EM
cumerpadia <CED, mokaszatu na je AB npedHuk KpysxHUIE K. (byeapcka)

Heka je g mosuTmBan pamuoananH 6poj. /IBa MpaBa ce Ha IIOYETKY HaJja3e y UCTO]
raukn X y paBHu. Y n-toMm MuHyTy (R =1,2,...) cBaku o] HBUX Oupa ma Jju he
ce KpeTaTH! Ka CeBepy, UCTOKY, jyI'y WU 3alamy, W IIOTOM Ipesa3n pa3nabUuHy O
q" merapa. Ilocse mesnor Opoja MUHYTa, OHU C€ MOHOBO HAJA3€ Y WCTO] TAUKUA Y
paBHU (He Hy:KHO Tauky X ), a moranx npebhene myrame UM HUCY MOTIYHO UICHTUYHE.

Onpemutu cBe Moryhe Bpemaoctu Gpoja (. (Yjeoumeno KEpameacmeo)

Ana u Bojan urpajy caemehy urpy. I[lpen muma ce mHanasze nBe HempasHe TOMUIE
mopunha. Ham3menuuno, moues ox AHe, cBako OUpa rOMUIY HA KOjO] je mapa Opoj
HOBUMha ¥ mpeMeniTa MOJOBUHY HOBUMha ¢ Te romuiie Ha Apyry romumiay. Wrpa ce
3aBpIlaBa YKOJWKO MI'Dad HA MOTe3y Ha MOKe Jna OAWrpa IoTe3, y KOM CIydajy
npyru urpau nobebyje. Oppenutu cBe mapose (a,b) mpupomHux OpojeBa TaKBUX
na, YKOJWKO TOMWJe Ha MOoYeTKy uMmajy a u b wmoBumha, Bojan mma mobemHuuky
cTpaTerujy. (Kunap)

Hahu cBe npocte 6pojese p u q takxse na 3p9~1+1 memn 117 +17P. (byeapcka)

Ceaxu 3a0amax epedu 10 noena.
Bpewme 3a pao: 4% cama.



PEIIIEIHA

Hexka ce mpaBe AD u BC cery y Tauku N, a npaBe AB u CD y taukmu P. IlpaBa MN
je momapa tauke P y omHocy Ha Kpyr k, na je MN L OP, rae je O unenrap kpyra k.

Osmaunmo ca K npecek npasux EM u CD, a ca E' npecek npasux MN u AB. Kaxo cy
EK n EP penoM yHyTpallllha 1 croJballma cuMeTpadta yraa CED, versopka (C, D; P, K)
je xapmonujcka. IIpojekroBamem u3 M crenu na je u yeTBOopKa (A, B; P E) XxapMoHUj-
cra. C mgpyre crpane, u3 normyHOr derBopoyria ABCD moOujamo na je ueTBOPKA
(A,B;BE") xapmonujcka, na je E'=E n
omarie MN 1L AB. Cnemu nma O nexu Ha
npaBoj AB, Tj. AB je mpevyHUK Kpyra k.

/lpyzo pewewe. IlpermocraBumo na AB
HUje IPEeYHUK Kpyra u ogadepuMo Tauke
A ma nonynpasoj CA u B’ ma nomynpasoj
DB taro na je <A'DB=<B'CA=90°.
Yersopoyrao A'B'CD je teruBan, ma je o !
<B'A'C = <B'DC = <BAC, a omatne je A'B'|| AB u ME 1L A’'B’. Heka npasa ME
ceue A'B' y tauku E'. W3 meruBnux uerBopoyriosa A'E'MD w B'E'MC noGujamo
<DE'E = <DA'M = <CB'M = <CFE'E, na xkaxo je <DEE' = <CEE’', tpoyraosu CEE'
u DEE' cy nonymapuu u omarie CE = DE. Hajsan, cumerpana EM yraa CED je
vHopmaJsiHa Ha CD, Te je AB | CD, npOoTUBHO YCJOBY 3adaTKA.

OznaumMo ca a, 30up X- 1 y-KOOpIAWHATE IPBOT, a ca b, 30up KOOpIAWHATA IPYTOT
MpaBa mocie n MuHyTa. V3 yciaoBa 3amaTka uMaMmo |a, — dp-1| = by — bp-o1l = q",
na je ap, =e€1q+exq*+---+€,q" u by =n1q+n2G°+---+n0,q" 3a Heke KoedbumujeHTe
€;,ni €{—1,1}. Ako cy ce MpaBu Cpesu IOCJIE N MUHyTa, OHIA je

ap—b, €1-m +€2—772

€_
0=t = R+ g = (),

opyu YyeMy IOJWHOM P mMma cBe Koe(uIujeHTe % nene, y ckyny {—1,0,1}. IIpewma

ToMe, ako je =% (a,beN), onna all u b|1, na mopa 6utnm q=1.

Bpemnoct g =1 je ounrsenno moryha, HOp. ako IPBM MpaB K€ HA KCTOK IIa Ha
3amajl, a Ipyru Ha ceBep Ila Ha JyT.

Lpyeo pewemwe. Illocmarpajmo mo3uruje mpaBa @ u fr mocie k Kopaka y KOMILJIEK-
CHOj paBHU, CMaTpPajynu Aa UM je moja3Ha TauyKa Yy HYJU U Ja Cy KOPally mapaJjeHu
ocaMa. 3HAMO fa je ar— Qg1 = arq* u Br—Pr-1 = brq", rae cy ar,br € {1,-1,i,—i}.

Axo je a;, =B, 3a Heko n>0, onga je
n
Y (ar—br)g¥ =0, rtmecy ap—bpe0,+1+i,+2,+2i}.
k=1

[Ipumernmo na je xkoedpunujeHT ap— by yBek nemuB ca 1+i y npcreny Z[i]: 3aucra,

ay — by
Cp = :
k 1+

€{0,+1,+i,+1 +i}.



CrpahuBamem ca 1+i mobujamo c1q+crg?> +---+c¢,q" =0. Bes cMamema OnmTocTu
cMaTpaMo na cy c1,cp #0. Ako je cana q:% (a,beN), ouna alc u blc, y ZIil,
mTo je moryhe camo 3a a=b=1.

Ca v,(n) o3nauvapamo HajBehiu HeHeraTtuBaH 1meo 6poj r Takas na 2' | n.

3a nosunujy (a,b) (tj. nBe rommie ca a u b :xeroHa) KazkeMo na je k-cpehna ako
je v2(a) = v2(b) = k 3a Heku 1eo 6poj k=0, u k-wHecpehna ako je min{vq(a), v2(b)} =
k <max{vs(a), v2(b)}. llokazahemo na Dojan mma mobemHUUYKY CTpPATEU]y aKO U CAMO
ako je moJsa3Ha mo3unuja k-cpehna 3a HEKO mapHO k.

e Y cayuajy 0-cpehHe mo3unuje urpad Ha mOoTe3y oaMax ryou.

e Aro je mara k-cpehna mosunuja (a,b) ca k=1, urpau Ha more3y je Mema y
jemny onm mo3unuja (a+ %b,%b) u (b+%a,%a), kKoje cy obe (k—1)-cpehwue jep je
va(a+3b) = v2(3b) = v2(b+3a) = va(3a) = k—1.

Iakmne, ako je monasna nmo3unuja k-cpehna, HakOoH k moTe3a moJsia3u ce M0 KOHAUHE
0-cpehue nmo3uruje, npu yemy he Bojan mobemutu ako m caMo ako je k mapHo.

e Axko je mara k-mecpehmna mosunuja (a,b) ca menapuum k u va(a) =k < vq(b) =74,
Amna MOsKe na je IPOMEHU Y MO3UIN]Y (%a,b+%a). [TomTo je vg(%a) = Uz(b-!—%(l) =
k-1, woBa nmosumnuja je (k—1)-cpehna u 2| k-1, tako na he Ana mobGemuru.

e Axko je mara k-umecpehna mo3zunuja (a,b) ca napuaum k u ve(a) = k< v.(b) =¢, Auna
He CMe Ia ONWrpa y MO3UIN]y (%a,b+ %a), jep je oua (k—1)-cpehna u onsemna
ou Bojana y mobeny. Hboj ocrtaje more3 ma mo3unujy (a+ %b,%b). ITobujena
no3unuja je takobhe k-mecpehna - 3aucra, 3a ¢ > k+1 umamo ve(a+ %b) =k<
v2(3b) =€ -1, nok 3a £ =k+1 umamo va(a+3b) > v,(3b) =k.

[Tpema Tome, ako je moma3ua no3unuja k-uecpehua, Ana nmobebhyje ako je k memapwo,
a HeMma TMOoOemHUKa aKo je k mapHO.

00zosop: (p,q) =(3,3).
3a p =2 ce ODUPEKTHO IpOBepaBa Oa HeMma pemema. Haname je p>2.
Kako je N =117 +17” =4 (mod 8), ciemu na 813p9~!1+1>4. IlocmaTpajmMo Herkn
HemapaH mpocT menmaar r opoja 3p?'+1. Jacmo je ma r ¢{3,11,17}. Axo je beZ
TakBo na je 17b=-1 (mod r), ouma r|bPN=a” -1 (mod r), rue je a=11b. Ilakie,
pen 6poja a mo momyny r menu p, Tj. ord(a) € {l,p}. Ilpu Tome, aro je ord,(a) =1,
umamo r|la—-1=(11+17)b (mod r), mro kao jemuay moryhuoct maje r=7. C mpyre
cTtpane, ako je ord,(a) = p, ouma p|r—1. Ilakme, kKaHOHCKa ¢akTopusanuja Opoja
3p971 +1 uma ob6nuK

3pTt+1=2%7Fp]" .. pl¥, (%)
roe cy p; € 12,7} npoctu 6pojeBu takBu na je p; =1 (mod p).

Bunenu cmo nma je a <2. Takobe, ako je p=7, ouna je f=0, a y CyIpOTHOM

117 +17P

=117 - 11P217+11P317% = - 4177 L= p-4P71 (mod 7),
28 p

na 117 +177 muje nemus ca 72. Y oba caydaja je f<1.



3a g =2 (x) moctaje 3p+1 :2“7ﬁp}/1---p};k, aJu Kako je p; =2p+1, oBo je moryhe
camo ako je y; =0 3a cBe i, Tj. 3p+1= 297P € 12,4,14,28!. Omnasne mHe nobujamo
HUjEeTHO pellemne.

Octaje ciyuaj g >2, a Tama umamo 4 |3p9~1+1, tj. a=2. Canma je y (x) mecHa
CTpaHa KOHT'DYEHTHa ca 4 miau 28 mo MOayay p, omakie ciaenu p =3. Y ToM caydajy
39+16244, mro Baxku camo 3a g =3. Ilap (p,q) =(3,3) je 3aucra pememe.

Hanomena. Axo ce me 3axTteBa ma 6poj g Oyme mpocT, Tpeba jOIl MCIUTATUA CIydYaj
a=1. Tana je mecua crpana y (*) koHrpyeHTHa ca 2 uau 14 (mod p), ma y ob63up
nonazu u p=13, anu y ToMm ciaydajy unak 4|3p97l+1, Tj. @ =2, ma je taj ciayuaj
HeMoryh.
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