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Prvi dan – 14.1.2017.

Nejednakokraki oxtrougli trougao ABC upisan je u krug ω. Neka je1.
H ortocentar ovog trougla, a M sredixte stranice AB. Na luku AB
kruga ω koji ne sadr�i taqku C date su taqke P i Q takve da je ^ACP =
^BCQ < ^ACQ. Neka su R i S redom podno�ja normala iz taqke H na
prave CQ i CP . Dokazati da taqke P , Q, R i S le�e na nekom krugu sa
centrom M .

Na�i sve funkcije f : R → R takve da za sve realne brojeve x i y va�i2.

(x+ y2)f(yf(x)) = xyf(y2 + f(x)).

Pravougaonik na jediniqnoj kvadratnoj mre�i podeǉen je na domine3.
(pravougaonike koji se sastoje od dva jediniqna kvadrata). Dokazati
da se svi qvorovi rexetke unutar pravougaonika i na ǌegovoj granici
mogu obojiti u tri boje tako da je ispuǌen uslov: za svaka dva qvora na
rastojaǌu 1, ti qvorovi su razliqitih boja ako du� koja ih spaja le�i
na granici jedne od domina, a istih boja u suprotnom.

Drugi dan – 15.1.2017.

Prvih k qlanova a1, a2, . . . , an niza (an) su razliqiti prirodni brojevi,4.
a za n > k, broj an je najmaǌi prirodan broj koji nije predstavǉiv u
obliku zbira nekoliko (bar jednog) od brojeva a1, a2, . . . , an−1. Dokazati
da za sve dovoǉno velike brojeve n va�i an = 2an−1.

Za prirodan broj k, sa C(k) oznaqavamo zbir svih razliqitih prostih5.
delilaca broja k. Na primer, C(1) = 0, C(2) = 2 i C(45) = 8. Na�i sve
prirodne brojeve n za koje va�i C(2n + 1) = C(n).

U prostoru su dati pravilan tetraedar ABCD i proizvoǉne taqke M i6.
N . Dokazati nejednakost

MA ·NA+MB ·NB +MC ·NC > MD ·ND.

(Tetraedar je pravilan ako su svih xest ǌegovih ivica jednake.)

Vreme za rad: 270 minuta svakog dana.
Svaki zadatak vredi 7 poena.


