MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo MmaremaTuuapa Cpouje

11. CPIICKA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

31. mapt 2017.

IIpBu nmaun

Hexka cy a, b u ¢ no3utuBHU peasnu OpojeBu 3a Koje Baxku a+b+c =1. IlokazaTu:

av2b+1+bv2c+1+cvV2a+1<V2—(a2+b2+c?).
(Huxona Ilemposuh)

ITaT je kouBekcan TeTuBaH yeTBOopoyrao ABCD. Herka ce npase AD u BC cery y
tauku E. Ha crpanunama AD u BC cy onmabpane tauke M u N, penom, TakBe Ia
Basku AM : MD = BN : NC. Kpyskuuie onucane oko Tpoyria EMN 1 yeTBOpOyriaa
ABCD cery ce y Taukama X m Y. [lokazatu na ce npase AB, CD u XY cery y
jeqHOj TAYKMA MU Cy CBE IMapaJieliHe. (Aywan Byxuh)

Y Bpcrtu ce Hasmasu 2n—1 cujanuna. Y mOUYeTky je cpenma (n-Ta) ynaJbeHa, a CBe
ocTaJie Cy yrameHe. Y jemHOM KOPakKy je NO3BOJLEHO onabpaTu IBe HecycemoHe
yralieHe cujaauile ndMelhy KOjux Cy CBe CUjajulle ynasbeHe, U TIPOMEHUTU CTAHE
TUM ABeMa CHUjaJuiiaMa, Kao U CBUM cujasurnama usMmeby mux (Ha mpumep, on
KOH(pUrypanuje soooe mobuja ce oeeeo). Koumko HajBuine Kopaka je moryhe
U3BpIMATHA? (Aywan Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OPA3IIOKUTH.
Caku 3amarak Bpenu 7 60moBa.



MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo MmaremaTuuapa Cpouje

11. CPIICKA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

1. aopua 2017.

Ipyru nan

Heka je a mpuponas 6poj Takas na 3a CBAKU IPUPOIAH OPOj n 6poj n*a—1 uma
0ap jeman mesmiaarn Behu on 1 koju maje ocratak 1 mpu mememy ca n. Ilokaszaru
a je a mOTIyH KBaIpar. (ywarn Byxuh)

OnpenuTu KOMUKO ce HajBUINE KpaJjbuila MO)Ke moctaBuTu Ha Tabiay 2017 x 2017,
Py YeMy CBaKa KpaJbUIla CMe 1A Hallaa HAajBUIIE jeTHY O IPEOCTAJIUX.
(bojan Dawuh u xomucuja)

Hera je k kpysxuumna onucana oko AABC, a k, npunucaHa KPY:KHUIIA HACIIPaM
TemeHa A. IIBe 3ajenHmuke TaHreHTe Kpy:kHUNA k 11 k,; cexky npaBy BC y Taukama
P u Q. Iloraszatu ma Baxku <{PAB=<QAC. (Aywarn Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabHO 0OPa3I0KUTH.
Caku 3amarak Bpenu 7 60moBa.



PEIIIEIHA

KBanpupamem 00e cTrpane m kopurmhemeMm jemHakocTu 1 — (@ +b*+c% =2(ab+
bc+ ca) HejemHAKOCT U3 3adaTKa Ce€ CBOAU HA
L=2a’b+2b*c+2c*a+
2abyv(2b+1)2c+1) +2bcy/ (2c+1)(2a+1) +2cay/(a+1)2b+1)
< D=4(ab+ bc+ca).

ITo AM-T'M mejemnaxoctu mmamo 2aby/(2b+1)2c+1) < ab(2b+2c +2) u anaJyor-
HO 2bcv/(2c+1)2a+1) < bc(2c+2a+2) u 2cav/a+1)2b+1) < caa+2b+2), na
cabupameM n0bmjamMo

L< 2(a@®b+Db%c+c?a+ ab?+bc? + ca® +3abce) +2(ab+ be+ ca) =
2(a+b+c+1)(ab+ bc+ca) =4(ab+ bc+ ca) = D.

Jpyzo pewewe. Pynrumja f(x) = /X je komrasua jep je f'(x) =2/y/x omamajyha
¢yurnuja. [Ipumenom JencenoBe HejemHakKOCTU ca TeRMHaAMa a, b u ¢ nobujamo

av2b+1+bvV2c+1+cv2a+1 <vVa@Rb+1)+bRc+1)+cRa+1)
=V1+2(ab+bc+ca) = V2 - (a®+b?+ c2).

Hanomena. Axo ce momyctu ma Hexku on OpojeBa a,b,c Oynme Hysa, je IHAKOCT ce
IDOCTU:KE Yy CaydajeBuMa a=b=c= % u (a,b,c)=(1,0,0) ca mepMmyTaiujama.

Y cayuajy AB| CD tBpbheme je TpuBujamuo: tauke X m Y Ccy cuMmMeTpuyHe Yy
omHoCcy Ha cumerpany nyxu AB u CD u Basku AB || XY || CD.

Hera je AB Y CD. Tana onucanu kpyroBu k; u kp tpoyrioBa EAB u ECD
uMajy Apyry npeceuny taury P # E. U3 E

<PAD = <PBE u <PDA = 180° - <PDE = i
180° — <PCE = <PCB caemu ma cy TpOy-
rinoBu PAD m PBC cawnunu. Ilpm oBoj
cimurocT Tauku M y APAD oxarosapa
tauka N y APBC, na je <PME = <PNE.
3akmyuyjemo na tauke E, P, M u N nexe
Ha MCTOM KPYyTy k3.

Kako rauka F uma jemnaky norennujy FA- 7
FB=FC-FD y omHocy Ha Kpyrose ki, k»

u kpyr k omucan oko ABCD, ona nexu Ha pamukajau ocu EP xkpyroBa k; u ky.
Capna je jomt FA-FB=FE-FP, na F takobe npunana paIrKaJHO] OCU KPyroBa kj
u k3, a To je mpaBa XY.

Zpyzo pewewe. Hera cy k, ki, kp m k3 pemom onmcaHu KPyTrOBU UEeTBOPOYTJIA
ABCD u AEAB, AECD u AEMN. Tpeba mokazaTu na ce pPaauKaJHU MEHTPU
tpojku kpyrosa (k, ki, k) u (k, ki, ks) noknanajy (Moskna y GeCKOHAYHO] TAUKM).
IToBoJ/bHO je mokazaTu ma KpyroBu ki, ke, ks mmajy 3ajemHUYKY paauKaJHy OCY,
Tj. ma cy muxoBu neHTpu O, 02,03 penoM KOIMHEAPHU.




3a i =1,2,3, o3Haunmo ca E; Tauky cuMmerpuuny tauku E y omaocy Ha O;.
Jorazahemo ma ce Ttauka E3 mOkJala ca TAUYKOM Eé Ha nmysxkm EpE, TakBOM nOa
je E1Ej:EyE» = AM : MD. 3amucra, nomto je EyAL AD u E;D 1 AD, u3 Tanecose
Teopeme cinenu E;M L AD; ananorso je E;N 1L BC, na je Ej = Es.

. 2n+1_5
Oparosop je [ 3 ]
punpysEumo i-toj cujanumu 6poj 217" u medunrumumo epednocm xorpUrypa-
nuje xkao 30up OpojeBa Ha yma/beHUM cUjajauiiaMa. DBpemHocT mosja3He KOH(U-
rypamnuje je 1, a mpu cBaKOM KOpaky OHa ce moBehaBa 3a mpuUpoOgaH yMHOKAK
opoja 3. Kopak noBehaBa BpegHOCT 3a Ta4YHO 3 aKO N-Ta CUjaJIUNA MEHha CTAHbE;
OBaKaB KOPaK 30BEMO 000puM.
ITomTo BpemHoCT He Mowke mda mpemamm 27! —4 (jep ce me mMory ymammru cse
n+1_ . .
23] xopaka. OBaj 6poj ce MOse

3
. . 2n+1_7
nocTuhu: MOBOJLHO je mokazaTu na je moryhe msspmuty 6ap <—5— KOopaxa.

cujanune), Huje Moryhe u3BpUIMTU BUIIE O [

ITorazaheMo MHIYKIMUjOM IO 1 Ja, TOYEBIIN O KOHPUI'ypaluje BpeTHOCTU Haj-
BuIIe 3, MOKEMO Ia HM30M HOOPUX KOpaka noO1jeMo KOHOUIYypPaljy BPeIHOCTH
6ap 2" —6. OBo ce mupexTHO mpoBepasa 3a n<2. Heka je n=3. Ilo unayk-
TUBHO] IIpeTnocTaBiu 3a n—1, moryhe je mohm no roHdurypamuje BpeIHOCTH
bap 2" -6 ca IPBOM U TOCJIEAHOM CHjAJUIOM yTralleHOM. Y TAaKBOj KOH(ULY-
pamuju, OCUM TIpBE U MOCJHEOmEe Cujaaule, Mory outu yramene (1°) camo n-ta,
(2°) camo n-Ta u jemHa On BHOj cycemHux, mau (3°) caMo jemHa on aBe cycemHe. Y
CBAKOM OJf OBa TPpU CjJy4aja, y HajBuile Tpu 100Pa KOpaka MOCTUKEMO Oa MPBa
U IOCJIeqmha Cujanna Oyny yhnalbeHe M Ia BPEeTHOCT OCTaTKa KOH(QUIypaluje
(6e3 oBe mBe cujasune) O6yme HajBume 3.
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[lonoBHA mpuMeHA WHIYKTWBHE IPETIOCTABKE 32 N —1 3aBpIIaBa WHIYKIW]Y.

Heka je na—1= (nx,+1)d, (x4, dyeN). Tana je d,=-1 (mod n), ma je
na-1= (nxp,+1)(ny,—1) 3a Heke X, Yn €N,

IITO Ce CBOOU HA NA— NXpYp = Yn—Xn > —XpYn. OmpaBme mobujaMo X, < Xp¥n <

—ra<2a. Cnemu ma y HU3Y X1,Xp,... HOCTOjU YJIaH KOJU Ce jaB/hba GECKOHAYHO

muoro myra. Osmaummo Taj winanm ca X. Tama nX+1|n?a—1 u omarie
nX+1|X2(n2a—1)—a(n2x2—1) —a-X?
3a GeckoHauyHO MHOTO GpojeBa n. OBo je moryhe camo 3a a—X?=0, 1j. X?>=a.

Jlpyeo pewewe. Kao u y mpsoMm pememy, Heka je n‘a—1= (nx,+1)(ny,—1), Tj.
Yn—Xn=nla-x,y,) = nd,. Paznukyjemo Tpu ciydaja.




(1°) Axo je d, >0, onnma je a=dy+ x,(x, +nd,) > nd,x,, mro je Hemoryhe 3a
n=a.

(2°) Axo je d, <0, onga je a=dy+yn(yn—ndy) = y2 —duy(ny,—1) > ny, — 1, mro
je memoryhe 3a n=a+1.

2

(3°) Ako je d, =0, oHza je a=Xx5. TOTIYH KBaAPAT.

Osznaunmo n =2017. IlpermocraBumo ma je mocTtaB/beHO M > n KpaJsuna. Hu y
jemHO] BPCTU HeMa BUIIE OJ IOBe KpaJouile, Ia ce y 6bap m—n BpcTa HaJja3e 1o
OBe KpaJbuile, TAKO na MMa HajBuire m—2(m—n)=2n—m KpaJbulla KOoje Cy caMe
y ¢Bojoj Bpctu. CamvHO, HajBUIIE 271 — M KpajbUlla Cy came y ¢Bojoj Komouu. C
OpyTre cTpaHe, CBaka KpaJbUIla je caMa Yy CBOJOj BPCTU MJU Yy CBOjOj KOJIOHU, 1A
je m<2(2n—-m), ogakie je m< [%”] =2689.

Ha caunm A je mpukraszano mocrtaB/bame 8 KpaJsbuia Ha Tabiay 6 x6 y ckiaamy
ca 3axTeBOM 3amaTka. lIpe koHcTpykmuje mpumepa Ha Tabsaum 2017 x 2017 pas-
MoTpmheMo caenehu pacmopen KpaJbuia:

e Ha tabay 335x335 moryhe je mocraButu 335 Kpasuia kKoje ce MelycobHO
HE HAMANAJY “aK MU ako ce JujazoHane mpodyxce no modyay 335. 3awucra,
IOBOJLHO j€ IMOCTaBUTUM KpaJbMile Ha cBa moJsba (X,y), 1<x,y <335, 3a koja
je y=2x (mod 335), kao Ha caunu b. 3awucra, Tana cy cBu 30UpoBU X+ Y
MebhycobHO paznuuutu 1o MmomyJy 335, cBe pasiimke X—) Takobhe, ma HUKOje
ABe KpaJbulle HUCY y MCTOj BPCTU, KOJOHU WJIU IUjarOHAJIU.

[Tomenumo tabay 2017 x 2017 Ha mpaBOyTraoHWKe U KBamapare cTpanuna 335, 6 u
1, kao ma caumu B. KBanpare oGenesxkene ca b 1 A monmyrmhemo pemom kao Ha
cimkama b u A, a y ropme mecHo noJpe Tabiae mocraBuheMo oIl je1Hy KPaJbUILy.
OsBako cMmo ykymnHo noctaBuau 8-335+8+1 =2689 kpamuna. Jlako ce nmpoBepasa
Ia OBAKBO IIOCTaBJbAHEC 3310BOJbABA YCJIOBE 3aaTKA.
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Hanomena. Tabna nx n ymje cy amjaroHaJje Npomy:KeHe IO MOIYJY N 30BE Ce
mopycra mabdbaa. Ha Topycny Ttabay nxn moryhe je moctaBuUTH n KpasbUIila Koje
ce mehycobHO He Hamamajy ako u camo ako je n=+1 (mod 6). OBo je mokazano
y 4. 3amatky ca CMO 2012.

Hera ymyrpamma um cnosbHa cuMmerpasa yraa BAC ceky npaBy BC pemom y
raukama D u (Moxkna GeckoHauynoj) Dj. 3ajeqHUUKe TAHTEHTE Ce CEKY y IEeHTPY
T mo3uTMBHE XOMOTeTHje A KOja CIVNKA TIPUIUCAHU KPYT W, Yy onucaHu Kpyr .
Axro je T GeckoHauHa Tauka, A je TpaHCJIAIMja, & OCTATAK MOKA3a je WUCTHU.



Jlema. Hera mpoumsBossHa mpaBa p kKpo3 D; ceue kpyr Q y maukama L u K.
Tanrenre y L m K Ha Q cery npaBy BC pemom y taurkama P u Q. Tana je
<PAB =<CAQ.

Hoxas. O3znaunmo <BAC =a, <CBA=f, <ACB=Yy, <PAB=xu <CAQ=y.

Axo je D; GeckoHauHa Tauyka, TBpDHEme je TPUBUjAJIHO 10 CUMETPUjU. AKO

. 2
Huje, u3 APBL~ APLC cnemn % Sé % n oJaTie g—g (%) . Cauuno
QB _ ( ) AB\2

LB KB _ [KLBl _ Di1B _ AB PB QB _
je oc = Homro je 75+ %¢ = &I = D¢ = ac A00M]aMo 5e-5F = (4c)

Q PB  PA _ sinx . siny QB _ QB QA _ sin(a+y) s1ny
Raxo Je (PA )fc ~ sinf sin(a+x) u QC ~ QA QC ~— ~sinp siny’

siny g_sm a+y)/siny _ AC+2 _ ,Siny 2
’Haﬂ]e (smﬁ) sin(a+x)/sinx — (A )= (smﬁ)

sin(a+x) _
inx_ — smactgx+cosoc TJ xX=Y. O

MHOKEIE

sin(a+y) _

O JaKJe _]e smactgy+cosa = siny

Axo cy K u L momupHe Tauke 3ajeIHUYKUX TAHTEHTU Ca Q, ocTaje ma ce MoKake
na Tavka D) jmexu Ha npasoj KL, Tj.
Ha noJsaapu Tauke I y omuocy Ha (.
[Io craBy o0 moay m moJsapu, JOBOJHHO
je mokazatu ma T nexum Ha moJsiapu d
Tauke D; y omHOCy Ha ().

Osmaunmo ca N cpenumre gyka BAC
kpyra Q. Caumra Ttayke D mpu XOMO-
TeTnju S je npecek S TaHreHTU Ha (2
y Taurkama A m N, ma Taura T Jexn
Ha npaBoj DS. C gpyre crpane, Tayka
D je ma mosapu d jep je UYETBOPKAa
(B,C;Dy,D) xapMOHH]CKa, a Tadka S je
takobe Ha d jep mosmapa Tauke S y omHocy Ha (), mTo je mpaBa AN, camgpiu
tauky D;. Ilpema Tome, mpaBe DS u d ce mokjamnajy, yuMe je JIOKa3 3aBpIIEH.

Lpyeo pewemwe. Heka 3ajequuyre TaHreHTe noaupyjy Kpyr Q y taukama K u L,
npu yemy je teme LP Tamrenrta Ommwka temeny B. Osmaummo ca M cpemnuinre
oHOr nyka BC koju He canp:xku Tadky A, a ca O u I, penoMm HeHTpe ONMCAHOT U
NPUIUCAHOT KpyTra HacupaM A.

Kaxo je <LPI, =90°+3<LPC n <LAl, = <LAM = 3<{LOM = 3<LPD; = 90° -3 <(LPC,
crnenu na je <LPI,+<{LAI,=180°, na je uerBopoyrao ALPI, teruBan. CnuuHo, u
gyeTBOpoyrao AKQI, je tetuBan. Cama mmamo <<{PAI,=<PLI,=<QKI,=<QAI,,
jep cy yraosu PLI;, n QKI, cumerpuyHu y omHocy Ha npay Ol,, a omaBme je
<PAB =<QAC.

Iywar Bykuh ANAAAAAAAAAAAAAANNNNA srb.imomath.com



