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Dokazati nejednakost1.
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za sve nenegativne realne brojeve a, b i c za koje vaжi a+ b+ c = 1.

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva koji su maǌi2.

od sume svih svojih pravih delilaca, ali se ne mogu predstaviti kao
suma nekih svojih (razliqitih) pravih delilaca.

Napomena. 1 i n se ne smatraju pravim deliocima prirodnog broja n.

Dato je n2 taqaka pore�anih u ravni u formi kvadratne mreжe n × n.3.

Izlomǉenom linijom duжine l nazivamo uniju zatvorenih duжi A0A1,
A1A2, A2A3, . . . , Al−1Al u toj ravni. Odrediti najmaǌi prirodan broj l

za koji postoji izlomǉena linija duжine l na kojoj leжe svih n2 posma-
tranih taqaka.

Date su kruжnica k s centrom u taqki O i taqka A ∈ k. Na pravoj OA4.

uoqena je taqka C takva da vaжi raspored O−A−C i OA ∼= AC, a taqka
B je sredixte duжi AC. Uoqena je i taqka Q ∈ k takva da je ∡AOQ

tup. Neka se prava QO i simetrala duжi CQ seku u taqki P . Dokazati:
∢POB ∼= 2∢PBO.

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.



REXEǋA

Poxto je a+ b+ c = 1, dovoǉno je dokazati da vaжi1.
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Na osnovu nejednakost izme�u sredina imamo 54b3 + 1 = 27b3 + 27b3 + 1 >

3
3
√
27b3 · 27b3 · 1 = 27b2, pa je

54ab3

54b3 + 1
6

54ab3

27b2
= 2ab; analogno,

54bc3

54c3 + 1
6 2bc i

54ca3

54a3 + 1
6 2ca;

prema tome, A 6 2(ab+bc+ca) = (a+b+c)2− (a2+b2+c2) 6 2
3 (a+b+c)2 = 2

3 .

Odaberimo proizvoǉan prost broj p takav da je 2k < p < 2k+1 − 1 za neko2.

k ∈ N. Ovakvih prostih brojeva ima beskonaqno mnogo, npr. svi oblika
4x+ 1 (x ∈ N) su takvi.

Dokaza�emo da broj n = 2kp ima traжeno svojstvo. Zbir pravih delilaca
broja n je (2k+1 − 1)(p+ 1) − n − 1 = n + 2k+1 − p − 2 > n. S druge strane,
ako je zbir nekoliko ǌegovih pravih delilaca jednak n, onda je zbir
preostalih jednak S = 2k+1 − p− 2, xto je nemogu�e jer je S neparan broj
maǌi od p, a svi pravi delioci broja n maǌi od p su parni.

Drugo rexeǌe. U ovom rexeǌu i jedinicu smatramo pravim deliocem.

Broj 70 ima traжeno svojstvo: zbir ǌegovih pravih delilaca je 1 + 2 +
5 + 7 + 10 + 14 + 35 = 74 > 70, ali ne postoji ǌihov podskup sa zbirom
74− 70 = 4.

Posmatrajmo sada brojeve oblika n = 70p, gde je p > 7 neki prost broj.
ǋegovi pravi delioci su

1, 2, 5, 7, 10, 14, 35, 70, p, 2p, 5p, 7p, 10p, 14p, 35p,

i ǌihov zbir je 74p+144. Ako je zbir nekih od ǌih jednak n, onda je zbir
preostalih jednak 4p+ 144. Me�utim, kako je 1 + 2 + 5 + 7+ 10 + 14 + 35 +
70 + p+ 2p = 3p+ 144, u ovaj zbir mora biti ukǉuqen bar jedan delilac
ne maǌi od 5p, a to je nemogu�e za p > 144 jer je tada 5p > 4p+ 144.

Dakle, svaki broj oblika n = 70p za prosto p > 144 ima traжeno svojstvo.

Oznaqimo traжenu vrednost broja l sa ln. Trivijalno je l1 = 1 i l2 = 3.3.

Primeri na slici pokazuju da je l3 6 4 i, uopxte, ln 6 2n− 2 za n > 3.



Pretpostavimo da izlomǉena lini-
ja C duжine l pokriva svih n2 taqa-
ka. Neka me�u duжima linije C ima
a horizontalnih i b vertikalnih.
Preostalih l − a − b duжi linije C
zovemo kosim. Taqke koje nisu po-
krivene horizontalnim i vertikal-

n = 3

n = 7

nim duжima qine pravougaonu rexetku S dimenzija (n− a)× (n− b).

• Ako je a > n (analogno za b > n), rexetke S nema, ali potrebno je
bar n− 1 duжi da se n horizontalnih duжi poveжu, te je l > 2n− 1.

• Ako je a = n−1 (analogno za b = n−1), rexetka S se sastoji od n− b

taqaka, a svaka kosa duж pokriva najvixe jednu, pa nam treba jox
bar n− b duжi, xto ukupno daje l > (n− 1)+ b+(n− b) = 2n− 1 duжi.

• Ako je a < n − 2 i b < n − 2, konveksni omotaq rexetke S se sastoji
od 2(2n − a − b − 2) taqaka, a svaka kosa duж pokriva najvixe dve,
pa nam treba jox bar 2n − a − b − 2 duжi. Tako ukupno imamo l >

a+ b+ (2n− a− b− 2) = 2n− 2 duжi.

Prema tome, ln = 2n− 2 za sve n > 3.

Neka je S taqka na duжi CP takva da je PS = PO, a M sredixte duжi OS.4.

Tada je CS = QO = CA, pa iz CB
CS

=
CS
CO

= 1
2 sledi △CBS ∼ △CSO i

odatle SB = 1
2OS = SM i ∢SOP =

∢OSP = 180◦−∢CSO = 180◦−∢CBS

= ∢OBS. Prema tome, PS i PO su
tangente na opisani krug △BSO, a
BP je ǌegova simedijana. Sada je
∢OBP = ∢MBS = 180◦

−∢BSM
2 =

∢CSB+∢OSP
2 = ∢COS+∢SOP

2 = ∢BOP
2 .
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Drugo rexeǌe. Koristi�emo poznato tvr�eǌe da u trouglu ABC vaжi
α = 2β ako i samo ako je a2 = b2 + bc.

Ako oznaqimo OA = r i PC = x, dovoǉno je dokazati da je PB2 = PO2 +
PO·OB = (x−r)2+ 3r

2 (x−r) = x2− 1
2rx−

1
2r

2. Ovo odmah sledi iz Stjuartove
teoreme u △OPC, jer je PB2 = 1

4 (x− r)2 + 3
4x

2 − r
2 · 3r

2 = x2 − 1
2rx− 1

2r
2.

Tre�e rexeǌe. Oznaqimo ∢POC = α, ∢OQC = β i OA = 1. Dovoǉno je
dokazati da je

OB

OP
=

sin 3
2α

sin 1
2
α

= 1 + 2 cosα.



Po sinusnoj teoremi je 1
2 = OQ

OC
= sin∢OCQ

sin∢OQC
= sin(α−β)

sinβ
= sinα ctg β − cosα,

pa dobijamo ctg β = 1+2 cosα
2 sinα

i odatle sinβ cosβ = ctgβ
1+ctg2β

= 2 sinα(1+2 cosα)
5+4 cosα

.

Daǉe, kako je QC = sinα
sin(α−β)

i QP = QC

2 cosβ
= sinα

2 sin(α−β) cosβ
= sinα

sinβ cos β
=

5+4 cosα
2+4 cosα , imamo OP = QP − 1 = 3

2+4 cosα . Najzad, iz OB = 3
2 sledi OB

OP
=

1 + 2 cosα.
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