MunncTapcTBO IpOCBETE, HAYKEe M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremarunuapa Cpbuje

OIINITNHCKO TAKMMNYEIHLE 3 MATEMATURKE
YUEHUMKA CPEAIHLUX ITTKOJIA

Pemema 3amaTaka

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. IToBpm mapka MO:KEMO HONYyHUTU IpaBoyraonurmMma auvensuja 10,5 x 20,5, roe y jennoMm pexy mosxemo nmopebaru 95
TaKBMX [IPABOYTaoOHMKa a MMaMO yKynHo 48 penosa (360r 11%%) > 9 u 12%(_)5? > 48). Tume cmo nobunu yrymnHo 4560 TaxBux
npasoyraouuka. [lItasume, momro Basku 1000 —48- 20,5 = 1000 — 984 = 16 > 10,5, y mpeocTaay Tpaky MOKEMO CMECTUTH jOIII
48 TakBUX mpaBOyraoHuka porupanux 3a 90°, unme ykynau 6poj npaBoyraonuka mocraje 4608. Kako umamo 4567 crabana, mo
Jlupuxae0BOM IPUHOUIY IOCTOjU MPABOYTAOHUK y KOM Ce€ HE HaJa3u HeHTap HujenHor crabisa. Mehyrum, tana cpemummu

neo Tor mpasoyraounuka ¢popmara 10 X 20 npeacraBiba IPOCTOP YHYyTap KO Ce He HAJa3U HUjeIHo cTabio (HuTu meo crabia).

2. Onumumo kpys:ruuny k ca nearpom y B u moaynpeunukom 2. Ha 0] ce masase Ttauke b C
Au C.Y 10j kpyskuunm nepudepujcku yriaosu Han kpahum nyrom AC uznoce % = 52°, nma

nepueprjCcKA YIJIOBU HAL TYKUM JIYKOM AC m3noce 180° —52° = 128°. Ogatie 3akpydyjeMo
D €k, na cnemu BD = 2.

3. Mmamo 127 4+10Y = 1+ (—1)Y € {0,2} (mod 11). ITomro 1117102, y Mmopa Guru napHO U
CTpaHe jegHauwWHe Najy ocTarak 2 mpu gembemy ca 11. Ocramu npu gememy Gpoja 71027 ca
11, 3a 2 = 1,2,3..., monaBmajy ce y nepuoauma obmaura (7,5,2,3,10,4,6,9,8,1), na nomro je
nepuon nysumue 10, 3akmpydyjemo z = 10k + 3. ame, nocmarpameM jefHAYNHE IO MOLYIY D
nobujaMo ma je jeBa cTpaHa KOHI'pYyeHTHa ca 2% a mecua ca 27. Ocranu npu nejbemy CTemeHa
IBOjKe ca b moHaB/bajy ce y mepuomuma obauka (2,4,3,1), na nomro je mepuon mysxuse 4,
clenu ma T M z Jajy UCTU OCTATaK MPU Aejbemy ca 4; ClenujaHo, IOIITo je z HemapaH 0poj,
ciaemu 1a je M T HemapaH Opoj. Om 2017 1A 2

Homro 2 | 7102 anu 4 1 7102, majsehu cremen nBOjkKe KOjU meaum mecHy cTpany je 2°.

Iame, HajBehn cremen aBojke koju meau 127 je 227 a majsehnu cremen mBojke koju memu 10Y je 2Y; yKOIuMKO 6GU OB CTEHCHM
6unn pasnuunTé, Tana ou HajBehin cremen nBOjke Koju menm JeBy crpany m3Hocmo 2MM2%U}any momto cy 2z u y mapHM
6pojesu, oBa BpemHOCT He 6u Moria Outwy jemaka 2° (jep, nomcetumo ce, 21 z). I[Ipeocraje y = 2z, u Tana je[HAUMHY MOKEMO
samcat Kao 127 + 100% = 7102°. Ho, kako je r Hemapad Gpoj, JeBa cTpaHa Moke ce ¢parropucaTu kao (12 + 100)(122~1 —
12272100+ - - —12-100°=2+100%"1), 1j. meBa cTpana je memusa ca 112, amu momro 112 4 7102, cieam na mocTaB/beHa jeTHAUMHA
HEMAa pellebha.

A

4. ITocmarpajmo npBo uverupu tauke A, B,C,D TakBe ma je jemHa oI WYX y YHYTPAIIKLOCTU TPOYIJa KOju obpas3yjy
npeocrase tpu (6e3 ymamema ommroctn, Heka D € int AABC). ITomro meby yraosuma LADB, L ADC, £ BDC nocroju 6ap
jeman He Mmamu ox 120°, y oBom cayuajy caemu f(A, B,C,D) > 120°.

TTocmarpajmo canma cayuaj kana mujemna on tavaka A, B,C, D He leku y yHYTPAIIEBOCTU TPOYTIa KOju 00pa3yjy mpe-
ocTase TpH, Tj. Kama oHe 06pa3yjy KOHBEKCaH ueTBOpoyrao (6e3 ymamema ommroctd, dyerBopoyrao ABCD). Kako Basku
AABC + £BCD + £CDA + £DAB = 360°, Gap jemaun oxm oBa udeTupu yria mMopa outu He Mamu on 90°, ma y oBOM ciaydajy
cnemn f(A,B,C,D) > 90°.

IIpema tome, 3akmyuyjemo min f(A, B,C, D) > 90°. Yronuko tauke A, B,C, D unHe TeMeHa NIpaBOyraoHWUKA, Tala Ce OBa
rpaHuna JOCTWKE, Ia je pememe 3anarka 90°.

5. Kopuctuhemo crnenehie zanaskame: ako Baxxu ||y| — a| = b u upurom umamo 0 < a < b, rana caenn |y| = a + b. 3aucra,
nmaMo |y| —a = £b, Tj. |y| = a £ b, amm 360or a — b < 0 ocraje |y| = a+b.

OcnobabameM mocienme alcogyTHe BPEIHOCTH y HOocTaBmu gobujamo |---|||z| — 1] —2|--- — 2016] — 2017 = £2017, Tj.
[« ]|]x] = 1] —2|--- —2016] € {0,4034}. Cana hiemo pasnukoBaTH OBa ABA CJydYaja.

Y mpBom caydajy caenu |---|||z] — 1] —2|--- — 2015] = 2016. IIpumenoM 3amaskama ¢ modeTka nodujamo |---|||z] — 1| —
2|---—2014| = 2016 + 2015, na TOHOBHOM IPUMEHOM UCTOT 3amaxkama |---|||z| — 1| — 2| -+ —2013| = 2016 + 2015 + 2014 urx. Ha

kpajy mpeoctaje |x| = 2016 4+ 2015+ --- + 1, ma y 0oBOM ciydajy UMMaMo JBa peIemnAa.
Y mpyrowm ciaydajy Ha ucTH Ha4yuH nobumjamo |z| = 4034 4+ 2016 + 2015 + --- + 1, ma oBme uMamo jom nsa pemema. llakme,
VKYIHO TIOCTOj€ YEeTUPU PEIIeHa MOCTABJLEHE jeTHAUNHE.



Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Hera t o3mauaBa OpPOTEKJIE CEKyHOE OXN Kana Cy MpaBU a W b 3amodvenm cBOj IyT. c
Heka cy Ay m By penom monoskaju MpaBa a U b mocse mpoTeraux ¢t cekyumu. Tana Basku \
BA; =260 —t u BBy = 3t. Ha 0CHOBY KOCHHYCHE TEOPEME MMAMO

1
AB? = BA? + BB? —2BA, - BB cos 60° = (260 —t)* +9t* —2(260 — )3t - 3= 13t% — 1300t +2602.

. . . B
Jacuro, pacrojame umamehy MpaBa je MUHMMAJHO OHIA KaJa je OBA BPEAHOCT MUHUMAJIHA,
a IOITO je OBO KBaJpaTHa (YHKIUja IO t, OHA MMa MUHUMYM 3a t = % = 50. ITomTo ce

HaroH 50 CEKyHIU MpAaBU 3aKCTa U Oajibe Kpehy Ka CBOjUM OnpenumITAMA, PEllehe 3aTaTKA
je 50 cexynmu.

2. Heka je C' cpenumre crpanune AB, a C) oproronanna npojermuja tauke C’ Ha mpaBy

t. Yersopoyrao ABByA, je tpames a C'C| je merosa cpenma nuuuja, ma uMamo AAg +

BBy = 2C'C{,. TTomro cy ACCyT u AC'C{T canunn (jep nmajy cBe HOLYAAPHE yIJIOBE) C
KOe(UIUjeHTOM CaudHOCTU 2 (jep Basku g,:; = 2, npema ocobunu tesxkumra), caemqu CCo =

c 2C'CY. VI3 oBa mBa 3armyura nobujamo AAg+ BBy = CCy.

A Ay B

Om 2017 2A 1

3. Y mpBom kopaky myena uMa 6 moryhuocTtu, a y cBakom caenehem majsume 5 (jep
ce He MOJKe BPDATUTU HA HOJbE € KOT je ympaBo qouuia). TuMe mobujamMo ropsy IDaHUIY
6 - 5" 3a 6poj Tpaxkenux myTama. Jla GUCMO MOKA3AJU M JOHY I'DAHUILY, TPUMETIMO
Ia mJesia y IPBOM KOPaky Mo:ke dmpartu jemHy on 6 moryhuocTu, a y cBaxkoM cienehem
KOpakKy IIOCTOjeé TPU MOJba TAaKBa Oa Ce CTYHAlmEM Ha HBUX IUeia yIAbaBa O MOJA3HOT
moJ/ba; OrpaHmyaBajynu ce caMo Ha omabup OBAKBUX IIOJbA y CBAKOM IOTE3y, IMUEIa Ce
06e36ebyje ma mukana Hehe mamhwm Ha mosbe Ha KOM je Beh Oumia, ma je 6poj moryhmx
myrama Gap 6- 3771, Tj. 23"

A ' B 4. Cabupamem vejequaroctu ¢ — 1 < |z| <z, 22 — 1< |22 <2z u Tx — 1 < |Tx| < Tz

oujamo
On 2017 2A 2 AOOH]
" 10z — 3 < 2] + [22] + [7z] < 102,

<
1j. 10z — 3 < 2017 < 10z. Ognarne 3akmyuyjemo 201,7 < z < 202, na caemu || = 201 u
|2x] = 403, Te mobujamo u |7x| = 2017 — |z] — [2z| = 1413. To mame naje

1413 = |7(|z| + {z})| = |7|z] + T{x}] = | 1407 + 7{z}]| = 1407 + | 7{z}],

10 ject |7{z}] = 6, a onma mobujamo 2 < {z} < 1. Cana cnemn |6z] = |6(|z] + {z})] = [6]z] + 6{z}] = 6|z + [6{z}], ma ¢
o63upom Ha Hejemnaroct 2 < 6{z} < 6 mvmamo [6{z}] =5. Omarne nobujamo

{62} = 6z — [62] = 6(|z] + {«}) — (6]=] + [6{z}]) = 6{x} = 5.
Cnnuno caemn u {5z} = 5{z} —4 n {22} = 2{z} — 1. YBaunmo cana cse oBo y npyry jemsauuny. OHa ce cBOIU HA
3{a}(5{z} —4) = 4(2{z} - D(6{z} - 5),

mro mocie cpebuBama mocraje 33{x}? — 52{x} + 20 = 0. PemaBamenm oBe jeamaumne mOGUjaMo

_ 52+4/522-4-33-20  524++/2704—2640 52++64 52438
- 66 o 66 - 66 66

{z}

Tj. {z} = 28 = 8 = 0y {2} = 28 = % = 2. Jlpyry moryhmoct oxnbamyjemo jep ce me ykmama y ycaos 2 < {z}.

Ocraje, nawrue, {z} = }—(1), ¥ JeIMHO PeIleHe CUCTEeMa U3 ITOCTABKE je
10 2221
=201+ — = =
* RETHRESTI

5. Ilpeo pewemwe. 3a n = 1 mmamo 22 = 2y?, mTo je memoryhe. JlokauMo cafia 1a 3a CBako n > 1 MOCTOje TpaskeHn 6POjeBH.
3a n =2 umamo 3a (z;y1,...,Yn) pememe (2;1,1); 3a n =3 nmamo (6;4,1,1), 3a n =4 nmamo (6;3,2,2,1). IIpumernmo na 3a
CBa TpU pemena Baxku Y, = 1. Haname, ako 3a HeKo n uMmaMo pemene (T;y1,...,Yn) ca Y, = 1, OBIa 3a n + 3 UMaMo pelrene
(22;2y1,...,2yn—1,1,1,1,1); 3aucra:

2(2y1)° + -+ 2yn—1)® + P+ P+ 12417 =4 2(yf + - +ypy +1) = 42 = (22)°

ITpema ToMme, ¢ 063UpPOM HA KOHCTpYKCaHA pemena 3a n € {2,3,4}, uaayKkuujomM qo0KjaMo er3ucTeHIujy pelema 3a cBe n > 1.
OBuM je mora3s 3aBpIIeH.



Lpyzo pewewe. Iloka:kmMoO NPBO na 3a CBAKM NpuponaH Opoj k mocroju k KBagpaTa HPpUPOTHUX OpOjeBa umja je cyma

rakobhe kBaapar npupomaHor 6poja. loka3 cupoBomumo muHayEmujoM no k. 3a k = 1 tBpheme je TpuBujanuo tauno. lame,

2 .2 2 _ .2 ; : 2, .2 2 (u?=1N2 o2 wt 20?41 w412

aKo BaKM 27 + 25+ -+ 2; = u°, Tala, YKOIMKO je u HemapaH 6poj, umamo zi +z3 +- -+ 2z + (*5=)° = v’ + =5 = (“5=)%,
. . . 2_ 4 2 2

a YKOIMKO je u mapaH 6poj, Tana je u? memuso ca 4, ma umamo 23 + 23 + -+ 4 2 + (452)? = u? + =8I0 — (utd)2

2_
MOKEMO V3€eTH Zk41 = w1

= ().
u?—4
5, OMHOCHO Z}41 = ““—, PECIICKTUBHO).
Cana noka3s ersucreniuje Opojesa U3 mocTaBke 3a 3a1aTo N, 1 > 1, nobujamo Ha cienehu nHauun: ogabepemo Y1, Y2, - - ., Yn_1

TaKBeE Oa CyMa HBUXOBUX I{BaﬂpaTa 6yIIe HOTHyH KBapaT, peurMoO 'U2, n Oﬂa6epeMO yn = . Ta;{a MaMO
2y +uys + - +yp g Hun) =20 +07) =40 = (20)%,

mTo je m Tpebayo mokazaTu.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

1. 3a mpomsBosmuy Tauky O yryrtap derBopoyriaa ABCD jemmaxkoct PpO - OQp =
Ro0O-0Sp je ekBuBaJieHTHA ¢ YUEeHUIIOM na cy Tauke Po, Ro, Qo 1 So KOHIUKINYHE,
mTo ciaenu u3 morernuje tauke O y omuocy Ha Kpyskauily. OBO je majhe eKBUBAJEHTHO
¢ ycaoBom £PopRopSo = £PpQoSo, amu kako Baku £PoRpSo = 180° — LADC n
APpQoSo = LABC, mpeTxoqHu yCJIOB 3a0paBo je ekBuBajieHTaH ¢ yciaosom L ADC +
AABC = 180°, 1j. ¢ ycaoBom ga je werBopoyrao ABCD rerusan. Ilakie, o6a yciosa
U3 TOCTABKE EKBUBAJEHTHU Cy ¢ TetuBHomhy uyerBopoyria ABCD, ma ciemu ma cy %

Ro
OHU eKBUBaJEHTHU MeDhycoGHO.
2. Baxu A B

IIa je 3a MapHO N IOCMAaTpaHW OpOj mesbuB ca 3 a TuMe u ciuoxeH. Heka je canma m menmapro. Tana Baxu
2" 4373 p g T = 9n ()T o 2ntt = om oS L9t — 971 18 416) =25-2" =0 (mod 5),
Ia je Taza mocMarpaHy O6poOj Ie/bMB ca b U IpeMa TOMe IIOHOBO je CJIOMKEH.

3. O3nauumo ca x, 6poj moryhux muesunux myrama oI n KOpaka, a ca Yy, ymeroBux. Buneru pememe 3a tpehu 3anarak
y paspeny 2A, rume je mokasaHa HejeTHAKOCT X, = 2-3". I[Ipumerumo mame ma Ilyse y mpBoMm Kopakry uma 4 moryhiHocTw,
a y cBakoMm ciaenehem majsume 3 (jep ce He MOKe BPATUTU Ha IOJLE C KOT je YyIPABO IOWIAO0), I1a 3a OPOj HErOBUX MyTaHa
mobujaMo TOp®mY TpaHuny ¥, < 4-3""'. Omarne, z, >2-3"=6-3""1>4.3""! > y,, mro je u Tpebamo mokazaru.

4. YKOIUKO 3a T y3MeMmoO peasiaH 6poj Behwm onm cBux a; u b;, HejemIHAKOCT M3 MOCTABKE CBOOW ce HA —by — by — -+ —
b, < —a; —as — -+ — ap, & AKO 3a T y3MeMO peaJiaH Opoj Mamu Ol CBUX a; U b;, HEjeIHAKOCT M3 IMOCTaBKE CBOAU CE HA
by +bo+---+b, <ay+as+---+a, Omarie IUPEKTHO cjeqn

b1—|—b2—|—---+bn:al—i—ag—i—---—i—an.

Purcupajmo cana npupoman 6poj k, 1 < k < n — 1. Heka je x mpousBossan peanan OpOj 3a KOjU BAKU G < T < Akt1-
Tanma ce mocTaB/heHA HEjeTHAKOCT CBOIU HA

| —b1| +]x—bo| + - +|lz—by| < (x—a1)+ -+ (x—ar) — (x — agy1) — - — (& — ap).
C mpyre crpaHe, U3 OuMTIeTHUX HejemHAKOCTH |y| > y u |y| > —y mobujamo
o= bl = bal = bl > (2= by) e (2= by) — (= ) =+ — (& By,
na cienu
(= b e (@ by) — (&= by — oo (= b) € (3= ) 4o () — (&~ ai) o (2 - ).

Cse mojaBe BpenHocTu r ¢ 00e CTpaHe HEjeIHAKOCTU Ce UCIOTUPY, U OLy3WMAameM OJ OBe HejeJHAKOCTU paHuje NOoOujeHy
jemmaroct by + by + -+ b, = a1 +as+ -+ a, nobujamo —2(by +ba+ -+ bg) < —2(a; +as+---+ag), Tj. a1 +as+ -+ ap <
b+ byt 4 by



5. Hera ce wpy:xuune k m ki ceky y taukama U wm V. Ilokaxumo na
cy tauke F, U u V rosnuneapue. VI3 oBora he mako caenutu tBpheme 3a-
[aTKa: 3aucTa, U3 ik, (k) = k u xoaumneapuoctu tavaka F, U u V mobujamo
ir,(U) =V, a omarne u iy, (k1) = ki, 1j. k1 Lks. IIoRaRUMO 3aTO sKeJLEHY
KOJIMHEAPHOCT.

Hera mpasa EU (koja je, IpUMETUMO, TAHIME€HTA Ha Kk, IITO CJIEIA U3
kLlk;) ceue npaBy FC y tauku X. VI3 ocobuna CHOBAIILUX U IePUPEPUjCKUX
yrJyioBa mobujamo:

LXFU = {EXC — {FUX = ({(ECB — {CEX) — LAEUV
— ({ECB — ({CUX — KUCE)) — L{EUV
= (LECB + LUCE) — ({(CUX + £EUV)
= LUCB — (180° — LCUV) = LUCB — £CBV.

Ilamwe, ozmaummo ca Y mnpecek npasux EV u FC. Cauuso Kao maJjomnpe,
U3pavyHABAMO: Om 2017 3A 5
LYFV = LEVU — LAEYB = LEVU — ({EBC — {BEY)
= AFEVU — ({EBC — ({BVY — LVBE)) = ({EVU 4+ {BVY) — ({EBC + £V BE)
=180° — L BVU — LCBV = LUCB — LCBV.

Ipyrum peunma, nobuau cmo £ X FU = LY FV. Onasne nupekrHo cienu na cy tauke F, U u V KonuueapHe, uuMe je IOKa3
3aBPIIEH.

YerspTHu paspen — A Kareropuja

3

1. Tpanchopmumumo uspas In z—: =zlnz—ylny. Younmo ¢pyurmujy f(z) = xlnz. OBa ¢pyurmmja je Henpernmaa Ha [e” 7, €]

u mudpepenmujabunma va (e73 e), u mmamo f'(x) = Inx + 1. ITo Teopemu o cpeamoj BpeanocTu, nocroju ¢ € (e73,e) Takso xa

pakn xlnz — ylny = f/(¢)(x —y) = (Inc+ 1)(z — y). Homro ¢ € (e73,¢), ciemu —2 < Inc+ 1 < 2, ma nobujamo

=)z =yl < 2z —yl,

mTo je u Tpebaso mokaszaTu.

2. ITorasyjemo maayknujoMm na 3a cse m € N sagxu (a + 1)™ | a@tD™ ™ 1 1. 3a m =1 oso je ouuraenno. IIpernocraBumo
cama ma (a+1)™ | a @™ 11 3a mato m. Kaxo je a mapaun 0poj, a + 1 je HemapaH, ma UMaMo

a

a@t)™ L1 = (a(a+1)m_1)a+1 4o1ett = (a(a+1)*"—1 I 1) Z(fl)j (a(a+1)’"—1>j.

=0
Io unaykTueHOj xumoresn, (a + 1)™ | a@D™ ™" 4 1. ame, mmamo
Z(_l)j (a(a+1)’"’1)j = Z(_l)j ((_1)(a+1)’"’1)j - Z(—l)j(—l)j
j=0 j=0 J=0

a

l=a+4+1=0 (moda+1),
=0

To ject, a+ 1 | Z;:O(—l)j (a(““)mfl)j. OBum cvmo mokazamu aa (a 4+ 1)™*! | altD™ £ 1) ynme je moxas 3aspres.

3. O3mauumo ca A Ckyn mo3umimja Ha KOjuMa Cy Oela MO KOjUX Ce JIONTA HU30M CUTYPHUX TOJABAaHma MOYKE HPOCIEIUTH
on Usure, u o3naunmo ca B xkommiement ckyna A. [Ipermocrasumo cynmpoTro, na je Mapuuuna nosunuja y ckymy B. Tana
cy m A u B HenpasHu, ma MoskemMo youmrtu mosunuje P4 € A m Pp € B uumje je pacrojame MuHrManaHO. [lomro Py € A a
Py € B, u3ameby mux ce He MOKe CUIYPHO OONATHU JIONTA, IITO 3HAUM Oa Ce Yy KPyry ca mnpeunukoMm P, Pp Hama3u 0ap jomr
jemua nosunuja Po. Anu 6uno na Po € A unu Po € B, TO je y KOHTPpAIUKIUjU ca MUHUMAJHOINY pacrojama Py u Pp.

4. Axo Basu f(y1) = f(y2) = ¢, Taga 3a UPOU3BOBHO T U Z UMAMO Y = % = Y9; OJABAE MCTOBPEMEHO
3akmyuyjemo na je f wm ,1-1“ m ,ma“, 1j. f je Oujerkmuja. Cama yspmraBameMmM y = z = 1 y jeOHAKOCT U3 MOCTaBKe U



rkopumbiemeM unjekrusHocty pyurmuje f mobujamo x + f(1) + f(f(1)) =1+ f(f(1))(x + 1), mro ce comm Ha z(1 — f(f(1))) =
1— f(1), a oBo je moryThie 3a cBako z € RT camo yronuko saxu 1— f(f(1)) =0, tj. f(f(1)) = 1; Taga ¢ gecne cTpare no6ujamo
f(1) =1. ¥YBpcrumo cana x =y = 1 y jeAHAKOCT U3 HOCTaBKe, YyuMe nobujaMo (IOHOBO y3 MHjeKTUBHOCT, Kao u y3 f(1) = 1)
14+ 1+ f(f(2)) =141+ z, onakne cnemu f(f(z)) =z 3a cBaro x € RT. [locTaBiena jexHaunna ce CBOIM HA

fla+fly)+2) =yf(1+y(z+2)).

3amenoM z + z ca x mobujamo f(z + f(y)) = yf(l + xy), 1j. fetfw) — f(1 + zy), anu Kako Ccy T W Yy HA HECHO] CTPAHU

y
fy+f (@) (z+f) _ fy+f(=)

pPaBHOIpABHY, OBU U3PAa3M jeTHAKU CY U Ca . Canma yBpmraBamem y = 1y ! m

nobujamo zf(zx+1) =
f(1+ f(z)), a 3amenom = ca f(x) y oBOj jennaxocTu nobujamo

O+ f(=z))

X

f@)f(f(@)+1) = FA+ f(f(2) = f(1+2) =

(rme cMoO Ha Kpajy jOm jemqHOM WMCKOPUCTWIM mpeTxoaHy jemHakoct). Omasme ommax nobujamo f(z) = %, a JUPEKTHO ce
IpOBepaBa Aa OBa (PYHKIMja 3aKCTa 33J0BOJbABA YCJIOBE 3aaTKA.

5. Osumaunmo ca By u Cy noguoxja sucuna usz temena B u C'y AABC, penoMm, u HEKa
C je F mpecek cumerpane L ACCy ca crpanunom AB. Baxku:
AEy, AE AB AB AC AF

EoCo _ EC _ BC S BBy CCy  FCq

(upBa jemmaroct ciemu w3 Tasmecose Teopeme, mpermocienma u3 canudoctu AABBy ~
AACCy, a mpeocraJie ABe U3 MO3HATE MPONOPIMje V KOjOj CUMeTpPaja yria NeIu HACIPAMHY
crpanuny Tpoyraa). Omarae mobujamo ma je tauka Fy usmeby tauvaka A u F, mro um-
7 mmnupa LACEy < LACF, a omarie mame LACA; < LACC,. Oo 3maun ma ce ANAAC

B, B neo Hajasu, ocuMm teMena C, y orBopenoj momypasuu ¢ usuiom CCy y kKojoj je taura A.
Amnanorso ce noka3syje na ce ABB,C neo nanasu, ocum temera C, y OTBOPEHO] MOy PABHU
N c usunom C'Cy y K0joj je Tauka B, omakie ciemu TBpheme 3amaTka.
N
Eqy Cof | D B
A B
a 1 Ilpeu paspem — B kareropuja
Om 2017 4A 5 1. IToncerumo ce, 6poj Tyzu je memus ca 11 ako m camo ako 11| (y +u) — (z + 2).

IIpermocraBumo mpBo na cy y n u ucre muppe (a mmm b). Tana ce yciaos cBoam Ha
11| 2y — (z + 2). Yronuro Bazku = = z, Taga umamo 11 | 2(y — x), a momro cy = u y nudpe,
oBo je moryhe camo 3a © = y = z = u; HakJe, y OBOM ciy4dajy nobujamo OpojeBe aaaa u
bbbb. YKONIUKO Cy * U z pazimumre mudpe, Taga je jeHa Ol HBUX jelHAKA y a ApyTa He; 3a
HIOD. T =Y, Z # Y, yCIOB ce cBomu Ha 11|y — z, anu oBo je memorylhie 36or —8 <y —2 <8 u y # 2.
Heka cy canma y n u pasmumunre mudppe. Tana umamo y+u=a+b. 3a x = z € {a,b} ycaos 11 | (y + u) — (z + 2z) cBomm ce
Ha 11 |b—a nnn 11 | a — b, asnn oBo je memoryhe 3a a #b. Cnemn na ¢y u © u z pazauuure udpe, Ia U3IUCTABAKHEM CBUX
moryhux kombuuanuja opne mobujamo 6pojese aabb, abba, baab u bbaa.

2. Vmamo |A| = 50 u |B| = 33, a kako cy y ckyny AN B ynpaso GpojeBu memusu ca 6, umamo u |A N B| = 16. Hame,
BNC = {9, 18,27, 36,45, 54, 63,72, 81,90}, na nmamo |[BNC| = 10, u (ANC)\ B = {14, 34,44, 64, 74,94}, na muamo |(ANC)\ B| = 6.
Canma pauyHamo

[(AUB)\C|=|AUB|—-|BNC|-|(AnC)\B|=|A|+ |B|-|AnB|—|BNC|-|(ANC)\ B| =50+ 33 —16 — 10 — 6 = 51,
omarie mobujamo |C|] =100 —|(AUB) \ C| = 49.

3. Heka je p 6poj mnaBux Kyrauna, z Opoj 3eJeHUX KyTrIuia a ¢ 6poj npBeHux Kyrauna. M3 mocaeamer ycioBa 3aKby Iy jeMo
na Baxku p+ z = 7 (jep 7 Kyruuna Huje JOBOJLHO Kako Oucmo Ounu curypuu na mMeby muma mocroju npsena, tj. moryhe je
a CBUX 7 W3BYUEHUX Kyriuma Oyly IUlaBe Wiu 3ejeHe, a Huje mMoryhe ussyhu 8 Kyriumna koje Cy CBe IJaBe WU 3€JEHE).
CauyHO, U3 TPEeTHOCIeqHmer yCa0Ba 3aKkbydyjeMo na Baxku p + ¢ = 9. Komauno, u3 npsor ycaosa caemu z + ¢ = 10 (maunme,
YCJIOB UMILIMIPA 13 BAXKU jenHa on jemHarkoctu p+ z = 10, p+c¢ = 10 unu z + ¢ = 10, a upBe e cy Hemoryhe 360r panujux
3akmpyuaka). Cabupame cBe Tpu nobujene jemHaxkoctu gaje 2p + 2z + 2¢ = 26, 1j. p+ z + ¢ = 13, a ogarne nobujamo ¢ = 6,
z=4up=3.



4. Basku LAPB = LAQB = 90° jep cy To yruosu uan npeunurom AB. [Ipema tome, AP u BQ
cy sucune y NABN, na je M mweros oprouearap. Ho, rana je M N tpeha Bucuma Tor tpoyria,
na caequ MN 1 AB.

5. Herka A cama uma x romguna, a B Heka uma y romuna. lakne, A je crapuju om B 3a x — y
roguna. Kana je A mmao y romuna, ogga je B umao y — (z — y) = 2y — & roauna, 0a NPBU YCJIOB
M3 MOCTABKE MOMKEMO 3ammcarn Kao © = 3(2y — x), mTo ce csomu Ha 2z = 3y. Kama B Gyme mmao
x romuHa, Tana he A mmaru = + (x — y) = 22 — y TOAMHA, A APYTU YCJIOB U3 IIOCTABKE MOMKEMO
A | B§ z3anucatu kKao 2x —y + x = 70, 1j. 3z —y = 70. Pemasamem cucrema mobujamo z = 30 u y = 20.

Om 2017 1B 4

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Hera cy O;1, O, O3 u O4 nenrpu kpyskuuna omucanux oko NABO, ABCO, ACDO u
ADAO, pemom. Kako u O1 u O npunanajy cumerpanaun nysxku BO, ciaemnu ma je mpasa 0104
ynpaBo cuMerpasa nyxu BO, ma mobujamo 0105 L BO, 1j. 01092 L BD. Ha uctu Haunx
nokasyjemo u O304 L BD, ma omasne ciaemu 0102 || O304. Aramnoruo, 0305 || 0104, na je
01050304 napaJsesorpam.

2. IIpeTnocTaBrMO Ha je IpBa CTApUYEBA PEUEHUIA HEUCTUHUTA (M Tada CBE OCTAJE MOPA]y
6utu uctuaure). To 3HauM ga crapan uMmMa napad 6poj jabyka, a U3 Apyre PEYeHUIE CIeau
na je 6poj jabyka koje mMma memuB ca 3. Harme, y Tom ciuyuajy je O6poj jabyka koje crapar
uMa nespuB ca 6, aau Tana meroea mocielmha PeUYeHnna Hije NCTUHNTA, KOHTpaauknuja. [Ipema
TOME, IPBa CTApYeBa pedeHnna MOpa OUTH MCTUHUTA, IITO 3HAYN [a CTApall MMa HemapaH 6poj Om 2017 2B 1
jabyka. ¥ ToM ciaydajy ouurisenso Tpeha peuvenunia HUje UCTUHUTA, 1A CBE OCTAJE MOPAjy
OuTu uctunurTe, Tj. 6poj jabyka Mopa OuTu HemapaH, neJbUB ca 3, HeJbUB ca b, a na Huje messuB ca 6. Hajuawwm nmpuponan
O0poj koju je mesmumB ca 3 u 5 je 6poj 15, a OH OUMUIIIE€THO UCIYHABA U OCTAJIEe HEONMXOQHE YCJIOBE, IIa CTAPAI] MUHUMAIHO MOYKE
umatu 15 jabyxa.

3. Ako je Tpaskenu 6poj HGap ABOIMOPEH, Tala ce Yy HerOBOM 3alucy He cMejy mojaBmuBaty muppe u3 ckyna {0,2,4,5, 6,8}
(jep Bucmo mpememrTameM TakBe nudpe Ha Kpaj Opoja mobunu 6poj koju Huje upocr). lakie, ocrajy camo yetupu Moryhe
mudpe: {1,3,7,9}, na je Tpaskenu Gpoj HajBume "yeTBOPOIM(pEH. YKOIMKO Ou 61O ueTBOpommpeH, Tama OM ce CBaka 01
mudapa 1, 3, 7 n 9 mojaBspuBaIa TAYHO jeTHOM, ajau Taga OMCMO mepMmyTanujoMm nupapa Moriam mobutu 6poj 1397, koju je
nessuB ca 11 ma Huje npoct. Cinuuno, 3a cBaku MOTy 1 m360p Tpu O OBe YeTUpU Nudpe MOKeMO NPOoHahi BUXOBY MepMy Tal]y
y K0joj me mobujamo mpoct 6poj: 7| 371, 11 | 319, 7| 791, 7| 973. [Ipema Tome, Tpaskenu 6poj je HajBume nsormudper, a mehy
BUMa Jako Hama3umo Hajsehu: To je 97 (o jecre mpoct, a jeauHoM MorylioM mepMyTanujoM meroBux nudapa nqobujaMmo 6poj
79, koju je Takobe mpocr).

4. Heka cy z1 1 22 pemema nocrasibere jennauwmse. VI3 BujeroBux dpopmyna mmamo x1 +x2 = m+ 1 u z129 = 2m — 4.
IIpema Tome, ciennu
22 422 = (21 +29)? — 20170 = (M +1)% —2(2m — 4) = m? — 2m + 9.

—(=2)

Pynxmmja m? — 2m + 9 uma MuEEMYM (Teme) y Taukm m = —;— = 1 (u Tana Baxy zi + 23 = 8). IlomTo 3a m = 1 jemnaunna
U3 mocTaBke Taacu x2 —2x — 2 = 0 ¥ ’meHa pellema Cy 3alcTa peajHa (IUCKpUMUHAHTa je mosuTubHA: (—2)2 +4-2 =12 > 0),
pememe 3anaTka je m = 1.

5. Cabupame mpBe IBe jeqHaumHe U3 mocTaBke gaje w2 +2y%+ 22 = 25, na kopumhemem tpehe mobujamo x2 +2z2+ 22 = 25,
1j. (z + 2)? = 25, a omaBme ciemu ¥ + z = +5, Tj. 2 = £5 — 2. Canma u3 npse u Tpehe jemmaumme, xKopuctehu ympaso
3akmyudeno, mobujamo 9 = 22 +y? = 22 + 22 = 22 + 2(£5 — x) = £hx, Tj. T = i%, a omaBne ciemu z = +5 — (ig) = i? u

9

o
y? =wz = (+2) (£18) = L. Jakne, nocmaTpanu cucreM uma 4eTMpy pemema:

(,9,2) {(9 12 E) <9 12 L6> (ﬂ 12 7176) (ﬁ 12 7176)}
’y7 57 57 5 7 5’ 5’ 5 ) 57 57 5 ) 57 5’ 5 N

Tpehu paspen — B kareropuja

1. VI3 upse jemuaxkoctu umamo sinz = 2sinx cosx, Tj. sinz(l —2cosz) = 0, a omasne 3axpydyjemo sinx = 0 unm cosz = %
Y upsoMm ciyuajy umamo x € {k7 : k € Z}, a BunuMo na cBe OBe BPEAHOCTU 3AUCTA UCHYHABA]y CBE JeIHAKOCTU U3 MIOCTABKE.
Y mpyrom ciydajy mmamo r = +% + 2km, HO Tama Baxu sinz # 0 amm sin3z = sin(+nm + 6k7) = 0, ma Huje 3aM0BOHEH HU3

jemmaroctu m3 mocraske. Jlakiue, pememe jennauune je x € {kr | k € Z}.



2. Bpoj pasanumTux pacmopena jemHak je Opojy mapoBa yUEHUKA KOju ¢y y MeDyBpeMmeHny 3aMmeHunum mecrta, yBehianom 3a
1 (36or mpsor youenor pacuopena). Kako Byk mopa npectuhiu Auy u Bojana, lejan mopa npectulin Auny, Bojana u ['opana,
a I'oparn mopa npectuhu Bojana, 6poj paznuuntux pacmopena je 6ap 7. YKOJMKO ce mpectm3ama norabajy mo pemocieny
U3 MPEeTXOTHE peUeHuie, Opoj pa3auuuTux pacrnopena he Outwm jemHak 7, ma je TO TPasKEHO pPEIIeHme 3a1aTKA.

3. MHOkemeM IpBe jeqHAUMHE Ca —2 U JOJAABAImEM APYTroj IoOmjaMo

0=a®—2uy+y° 2z —y) = (r 1)’ ~2c—y) = @ —y)l&—y - 2),

OZAKIEe CleOu T = Yy WIN T = y + 2. Y IPBOM CJIydajy IOpyra jeJHAUMHA ce CBOMM Ha 2r° = 34, ma MMaMO IBa peIema:
(x,y) = (V17,V/17) un (z,y) = (=V17,—V/17). Y apyrom cayuajy mpyra jemsaumsa ce cBoma Ha 2y2 + 4y — 30 = 0, Tj.
y? + 2y — 15 = 0, unjuM pemaBameM Ho6UjaMoO y = %@ = %ig, Tj. y = —b nau y = 3, na nodbujaMo jom ABa pemema:

(z,y) = (—3,-5) u (z,y) = (5,3), Te mocTaB/beHN CUCTEM MMa YKynHO 4 pelnema.

D 4. Heka je E upecek aujaronasa uerBopoyrsaa ABCD, ueka cy b u d myxume
nysx&u BE u DE, u weka cy hq u he ynamenoctu tavaka A u C ox npase BD, cse
pecmerkTuBHO. Tama mmamo:

C

bhy bhe dhe dh
E PAABEPABCEPACDEPAADEziAiCiC A

2 2 2 2
bhA 2 dh,cr 2

- <7) ( > = (PaaePacor)’
2 2
Crora, momTo je Opoj y 3arpamud Ieo, MOCMaTpaHU TPOU3BOI jeé TOTIYH KBaIpar.
A B

MebyTum, noTnyH kBagpar ce MOsKe 3aBpuIaBaTé caMo HekoM on mmdpapa 0, 1, 4, 5, 6
nian 9, Tj. He MOKe ce 3aBpIIaBaTy DU(PPOM 7, ITa ce He MOKe 3aBpmaBaTu HU Ha 2017.

Om 2017 356 4
5. a) Bumumo ma m?n? | m?n® — m*n? + m®n? = 2017, onaxne mopa 6utu mn = +1
wiu mn = +2017 (jep je 2017 mpoct 6poj). Ako 6u 6umo m = 2017 uau n = 2017,
Tama G JeBa CTpaHa jemHAKOCTH Oumma mesuBa ca 20172, mOk mecHa Huje, ma je To
rkoHTpamuknuja. Ilpema tome, mn = £1, amn oxza m?n’ — m*n® + mn? = 1, na jennaunnua mema pemema.

b) ¥Yamumo, 6e3 rybmema ommrocTu, |m| > |n|. Taga mmamo 2016 = m?n® — mn + mn? > n?n® + m*n?(m? — n?) > nd,
mro maje |n| < 2. 3a n =0 mesa cTpana je 0, ma Ty Hemamo pemema. 3a |n| =1, uz m? —m* + m% = 2016 cremu ma m mopa
butu mapHo, a Takobe u memusBo ca 3 (jep 6u y cayuajy m = +1 (mod 3) neBa crpana masasia ocrarak 1 npu mememy ca 3,
ok 3| 2016), onakne caequ |m| > 6 (memoryhe je m =0), a 1o je KOHTpaaUKIUja 360

m® —m? +m? =m*(m? — 1) + m? > 35m* > 35 6* > 2016.

Konaumno, 3a |n| = 2 jenmauuna nocraje 64m? — 16m?* +4mS = 2016, tj. 16m? — 4m?* + m® = 504, onarne je m napan 6poj, amu
Trana 64 | 16m?2 — 4m* + mS mox 64 1504, mwro je rourpamuknuja. Jlakie, mOCTaB/bEHA jeNHAUMHA HEMA DEIlenha.

UYerspTHu pa3pen — b kareropuja

Ccos T Ccos T
<1

1. Ha mocmarpanom unrepBany Bazku 0 < sinz < 1 u 0 < cosz < 1, ma caenn (sinx) = 1. OBa BpenHOCT ce

3aMCTa U JOCTUKE 38 T = 5, a4 TPaKeHA MAKCUMaJHa BPEIHOCT jemHaxa 1.

2. Ako je z Tpaskenu Opoj, Tama M3 yCJIOBa 3amaTka cienu aa je T — 1 memuso ca 2,3,...,12, na ciaeau

27720 = H3C(2,3,...,12) | 2 — 1.

Ipyrum peunma, © = 27720k + 1 3a meku npuponan 6poj k. YBpmraBawem k = 1,2,3... mo ¢
HaMJIaCKa Ha OPBU CIAydaj Kaga je & mesbpuBo ca 13 Bummmo na ce to moraba 3a k = 3, u tana b “

uMmamo x = 27720 -3 + 1 = 83161.

3. Youumo tauky D rtakBy ma Baxku C — A — D u AD = c¢. Taga umamo CD =b+¢, a
KaKO M3 jeHAKOCTU JaTe y TMOCTABIM CICMA § = bgc, 0BO 3ajenno ¢ jemaromhy LACB =

ABCD wvnnmumupa AABC ~ ABDC. V3 te canunoctu umamo £BDC = LABC. Kako
Baskn LABD = ABDC (36or AD = AB), no6ujamo £ BAC = {ABD + £BDC = 24{BDC =
24 ABC, mTo je u TpebGaJyo moKa3aTu.

4. Cabupamem cBe 3 jemnaunne mobujamo (r+y+2)% =4, 1j. x+y+2 = 2. Oaysumamenm Om 2017 4B 3
tpehe jemmaumne ox npse mobujamo 12 — 22+ 2y(z —x) = 0, 1j. (v — 2)(z+ 2z —2y) = 0. Hame
Pa3JUKyjeMO UEeTUPU CIydaja.



e r+y+z=2,x—2=0
3aMeHOM z = 1 y = 2 — 22 y OpBY jeaHaunHy nobujamo —3z2 + 4x — 1 = 0, unjum pemaBameM Ko6ujaMo 2 pemema:
(2,y,2) = (1,0,1) mn (2,9,2) = (4,3, ).

e r+tyt+z=-2 x—2=0:
3aMeHOM 2z = ¢ U Y = —2 — 2¢ y UpBY jemHaumny mobujamo —3z? — 4x — 1 = 0, umjuMm pemaBameM g00ujamMo jorm 2
pemewma: (z,y,2) = (—1,0,—1) nau (x,y,z) = (—%, —%,—%).

e r+y+z=2x+2=2y

2

Onasne camemu 3y =2 u oHja ¢ + 2z = 2y = %, a U3 Apyre jeqHadvnHe U3 IOCTABKE NOOMjaMo Tz = 2_2y = g. Kana osme
YBPCTUMO Z = % — 2z, nobujamo z2 — %m + % =0, a 3a AUCKPUMUHAHTY OBe jemHaumHe mMamo D = %6 - 29—8 = —% <0, nma
OBJZle HEMA PEAJHUX PEIIeHAa.

e rx+tytz=-2 z+2z=2y:
Omnasne cinemqu 3y = —2 v ogna r+2z = 2y = —%, a M3 Ipyre jeHaYWHE W3 MOCTaBKe MOOUjaMo Tz = 2_2y2 = %. Kana osne
YBPCTUMO 2 = —% — x, mobujamo x> + %x + % =0, a 3a IUCKPVMMUHAHTY OBe jenHauuHe nMmamo D = % - % = —% <0, ma

HU OBJe HeMa pPeaJHUX peeHa.
Ilakse, HOCMATPAHN CHCTEM MMa YeTUPM pealHa pemema: (z,y,z) € {(1,0,1), (5, %, ), (=1,0,-1), (-3, —%, —%)}

5. IIpumerumo ma 3a cBe moryhie 36upoBe ocum 6 mocToju koMOuHaNuMja oxm Tpu Opoja ¢ TuMm 30MpOM TakBa Oa je Ha
OCHOBY HBUXOBOI IPOM3BOAa MOryhe jeqHO3HAYHO peKoHCTpywmcaTtu Ta Tpu 6poja: 18 =6+6+6, 17=6+6+5, 16 =6+5+5,
15=5+5+5,14=5+5+4+4,13=5+5+3,12=5+5+2,11=54+5+1,10=4+4+2,9=3+3+3,8=5+2+1,
7=5+414+1,5=34+14+1,4=2414+1u3 =1+1+1. [Ipumepa panu, ako 6u 3opany 6uo caomnmren 30up 14, Taga je jeman
oI HauMHa Ha Koju je Moryhe mobutu taj 36up 5+ 5+4, a tana 6u Ilerpy 6uo caommren npoussox 100, u y ToMm ciaydajy oun
ITerap omMax 3uao cBa Tpu AnuHa Opoja (jeaunu mauun na ce 100 mpencraBu Kao NPOU3BOXA TPU HpupoHa 6poja ox 1 mo 6
je ynpaso 5-5-4: 3aucta, kako 52 | 100, caeqm ma msa om Ta Tpu Gpoja Mopajy OuTH jemHaru 5, a Tpehn omma mMopa ouTw 4).
Kaxko je 3opan 6uo curypan ma Ilerap He MOske HA OCHOBY CBOTI MPOUW3BOMAA pekOHcTpyucatu Axuue OGpojeBe, jeIMHU HAYUNH
na 3opan Oyme curypaH y TO jecTe ma My je CaommTeH ynpaso 36up 6.

OBo 3maun ga je Ama mobuna jemmy on caenehe Ttpu tpojke Gpojesa: (4,1,1), (3,2,1) mmm (2,2,2). Y npBom ciayuajy
IMerap 6u umao npousson 4 u asoymuo 6u ce uameby tpojru (4,1,1) u (2,2,1); y apyrom cayuajy Ilerap 6u umao npousson
6 u gBoyMuo G6u ce mameby tpojru (3,2,1) u (6,1,1); y tpeliem cayuajy Ilerap 6u nmao npoussoxn 8 u nsoymmo 6u ce uzmebhy
tpojrn (4,2,1) u (2,2,2). Kako je Ilerap m3jaBuo na Huje 3HAO HU KOju je HajMamu AHWH GpOj, TMMe Cy mpBa IBa CIaydaja
esuMUHUCaHA, na ocraje Tpehu. Ilakie, Ana je y Tpu bamama cBaku myT nobuia Opoj 2.



