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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Rexeǌa zadataka

Prvi razred – A kategorija

1. Povrx parka mo�emo popuniti pravougaonicima dimenzija 10,5 × 20,5, gde u jednom redu mo�emo pore�ati 95
takvih pravougaonika a imamo ukupno 48 redova (zbog 1000

10,5 > 95 i 1000
20,5 > 48). Time smo dobili ukupno 4560 takvih

pravougaonika. Xtavixe, poxto va�i 1000− 48 ·20,5 = 1000− 984 = 16 > 10,5, u preostalu traku mo�emo smestiti jox
48 takvih pravougaonika rotiranih za 90◦, qime ukupan broj pravougaonika postaje 4608. Kako imamo 4567 stabala, po
Dirihleovom principu postoji pravougaonik u kom se ne nalazi centar nijednog stabla. Me�utim, tada sredixǌi
deo tog pravougaonika formata 10×20 predstavǉa prostor unutar kog se ne nalazi nijedno stablo (niti deo stabla).
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2. Opiximo kru�nicu k sa centrom u B i polupreqnikom 2. Na ǌoj se nalaze taqke
A i C. U toj kru�nici periferijski uglovi nad kra�im lukom ÷AC iznose 104◦

2 = 52◦, pa
periferijski uglovi nad du�im lukom ÷AC iznose 180◦−52◦ = 128◦. Odatle zakǉuqujemo
D ∈ k, pa sledi BD = 2.

3. Imamo 12x+10y ≡ 1+(−1)y ∈ {0, 2} (mod 11). Poxto 11 - 7102, y mora biti parno i
strane jednaqine daju ostatak 2 pri deǉeǌu sa 11. Ostaci pri deǉeǌu broja 7102z sa
11, za z = 1, 2, 3 . . . , ponavǉaju se u periodima oblika (7, 5, 2, 3, 10, 4, 6, 9, 8, 1), pa poxto je
period du�ine 10, zakǉuqujemo z = 10k+ 3. Daǉe, posmatraǌem jednaqine po modulu 5
dobijamo da je leva strana kongruentna sa 2x a desna sa 2z. Ostaci pri deǉeǌu stepena
dvojke sa 5 ponavǉaju se u periodima oblika (2, 4, 3, 1), pa poxto je period du�ine 4,
sledi da x i z daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 4; specijalno, poxto je z neparan broj,
sledi da je i x neparan broj.

Poxto 2 | 7102 ali 4 - 7102, najve�i stepen dvojke koji deli desnu stranu je 2z.
Daǉe, najve�i stepen dvojke koji deli 12x je 22x, a najve�i stepen dvojke koji deli 10y je 2y; ukoliko bi ovi stepeni
bili razliqiti, tada bi najve�i stepen dvojke koji deli levu stranu iznosio 2min{2x,y}, ali poxto su 2x i y parni
brojevi, ova vrednost ne bi mogla biti jednaka 2z (jer, podsetimo se, 2 - z). Preostaje y = 2x, i tada jednaqinu mo�emo
zapisati kao 12x + 100x = 7102z. No, kako je x neparan broj, leva strana mo�e se faktorisati kao (12 + 100)(12x−1 −
12x−2100+· · ·−12·100x−2+100x−1), tj. leva strana je deǉiva sa 112, ali poxto 112 - 7102, sledi da postavǉena jednaqina
nema rexeǌa.

4. Posmatrajmo prvo qetiri taqke A,B,C,D takve da je jedna od ǌih u unutraxǌosti trougla koji obrazuju
preostale tri (bez umaǌeǌa opxtosti, neka D ∈ int4ABC). Poxto me�u uglovima ]ADB,]ADC,]BDC postoji bar
jedan ne maǌi od 120◦, u ovom sluqaju sledi f(A,B,C,D) > 120◦.

Posmatrajmo sada sluqaj kada nijedna od taqaka A,B,C,D ne le�i u unutraxǌosti trougla koji obrazuju pre-
ostale tri, tj. kada one obrazuju konveksan qetvorougao (bez umaǌeǌa opxtosti, qetvorougao ABCD). Kako va�i
]ABC + ]BCD + ]CDA + ]DAB = 360◦, bar jedan od ova qetiri ugla mora biti ne maǌi od 90◦, pa u ovom sluqaju
sledi f(A,B,C,D) > 90◦.

Prema tome, zakǉuqujemo min f(A,B,C,D) > 90◦. Ukoliko taqke A,B,C,D qine temena pravougaonika, tada se ova
granica dosti�e, pa je rexeǌe zadatka 90◦.

5. Koristi�emo slede�e zapa�aǌe: ako va�i ||y| − a| = b i pritom imamo 0 < a < b, tada sledi |y| = a+ b. Zaista,
imamo |y| − a = ±b, tj. |y| = a± b, ali zbog a− b < 0 ostaje |y| = a+ b.

Osloba�aǌem posledǌe apsolutne vrednosti u postavci dobijamo | · · · |||x| − 1| − 2| · · · − 2016| − 2017 = ±2017, tj.
| · · · |||x| − 1| − 2| · · · − 2016| ∈ {0, 4034}. Sada �emo razlikovati ova dva sluqaja.

U prvom sluqaju sledi | · · · |||x| − 1| − 2| · · · − 2015| = 2016. Primenom zapa�aǌa s poqetka dobijamo | · · · |||x| − 1| −
2| · · · − 2014| = 2016 + 2015, pa ponovnom primenom istog zapa�aǌa | · · · |||x| − 1| − 2| · · · − 2013| = 2016 + 2015 + 2014 itd. Na
kraju preostaje |x| = 2016 + 2015 + · · ·+ 1, pa u ovom sluqaju imamo dva rexeǌa.

U drugom sluqaju na isti naqin dobijamo |x| = 4034 + 2016 + 2015 + · · ·+ 1, pa ovde imamo jox dva rexeǌa. Dakle,
ukupno postoje qetiri rexeǌa postavǉene jednaqine.



Drugi razred – A kategorija
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1. Neka t oznaqava protekle sekunde od kada su mravi a i b zapoqeli svoj put.
Neka su A1 i B1 redom polo�aji mrava a i b posle proteklih t sekundi. Tada va�i
BA1 = 260− t i BB1 = 3t. Na osnovu kosinusne teoreme imamo

A1B
2
1 = BA2

1 +BB2
1−2BA1 ·BB1 cos 60◦ = (260−t)2 +9t2−2(260−t)3t · 1

2
= 13t2−1300t+2602.

Jasno, rastojaǌe izme�u mrava je minimalno onda kada je ova vrednost minimalna,
a poxto je ovo kvadratna funkcija po t, ona ima minimum za t = 1300

2·13 = 50. Poxto se
nakon 50 sekundi mravi zaista i daǉe kre�u ka svojim odredixtima, rexeǌe zadatka
je 50 sekundi.

2. Neka je C ′ sredixte stranice AB, a C ′0 ortogonalna projekcija taqke C ′ na pravu
t. Qetvorougao ABB0A0 je trapez a C ′C ′0 je ǌegova sredǌa linija, pa imamo AA0 +
BB0 = 2C ′C ′0. Poxto su 4CC0T i 4C ′C ′0T sliqni (jer imaju sve podudarne uglove) s
koeficijentom sliqnosti 2 (jer va�i CT

C′T = 2, prema osobini te�ixta), sledi CC0 =
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2C ′C ′0. Iz ova dva zakǉuqka dobijamo AA0 +BB0 = CC0.

3. U prvom koraku pqela ima 6 mogu�nosti, a u svakom slede�em najvixe 5 (jer
se ne mo�e vratiti na poǉe s kog je upravo doxla). Time dobijamo gorǌu granicu
6 · 5n−1 za broj tra�enih putaǌa. Da bismo dokazali i doǌu granicu, primetimo
da pqela u prvom koraku mo�e birati jednu od 6 mogu�nosti, a u svakom slede�em
koraku postoje tri poǉa takva da se stupaǌem na ǌih pqela udaǉava od polaznog
poǉa; ograniqavaju�i se samo na odabir ovakvih poǉa u svakom potezu, pqela se
obezbe�uje da nikada ne�e nai�i na poǉe na kom je ve� bila, pa je broj mogu�ih
putaǌa bar 6 · 3n−1, tj. 2 · 3n.

4. Sabiraǌem nejednakosti x− 1 < bxc 6 x, 2x− 1 < b2xc 6 2x i 7x− 1 < b7xc 6 7x
dobijamo

10x− 3 < bxc+ b2xc+ b7xc 6 10x,

tj. 10x − 3 < 2017 6 10x. Odatle zakǉuqujemo 201,7 6 x < 202, pa sledi bxc = 201 i
b2xc = 403, te dobijamo i b7xc = 2017− bxc − b2xc = 1413. To daǉe daje

1413 = b7(bxc+ {x})c = b7bxc+ 7{x}c = b1407 + 7{x}c = 1407 + b7{x}c,

to jest b7{x}c = 6, a onda dobijamo 6
7 6 {x} < 1. Sada sledi b6xc = b6(bxc + {x})c = b6bxc + 6{x}c = 6bxc + b6{x}c, pa s

obzirom na nejednakost 36
7 6 6{x} < 6 imamo b6{x}c = 5. Odatle dobijamo

{6x} = 6x− b6xc = 6(bxc+ {x})− (6bxc+ b6{x}c) = 6{x} − 5.

Sliqno sledi i {5x} = 5{x} − 4 i {2x} = 2{x} − 1. Ubacimo sada sve ovo u drugu jednaqinu. Ona se svodi na

3{x}(5{x} − 4) = 4(2{x} − 1)(6{x} − 5),

xto posle sre�ivaǌa postaje 33{x}2 − 52{x}+ 20 = 0. Rexavaǌem ove jednaqine dobijamo

{x} =
52±

√
522 − 4 · 33 · 20

66
=

52±
√

2704− 2640
66

=
52±

√
64

66
=

52± 8
66

,

tj. {x} = 52+8
66 = 60

66 = 10
11 ili {x} = 52−8

66 = 44
66 = 2

3 . Drugu mogu�nost odbacujemo jer se ne uklapa u uslov 6
7 6 {x}.

Ostaje, dakle, {x} = 10
11 , i jedino rexeǌe sistema iz postavke je

x = 201 +
10
11

=
2221
11

.

5. Prvo rexeǌe. Za n = 1 imamo x2 = 2y2
1, xto je nemogu�e. Doka�imo sada da za svako n > 1 postoje tra�eni brojevi.

Za n = 2 imamo za (x; y1, . . . , yn) rexeǌe (2; 1, 1); za n = 3 imamo (6; 4, 1, 1), za n = 4 imamo (6; 3, 2, 2, 1). Primetimo da za
sva tri rexeǌa va�i yn = 1. Nadaǉe, ako za neko n imamo rexeǌe (x; y1, . . . , yn) sa yn = 1, onda za n+ 3 imamo rexeǌe
(2x; 2y1, . . . , 2yn−1, 1, 1, 1, 1); zaista:

2((2y1)2 + · · ·+ (2yn−1)2 + 12 + 12 + 12 + 12) = 4 · 2(y2
1 + · · ·+ y2

n−1 + 1) = 4x2 = (2x)2.

Prema tome, s obzirom na konstruisana rexeǌa za n ∈ {2, 3, 4}, indukcijom dobijamo egzistenciju rexeǌa za sve n > 1.
Ovim je dokaz zavrxen.



Drugo rexeǌe. Doka�imo prvo da za svaki prirodan broj k postoji k kvadrata prirodnih brojeva qija je suma
tako�e kvadrat prirodnog broja. Dokaz sprovodimo indukcijom po k. Za k = 1 tvr�eǌe je trivijalno taqno. Daǉe,
ako va�i z2

1 +z2
2 + · · ·+z2

k = u2, tada, ukoliko je u neparan broj, imamo z2
1 +z2

2 + · · ·+z2
k+(u

2−1
2 )2 = u2 + u4−2u2+1

4 = (u
2+1
2 )2,

a ukoliko je u paran broj, tada je u2 deǉivo sa 4, pa imamo z2
1 + z2

2 + · · · + z2
k + (u

2−4
4 )2 = u2 + u4−8u2+16

16 = (u
2+4
2 )2 (tj.

mo�emo uzeti zk+1 = u2−1
2 , odnosno zk+1 = u2−4

4 , respektivno).
Sada dokaz egzistencije brojeva iz postavke za zadato n, n > 1, dobijamo na slede�i naqin: odaberemo y1, y2, . . . , yn−1

takve da suma ǌihovih kvadrata bude potpun kvadrat, recimo v2, i odaberemo yn = v. Tada imamo

2(y2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
n−1 + y2

n) = 2(v2 + v2) = 4v2 = (2v)2,

xto je i trebalo dokazati.

Tre�i razred – A kategorija
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1. Za proizvoǉnu taqku O unutar qetvorougla ABCD jednakost POO ·OQO =
ROO ·OSO je ekvivalentna s qiǌenicom da su taqke PO, RO, QO i SO koncikliqne,
xto sledi iz potencije taqke O u odnosu na kru�nicu. Ovo je daǉe ekvivalentno
s uslovom ]POROSO ∼= ]POQOSO, ali kako va�i ]POROSO = 180◦ − ]ADC i
]POQOSO ∼= ]ABC, prethodni uslov zapravo je ekvivalentan s uslovom ]ADC +
]ABC = 180◦, tj. s uslovom da je qetvorougao ABCD tetivan. Dakle, oba uslova
iz postavke ekvivalentni su s tetivnox�u qetvorougla ABCD, pa sledi da su
oni ekvivalentni me�usobno.

2. Va�i

2n + 3n+3 + 5n + 7n+4 ≡ (−1)n + 0 + (−1)n + 1 = 2 · (−1)n + 1 (mod 3),

pa je za parno n posmatrani broj deǉiv sa 3 a time i slo�en. Neka je sada n neparno. Tada va�i

2n + 3n+3 + 5n + 7n+4 ≡ 2n + (−2)n+3 + 0 + 2n+4 = 2n + 2n+3 + 2n+4 = 2n(1 + 8 + 16) = 25 · 2n ≡ 0 (mod 5),

pa je tada posmatrani broj deǉiv sa 5 i prema tome ponovo je slo�en.

3. Oznaqimo sa xn broj mogu�ih pqelinih putaǌa od n koraka, a sa yn Duletovih. Videti rexeǌe za tre�i zadatak
u razredu 2A, gde je pokazana nejednakost xn > 2 · 3n. Primetimo daǉe da Dule u prvom koraku ima 4 mogu�nosti,
a u svakom slede�em najvixe 3 (jer se ne mo�e vratiti na poǉe s kog je upravo doxao), pa za broj ǌegovih putaǌa
dobijamo gorǌu granicu yn 6 4 · 3n−1. Odatle, xn > 2 · 3n = 6 · 3n−1 > 4 · 3n−1 > yn, xto je i trebalo dokazati.

4. Ukoliko za x uzmemo realan broj ve�i od svih ai i bi, nejednakost iz postavke svodi se na −b1 − b2 − · · · −
bn 6 −a1 − a2 − · · · − an, a ako za x uzmemo realan broj maǌi od svih ai i bi, nejednakost iz postavke svodi se na
b1 + b2 + · · ·+ bn 6 a1 + a2 + · · ·+ an. Odatle direktno sledi

b1 + b2 + · · ·+ bn = a1 + a2 + · · ·+ an.

Fiksirajmo sada prirodan broj k, 1 6 k 6 n − 1. Neka je x proizvoǉan realan broj za koji va�i ak 6 x 6 ak+1.
Tada se postavǉena nejednakost svodi na

|x− b1|+ |x− b2|+ · · ·+ |x− bn| 6 (x− a1) + · · ·+ (x− ak)− (x− ak+1)− · · · − (x− an).

S druge strane, iz oqiglednih nejednakosti |y| > y i |y| > −y dobijamo

|x− b1|+ |x− b2|+ · · ·+ |x− bn| > (x− b1) + · · ·+ (x− bk)− (x− bk+1)− · · · − (x− bn),

pa sledi

(x− b1) + · · ·+ (x− bk)− (x− bk+1)− · · · − (x− bn) 6 (x− a1) + · · ·+ (x− ak)− (x− ak+1)− · · · − (x− an).

Sve pojave vrednosti x s obe strane nejednakosti se ispotiru, i oduzimaǌem od ove nejednakosti ranije dobijenu
jednakost b1 + b2 + · · ·+ bn = a1 + a2 + · · ·+ an dobijamo −2(b1 + b2 + · · ·+ bk) 6 −2(a1 + a2 + · · ·+ ak), tj. a1 + a2 + · · ·+ ak 6
b1 + b2 + · · ·+ bk.
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5. Neka se kru�nice k i k1 seku u taqkama U i V . Doka�imo da
su taqke F , U i V kolinearne. Iz ovoga �e lako slediti tvr�eǌe za-
datka: zaista, iz ik2(k) = k i kolinearnosti taqaka F , U i V dobijamo
ik2(U) = V , a odatle i ik2(k1) = k1, tj. k1⊥k2. Doka�imo zato �eǉenu
kolinearnost.

Neka prava EU (koja je, primetimo, tangenta na k, xto sledi iz
k⊥k1) seqe pravu FC u taqki X. Iz osobina spoǉaxǌih i periferijskih
uglova dobijamo:

]XFU = ]EXC − ]FUX = (]ECB − ]CEX)− ]EUV

= (]ECB − (]CUX − ]UCE))− ]EUV

= (]ECB + ]UCE)− (]CUX + ]EUV )

= ]UCB − (180◦ − ]CUV ) = ]UCB − ]CBV.

Daǉe, oznaqimo sa Y presek pravih EV i FC. Sliqno kao malopre,
izraqunavamo:

]Y FV = ]EV U − ]EY B = ]EV U − (]EBC − ]BEY )

= ]EV U − (]EBC − (]BV Y − ]V BE)) = (]EV U + ]BV Y )− (]EBC + ]V BE)

= 180◦ − ]BV U − ]CBV = ]UCB − ]CBV.

Drugim reqima, dobili smo ]XFU = ]Y FV . Odavde direktno sledi da su taqke F , U i V kolinearne, qime je dokaz
zavrxen.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Transformiximo izraz ln xx

yy = x lnx−y ln y. Uoqimo funkciju f(x) = x lnx. Ova funkcija je neprekidna na [e−3, e]
i diferencijabilna na (e−3, e), i imamo f ′(x) = lnx+ 1. Po teoremi o sredǌoj vrednosti, postoji c ∈ (e−3, e) takvo da
va�i x lnx− y ln y = f ′(c)(x− y) = (ln c+ 1)(x− y). Poxto c ∈ (e−3, e), sledi −2 6 ln c+ 1 6 2, pa dobijamo����ln xxyy

���� = |f ′(c)||x− y| 6 2|x− y|,

xto je i trebalo dokazati.

2. Dokazujemo indukcijom da za sve m ∈ N va�i (a+ 1)m | a(a+1)m−1
+ 1. Za m = 1 ovo je oqigledno. Pretpostavimo

sada da (a+ 1)m | a(a+1)m−1
+ 1 za dato m. Kako je a paran broj, a+ 1 je neparan, pa imamo

a(a+1)m

+ 1 =
�
a(a+1)m−1�a+1

+ 1a+1 =
�
a(a+1)m−1

+ 1
� aX
j=0

(−1)j
�
a(a+1)m−1�j

.

Po induktivnoj hipotezi, (a+ 1)m | a(a+1)m−1
+ 1. Daǉe, imamo

aX
j=0

(−1)j
�
a(a+1)m−1�j

≡
aX
j=0

(−1)j
�
(−1)(a+1)m−1�j

=
aX
j=0

(−1)j(−1)j

≡
aX
j=0

1 = a+ 1 ≡ 0 (mod a+ 1),

to jest, a+ 1 |
Pa
j=0(−1)j

�
a(a+1)m−1

�j
. Ovim smo pokazali da (a+ 1)m+1 | a(a+1)m

+ 1, qime je dokaz zavrxen.

3. Oznaqimo sa A skup pozicija na kojima su deca do kojih se lopta nizom sigurnih dodavaǌa mo�e proslediti
od Ivice, i oznaqimo sa B komplement skupa A. Pretpostavimo suprotno, da je Mariqina pozicija u skupu B. Tada
su i A i B neprazni, pa mo�emo uoqiti pozicije PA ∈ A i PB ∈ B qije je rastojaǌe minimalno. Poxto PA ∈ A a
PB ∈ B, izme�u ǌih se ne mo�e sigurno dodati lopta, xto znaqi da se u krugu sa preqnikom PAPB nalazi bar jox
jedna pozicija PC . Ali bilo da PC ∈ A ili PC ∈ B, to je u kontradikciji sa minimalnox�u rastojaǌa PA i PB.

4. Ako va�i f(y1) = f(y2) = c, tada za proizvoǉno x i z imamo y1 = f(x+c+f(f(z)))
f(1+f(c)(x+z)) = y2; odavde istovremeno

zakǉuqujemo da je f i ,,1-1“ i ,,na“, tj. f je bijekcija. Sada uvrxtavaǌem y = z = 1 u jednakost iz postavke i



korix�eǌem injektivnosti funkcije f dobijamo x+ f(1) + f(f(1)) = 1 + f(f(1))(x+ 1), xto se svodi na x(1− f(f(1))) =
1−f(1), a ovo je mogu�e za svako x ∈ R+ samo ukoliko va�i 1−f(f(1)) = 0, tj. f(f(1)) = 1; tada s desne strane dobijamo
f(1) = 1. Uvrstimo sada x = y = 1 u jednakost iz postavke, qime dobijamo (ponovo uz injektivnost, kao i uz f(1) = 1)
1 + 1 + f(f(z)) = 1 + 1 + z, odakle sledi f(f(x)) = x za svako x ∈ R+. Postavǉena jednaqina se svodi na

f(x+ f(y) + z) = yf(1 + y(x+ z)).

Zamenom x + z sa x dobijamo f(x + f(y)) = yf(1 + xy), tj. f(x+f(y))
y = f(1 + xy), ali kako su x i y na desnoj strani

ravnopravni, ovi izrazi jednaki su i sa f(y+f(x))
x . Sada uvrxtavaǌem y = 1 u f(x+f(y))

y = f(y+f(x))
x dobijamo xf(x+ 1) =

f(1 + f(x)), a zamenom x sa f(x) u ovoj jednakosti dobijamo

f(x)f(f(x) + 1) = f(1 + f(f(x))) = f(1 + x) =
f(1 + f(x))

x

(gde smo na kraju jox jednom iskoristili prethodnu jednakost). Odavde odmah dobijamo f(x) = 1
x , a direktno se

proverava da ova funkcija zaista zadovoǉava uslove zadatka.
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5. Oznaqimo sa B0 i C0 podno�ja visina iz temena B i C u 4ABC, redom, i neka
je F presek simetrale ]ACC0 sa stranicom AB. Va�i:

AE0

E0C0
=
AE

EC
=
AB

BC
<

AB

BB0
=

AC

CC0
=

AF

FC0

(prva jednakost sledi iz Talesove teoreme, pretposledǌa iz sliqnosti 4ABB0 ∼
4ACC0, a preostale dve iz poznate proporcije u kojoj simetrala ugla deli naspramnu
stranicu trougla). Odatle dobijamo da je taqka E0 izme�u taqaka A i F , xto im-
plicira ]ACE0 < ]ACF , a odatle daǉe ]ACA1 < ]ACC0. Ovo znaqi da se 4AA1C
ceo nalazi, osim temena C, u otvorenoj poluravni s ivicom CC0 u kojoj je taqka A.
Analogno se pokazuje da se 4BB1C ceo nalazi, osim temena C, u otvorenoj poluravni
s ivicom CC0 u kojoj je taqka B, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

Prvi razred – B kategorija

1. Podsetimo se, broj xyzu je deǉiv sa 11 ako i samo ako 11 | (y + u)− (x+ z).
Pretpostavimo prvo da su y i u iste cifre (a ili b). Tada se uslov svodi na

11 | 2y − (x+ z). Ukoliko va�i x = z, tada imamo 11 | 2(y − x), a poxto su x i y cifre,
ovo je mogu�e samo za x = y = z = u; dakle, u ovom sluqaju dobijamo brojeve aaaa i
bbbb. Ukoliko su x i z razliqite cifre, tada je jedna od ǌih jednaka y a druga ne; za

npr. x = y, z 6= y, uslov se svodi na 11 | y − z, ali ovo je nemogu�e zbog −8 6 y − z 6 8 i y 6= z.
Neka su sada y i u razliqite cifre. Tada imamo y + u = a+ b. Za x = z ∈ {a, b} uslov 11 | (y + u)− (x+ z) svodi se

na 11 | b− a ili 11 | a− b, ali ovo je nemogu�e za a 6= b. Sledi da su i x i z razliqite cifre, pa izlistavaǌem svih
mogu�ih kombinacija ovde dobijamo brojeve aabb, abba, baab i bbaa.

2. Imamo |A| = 50 i |B| = 33, a kako su u skupu A ∩ B upravo brojevi deǉivi sa 6, imamo i |A ∩ B| = 16. Daǉe,
B∩C = {9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90}, pa imamo |B∩C| = 10, i (A∩C)\B = {14, 34, 44, 64, 74, 94}, pa imamo |(A∩C)\B| = 6.
Sada raqunamo

|(A ∪B) \ C| = |A ∪B| − |B ∩ C| − |(A ∩ C) \B| = |A|+ |B| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |(A ∩ C) \B| = 50 + 33− 16− 10− 6 = 51,

odakle dobijamo |C| = 100− |(A ∪B) \ C| = 49.

3. Neka je p broj plavih kuglica, z broj zelenih kuglica a c broj crvenih kuglica. Iz posledǌeg uslova zakǉuqujemo
da va�i p + z = 7 (jer 7 kuglica nije dovoǉno kako bismo bili sigurni da me�u ǌima postoji crvena, tj. mogu�e je
da svih 7 izvuqenih kuglica budu plave ili zelene, a nije mogu�e izvu�i 8 kuglica koje su sve plave ili zelene).
Sliqno, iz pretposledǌeg uslova zakǉuqujemo da va�i p + c = 9. Konaqno, iz prvog uslova sledi z + c = 10 (naime,
uslov implicira da va�i jedna od jednakosti p+ z = 10, p+ c = 10 ili z+ c = 10, a prve dve su nemogu�e zbog ranijih
zakǉuqaka). Sabiraǌe sve tri dobijene jednakosti daje 2p + 2z + 2c = 26, tj. p + z + c = 13, a odatle dobijamo c = 6,
z = 4 i p = 3.
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4. Va�i ]APB = ]AQB = 90◦ jer su to uglovi nad preqnikom AB. Prema tome, AP i BQ
su visine u 4ABN , pa je M ǌegov ortocentar. No, tada je MN tre�a visina tog trougla,
pa sledi MN ⊥ AB.

5. Neka A sada ima x godina, a B neka ima y godina. Dakle, A je stariji od B za x − y
godina. Kada je A imao y godina, onda je B imao y − (x − y) = 2y − x godina, pa prvi uslov
iz postavke mo�emo zapisati kao x = 3(2y − x), xto se svodi na 2x = 3y. Kada B bude imao
x godina, tada �e A imati x + (x − y) = 2x − y godina, pa drugi uslov iz postavke mo�emo
zapisati kao 2x− y + x = 70, tj. 3x− y = 70. Rexavaǌem sistema dobijamo x = 30 i y = 20.

Drugi razred – B kategorija
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1. Neka su O1, O2, O3 i O4 centri kru�nica opisanih oko 4ABO, 4BCO, 4CDO i
4DAO, redom. Kako i O1 i O2 pripadaju simetrali du�i BO, sledi da je prava O1O2

upravo simetrala du�i BO, pa dobijamo O1O2 ⊥ BO, tj. O1O2 ⊥ BD. Na isti naqin
pokazujemo i O3O4 ⊥ BD, pa odavde sledi O1O2 ‖ O3O4. Analogno, O2O3 ‖ O1O4, pa je
O1O2O3O4 paralelogram.

2. Pretpostavimo da je prva starqeva reqenica neistinita (i tada sve ostale moraju
biti istinite). To znaqi da starac ima paran broj jabuka, a iz druge reqenice sledi
da je broj jabuka koje ima deǉiv sa 3. Dakle, u tom sluqaju je broj jabuka koje starac
ima deǉiv sa 6, ali tada ǌegova posledǌa reqenica nije istinita, kontradikcija. Prema
tome, prva starqeva reqenica mora biti istinita, xto znaqi da starac ima neparan broj
jabuka. U tom sluqaju oqigledno tre�a reqenica nije istinita, pa sve ostale moraju
biti istinite, tj. broj jabuka mora biti neparan, deǉiv sa 3, deǉiv sa 5, a da nije deǉiv sa 6. Najmaǌi prirodan
broj koji je deǉiv sa 3 i 5 je broj 15, a on oqigledno ispuǌava i ostale neophodne uslove, pa starac minimalno mo�e
imati 15 jabuka.

3. Ako je tra�eni broj bar dvocifren, tada se u ǌegovom zapisu ne smeju pojavǉivati cifre iz skupa {0, 2, 4, 5, 6, 8}
(jer bismo premextaǌem takve cifre na kraj broja dobili broj koji nije prost). Dakle, ostaju samo qetiri mogu�e
cifre: {1, 3, 7, 9}, pa je tra�eni broj najvixe qetvorocifren. Ukoliko bi bio qetvorocifren, tada bi se svaka od
cifara 1, 3, 7 i 9 pojavǉivala taqno jednom, ali tada bismo permutacijom cifara mogli dobiti broj 1397, koji je
deǉiv sa 11 pa nije prost. Sliqno, za svaki mogu� izbor tri od ove qetiri cifre mo�emo prona�i ǌihovu permutaciju
u kojoj ne dobijamo prost broj: 7 | 371, 11 | 319, 7 | 791, 7 | 973. Prema tome, tra�eni broj je najvixe dvocifren, a me�u
ǌima lako nalazimo najve�i: to je 97 (on jeste prost, a jedinom mogu�om permutacijom ǌegovih cifara dobijamo broj
79, koji je tako�e prost).

4. Neka su x1 i x2 rexeǌa postavǉene jednaqine. Iz Vijetovih formula imamo x1 + x2 = m + 1 i x1x2 = 2m − 4.
Prema tome, sledi

x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)2 − 2x1x2 = (m+ 1)2 − 2(2m− 4) = m2 − 2m+ 9.

Funkcija m2 − 2m+ 9 ima minimum (teme) u taqki m = −(−2)
2 = 1 (i tada va�i x2

1 + x2
2 = 8). Poxto za m = 1 jednaqina

iz postavke glasi x2 − 2x− 2 = 0 i ǌena rexeǌa su zaista realna (diskriminanta je pozitivna: (−2)2 + 4 · 2 = 12 > 0),
rexeǌe zadatka je m = 1.

5. Sabiraǌe prve dve jednaqine iz postavke daje x2+2y2+z2 = 25, pa korix�eǌem tre�e dobijamo x2+2xz+z2 = 25,
tj. (x + z)2 = 25, a odavde sledi x + z = ±5, tj. z = ±5 − x. Sada iz prve i tre�e jednaqine, koriste�i upravo
zakǉuqeno, dobijamo 9 = x2 + y2 = x2 + xz = x2 + x(±5 − x) = ±5x, tj. x = ± 9

5 , a odavde sledi z = ±5 − (± 9
5 ) = ± 16

5 i
y2 = xz = (± 9

5 ) · (± 16
5 ) = 144

25 . Dakle, posmatrani sistem ima qetiri rexeǌa:

(x, y, z) ∈
§�
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5
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Tre�i razred – B kategorija

1. Iz prve jednakosti imamo sinx = 2 sinx cosx, tj. sinx(1− 2 cosx) = 0, a odavde zakǉuqujemo sinx = 0 ili cosx = 1
2 .

U prvom sluqaju imamo x ∈ {kπ : k ∈ Z}, a vidimo da sve ove vrednosti zaista ispuǌavaju sve jednakosti iz postavke.
U drugom sluqaju imamo x = ±π3 + 2kπ, no tada va�i sinx 6= 0 ali sin 3x = sin(±π + 6kπ) = 0, pa nije zadovoǉen niz
jednakosti iz postavke. Dakle, rexeǌe jednaqine je x ∈ {kπ | k ∈ Z}.



2. Broj razliqitih rasporeda jednak je broju parova uqenika koji su u me�uvremenu zamenili mesta, uve�anom za
1 (zbog prvog uoqenog rasporeda). Kako Vuk mora presti�i Acu i Bojana, Dejan mora presti�i Acu, Bojana i Gorana,
a Goran mora presti�i Bojana, broj razliqitih rasporeda je bar 7. Ukoliko se prestizaǌa doga�aju po redosledu
iz prethodne reqenice, broj razliqitih rasporeda �e biti jednak 7, pa je to tra�eno rexeǌe zadatka.

3. Mno�eǌem prve jednaqine sa −2 i dodavaǌem drugoj dobijamo

0 = x2 − 2xy + y2 − 2(x− y) = (x− y)2 − 2(x− y) = (x− y)(x− y − 2),

odakle sledi x = y ili x = y + 2. U prvom sluqaju druga jednaqina se svodi na 2x2 = 34, pa imamo dva rexeǌa:
(x, y) = (

√
17,
√

17) i (x, y) = (−
√

17,−
√

17). U drugom sluqaju druga jednaqina se svodi na 2y2 + 4y − 30 = 0, tj.
y2 + 2y − 15 = 0, qijim rexavaǌem dobijamo y = −2±

√
64

2 = −2±8
2 , tj. y = −5 ili y = 3, pa dobijamo jox dva rexeǌa:

(x, y) = (−3,−5) i (x, y) = (5, 3), te postavǉeni sistem ima ukupno 4 rexeǌa.
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4. Neka je E presek dijagonala qetvorougla ABCD, neka su b i d du�ine
du�i BE i DE, i neka su hA i hC udaǉenosti taqaka A i C od prave BD, sve
respektivno. Tada imamo:

P4ABEP4BCEP4CDEP4ADE =
bhA
2

bhC
2

dhC
2

dhA
2

=
�
bhA
2

�2 �dhC
2

�2

= (P4ABEP4CDE)2.

Stoga, poxto je broj u zagradi ceo, posmatrani proizvod je potpun kvadrat.
Me�utim, potpun kvadrat se mo�e zavrxavati samo nekom od cifara 0, 1, 4, 5, 6
ili 9, tj. ne mo�e se zavrxavati cifrom 7, pa se ne mo�e zavrxavati ni na 2017.

5. a) Vidimo da m2n2 | m2n6 −m4n4 +m6n2 = 2017, odakle mora biti mn = ±1
ili mn = ±2017 (jer je 2017 prost broj). Ako bi bilo m = 2017 ili n = 2017,
tada bi leva strana jednakosti bila deǉiva sa 20172, dok desna nije, pa je to

kontradikcija. Prema tome, mn = ±1, ali onda m2n6 −m4n4 +m6n2 = 1, pa jednaqina nema rexeǌa.
b) Uzmimo, bez gubǉeǌa opxtosti, |m| > |n|. Tada imamo 2016 = m2n6 −m4n4 +m6n2 > n2n6 +m4n2(m2 − n2) > n8,

xto daje |n| 6 2. Za n = 0 leva strana je 0, pa tu nemamo rexeǌa. Za |n| = 1, iz m2 −m4 +m6 = 2016 sledi da m mora
biti parno, a tako�e i deǉivo sa 3 (jer bi u sluqaju m ≡ ±1 (mod 3) leva strana davala ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3,
dok 3 | 2016), odakle sledi |m| > 6 (nemogu�e je m = 0), a to je kontradikcija zbog

m6 −m4 +m2 = m4(m2 − 1) +m2 > 35m4 > 35 · 64 > 2016.

Konaqno, za |n| = 2 jednaqina postaje 64m2− 16m4 + 4m6 = 2016, tj. 16m2− 4m4 +m6 = 504, odakle je m paran broj, ali
tada 64 | 16m2 − 4m4 +m6 dok 64 - 504, xto je kontradikcija. Dakle, postavǉena jednaqina nema rexeǌa.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Na posmatranom intervalu va�i 0 6 sinx 6 1 i 0 6 cosx 6 1, pa sledi (sinx)cos x 6 1cos x = 1. Ova vrednost se
zaista i dosti�e za x = π

2 , pa tra�ena maksimalna vrednost jednaka 1.

2. Ako je x tra�eni broj, tada iz uslova zadatka sledi da je x− 1 deǉivo sa 2, 3, . . . , 12, pa sledi

27720 = NZS(2, 3, . . . , 12) | x− 1.
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Drugim reqima, x = 27720k + 1 za neki prirodan broj k. Uvrxtavaǌem k = 1, 2, 3 . . . do
nailaska na prvi sluqaj kada je x deǉivo sa 13 vidimo da se to doga�a za k = 3, i tada
imamo x = 27720 · 3 + 1 = 83161.

3. Uoqimo taqku D takvu da va�i C − A − D i AD = c. Tada imamo CD = b + c, a
kako iz jednakosti date u postavci sledi a

b = b+c
a , ovo zajedno s jednakox�u ]ACB =

]BCD implicira 4ABC ∼ 4BDC. Iz te sliqnosti imamo ]BDC ∼= ]ABC. Kako
va�i ]ABD ∼= ]BDC (zbog AD ∼= AB), dobijamo ]BAC = ]ABD + ]BDC = 2]BDC =
2]ABC, xto je i trebalo dokazati.

4. Sabiraǌem sve 3 jednaqine dobijamo (x+y+z)2 = 4, tj. x+y+z = ±2. Oduzimaǌem
tre�e jednaqine od prve dobijamo x2− z2 + 2y(z−x) = 0, tj. (x− z)(x+ z− 2y) = 0. Daǉe
razlikujemo qetiri sluqaja.



• x+ y + z = 2, x− z = 0:
Zamenom z = x i y = 2 − 2x u prvu jednaqinu dobijamo −3x2 + 4x − 1 = 0, qijim rexavaǌem dobijamo 2 rexeǌa:
(x, y, z) = (1, 0, 1) ili (x, y, z) = (1

3 ,
4
3 ,

1
3 ).

• x+ y + z = −2, x− z = 0:
Zamenom z = x i y = −2 − 2x u prvu jednaqinu dobijamo −3x2 − 4x − 1 = 0, qijim rexavaǌem dobijamo jox 2
rexeǌa: (x, y, z) = (−1, 0,−1) ili (x, y, z) = (− 1

3 ,−
4
3 ,−

1
3 ).

• x+ y + z = 2, x+ z = 2y:
Odavde sledi 3y = 2 i onda x + z = 2y = 4

3 , a iz druge jednaqine iz postavke dobijamo xz = 2−y2

2 = 7
9 . Kada ovde

uvrstimo z = 4
3 − x, dobijamo x

2 − 4
3x+ 7

9 = 0, a za diskriminantu ove jednaqine imamo D = 16
9 −

28
9 = − 4

3 < 0, pa
ovde nema realnih rexeǌa.
• x+ y + z = −2, x+ z = 2y:
Odavde sledi 3y = −2 i onda x+z = 2y = − 4

3 , a iz druge jednaqine iz postavke dobijamo xz = 2−y2

2 = 7
9 . Kada ovde

uvrstimo z = − 4
3 − x, dobijamo x

2 + 4
3x+ 7

9 = 0, a za diskriminantu ove jednaqine imamo D = 16
9 −

28
9 = − 4

3 < 0, pa
ni ovde nema realnih rexeǌa.

Dakle, posmatrani sistem ima qetiri realna rexeǌa: (x, y, z) ∈ {(1, 0, 1), ( 1
3 ,

4
3 ,

1
3 ), (−1, 0,−1), (− 1

3 ,−
4
3 ,−

1
3 )}.

5. Primetimo da za sve mogu�e zbirove osim 6 postoji kombinacija od tri broja s tim zbirom takva da je na
osnovu ǌihovog proizvoda mogu�e jednoznaqno rekonstruisati ta tri broja: 18 = 6+6+6, 17 = 6+6+5, 16 = 6+5+5,
15 = 5 + 5 + 5, 14 = 5 + 5 + 4, 13 = 5 + 5 + 3, 12 = 5 + 5 + 2, 11 = 5 + 5 + 1, 10 = 4 + 4 + 2, 9 = 3 + 3 + 3, 8 = 5 + 2 + 1,
7 = 5+1+1, 5 = 3+1+1, 4 = 2+1+1 i 3 = 1+1+1. Primera radi, ako bi Zoranu bio saopxten zbir 14, tada je jedan
od naqina na koji je mogu�e dobiti taj zbir 5+5+4, a tada bi Petru bio saopxten proizvod 100, i u tom sluqaju bi
Petar odmah znao sva tri Anina broja (jedini naqin da se 100 predstavi kao proizvod tri prirodna broja od 1 do 6
je upravo 5 · 5 · 4: zaista, kako 52 | 100, sledi da dva od ta tri broja moraju biti jednaki 5, a tre�i onda mora biti 4).
Kako je Zoran bio siguran da Petar ne mo�e na osnovu svog proizvoda rekonstruisati Anine brojeve, jedini naqin
da Zoran bude siguran u to jeste da mu je saopxten upravo zbir 6.

Ovo znaqi da je Ana dobila jednu od slede�e tri trojke brojeva: (4, 1, 1), (3, 2, 1) ili (2, 2, 2). U prvom sluqaju
Petar bi imao proizvod 4 i dvoumio bi se izme�u trojki (4, 1, 1) i (2, 2, 1); u drugom sluqaju Petar bi imao proizvod
6 i dvoumio bi se izme�u trojki (3, 2, 1) i (6, 1, 1); u tre�em sluqaju Petar bi imao proizvod 8 i dvoumio bi se izme�u
trojki (4, 2, 1) i (2, 2, 2). Kako je Petar izjavio da nije znao ni koji je najmaǌi Anin broj, time su prva dva sluqaja
eliminisana, pa ostaje tre�i. Dakle, Ana je u tri bacaǌa svaki put dobila broj 2.


