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Prvi dan

Dat je △ABC. Taqka D je sredixte stranice BC, a na stranicama AC i AB1.

uoqene su taqke E i F , redom, takve da vaжi DE = DF i ∢EDF = ∢BAC.
Dokazati:

DE >
AB + AC

4
.

(Duxan �uki�)

Nazovimo korakom funkciju koja ure�en par prirodnih brojeva (x, y) kome je2.

taqno jedna koordinata parna preslikava u par (x2 , y+
x
2 ) ako 2 | x, odnosno

u par (x + y
2
, y
2
) ako 2 | y. Dokazati da za svaki neparan prirodan broj

n, n > 1, postoji paran prirodan broj b, b < n, takav da se sukcesivnom
primenom konaqno mnogo koraka od ure�enog para (n, b) dobija ure�en par
(b, n). (Bojan Baxi�)

Za funkciju f : N → N kaжemo da je жivahna ako za sve a, b ∈ N vaжi3.

f(a+ b− 1) = f(f(· · ·f
︸ ︷︷ ︸

a puta

(b) · · · )).

Neka je g жivahna funkcija takva da za neko A > 2 vaжi g(A+2018) = g(A)+1.

(a) Dokazati da je za sve n > A+ 2 ispuǌeno g(n+ 20172017) = g(n).

(b) Ako vaжi g(A+ 20172017) 6= g(A), odrediti g(n) za n 6 A− 1.
(Marko Radovanovi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

Druxtvo matematiqara Srbije

IZBORNO TAKMIQEǋE ZA UQEX�E NA

ME�UNARODNOJ MATEMATIQKOJ OLIMPIJADI

22. maj 2017.

Drugi dan

Kvadrat n× n je podeǉen na jediniqne kvadrate. Potrebno je na ǌega pos-4.

taviti odre�en broj jednakokrako-pravouglih trouglova hipotenuze 2, s
temenima u temenima jediniqnih kvadrata, na takav naqin da svaka stra-
nica svakog jediniqnog kvadrata pripada taqno jednom trouglu (tj. leжi
u unutraxǌosti ili na rubu). Odrediti sve vrednosti n za koje je ovo
mogu�e. (Duxan �uki�)

Za dati prirodan broj n > 2, neka je C(n) najmaǌa pozitivna realna kon-5.

stanta za koju postoji n realnih brojeva x1, x2, . . . , xn koji nisu svi nula i
zadovoǉavaju uslove:

(i) x1 + x2 + · · ·+ xn = 0;

(ii) za svako i = 1, 2, . . . , n vaжi xi 6 xi+1 ili xi 6 xi+1 + C(n)xi+2 (gde
indekse uzimamo po modulu n).

Dokazati:

(a) C(n) > 2 za sve n;

(b) C(n) = 2 ako i samo ako je n paran broj. (Duxan �uki�)

Za dati prirodan broj k uoqimo najmaǌi prirodan broj n koji ima taqno6.

k delilaca. Ako je n potpun kub, da li k moжe biti deǉiv nekim prostim
brojem oblika 3j + 2? (Bojan Baxi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



REXEǋA

Pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da je AB 6 AC. Neka su M i N redom1.

sredixta stranica AC i AB, a M ′

taqka na duжi DN takva da je DM ′ =
DM . Kako je ∢M ′DF = ∢MDE, tro-
uglovi DME i DM ′F su podudar-
ni, pa je ∢FM ′N = 180◦ − ∢DM ′F =
180◦ − ∢DME = ∢BAC = ∢FNM ′,
xto znaqi da je trougao FM ′N jed-
nakokraki. Sredixte K duжi M ′N

A

B CD

E

F

K
M

M ′

N

je ujedno i podnoжje normale iz taqke F na M ′N , odakle sledi DF > DK =
DM ′+DN

2 = AB+AC
4 .

Drugo rexeǌe. Neka je E na duжi AM . Oznaqimo x = ∢MDE = ∢NDF .

Sinusna teorema u △MDE i △NDF daje DM
DE

= sin(α−x)
sinα

i DN
DF

= sin(α+x)
sinα

, pa

je b+c
4DE

= DM+DN
2DE

= sin(α+x)+sin(α−x)
2 sinα

= cosx 6 1.

Napomena. Vaжi 4DE =
√

(b+ c)2 + (b− c)2 tg2α.

Neka se posle k koraka dobija par (xk, yk). Zbir xk + yk se ne meǌa tokom2.

procesa i ostaje jednak s = n + b. Kako je 2 · (x+ y
2
) ≡ 2 · x

2
≡ x (mod x + y),

vaжi 2xk ≡ xk−1 (mod s). Indukcija nam daje

2kxk ≡ x0 = n (mod s).

Poxto je (s, 2k) = 1, dovoǉno je dokazati da postoji neparan broj s, n < s <
2n, takav da za neko k vaжi 2kb ≡ n (mod s), tj. (2k+1)n ≡ 0 (mod s). Za ovo
je opet dovoǉno uzeti s = 2r + 1 i k = r, gde je 2r−1 < n < 2r (r ∈ N). Tada
je b = 2r + 1− n.

Napomena. Moжe se uzeti proizvoǉno s, pod uslovom da postoji k ∈ N takvo

da s | 2k + 1. Na primer, s = 3m11n za m,n ∈ N0 zadovoǉava ovaj uslov,
odakle se moжe zakǉuqiti da za proizvoǉne konstante 0 < α < β i sve
dovoǉno velike brojeve n postoji traжeno b u intervalu (αn, βn).

Ako je g(a) = g(a+d) za neke a, d ∈ N, po uslovu zadatka je g(a+n) = gn+1(a) =3.

gn+1(a+d) = g(a+n+d), xto znaqi da je funkcija g(x) za x > a periodiqna sa
periodom d. Ovakvi a i d svakako postoje, jer je g(A+2019) = g(g(A+2018)) =
g(g(A) + 1) = g(g(g(A))) = g(A+ 2), pa po prethodnom vaжi g(n+ 2017) = g(n)
za n > A+2. Posmatrajmo najmaǌe d za koje ovakvo a postoji; neka je a = a0
najmaǌe takvo a. Zbog minimalnosti perioda d, za x, y > a0 vaжi g(x) = g(y)
ako i samo ako d | x− y. Jasno je da d | 2017.

Odmah imamo g(n+ 20172017) = g(n) za n > A+ 2. S druge strane, dato je da
je g(A+ 20172017) 6= g(A), pa je A 6 a0 − 1, tj. a0 ∈ {A+ 1, A+ 2}.



Pretpostavimo da je g(a′) = g(a′ + d′) za neko a′ 6 a0 − 1 i neko d′ ∈ N. Kako
tada funkcija g(x) ima period d′ za x > a′, sledi da d | d′, ali tada je
g(a0−1) = g(a0−1+d′) = g(a0−1+d), xto je u kontradikciji sa izborom a0.

Prema tome, ako je g(x) = g(y) i x 6 a0 − 1, onda je x = y. Sada iz g(g(n)) =
g(n+ 1) za n+ 1 6 A 6 a0 − 1 sledi g(n) = n+ 1.

Napomena. Za n > a0−1, iz g(g(n)) = g(n+1) sledi g(n) ≡ n+1 (mod d). Tako
svaka жivahna funkcija g ima oblik

g(n) =







n+ 1 ako je n 6 a0 − 2;
a0 + αd ako je n = a0 − 1;
a0 + i+ βid ako je n > a0 i n ≡ a0 + i (mod d), 0 6 i < d− 1,

gde su α, β0, . . . , βd−1 proizvoǉni prirodni brojevi. Lako se proverava da
je ovakva funkcija zaista жivahna.

Jediniqnih duжi ima 2n(n+1), a svaki trougao pokriva tri, pa mora biti4.

3 | 2n(n + 1), tj. n ≡ 0 ili n ≡ 2 (mod 3). Tako�e, duжi na ivici velikog
kvadrata mogu biti pokrivene jedi-
no hipotenuzama, pa mora biti 2 | n.
Prema tome, n ≡ 0 ili n ≡ 2 (mod 6).

Na slici levo prikazana su odgo-
varaju�a postavǉaǌa trouglova za
n = 2 i n = 6, dok je desno pokazano
da, kad god je ovakvo postavǉaǌe mo-
gu�e za kvadrat n× n, ono je mogu�e
i za (n + 6) × (n + 6). Jednostavnom
indukcijom sledi da je ono mogu�e

2× 2

6× 6
n× n

(n+ 6)× (n+ 6)

kad god je n = 6k ili n = 6k − 4 za neko k ∈ N.

U nizu ne postoje dva uzastopna negativna qlana. Zaista, ako je xi−1 > 0 >5.

xi, xi+1, onda je xi−1 > max{xi, xi + C(n)xi+1}, protivno uslovu (ii). Dakle,
niz se sastoji od blokova pozitivnih qlanova razdvojenih po jednim nepo-
zitivnim qlanom.

Posmatrajmo proizvoǉan blok pozitivnih qlanova xk, xk+1, . . . , xk+l−1. Qla-
nove xk i xk+l−1 zovemo redom poqetnim i krajǌim. Oznaqimo sa P zbir
svih poqetnih qlanova u nizu, sa K zbir svih krajǌih, sa N zbir svih
nepozitivnih, a sa S zbir svih pozitivnih koji nisu poqetni ili krajǌi.

Sabiraǌem nejednakosti xk+l−1 6 xk+l + C(n)xk+l+1 po svim blokovima do-
bijamo K 6 N + C(n)P , xto se zbog N = −K − S − P svodi na

2K 6 (C(n)− 1)P − S. (∗)

Pretpostavimo da je C(n) 6 2. Sabiraǌem nejednakosti xk+2i 6 xk+2i+1 +
2xk+2i+2 za 0 6 i 6 [ l−3

2
] i nejednakosti xk+l−2 6 2xk+l−1 u sluqaju 2 | l dobi-

jamo xk 6 xk+1 +xk+2 + · · ·+xk+l−2 +2xk+l−1. Sabiraǌem po svim blokovima
dobijamo

P 6 S + 2K. (∗∗)



Ovde je jednakost mogu�a samo ako je duжina bloka neparna. Zaista, ako
2 | l, sve sabrane nejednakosti moraju biti jednakosti, pa je tada xk+l−2 =
2xk+l−1, ali to je nemogu�e jer je xk+l−2 6 xk+l−1 > 0.

Sabiraǌe (∗) i (∗∗) daje 0 6 (C(n) − 2)P , pa kako je P > 0, sledi C(n) > 2.
Xta vixe, ako je C(n) = 2, svi blokovi imaju neparnu duжinu, odakle sledi
da je n parno. Da je C(n) = 2 za parno n pokazuje primer xr = (−1)r.

Napomena. Dati primer za 2 | n nije jedini: na primer, za n = 4 moжe se
uzeti (x1, x2, x3, x4) = (3a + 2b, a, a + b,−5a − 3b) za a ∈ R, b > 0. Tako�e,

pokazuje se da je limn→∞ C(n) = 2. Pri tome je npr. C(3) = 3 i C(5) = 1+
√
11

2 .

Pretpostavimo da takvo k postoji. Neka je p1 < p2 < . . . niz svih prostih6.

brojeva i neka je n =
∏m

i=1 p
αi

i (αm > 0), pri qemu je k = (α1 + 1) · · · (αm + 1)
i 3 | αi za sve i. Zbog minimalnosti broja n vaжi α1 > . . . > αm > 0.

Lema. Neka je αr + 1 = ab za a, b ∈ N \ {1}. Ako vaжi ps < par < ps+1, onda je
αs > b− 1 > αs+1.

Dokaz. Broj n1 = p
(αs+1)a−1
r pb−1

s

∏

i6∈{r,s} p
ri
i tako�e ima k delilaca, i zato

vaжi n1 > n. Me�utim, ovo se svodi na (par/ps)
αs−b+1 > 1, tj. αs > b−1.

Sliqno, iz n′
1 = p

(αs+1+1)a−1
r pb−1

s+1

∏

i6∈{r,s+1} p
ri
i > n sledi αs+1 6 b− 1. 2

Posmatrajmo najve�e r takvo da je αr+1 = ab za neke a ≡ b ≡ 2 (mod 3); neka
su s i t takvi da je ps < par < ps+1 i pt < pbr < pt+1. Primetimo da je tada po
Bertranovom stavu 1

2p
a
r < ps i ps+1 < 2par , dakle

pa−1
r < ps < par < ps+1 < pa+1

r i analogno pb−1
r < pt < pbr < pt+1 < pb+1

r .

Odavde je s, t > r. Na sliqan naqin sledi i |s− t| 6= 1.

Na osnovu Leme (i zbog 3 | αi) je αs > b− 1 > αs+1 i αt > a− 1 > αt+1. Broj

n2 = p
(αs+1)(αt+1+1)−1
r pb−1

s pa−1
t+1

∏

i6∈{r,s,t+1} p
ri
i tako�e ima k delilaca, tako da

je n2 > n, tj.

1 6
n2

n
=

p
(αs+1)(αt+1+1)−ab
r p

a−1−αt+1

t+1

pαs−b+1
s

<
p
(αs+1)(αt+1+1)−ab+(b+1)(a−1−αt+1)
r

p
(a−1)(αs−b+1)
r

= p1−(αs−b)(a−2−αt+1)
r ,

odakle je (αs − b)(a− 2−αt+1) < 1. Kako je 3 | αs 6= b, mora biti αt+1 = a− 2.
Po pretpostavci, za i > r, αi + 1 nema faktore oblika 3j + 2, te mora biti
neparno. Izme�u ostalog, 2 | αt+1, pa 2 | a. Analogno 2 | b, pa je αr = 4c− 1
za neko c ∈ N.

Kako iz 2 | αm sledi αm > 3 > 1 > αm+1 = 0, sada po Lemi za (a, b) = (2, 2c)
i (a, b) = (4, c) redom dobijamo pm < p2cr < pm+1 i pm < pcr < pm+1. Me�utim,
ovo je nemogu�e jer po Bertranovom postulatu interval (pcr, p

2c
r ) sadrжi

bar jedan prost broj.
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