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IIpBu nmaun

Hat je AABC'. Tauka D je cpemumre crpanune BC, a na crparnunama AC u AB
youene cy tauke F u F, pemom, takBe ma Baxku DE = DF u <EDF = <BAC.

il :
oKa3aTu AB + AC

DE > .
4 (Aywan Byxuh)

HazoBumo xopakxom GpyHrumjy roja ypebhen nap npupomaux 6pojesa (z,y) koMe je
TAYHO jeJlHA KOOpIMHATA NapHa Ipeciaukasa y map (5,y+ 5) ako 2 | x, omHOCHO
y map (z + %,%) axko 2 | y. Ilokasaru na 3a CBakM HemapaH OPUPOJaH OpOj
n, n > 1, mocroju mapaH npupoman 0poj b, b < n, TakaB ma ce CYKIECUBHOM
OPUMEHOM KOHAYHO MHOTO Kopaka on ypebewor mapa (n,b) mobuja ypeben map

(b,n). (Gojan Lawuh)

3a ¢yurnujy f: N — N raxkemo na je acuearna ako 3a cBe a,b € N Basku

flatb=1)=F(f(---f(b)---)).

a myTa
Heka je g sxuBaxHa QyHKIUja TakBa na 3a Hexo A > 2 Baxu g(A+2018) = g(A)+1.

(a) Horazatu ma je 3a cee n > A+ 2 ucnymeno g(n + 20172017) = g(n).

(b) Axo Basm g(A + 2017%°17) #£ g(A), onpemmtu g(n) 3a n < A — 1.
(Mapxo Padosarnosuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabHO 0OPa3I0KUTH.
Caku 3agarak Bpenu 7 60mo0Ba.
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Ipyru nan

KBagpar n X n je nonemmen Ha jenmuamuHe kBanapare. [loTrpebHo je Ha HWera moc-
TaBUTU onpebeH Opoj jemHAKOKPAKO-IPABOYIJINX TPOYIJIOBA XUIOTEHY3€e 2, C
TEeMEHNMa y TeMEeHUMa jeIMHUYHUX KBaJpaTa, HAa TakaB HAUMH Ja CBaKa CTPa-
HUIA CBAKOI JEIWHUUYHOT KBaApaTa IPUIANA TAYHO jemHoM Tpoyriay (Tj. maexum
y yHyTpammocTu uin Ha pyOy). Onapemuru cBe BpemHOCTH T 3a KOje je OBO
moryhe. (Aywan Byxuh)

3a matu npupoxaH 6poj n > 2, Heka je C(n) HajMama NO3UTUBHA PeaHa KOH-
CTaHTa 3a KOjy MOCTOjU N peajiHuX OpojeBa 1, Xo,...,T, KOJU HUCY CBU HyJa U
3aJ0BOJbABA]Y YCIOBE:

(i) .381—|—£U2—|—"‘—|—£En:0;

(ii) 3a cBako i = 1,2,...,n Bawn x; < Tjp1 Wik ; < Tiy1 + C(n)x42 (vme
MHIEKCE Y3UMaMO IO MOIYIY N).

Ilokaszaru:
(a) C(n) > 2 3a cBe n;

(b) C(n) =2 ako u camo ako je n mapas 0poj. (Aywan Byxuh)

3a matu npuponaH 6poj k youmMo HajMamu TPUpPOIaH OPOj n KOju mMa TadHO
k memmnana. Ako je n mormyH KyO, ma au k Moske OUTU M€/bUB HEKUM MPOCTUM
6pojem obaura 3j + 27 (bojan Dawuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabsHO 0OPa3I0KUTHU.
Caku 3agarak Bpenu 7 60m0Ba.



PEIIEIHA

[IpernocraBumo 6e3 cmamema onmroctu na je AB < AC. Heka cy M u N penom
cpemumra crpanuna AC u AB, a M’ AR

tauka Ha ay:xku DN Taksa na je DM’ =
DM . Kako je <M'DF = <M DE, Tpo-
yranosu DME w DM'F cy nomymnap-
Hu, na je <FM'N = 180° — <DM'F =
180° — «<DMFE = <BAC = <FNM/',
mTo 3Hauu ga je tpoyrao FM'N jen-
nakokpaku. Cpemumre K nyssu M'N

je yjemno u momHo:kje HopMaJdie u3 tauke F ma M'N, omakne cnemu DF > DK =
DM'+DN _ AB+AC
2 - 4

C

Zpyzo pewewe. Hera je E ma mysku AM. Oszmaunmo ¥ = <MDFE = <NDF.

Cunycua teopema y AMDE u ANDF naje %]\é[ = sinla—a) DN _ Sin(aﬂ), na

sin « DF sin «
‘e b+c _ DM+DN __ sin(a+z)+sin(a—zx)
Je IDE = “2DE  ~ 2sina

=cosx < 1.

Hanomena. Basu 4DE = /(b + ¢)2 + (b — ¢)? tg2a.

Heka ce mocue k ropaka nobuja nap (zy,yr). 30Up Tj + yr Ce HE Mema TOKOM
nporeca u ocraje jemHax s = n +b. Kako je 2- (r+ %) =2-§ =2 (mod z +y),
BawkU 27 = Tp—1 (mod s). Munykuuja vam maje

2kxp =29 =n (mod s).

ITomrro je (s,2%) =1, moBomHO je mokazaTu ma MOCTOju HemapaH 6poj s, N < § <
2n, TakaB na 3a Heko k Baxu 2°b =n (mod s), Tj. (28 +1)n =0 (mod s). 3a oo
je omer moBosmHO y3etum s =27 +1u k=71, rme je 21 <n < 2" (r € N). Tana
jeb=2"+1—n.

Hanomerna. Moske ce y3eTu mpou3BOJBHO S, IOJ YCJIOBOM na noctoju k € N takBo
ma s | 28 + 1. Ha mpumep, s = 3™11" 3a m,n € Ny 3am0Bo/baBa 0Baj yCJOB,
OJlaKJe Ce MOKe 3aKbYyUYWTU Oa 3a Ipou3BossbHE KoHcTaHTe 0 < o < [ u cBe
IOBOJHHO BeJIMKe OpojeBe m MOCToju TpaskeHo b y unTepBaiy (an, [ n).

Axo je g(a) = g(a+d) 3a mexre a,d € N, mo ycaosy 3anatka je g(a+n) = g"t(a) =
g" " a+d) = g(a+n+d), mro 3raun na je dpymrmAja g(r) 3a x > a mepuomMYHA ca
nepuogoMm d. OBaksu a u d cBakako nocroje, jep je g(A+2019) = g(g(A+2018)) =
g(g(A)+1) =g(g9(g(A))) = g(A+2), ma o mperxonuom Bazku g(n + 2017) = g(n)
3a n > A+2. IlocmarpajMo HajMame d 3a KOje OBAKBO a MOCTOjU; HEKA je a = ay
HajMame TaKBO ¢. 3600 MUHUMAJHOCTY nepuona d, 3a .,y = ag Baxku g(z) = g(y)
ako u camo ako d | x —y. Jacuo je ma d | 2017.

Omvax mvamo g(n +20172°17) = g(n) 3a n > A+ 2. C apyre cTpane, maTo je na

je g(A+20172°17) £ g(A), ma je A< ag—1, Tj. ap € {A+1,A+2}.



[Tpernocrasumo na je g(a') = g(a’ +d’) 3a mero o’ < ag — 1 u wero d’ € N. Kaxko
rana ¢yurnuja g(x) mma mepuon d' 3a x > da/, cmemm ma d | d', amu Tana je
glag—1) =glap—14+d') = g(ag—1+d), mTo je y KOHTpaqUKIUju ca U3BOPOM ag.
IIpema Tome, ako je g(z) =g(y) u x < ap — 1, ouna je z =y. Cana us g(g(n)) =
gn+1l)zan+1<A<a)—1 cnemqu g(n) =n+ 1.

Hanomena. 3an > ap—1, n3 g(g(n)) = g(n+1) carennn g(n) =n+1 (mod d). Tako
CBaKa KMBaxHa (yHKIUja g UMa OOJIMK

n+1 aro je n < ag — 2;
g(n) =1 ap+ad ako je n = ag — 1;
ag+i+ fid arojen>=ayun=ag+i (modd), 0<i<d-—1,

rae cy «,fo,...,4—1 TpOU3BObHU TpUPOTHU OpojeBu. Jlako ce mpoBepaBa na
je oBakBa (DYHKIU]a 3aMCTa KUBaXHA.

Jenuarunux ny:xm uma 2n(n-+ 1), a cBaku TPOyrao MOKpUBA TPH, Ia MOPa OUTH
312n(n+1), 1j. n =0 wnmm n =2 (mod 3). Takobe, nyu Ha MBULKM BeIUKOT

KBaJpaTa MOTY OUTU NOKPUBEHE jenu- 2 x 2 (n+6) x (n+6)
HO XUIOTEeHy3aMa, a Mopa outu 2 | n. N\ N NNNZNNY
ITpema Tome, n =0 nuu n = 2 (mod 6). ZN < §§>
Ha caumu neBo mpukasaHa Cy OIro- Va DN
sapaivh N paN%
pajyha mocraBmama TpOyTJaoBa 3a 6% 6 2 7NN
n=2mun=06, I0K je HeCHO MOKa3aHO NZRZX/ N nxn IR
I&, KaI TOJ je OBAKBO MOCTABILAKE MO- < §§> < §§>
ryhe 3a kBaapaTt n X n, oHO je Moryhe [ NN ¥ KRRRKRRANRN
u 3a (n+6) x (n+6). Jemmocrasrom NNVWVIA NNV VIV VIV
NN NINN NN

WHAYKIMjOM CJIenu na je OHO Moryhe
kan ron je n = 6k uau n = 6k — 4 3a Hexo k € N.

Y Hu3y He mOCTOje OBa y3aCTONHA HEMaTUBHA YJIaHA. 3aWCTa, ako je x;_1 > 0>
T, Tit1, OHOA je m;—1 > max{z;,z; + C(n)z;+1}, uporusHo ycuaoBy (ii). lakie,
HI3 Ce CACTOju O] OJIOKOBA NMO3UTWBHUX UJAHOBA PA3JBOjEHUX IO jeTHUM HEIO-
3UTUBHUM YJIAHOM.

[Tocmarpajmo npousBoJbaH OJIOK MO3UTUBHUX UTAHOBA Tk, Tht1, - - - Lhti—1. A~
HOBE T} U Tpy;—1 30BEMO DPENOM nouwemnum u xpajwum. O3mauummo ca P 30up
CBUX IOYETHUX 4WJIaHOBa y Hu3y, ca K 30up cBux Kpajmux, ca N 30up cBUX
HETMO3UTUBHUX, & ca S 30Up CBUX MO3UTUBHUX KOjU HUCY MOYETHU WU KPAjHU.

CabupameM HEjeTHAKOCTU Tiii—1 < Tk4i + C(N)Trii+1 IO cBUM GIOKOBMMA TO-
6ujamo K < N 4+ C(n)P, mro ce 36or N = —K — S — P cBonu Ha

2K < (C(n)—1)P - S. (%)

[MpernocraBumo ma je C(n) < 2. CabupameM HEJeAHAKOCTU Tio2; < Tkt2it1 +
2% k1242 32 0 < i < [1—73] U HEJeIHAKOCTU Tpyj—2 < 2Tk4i—1 Y caydajy 2 | nobu-
jaMo T < Tpy1 + T2+ + Tryi—2 + 2254 —1. Cabupamem o cBUM OJIOKOBUMA

no0ujaMo
P <S+2K. €3



OsBre je jemmakocT moryha camMo ako je aykuHa OJOKa HEMapHa. 3aucTa, aKo
2 | I, cBe cabpaHe HejeIHAKOCTU MOPAjy OUTHU jeTHAKOCTU, Ha je Taua Tki|_o =
2Tp41—1, anu TO je HEMOryhe jep je Trij—2 < Tiyi—1 > 0.

Cabupame () u (xx) gaje 0 < (C(n) — 2)P, na rako je P > 0, caemu C(n) > 2.
[Ira Bume, ako je C'(n) = 2, cBu GJIOKOBU MMa]jy HEIAPHY LY5KUHY, OTAKJE CJIe N
na je n mapuo. a je C(n) =2 3a mapHo n nokasyje npumep z, = (—1)".

Hanomena. IHatu npumep 3a 2 | n Huje jemuHu: Ha mpuMmep, 3a n = 4 MOxke ce
y3etu (z1,T2,x3,24) = (3a + 2b,a,a + b,—5a — 3b) 3a a € R, b > 0. Takobe,

nokasyje ce ma je lim, o, C(n) = 2. IIpu Tome je anp. C(3) =3 u C(5) = HT\/H
[IpernocraBumo na takBo k moctoju. Heka je p; < po < ... HU3 CBUX IPOCTUX
opojesa u Hera je n = [~ p{" (aum > 0), upu uemy je k= (a3 + 1)+ (qy, + 1)

u 3 | a; 3a cBe i. 360r MUHUMAJIHOCTUA OPOja N BAKU A = ... = Qmy > 0.

Jlema. Heka je a,. +1 = ab 3a a,b € N\ {1}. Aro Basku ps < p? < psi1, OHIA je
Qs >b_1 >CY5+1-

Jokas. Bpoj ny = pS,O‘SJrl)“_lpg—l Hig{r 5} p;* takobe mma k meamiamna, m 3aTo

Bazku Ny > n. MebyTum, oo ce csomu Ha (p?/ps)* Pt > 1, 1j. as > b—1.

Camano, w3 i = pi™ "V P gy P 2 0 cotema aepy <b—1. O
[Mocmarpajmo Hajsehe 7 TakBO 1a je o, +1 = ab 3a Here a = b =2 (mod 3); Heka
cy s Mt TakBU 1A je ps < p? < pei1 1 pp < pb < pry1. llpumeTrwmo ma je Tama mo
BeprpanoBom ctaBy %p‘; < ps U Ps+1 < 2py, makie

-1 1 —1 1
Py < ps <PE < per1 <piTt moamamormo  plT! < py < pl < ppar < pit

Opnasne je s,t > r. Ha cianuan mauns cnenn u |s — | # 1.

Ha ocuoBy Jleme (u 360r 3 | ;) je as >b—1>as1g may >a—1>a;11. Bpoj

as+1)(a +1)—1 p_ —1 i
ng = plestD(ent—1 ' [liggrs i1y Pi' Taxobe mva k nemmnana, Tako na

je ng = n, Tj'

(as+1)(aty1+1)—ab _a—1—azq1 (as+1)(aty14+1)—ab+(b+1)(a—1—ar41)
_ br P41 < br

2
1< =2
s—b+1
n p? +

a—1)(as—b
pg 1)( +1)

— p}ﬂ_(as_b)(a_Q_aH‘l),

omakie je (as —b)(a—2—ay41) < 1. Kako je 3 | as # b, Mmopa 6utyt a1 = a — 2.
[Io mpernocrasiu, 3a ¢ > r, o; + 1 HeMa ¢akTope obauka 3j + 2, Te Mopa Outu
wenapro. M3ameby ocramnor, 2 | ayy1, ma 2 | a. Amanorso 2 | b, na je a, = 4c—1
3a Heko ¢ € N.

Kako u3 2 | a,, cemnt oy, >3 > 1> a1 = 0, cana mo Jlemu 3a (a,b) = (2, 2c¢)
u (CL, b) = (47 C) penoM ,IIO6I/IjaMO Pm < p%c < Pm+41 ¥ Pm < p7c~ < Pm+1- MebyTI/IM,
oBo je memoryhe jep mo BeprpanoBom mocTynary umTepBas (pS,p2¢) campxu
Oap jeman mpocT O6pOj.
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