
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

11. mart 2017.

Prvi razred – A kategorija

1. Da li je mogu�e u svako poǉe tablice formata 2017 × 2017 upisati po jedan od
brojeva 1, 2, 3, . . . , 2017 na takav naqin da se u svakoj vrsti, u svakoj koloni
i na svakoj dijagonali svaki od brojeva pojavǉuje najvixe jedanput? (Pritom
posmatramo dijagonale svih mogu�ih du�ina: dakle, dve dijagonale du�ine 2017,
qetiri dijagonale du�ine 2016, qetiri dijagonale du�ine 2015, . . . , qetiri di-
jagonale du�ine 2 i qetiri dijagonale du�ine 1.)

2. Odrediti sve prirodne brojeve a i b za koje je broj

a4b+ 3b− 2a2b2 − a2 − 3b3

stepen dvojke.

3. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje va�i a+ b+ c = 3. Dokazati:

1√
a2 + ab+ bc

+
1√

b2 + bc+ ca
+

1√
c2 + ca+ ab

>
√

3.

4. Dokazati da u 4ABC simetrala ]A, prava odre�ena sredixtima stranica AC i
BC, kao i prava odre�ena dodirnim taqkama upisane kru�nice i stranica AB i
BC, sve prolaze kroz istu taqku.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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11. mart 2017.

Drugi razred – A kategorija

1. Koliko najvixe stranica mo�e imati konveksan mnogougao kome su du�ine svih
dijagonala jednake?

2. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina:

x+ y + cos z = 3;

2x− y + sin{z} = 1;

x− 3y − arctg z2 = −2.

(Sa {z} oznaqavamo razlomǉeni deo broja z, tj. {z} = z − bzc.)

3. Neka funkcija odraz preslikava cifre 0, 1, 2, 5, 8 u cifre 0, 1, 5, 2, 8, redom. Priro-
dan broj n = tktk−1 · · · t1t0 nazivamo odrazabilan ako su mu sve cifre iz skupa
{0, 1, 2, 5, 8} i pritom va�i t0 6= 0, i definixemo

odraz(n) = odraz(t0)odraz(t1) · · · odraz(tk−1)odraz(tk)

(drugim reqima, funkcija odraz predstavǉa odraz u ogledalu broja na ekranu
kalkulatora). Na�i sve prirodne brojeve n sa slede�im osobinama:

1◦ n je odrazabilan i odraz(n) = n;

2◦ n2 je odrazabilan i odraz(n2) = n2.

4. Baron Minhauzen �ivi u zemǉi Z u kojoj su gradovi u vlasti kancelara Ota
i kraǉa Fraǌe (svaki grad u vlasnixtvu taqno jednog od ǌih). Ti gradovi su
povezani nekim putevima (putevima je mogu�e kretati se u oba smera), pri qemu:
svaka dva grada su povezana najvixe jednim putem; svaki put povezuje grad kance-
lara Ota sa gradom kraǉa Fraǌe; svaki grad je putem povezan sa taqno k drugih
gradova, k > 2; iz svakog grada je putevima mogu�e sti�i do svakog drugog grada.
Zemǉa Z je u ratu sa zemǉom W . Baron Minhauzen je javio neprijateǉima iz
zemǉe W da postoji put takav da, ukoliko se on unixti, postoja�e neka dva grada
takva da vixe ne�e biti mogu�e sti�i iz jednog u drugi preostalim putevima.
Da li Baron Minhauzen la�e?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

1. Dat je 4ABC. Taqke Ia, Ib i Ic su centri ǌegovih pripisanih kru�nica, a taqke
A1, B1 i C1 su taqke dodira tih pripisanih kru�nica s odgovaraju�im strani-
cama, redom. Dokazati da se prave IaA1, IbB1 i IcC1 seku u jednoj taqki.

2. a) Dokazati da postoji jedinstvena funkcija f : N0 → N0 takva da va�i:

• f(p) = 1 za sve proste brojeve p;
• f(ab) = f(a)b+ af(b) za sve a, b ∈ N0;
• f(0) = f(1) = 0.

b) Odrediti sve prirodne brojeve n maǌe od 100 za koje va�i f(f(n)) = 1, gde je
f funkcija iz dela pod a).

3. Dokazati da za svaki polinom P (x) sa realnim koeficijentima postoje polinomi
Q(x) i R(x) takvi da va�i

P (x) = Q(x2) +R((x+ 1)2).

4. Sveqanoj veqeri prisustvuje 6k + 3 braqnih parova, gde je k prirodan broj. Zva-
nice sede na 12k + 6 ravnomerno raspore�enih mesta oko okruglog stola. Svaki
muxkarac me�u zvanicama ima taqno jednu sestru, a svaka �ena taqno jednog brata
(brat i sestra ne mogu biti u braku). Zvanice su raspore�ene za stolom tako da
svaki muxkarac sedi bli�e svojoj supruzi nego svojoj sestri. Neka je f(k) maksi-
malan mogu� broj �ena koje sede bli�e svom bratu nego svom mu�u, gde maksimum
posmatramo nad svim mogu�im rasporedima i nad svim mogu�im skupovima zva-
nica koje ispuǌavaju uslove zadatka. Dokazati: f(k) = 6k.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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11. mart 2017.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Date su funkcije f(x) = x2 + x + 2 i g(x) = x2 − x + 2. Da li postoji funkcija
h : R→ R takva da za svako x ∈ R va�i

h(f(x)) + h(g(x)) = g(f(x)) ?

2. Xifra za zakǉuqavaǌe Kikinog telefona formira se na slede�i naqin. Na mre�i
taqaka 3× 3 potrebno je nacrtati putaǌu saqiǌenu od nekoliko du�i, gde svaka
du� povezuje neke dve od posmatranih taqaka, i pritom je polazna taqka slede�e
du�i uvek zavrxna taqka prethodne. Tokom iscrtavaǌa putaǌe, svaki put kada
putaǌa pre�e preko neke taqke (bilo kao unutraxǌe ili krajǌe taqke neke du�i),
ta taqka vixe ne mo�e biti korix�ena kao krajǌa taqka nijedne naredne du�i (s
izuzetkom uslova da je polazna taqka slede�e du�i uvek zavrxna taqka prethodne),
ali jeste dozvoǉeno da takva taqka bude unutraxǌa taqka narednih du�i. Kiki
�eli da ǌena xifra na telefonu ispuǌava slede�e uslove:

1◦ svih 9 taqaka moraju le�ati na iscrtanoj putaǌi;

2◦ trag koji putaǌa ostavi je osnosimetriqan (pod tragom podrazumevamo uniju
du�i kao geometrijskih objekata, dakle bez informacija o ǌihovom redosledu,
smeru kretaǌa i eventualnom preklapaǌu nekih delova razliqitih du�i);

3◦ na tragu putaǌe postoje taqno dve taqke (od posmatranih 9) koje su spojene
samo s po jednom drugom taqkom.

Da li Kiki mo�e da postavi ovakvu xifru na svom telefonu? Ako mo�e, izme�u
koliko xifara mo�e da bira (do na rotaciju i/ili simetriju)?

3. Dat je oxtrougli 4ABC. Neka su ka, kb i kc ǌegove pripisane kru�nice naspram
temena A, B i C, respektivno. Neka su O i I centar opisane i upisane kru�nice.
Oznaqimo sa ta, tb i tc spoǉne zajedniqke tangente parova kru�nica kb i kc, kc i
ka, ka i kb, respektivno, razliqite od pravih BC, CA i AB. Dokazati da centar
upisane kru�nice trougla odre�enog pravima ta, tb i tc le�i na pravoj OI.

4. Na�i sve prirodne brojeve n qiji se skup pravih delilaca (tj. svih delilaca
izuzev n) mo�e podeliti u dva disjunktna skupa od po bar 2 elementa na takav
naqin da u jednom skupu budu uzastopni Fibonaqijevi brojevi, a u drugom uza-
stopni trougaoni brojevi.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

1. Neka su AB i CD osnovice trapeza ABCD, a E sredixte kraka BC. Ako va�i
AE = 10, DE = 8 i ]AED = 30◦, odrediti povrxinu ovog trapeza.

2. U dr�avi Neznaliji, direktor korporacije PropastTM je obavestio radnike da
�e im ove godine plata biti smaǌena za 10%, slede�e godine pove�ana za 11%,
naredne godine smaǌena za 12%, godine posle toga pove�ana za 13% itd. idu�ih
90 godina. Da li �e u nekom trenutku zaposleni imati ve�u platu od trenutne?

3. U koliko najmaǌe poteza mo�e skakaq iz doǌeg levog poǉa xahovske table (a1)
sti�i do gorǌeg desnog (h8)? Dokazati!

4. Koliko ima parnih petocifrenih brojeva koji nisu deǉivi sa 3 i u qijem zapisu
nema cifre 9?

5. Rexiti rebus:
PET ·PET = DESET

(istim slovima odgovaraju iste a razliqitim slovima razliqite cifre, i pritom
P,D 6= 0).

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

1. Za koje vrednosti parametara p i q jednaqina√
x2 + px+ q + x = 2017

ima vixe od 2017 razliqitih realnih rexeǌa?

2. U 4ABC taqke A0, B0 i C0 su podno�ja visina iz temena A, B i C, redom, i
pritom va�i 4ABC ∼ 4A0B0C0.

a) Ako se zna da je 4ABC oxtrougli, izraqunati ǌegove uglove.

b) Ako se zna da je 4ABC tupougli, izraqunati ǌegove uglove.

3. Odredi najmaǌi prirodan broj n za koji se nijedan od razlomaka

7
n+ 9

,
8

n+ 10
,

9
n+ 11

, . . . ,
2015

n+ 2017
ne mo�e skratiti.

4. Na�i sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

ax2 − (a+ 2)x+ (a+ 1) = 0

ima dva razliqita realna rexeǌa ve�a od 1.

5. Data je figura na slici dole, saqiǌena od xest jediniqnih kvadrati�a. Da li
je mogu�e od neparnog broja kopija ove figure sastaviti pravougaonik?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

1. U intervalu [0, 2π] rexiti jednaqinu

cos2 x+ cos2 2x+ cos2 3x = 1.

2. Osnova piramide MABC je jednakokraki 4ABC (AB ∼= AC). Podno�je visine pi-
ramide iz vrhaM je na sredini visine AA0 u4ABC. Kroz ivicu BC je postavǉena
ravan koja je normalna na ivicu MA i seqe je u taqki S. Poznato je da ta ravan
zaklapa ugao od 30◦ sa ravni ABC. Ako zapremina piramide SABC iznosi 2017,
na�i zapreminu piramide MSBC.

3. Da li je mogu�e broj 2017 predstaviti kao zbir tri prirodna broja takva da
nikoja dva me�u ǌima nisu uzajamno prosti?

4. Date su taqke A(1, 0) i B(4, 3). Za realan broj p, oznaqimo sa Np taqku na pravoj
AB koja je najbli�a kru�nici

(x− p)2 + (y − 1− p2)2 = 1

(pod rastojaǌem taqke od kru�nice podrazumevamo rastojaǌe od te taqke do ǌoj
najbli�e taqke na kru�nici). Za koje vrednosti parametra p se taqka Np nalazi
strogo izme�u taqaka A i B?

5. Odrediti broj naqina da se prirodan broj n predstavi kao zbir nekoliko (dva
ili vixe) prirodnih brojeva, pri qemu je bitan poredak. (Na primer, za n = 4
imamo slede�e mogu�nosti: 3+1, 2+2, 1+3, 2+1+1, 1+2+1, 1+1+2, 1+1+1+1,
tj. ukupno 7 tra�enih naqina.)

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Date su parabole y = x2+3x+6 i y = x2+5x+3. Na�i jednaqinu ǌihove zajedniqke
tangente, kao i taqke dodira te tangente sa ovim parabolama.

2. Ako je n2 + 2n prost broj za neki prirodan broj n > 1, dokazati da je n deǉiv sa
3 ali nije deǉiv sa 6.

3. U svako poǉe tablice formata n×n potrebno je upisati po jedan od brojeva 1, 2,
3, . . . , n na takav naqin da se u svakoj vrsti, u svakoj koloni i na svakoj dijagona-
li svaki od brojeva pojavǉuje najvixe jedanput. (Pritom posmatramo dijagonale
svih mogu�ih du�ina: dakle, dve dijagonale du�ine n, qetiri dijagonale du�ine
n− 1, qetiri dijagonale du�ine n− 2, . . . , qetiri dijagonale du�ine 2 i qetiri
dijagonale du�ine 1.) Da li je ovo mogu�e posti�i za:

a) n = 4;

b) n = 5?

4. Izraqunati 
√

2017 +

√
2017 + · · ·+

√
2017 +

√
2017︸ ︷︷ ︸

2017 korenova

 .
(Sa bxc oznaqavamo najve�i ceo broj ne ve�i od x.)

5. Dat je 4ABC, ]C = 90◦. Uoqeni su kvadrati AEDC i CFGB u ǌegovoj spoǉaxǌo-
sti. Du� EB suqe du�i AC i AG redom u taqkama H i I. Du� AG seqe du� BC
u taqki J . Ako povrxina 4AIB iznosi 2017, izraqunati povrxinu qetvorougla
HCJI.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


