MunncTapcTBO IpOCBETE, HAYKEe M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja

IlpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OIINITNHCKO TAKMMNYEILE 3 MATEMATURKE

YUEHMKA CPEOILUX ITIKOJIA

Pemema 3amaTaka
IIpBu paspen — A kareropuja

1. Ozmaummo ca p, ¢, r, S, t, u U v KapAuHAJHOCTU oaroBapajyhux memosa Bemosor
mujarpama kao Ha ciaumu. Tana mvamo [AAC| =p+q+u+v, [ BAC|=q+r+s+vm
|AAB| =p+ s+ r+ u. Hakue, jemrHarkoCT 13 MOCTaBKe IPEBOMU Ce Ha

p+2q+r+s+ut+2v=p+s+r+u,

mTo ce cBoau Ha 2¢+2v = 0, a ogasne nobujamo ¢ = v = 0. Ho, ¢ = 0 naje ynpaso ANB C C,
av=0 maje C C AU B, mro je u Tpebajo mOKa3aTu.

2. O6ojumo npsBux 2015 cronuia NPOM3BOJLHO. Y TAUYHO jeIHOM Ol ABa Moryha 6ojema
IpeocTaje CTONUIe 0POj HOCMATPAHUX mapoBa Ouhe mapan. 3aTo je Tpaskenu 6poj 22015,

3. Ako je Tauka Aj cpemuinre my:xu Ay Ag, 1aKO ce BUAM A je OHA UCTOBPEMEHO CPEAUIITE
crparune BC. Crora ce y AABC mweroso texumre T nHanaszm Ha nysxu AAs, na ako cy K u
L npecenn AAs ca mysxkuma MQ u NP, nmoBomuo je mokazatu na ce T umanaszu usmeby K u
L (momro je werBopoyrao M NPQ ouuro rouBekcas). O3HaumMo AB =7 u AC = Y. Kaxo
ce tauka K nasasu Ha nyxu ByCi, Baxku

2015m_,  2015(1 —m) _,

AK = mAC; + (1 AB, =
=mAC + (1 =m)ABy = e @ 3031

— —_—
3a mexko m € (0,1). C mpyre crpane, momto je Bekrop AK konuueapan ca AAjz, Basku

Om 2015 1A 1

. — — .
3a meko ¢ € (0,1). UsjemnavaBameM & U ¢y KOMIOHEHTE NOOUjaMO CUCTEM

__ 4030

q = 6046 ° TO JecT

Om 2015 1A 3
Hakmne, umamMo nBa caydaja: y IPBOM CIydajy MOCMAaTpPaHU HU3 MOYUme OpojeBuMa a1, a1 +2,a1 +6,a1 +8,a1 +12,a1 +14...,
a y OpyroM ciydajy mouumme OpojeBuma aj,a; + 4,a1 + 6,a1 + 10,a1 + 12,01 + 16,07 + 18.... Y mpBoM ciaydajy 4IaHOBU
ai,a1 +2,a1 +6,a1 + 8,a1 + 14 majy mehycobuo paznuumre ocTaTKe IpU Oebemy ca H, a Kako cy cBu Behu on 5, mehy muma
0Oap jemaH HUje MPOCT; y APYTOM CIIyYajy UJIAHOBU aG1,a1 +4,a1 + 6,a1 +12,a; + 18 majy mehycobHo pasmmumre ocraTke npu
nejbemy ca b, ma nHoHOBO bap jeman mely muma Huje npoct. IIpema ToMe, y mpBOM ciyyajy HU3 MOKE€ MMATU HAJBUIIE 5, & Y
npyroMm HajBuire 6 eseMeHaTa.

F(:qAA3:gE+gﬁ=g?+g§’

2015m _ g o 2015(1-m) _ ¢
3015 2 3031 =2

omarJIe moOumjamMo

AR = 2080
6046

—
Cauuno, 3a AL umamo

2015n? 2015(1 — n) _,
3014 3030

N _, SN
AL = TLAOQ + (1 - n)A32 =
3a Hero n € (0,1), a rakobe u

AL =pady =Lz 4+ Ly

sa meko p € (0,1), ma mobujemo cucrem 20 = B oy W = &,
OJlaKIle CIeIM P = 3050, TO jecT
— 4030 —
AL =~V A4,
6044

; : AT — 24 A, : 4030 _ 2 _ 4030
Ha, 3a0, U3 J€THAKOCTHU AT AAs nm JTHAKOCTU < = <
J J 3 eje
1030 3 6046 > 3 — 6045

Go1a cuemu na je T msmebhy K m L, na caMuM TUM ¥ yHYTap 4€TBOPO-

yraa MNPQ.

4. IIpernocraBuMo npBO a1 > 5. To 3HaYM na y mocMaTpaHOM HU3Y
He MOKeMO MMaTH TPU Y3aCTOIHA WiIaHa KOja Ce Pa3jHuKyjy 3a Io 2
(tj. k, k+2, k+4) uucro 3a 4 (1j. k, k+4, k+38), jep je jeman ox Ta
Tpu Opoja mesmuB ca 3, a KAaKO Cy CBM WiaHOBU Hu3a Behu on 3, oH HE
6u Morao Gutwm mpoct. 3aro, ako je caenehwu uman Huza 3a 2 Behiu on
MPEeTXOOHOT, OHAA YJaH HAKOH mera mopa Outu Behu 3a 4 u ob6paTHO.



Ocraje jom ma mcouramo ciaydaj a; < 5. Tama nmamo a; = 3 wim a; = 5.
YKOIMKO Ba:KM a1 = D, momaBameM Opoja 3 Ha MOUYeTaK HU3a MOCTABJLEHU C B
YCJIOBU C€ HE PEMEeTe a HU3 Ce IPOLY:KABa 3a jedaH €JIEMEHT; HAKJE, JOBOJHHO
je pasamarparu cayyaj a; = 3. Tamga Baku as = b uau ag = 7. YKOJIUKO Ou
BaXKUIIO a9 = 7, MOAABAm-E€M Opoja 5 HA APYTO MECTO y HU3Y AoOMjaMo Oy:Ku X
HU3; MakKJje, JOBOJLHO je pasMmarparu ciyuaj as = 5. Cama ce ucmocraBiba ga
Cce HapeIHU YJIAHOBU HU3a MOIY j€HO3HAUHO OAPEAUTU Ha OCHOBY YCJIOBA W3
mocraBke, Te mobujamo mHu3 3,5,7,11,13,17,19,23, npur yemy ciaemehm uman
BUIIE HE MOYKEMO OmabpaTu mpema IoCTaBbeHOM IpaBuiay. Ha ocHOBY u3Be- o A
IeHUX 3akbyvaka npuMehyjeMo na je oBaj HU3 yjeAHO U MaKCUMaJHe MOoryhe
Oy:KUHE, TTa TPayKeHa MAaKCUMaJIHA IY:KUHA U3HOCU 8.

5. Heka ce mujaronane AC u BD cery y Tauku X mon yriaom ox 60°.
[Mpumernmo na me moske Baskutu £ BXC = 60°. 3awncra, Taga GucMo mMaiu Om 2015 1A 5
120° = LXBC + £XCB = (90° — $4BCD) + (90° — 3£ ABC), na cnemn £ABC + £BCD = 120°, mro je y KOHTPaIMKIUjH Ca
£XBC + £XCB = 120°. IIpema tome, £ BXC = 120°. Cazna nmamo (90° — %KBC'D) + (90° — %KABC) = 60°, tj. LABC +
£BCD = 240°. Axo je E’' taura taksa na je AABE’ jemnakocrpanudan, ouga umamo BE' || CD u BE' = CD, na je BCDE'
napasesnorpam u AE' = DE’ = BC. Yxroauko Basxku E' = E, onmax nobujamo DE || BC; ykoanuko Basku E' # E,| tana je
AFE'DE napanenorpam, na ciemu AFE || DE’ || BC, mTo oner 3aBpmasa IOKa3.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Heka je youena rauka O y yayTpammsoct yerBopoyriaa ABCD kao y nocrasimu. Tana g
je 6ap jeman ox LAOB, £BOC, LCOD unu {DOA upas uinu tyn. bes ymMamema ONIITOCTH,

yamumo £LAOB > 90°. Ozmauumo myxuue OA = z, OB = y, AB = a. IIpernocraBumo b
cynporuo: Hujemua ox ayxku OA, OB, OC, OD wuuje ny:sxune mame on 15; cmermujasHo,
x> 15 uy > 15. Caga umMaMoO HU3 HEjeTHAKOCTHU
400 > a® > 2% + y? > 15% + 152 = 450, ! Y
A a B

4ymMe CMO JOOMIV KOHTPAAUKIU]Y KOja 3aBpIIaBa TOKA3.

2. A yma moGemHUUKY CTpaTerujy 3a CBe HemapHe n. Y IPBOM IOTE3y OH omabupa cpe-
IUIIHE T0Jhe, a Y cBakoM cieneliem moresy ynucyje X y moJbe MEHTPAIHOCUMETPUYHO MTOJbY Om 2015 2A 1
KOje je HemocpemHo mpe tora onabpao urpad b (Ha Taj HAUMH, yKOIUMKO B MOMke ma omurpa more3 IpeMa MPaBUiuMa Urpe,
to he mohu u urpau A nocse mera). Cianuno, b nva noGenHuuky crpaTerujy 3a CBe HapHE N, TAKO INTO HA CBAKU MOTE3
urpauva A urpau B oxrosapa ogabupom mosba NEHTPATHOCUMETPUUHOL MOJbY Koje je urpad A ympaso omabpao (LeHTpasHy
CHMeTpUjy IOCMaTpaMO y OLHOCY Ha CpenuHy tabie).

3. JacHo je ma Baku T > y, Ma HATIUIIMMO TOCTABJLEHY jeqHauuHy y obmmry 2Y(297Y — 1) = 25232277, IlomTo je 277 — 1
HemapaH 0Opoj, Mopa Basxkutu y = bz. 3amenom x — 5z = n € N mobujamo jemmauumny 2" — 1 = 63*. Arko 6u z Guio mapHo,
Ttaga Ou ciaemuio 63 +1 =2 (mod 4), Tj. 2" = 2, mro nmoBaauu n = 1 u ouga z = 0, WTO HUje y CKYIly IPUPOTHUX Opojesa.
[Ipema Tome, 2 je HemapHO, Ta MOEeMO pacTasuTw 2" = 63 + 1 = (63 + 1)(63*~1 — 6372 + ... + 1). MebyTum, Kaxo je 6poj
63°~1 —63*"24...4+1 memapan a npuroM meau 2", oBo je Moryhe camo ykoauko je Taj 6poj jemHax 1, a IITO je MCIYH-€HO CaMO
3a z = 1. Omarne nobujamo n = 6, HA OCHOBY Uera HAJIA3UMO jeIVHO Dellene MOCTABLeHe jenHauuue: (x,y,z) = (11,5,1).

4. Tlo mejennarocTu u3amMebhy apurmMeTnuke M reOMETPUjCKE CPEIUHE UMaMO

a a sfa?
lta=1+2+2>392
+a +2+2 1

b b 3ab2
tbhb=a+-+=>3{—
a+b a 2 2/3 1

8+b=>b+4+4>3V16b.

Muosxkemem nobujamo (1 4+ a)(a + b)(b + 8) > 27ab. Ilakme, jemHAKOCT W3 TMOCTaBKe BajKU CaMO Kala y CBE TPU IPUMEHE
HejeqHakocT u3Melhy apuTMeTHUKe U TeOMEeTPUjCKe CPENUHE BAKU jeHAKOCT, a MTO naje jemuuo pememe (a,b) = (2,4).



5. Ozmauumo ca I nenrap kpyskuune ynucane y AABC. Ilokaxumo Hajupe na
Baxu LAMB = 90°: zaucra, LIMD = AMAE + {MFEA = § + (90° + 3) = 180° — g =
180° — £ DBI, na je werBopoyrao IMDB retusan u £IMB = £IDB = 90°. Canuno
umamo LANC = 90°. Yersopoyraosu AMKB u AKNC cy cana TeTUBHU, Ia CJeau
AKMN = AKBA = 8 = 2{dAMFE = 2{DMN; nwa uctu nauun mmamo LKNM =
24 DN M, onmakiyie caemu TBpheme.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

1. JaTy jemHaumHy MOKEMO 3aIKCATU y ODIUKY

Al patl patl
b1 D2 Dn

Om 2015 2A 5 Ila ©6u Ha 7€BOj cTpaHu OO HPUPOIJAH OPOj, CBAKK O IPOCTUX UUHUIALA D1, P2, . - -, Pn

13 UMEHUJIANa MOpa AEJUTU HEKU Opojuian. 3aTuM, na OM HAKOH M3BPIICHUX CBUX

TakBUX ckpalirBama Ha J€BOj cTpaHM ocrao mpoct 6poj (Tj. ¢), cBu Gpojuony Mopajy OGUTH IPOCTH, OCUM jeIHOr, KOju
Mopa OUTH MPOM3BOJ TA4YHO ABa mpocTta Opoja. lakie, csu Gpojuonm cem Tor jemHor (Heka je Taj p, + 1) mopajy Outm
jemmaku 3 (jep je 3 jemumu mpocT 6poj Koju ce moxke mobutu ysehasamem mexor mpocror 6poja 3a 1). IIpema Tome, nmamo

n—1
32%’?’;:1) = ¢. Onarne nobujamo p, = 3 (Hujeman Apyru UpocT GPOj HA

MECTY D;, HE O Ce MOTao CKPATUTHU HU ca uuM u3 Opojuona). [Ipumernmo jom na sasku n > 2 (jep y cynmpoTHOM 6pOj HA J€BOj
crpanu He 6u Guo npuponaH). Hakon ckpahiuBama ocraje 32%,222 = ¢. 3a n > 4 geBa cTpaHa HUje TPpUPOIAH OPOj. Y ciydajy
n = 2 JgeBa CTpaHa M3HOCU 2, Ia TUMe N00ujaMo pememe (p1,p2,q) = (2,3,2), kao u weroBy nepmyrammjy (p1,p2,q) = (3,2,2).
Y cayuajy n = 3 smeBa CcTpaHa M3HOCU 3, Ia TUMe mobujamo pememe (pi1,ps,Pps,q) = (2,2,3,2), Ka0 U Herose nepMyTannje

(p1,p2,03,9) = (2,3,2,2) u (p1,p2,P03,9) = (3,2,2,2). YKynno, nakie, mocMaTpaHa jeIHAUYNHA UMa NET PEIlena.

p1 =pg = -+ = pp_1 = 2. JenqnauyuHa ce cBOIU HA

2. [IpumeruMoO ma y HEKOM HU3Y TPUPOITHUX OpojeBa CBaka OBA CyCeAHA €JIEMEHTA MMajy MapHy Pa3jIUKy aKO U CaMO aKO
cy cBu esemenTu ucte napuoctu. Crora hemo mocebHO mpebpojaTu HU30BE UMjU Cy CBU €JIEMEHTU HAPHU a MOCeOHO HU30BE
unju Cy CBU eleMeHTH HemapHu. Kako y ckymy {1,2,...,n} mapaux Gpojesa mma L%J, 6poj Heonanajyhnx HU30Ba nyskune k
[Z]+k—1 ”;1J+k—1)

k k

TvII/IJI/I Cy CBU €JIEMEHTU ITapPHU U3HOCH ( ) C.J'H/ILIHO, HM30Ba Ca CBUM HEIIapHUM UJIaHOBMMA MMa (L
LB )+k=1y | (125 +h—1
P

, Ta TpasKeHUu

yKynaH 0poj HM30Ba U3HOCU (

3. 3a x = n umamo n® —z™ = n"” —n" = 0, na m | n* — z". Ilakne, n0BOWBHO je Haliu GECKOHAYHO MHOTO BPEIHOCTU
x TakBux na Bazxku " = n" (mod m) mu n® = n” (mod m). IIpBa KoOHrpyennuja je ucnymeHa Kal IOL BAXKU T = n + km 3a
npousBosHO k € Z. Ilpyra KOHrpyeHnuja je UCIyHeHa Kal Iox Baxku ¢ = n + lp(m) 3a npoussosuo | € Ny: 3aucra, Taga
mvamo n?® = n"Hem = pn . (nem)l = pn .1t = " (mod m). Hakme, 3a ma xoje d € Ny, 6poj n + dmep(m) ucnymasa Tpaskene
YCIIOBE, YMME je MOKAa3aHO Na UX UMa DECKOHAUHO MHOTO.

4. O3HaUMMO KDPY:KHUIly M3 ITOCTABKE C IOJYNPEYHUKOM 771 ca ki
(C € k1), u Hera je meH nerrap tauka (Oi; APYrY KPYKHULY O03-
HauuMo ca ky (D € ko) u Heka je meH nerrap tauka Oy. O3HaYMMO jom
LAO1C =2au £LAO>D = 2. Tana Bawu LACD = au LADC = (3. U3
cunycHe Teopeme npumemene Ha NACD nobujamo Sﬁl% = S‘?ﬂ% = 2r,
a u3 jemmarkokpakux AAO;C u AAO;D wmmamo AC = 2risina u
AD = 2rysin 8. VI3 cBera Tora mobujamo

AD . .
Ty 3smp ADsina  sin*a

1 AC_ T AC sin 3 B SinQﬂ7

2sin a
. ro __ sina
Tj. /7 = 55 ITame, veka cy sucune uz N va AC u AD, penom, hy u

ho. Baxu hy = CNsina u hy = DN sin (3. [locmarpajyhu norennujy u3
tauke N mobujamo jemnaxoct CN? = NB-NA = DN? 1j. CN = DN.

h1 _ sina _  [ra
Caﬂa JIaAKO M3pavyyHaBaMO he — sinB g

Omn 2015 3A 4

5. [To mHejemqHakoCTH TPOyTIIAa UMAMO
3= |22015 + 22014 + |Z|| g |Z|2015 + ‘Z|2014 + |Z|

Axo 6u Bazkuio |z| < 1, mmamm 6ucnmo [2|201° < 1 u 2|20 < 1, 1. |2]2915 4 |2|20M 4 |2| < 3, mTo mHUje moryhe. [lakme, |z| > 1.



IIpumennMO HejenHAKOCT TPOYTJIa U HA APYTY jemHakocT. Baxu

3|Z|2015 — ‘1 +oz+ |Z|2014| g 1 + |Z| + |Z|2014.

|2015 > |Z|2014

Axo 6u Baskmio |z| > 1, mmamnu 6ucmo [2]2915 > |z| u |2 , Tj. 3|2|2015 > |2]?%M + |z| + 1, mTo HUje moryhe. Ilake,

73 IPETXONHOr M OBOT 3akibydra mobujamo |z| = 1.

IIpumerunmo ma cy 3a |z| = 1 neBa m mecHa cTpaHa 00e HpuMemeHe HejenHakocTu MeDhycoBHO jenHake, Tj. HOCTWKE ce

cayuaj jenqnaxoctu. Kako je |z| nosurusan peasan 6poj, y OPBOj HEjeQHAKOCTU TPOYIJIA jeAHAKOCT ce MOke moctuliu camo
5 . . 2015 . . .

yrommko cy u 22015 u 229 nosurusEu peammu 6pojesu. Ho, tama je u Zorz TIO3UTUBAH peaJian Opoj, Tj. 2 je Mo3uTUBaH

peanan 6poj, ma cama u3 |z| =1 ciemm na je jemmuo pememe z = 1.

YerspTu paspen — A kKareropuja

1. Ilpso pewewe. Baxknu
S=a*+ab®> + > +b—2a*b—a*=0a®>—a’b—a® —a’b+ab® +ab—ab+b* +b=(a®> —ab—b)(a —b—1).

Tpeba mokazatu S > 0. Usa>bua,beENcrema—b—1>0ua®>—ab—b=a(a—b)—b>a—b> 0, unme je 3a1aTaK pemieH.

Apyeo pewewe. 3anumumo a = b+ k (k € N). Yepmrasamem oBora y moCTaB/beHy HejeqHAKOCT U cpehuBamem mo0uUjeHUX
M3pa3a yCTaHOBJ/HABAMO Oa IIPEOCTaje jomn mokasaTu HejemuarxocT k3 + bk? +b — k? — 20k > 0. Ona cieau m3 HejeIHAKOCTH
k3 —k*=k*(k—1) >0 u bk* — 2bk + b= b(k — 1)? > 0, umve je 3aaaTak perIeH.

2. Horaxkumo Hajupe ciaenehy mewmy.

R
Jlema. Hera je mar APQR u tauke Ry, P u Q1 Ha cTpanu- p
nama PQ, QR u PR, pemom, Takse na ce npase PPy, QQ1 n RR; Q1 .
cery y Taukum X. Tama Baku % = gfé + g?fz
Joxas. Ilpumenom Menenajese Teopeme na APQP; u npaBy
RR; nobujamo 1;‘5” = );,1;{1 . gfg, a npumenom Ha APRP) u npaBy
PiQ _ XP, PQi P oA 0

QQ1 nobujamo RO — PX O.R CabupameM OBe IBE jeTHAKOCTH,
ropumhemem ynmenute Py R+ P = RQ u cpebuBamem nokasy-
jeMo jemy.

Cana yszacromuuMm npuMmemuBameM oBe jeme Ha AABC, 3a Om 2015 4A 2
n=0,1,2... IHOYKOXjOM OUPEKTHO IOKAa3YjeMO 5‘%‘ =z + ny;

AD3o15
OfaTIe UMaMO p - = 1 + 2015y.

3. Oszmaummo ca S, CKyI HM30Ba Ny:KUHE N YUjU Cy eJeMeHTH u3 ckyma {1,2,3} u Koju HeMajy IBe y3aCTONIHE jenuHWUIE.
Axo mBa paszauuura Hu3a u3 S, HOYMHY ABOJKOM, jACHO je Ja MPEeoCcTaJux n — 1 eJeMeHaTa TUX HU30Ba YUHE ABa PAa3INYUTA
Hu3a n3 S,_1. O6paTHO, KO y3MEMO ABA PA3IUYNTA HU3A U3 Sy,_1 U JOLAMO UM ABOjKY Ha IOYETaK, 10OMjaMo ABA Pa3IndUTa
HU3a u3 S, KOju mouumy IBOJKOM. IIpema Tome, HU30Ba 13 S, KOju HOUMBYy ABOjKOM uMa |S,_1|. Ha ciuuan sauun mobujamo
¥ 1a HU30Ba U3 S, KOjU HOUUIY TPOJKOM uMma |Sp,_1].

Axo HU3 ©3 S, TMOUUHE€ jeAVHUIIOM, APYTU €JEeMEHT HU3a MOpa OuUTH ABOjka wian Tpojra. CIMYHUM 3aK/LyUMBAHEM KAO
y TIPETXOMHUM CllydajeBuMa KOHCTATY]jeMO N4 HU30Ba U3 S, KOJU MOUYUBY jemuHunoMm uma 2|S,_s|. IIpema Tome, mobujamo
|Sn] = 2(|Sn—1| + |Sn—2|). Cana moues ox |S1| =3 u |S2| = 8 muperTHO M3pauyHaBamo |Sg| = 3344.

4. Axko Baxku f = 0, tBpbeme je rpusmjanno. IIpernocraBumo cana f # 0, tj. f(a) # 0 3a Hero a. IIpumernmo ma u3
f(z1) = fx2) cmemu z1f(a) = flaf(x1)) = flaf(x2)) = z2f(a), Tj. 1 = x2; marue, pyurumja f je majertusHa. Jlame umamo
f(f(x) = f(1- f(x)) = xf(1); omaBme 3a x = 1 mobujamo f(f(1)) = f(1), na 36or unjextusHoctn ciaean f(1) = 1 u onma
F(7(x)) = #. Cama maavo f(ay) = 3/ (f(x))) = f(@)f(4), na onazae f(~1)2 = f((~1)?) = 1, ama 3600 f(~1) £ [(1) = 1 vopa
6uru f(—1) = —1. Hajzan, f(—z) = f(—1)f(z) = —f(z), uume je 3amarak peruex.

5. Mepunummmo Hu3 (a4, )02, peKyp3uBHO Ha caenehu HauuH: a1 =2 u, 3a n > 2,

(n+1)a,—1, aro je n+ 1 npoct Gpoj;
ap =
Np—1, vHaJe.

Tepmumo ma 3a cse n € N Basu p(a,) = n!. IIokas cupoBoanmo nHAykKnujoM. 3a n =1 u n = 2 TBpheme ounrnentHo Baxu
(pla1) = v(2) =1 =11 u ¢(az) = p(6) = 2 = 2!). IIpernocrasumo aa tBpheme Baxku 3a cBe OpojeBe Mame OX TATOT N, N = 3.
Axo je m mpoct 6poj, Tamza UMaMO 4, = NG, 1 = N’d,_, IPA YeMy TPOCT OPOj N HE HeNu a4, o (3amcTta, u3 neduUHUIAjC
MOCMATPAHOT HU3a OUMTO je Aa ce TPOCT GAKTOD N IPBU IyT TOjaBibyje TeK Y a,_1); ogatie, mpeko p(n?) = n(n—1) (jep je n
npoct 6poj) u ¢(an_2) = (n—2)! (10 MEAYKTUBHOj XUMOTE3M), MMaMO p(a,) = p(n?)p(a,_2) = n!. Heka je cama n cioxen 6poj.
Yronuko je n+ 1 mpoct 6poj, jom smakme Hero Magonpe nodujamo ¢(a,) = p((n+1)ap—1) = p(n+1)p(an—1) =n-(n—1)! =nl.



IIpeocrao je ciydvaj kanma je u n+ 1 cinoxen 6poj. Heka je n = p{'p3?---pp* mpocra dakropmsamuja 6poja n. Ilpumerimo

a CBAKM OJ OBUX (PAKTODA p; HENU Gp_1 (OBO CIEIN U3 P; | ap,—1 U Gy | Gy 3a cBe u < v). IIpema ToMe, MOKEMO 3alKCaTH

an = Nap_y = pps? .. pgkqflqém- -q", rme 3a ce i, 1 < i <k, Baxkn 0; > a; + 1, a ca ¢1,¢2,...,q O3HAUEHU Cy IPOCTH

¢darTopu Koju meie a,_1 anu He nese n. Hajzan uspauyHaBamo:

plan) = PP P e 3> - ")
= o= DpE e = 1) e = Vel @ — 1)@ (e — 1) g @ — 1)
=np T = 1) (e — 1) p T (e — D @ — 1)g3? 1( @—1)q"  a—1)
= np(p" Py g T g g3 ") = mp(ap—1) = n- (n— 1)l =7,

YuMe je MOKa3 3aBPIIEH.

IIpBu paspen — b kareropuja

1. Heka je U meru cryn takas na cy A, B u C merosu HO,D;CI{yHOBI/I (ma mpumep, U = AUBUC). Ca A, B u C o3nauasahemo
komiieMenT ckynoBa A, B u C'y omsocy Ha ckyn U (1j. A=U\ A u ciuuno 3a B u C). Cana umamo:

(AN (B\ONY\(B\(C\A) =(ANBNCO)\(B\(CNA)=(ANBNC)\(BN(CNA)=(AN(BNC)N(BN(CNA)
=(AN(BUC)N(BU(CNA)=(AN(BUC)NB)U(AN(BUC)NCNA)
=(ANB)U(gN(BUC)NC)=(ANB)Ug=ANB=A\B.

Haxne, nomro Basku BN C C B, nobujamo A\ (BNC) D A\ B, 1j.

AN(BNC) 2 (A\(B\C)\(B\(C\ A)).

D \L C 2. 3a AABP u ABCQ Baxu AB = BC, {APB = ABQC = 90° u {BAP = 90° — {ABP =
ACBQ, na mobujamo AABP = ABCQ; onatae ciemu BP = CQ. Cana 3a ABCP u ACDQ Ba:xu
Q BC=CD, BP=2CQu £CBP =90° — £BCQ = £DCQ, na nobujamo ABCP = ACDQ. 13 osora

cinenu CP = D@, mro je n Tpebaso morKasaTu.

3. IIpumeTnMo ma BasKuI

P - _ -
ababab = ab0000 + ab00 + ab = ab - 10000 + ab - 100 + ab = ab - 10101.
A 5 W3 10101 = 91 - 111 canemu na je 6poj ababab nemwus ca 111. C mpyre crpane, 107 je mpoct Gpoj
koju He nenu Hu 10101, mu ab (360r ab < 107), ma 107 we meau vu ababab.
Om 2015 1B 2 4. 3a cse (z,y) € A x A Bau (z,y) p (z,y), jep mmamo (22 — 22)(y —y) = 0 u 3 | 0. Iaxmne,

pesnanuja p jecre peduekcusna. lamwe, 3a cse (z,y), (2,t) € A X A Baku

(2% = 22)(y —t) = (=(2* = 2?))(=(t — ) = (z* = 2?)(t — v),

oJakje JaKo BUAUMO ma Baxku (x,y) p (z,t) ako u camo ako Bawxu (z,t) p (z,y), na nobujamo ma peranuja p jecre CUMETPUYHA.
Hajzan, penanuja p Huje TpaH3uTuBHA: Ha npumep, Baxu (1,2) p (3,2) (JCp 31(12-3%)(2-2)=0) u (3,2) p (3,3) (jep
31(32-3%)(2-3)=0), amu (1,2) smje y peramaju p ca (3, 3) ( jep 31 (12 — 3%)(2%2 — 3%) = 40). Karo oBa penammja muje
TPaH3UTUBHA, OHA HUje peJlallija €KBUBAJIEHII]E.

5. Pazmuryjemo 2 cayuaja. Ako cy mpBa M MOCJHEAlma KyIJWIa y HuU3y miase, on mpeoctanux 2016 mosunuja y HUu3y
Tpeba omabparu 3 Ha Kojuma hemo pacnopenutu Gesne Kyraune (IOK HA OCTAJUM mo3uimjama pacunopebyjemo miase), mTo je
moryhe Ha (20316) 3,22(1)?'3, = 2016 20315 2014 — 336 . 2015 - 2014 Hauuna. Y APYrOM CIyUajy, aKO Cy IPBa U MOCIEHa Ky[JINNa Y
Hu3y Oeste, HA npeocTtasux 2016 MecTa MMaMO TAYHO joII jenHy Oely Kyriaumy, a by je moryhe pacumopenntu Ha 2016 mHauywmHa.

Ilakyne, pememe 3a0aTKa je

336 - 2015 - 2014 + 2016.



Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Axo Basu p? + ¢ = 2%, 1j. ¢ = 22 — p? = (v — p)(w + p), ouma 360r z —p < x +p caema (v —p,x +p) = (1,¢°) wm
(x —p,x+p) = (q,¢%). Y mpsom ciayuajy mobujamo 2p =q¢> — 1= (¢—1)(¢> + ¢+ 1), a jenuna nBa HauMHA Ha ce JeBa CTpPaHA
IPUKasKe Kao MPOM3BO ABa YMHUONA cy 1-2p u 2-p, mro Bomm 10 ¢ — 1 € {1,2}, 1j. ¢ € {2,3}; 3a ¢ =2 mmamo 2p = 2% —1 =7,
mro je memoryhe, a 3a ¢ = 3 mmamo 2p = 33 — 1 = 26, omakse mobujamo pememe (p,q) = (13,3). Y apyrom ciayuajy mobmjamo
2p =q?> —q=(q—1)q, Te oner caemu ¢ = 2 WU ¢ = 3, ¥ TOHOBO OTHaAa MOryhHOCT q = 2, MOk 3a ¢ = 3 mobujamo 2p = 32 — 3,
na nobujamo pememe (p,q) = (3,3). Hakme, nmamo asa pemema: (p,q) € {(13,3),(3,3)}.

2. VI3 BujeToBux ¢opmynia 3a MOUYETHY jeIHAUNHY BAKU T+ To = —1 U £1X9 = %. CacrasulieMo KBaIpaTHY jeIHAUUHY

y? + py + ¢ = 0 uuja pemema 3aI0BOBABAJY Y = 2;11%21 uys = 2;”;%; W3 BujeroBux ¢opmyiia 3a oBy jemHaumny mMahemo

o _ 2wl | 2wo41 _ 4dxize—3(zitwze)—4 _ 4292 -3.(-1)—4 _ go48 - _ 8048 _ _ 2@ 4+1 | 2mo41 _

P=unty =351+ 05 T mn st id W5 5 (—1)+4 2087 TP = Toosr M4 = WYz = L0y me T
dzizat2(ztaa)F1 _ 4295842 (=1)+1 _ go48 : : .
w2 3(eata)td — 3144 — 2087 Ilakne, TpaskeHa KBaapaTHa jemHauuHa (jemHa on Bume Moryhux) ruaacu:

5 8048 8048

Y~ o087Y T 2087

3. Ilepa Tie u3 xkopue Ha kK0joj nume Pajro masyhiu camo jenuy Bohiky. Ta kopna je uiau Bopbesa (y m0j cy Tana 2 kpyuke
u 3 jabyke) umu Ilepuna (y mo0j cy tama 3 6peckse). Ako je Ilepa m3sykao kpymky mau jaGyKy, jacHO je na je Ta Kopma
Hopbesa; Tana kopma Ha kojoj mume [lepa npunana Pajry, a kopma ma kojoj nume bophe npunana Ilepu. Axko je Ilepa
U3BYKaO OPECKBY, Ta KOpIla je Hmerosa, ma je kopua Ha kKojoj mume Ilepa y crBapu bopDhea, a kopua Ha kKojoj nume bHophe
npunana Pajky.

4. VI3 jemHakoCcTU maTe y MOCTABIU TOOUjaMO:
0=a®+b4c—a’b—ab® + b?c+bc? — a*c —ac® = a(a® —b* — &) +b(b? — a®> + ) + (2 + V* —a?) = (a —b—c)(a® = b* — 2).

Kako cy a, b u ¢ crpanune Tpoyraa, Baxku a —b — ¢ < 0. Opmarie, na 6u ropma jeqHAKOCT OMiIa UCIYHEHA, MOPA BaKUTU
a’?—b2—c? =0, 1j. a®> =b? + 2, a oBo ympaso 3uaun ga je AABC mpaBOyTIN ca XUIOTEHY30M a.

5. O6enesxxkumo yraose y AABC ca «, § u 7. Pazamorpumo mpBo ciiyyaj Kazma ce Tauke
A; u C namaze ca ucre crpane npase AB. Y towm cayuajy Basku o + 5 < 90°, 1j. v je Tyn
yrao.

Taure C, A; u Cy cy KonuHeapHe ako u camo je npasa A;C mopMmasHa Ha npasy AB, Tj.
ako u camo ako Baxu £ ACA; — LCAB = 90°, mTo ce ceomu Ha 90° = (a+ )+ (a+8) —a =
a—+20.

[MpaBa AB, cumerpasa ny:xku BC u mopmasa ua npaBy AC y tauku C' ceky y jemHoj
TAUKN aKO U CAMO aKO je Tpoyrao kKoju obpasyjy npasa AB, npasa BC u HopMaJsia Ha OpaBy
AC' y tauku C jemuarokpaku ¢ ocaoBunom BC. OBo Basky ako u caMo aro Bawku v —90° = 3,
7j. 180° = a+ B +v=a+ 0+ B+ 90°, mro ce ceomu Ha 90° = o + 2(. Kako je uctu oBaj
norpebaH U HOBOJbAH YCJOB MNOOWjEH M y HMPETXOMHOM IMacycy, TUME je 3anaTak PEemeH y
cayuajy kana ce tauke Ay u C Hanase ca ucre crpane npase AB.

Cuyuaj rana ce tauke A; u C Hajase ca pa3Hux crpaHa npase AB permaBa ce Ha CIMYAH
HAULH.

Om 2015 2B 5

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Ilpeo pewemwe. Hera je Taura (g, yo) 3ajefHAUKA 3a mocMaTpaHe rpaduke, Tae BaxKu Ly, Yo > 0. Tamga nmamo yg = axo+0,
Yo = bro +cu yp = cxg + a. Y cayuajy na Baxku a = b, u3 arg + b = yg = brg + ¢ nodbujamo b = ¢, 1j. a = b = ¢, wWwTO je u
Tpebasio mokazaru. [Ipernocrasumo cana a # b. Pazamorpumo majupe cayuaj a < b. Tanma us axg < bxrg u axg+b =y = bxg+c
nobujamo b > ¢, a morom u3 bxg > cxg u brg + ¢ = yg = crg + a mobujamo ¢ < a, Tj. cBe 3ajenHo ¢ < a < b, HO cama u3
Yo = cxo + a < axg + b = yg nmamo xourpanurnyjy. Haj3an, axko je ucnymeHno a > b, Taga MOHOBO MMaMO KOHTPAAUKIU]Y HA
MOTIYHO AHAJIOTAH HAYWH, YAME je 3aJaTaK PeIleH.

Apyzo pewewe. N3 jemmaxoctu axog + b = bxg + ¢, brg + ¢ = cxg+ a u cxrg + a = axg + b nobujamo (a — b)xg = ¢ — b,
(c—b)xg=c—amu (c—a)rg=b—a, a omasne mame ciaem b —a = (¢ —a)rg = (¢ — b)xg = (a — b)a}, mTO ce Moxke 3anucaTy u
kao (a — b)(x3 + 1) = 0. Karo Bazu 2§ + 1 > 0, nobujamo a — b =0, Tj. a = b. Amanorso ce nokasyje u b= c.

(3a 3amHTEpECOBaHE yUEHUKE, HAIOMEHUMO Oa Ce 3aJaTaK MOKe pemuTu u 6e3 yciaoBa ma Tadka (To,yo) IPUANALa IPBOM
kBanpanry. Hamme, ropme pelreme (yHKIMOHUIIE y CBUM CJIYyYajeBUMAa OCHAM Y CIydYa]jy xg +1=0, 1j. 0 = —1, anm Tana ce
HocMaTpaHe jeIHAKOCTH CBOZe Ha Yp = —a+ b, yo = —b+c u yp = —c+ a, a ogaBue omeT JAKO ciaemu a = b = c.)



2. Sanumunmo 2016 = abe, rae je a jemmomu¢ppen, b nBoundper a ¢ rpoundpen 6poj. [Ipernocrasumo a > 2. Tana nmamo
bc < 1008, HO Kako je HajMamu gBonudper menuiaaln 6poja 2016 6poj 12, caemu be > 12 - 100 = 1200, rouTpaguknuja. laxiae

a = 1. IIponabumo npBux HEKOJUKO ABOoUU(ppeHux menawmiana 6poja 2016: 12,14,16,18,21... (oHu ce Mory mobuTy U3 mpocTe
darTopuzamaje 6poja 2016: 2016 = 2°-3%-7). 3a b = 12 mvamo ¢ = 168; 3a b = 14 mvamo ¢ = 144, 3a b = 16 mvamo 126; 3a
b = 18 umamo ¢ = 112. Tume cmo Hamm 3acan 4 TpakeHa IpeacTaBbama. 3a b > 21 umamo ¢ < 2(2)%6 = 96, Tj. c Huje BuIIe

Tporuppen 6poj. akmne, Tpaskeru 6poj HaumHa uU3HOCH 4.

3. Kopucrehin popmyiy cos 2z = 1 —2sin® x, mama nmejenmaunna nocraje —sin z+6sinz—5 > 0. YBobemen cmene t = sin x
u pemaBameM 10 ¢ gobujamo pememe t € (1,5). Ho, kako mmamo orpannueme —1 < sinz < 1, jacHo ma Hu 3a koje x He
nobujaMo sinx y TpaskeHOM MHTEPBAJy, Ia MOYeTHA HejeIHAUWHA HEMA PelleHa.

4. NosomHo je nokasatu na cy AACD u ABCD upasoyrau ca xunorenysom C'D (3aucra,
Tana chepa ¢ meHrpoMm y cpemumry ny:xu CD m npeunnkoMm C'D mponasu Kpo3 Tauke A u
B, mto je u tpebaso mokazaru). Kako je mBuna AD mopmasna na pasan ABC, moGujamo
AD 1 AC, omarine je ANACD 3aucra npaBoyrau. llamme, TOHOBO M3 OPTOTOHAJIHOCTU IYKU
AD wua pasan ABC nobujamo u nma cy pasau ABD u ABC mebhycobuo HOpMAaHe, mTO y3
oproronassoct pasan BCD u ABD (mary y mocTaBuu) BOAX IO 3akbydka ma je neuna BC
HopmadtiHa Ha pasan ABD (oBo caemu jep ce pasau ABC u BCD ceky nmo npasoj BC). Ho,
omasne umamo BC | BD, na je u ABCD npaBoyrau, yuMe je HOKa3 3aBPIIEH.

5. Pacrasumo n? — n® = n?(n® — 1)(n® + 1). Ky6osu menux Gpojesa mpu mememy ca

7 mory masatu cienehe ocratre: 03 = 0, (£1)3 = +1, (£2)? = £8 = £1 (mod 7) wm Om 2015 3B 4

(£3)3 = £27 = F1 (mod 7), 1j. 0, 1 wmm —1, omakne cmemu ma je 6poj n3(n — 1)(n + 1)

yBek menuB ca 7. Cauuno yrBphyjemo na xy6oBu mesnux 6pojeBa npu nebemy ca 9 Mory masatu camo octatke 0, 1 wianm
—1, omakne crema ma je 6poj n?(n® — 1)(n® + 1) yBex memus ca 9. Ilakme, ma 6w Taj 6poj 6mo memus ca 2016, moBOLHO je
UCIUTATU KaJa je MeJbUB Ca %, Tj. ca 32.

Axo je n mapam 6poj, Taza cy n® — 1 u n® + 1 menapau, ma je mocmaTpanu 6poj memUB ca 32 ako U camo ako 32 | n?, a
IITO je MCIyHeHo ako u camo ako 4 | n. Ako je n memapam 6poj, Tama cy n® — 1 u n® + 1 napuu, on dera je jeman memus
ca 2 amu He u ca 4, ma APpYyru oHIA MOpa Outu memuB ca 16 (ma OUCMO MMM KeJLeHY IeJbUBOCT ca 32), a PacTaB/baleM
n—1=m-1)n*+n+1)un’+1=n+1)(n?—-n+1) u youasamem na cy n? +n+ 1 u n? —n + 1 menapuu 6pojesn,
nona3umo mo ycaosa 16 | n — 1 mium 16 | n + 1. Cse 3ajenno, nocMaTpanu 6poj je mZemUB ca 32 aKO U CAMO aKO IPU JeJbeHY
ca 16 maje mexku ox ocraraka 0, 4, 8, 12, 1 mimu —1. Opmarie, Ha cBakux 16 y3aCcTOINHUX NPUPOIHMUX OpoOjeBa MMaMO TayHo 6

3a koje Baxu 32 | n® —n? (a Tmme u 2016 | n® — n?), na GpojeBa Tpamennx y mocrasma uma 2048 - 6 = 756.

Yerspru paspen — B kareropuja

1. KpaapaTu mesaux 6pojesa mpu mememy ca 8 Mory masatu caenehe ocrartke: 02 =0, (£1)%2 =1, (£2)2 =4, (£3)2=9=1
(mod 8) mnu 42 =16 =0 (mod 8), Tj. 0, 1 wnu 4. Ako 6u Tpaenu 6pojesu moctojamu, usz a? — 20156 — 8¢ = a? + b? (mod 8)
u 14 =6 (mod 8) mobumu 6ucmo a? + b2 = 6 (mod 8), amu oso Huje mMoryhe moctuhn yromuko a? u b? ysumajy spemsoctu 0,
1 nnu 4 (no monmyny 8). Ilakse, Tpaskenu GpojeBu He IOCTOjE.

2. O6ojumo npsBux 2015 crTosuia TPOU3BOBHO. Y TAYHO jeAHOM OJ aBa Moryha 6ojema mpeocTaJie CToJUlle OPOj IIaBUX
cTonmma 6uhe mapan. 3ato je Tpasenu 6poj 22015,

3. IIpumeTumo mpBo:

T k x k rsinx k 2z sin? k 2z sinx — k

~ coszx

e sin 2x Ccos T sin 2x 2sincosx  sin 2z sin 2z

ctgx  sin2z

Kana x — 7, umennnan oor pasnomka texu 0, a 3a k # 7 Opojunan ue Tesku 0, ma U3pas Taga He MOKE UMATU KOHAUHY

rpaununy Bpeanoct. Ocraje na npoBepumo ciaydaj k = w. Vcnywmenu cy yciaoBu 3a npuMeny JlonmuramoBor mpasuiia, ma Tamga

UMaMO: ) )
. 2xsin“x —7 . 2sin“x +4xsinzcosx 240
lim ———— = lim = =
T sin 2z % 2cos 2z -2

—1.

Ilakne k = 7 je jemuna BpemHOCT mapaMeTpa k 3a KOjy je OBa IPAHUYHA BPEIHOCT KOHAUHA.



4. Ouuro je meBa cTpana > 1, a mecHa < 1, ma ma Oum BaskmiIa
jemHakoct, Mopa outm sinar = 0 u cosx = 1. Omarae caemu axr =
mm u x = 2km 3a Heke m,k € Z. Jenno pememe je yBexk © = 0. Ia
He OUM TOCTOjaJio HUjemHO APYTro, HE CMe BAKUTU jeAHAKOCT m = 2ak
HU 3a Koje nene Opojese m u k, k # 0. Ako 6u napamerap a 6umo
pammonaisan, 6poj 2ak hie Outu meo 3a HeKO k, ma Tama MOCMATPAHA
jemHaumHa UMa BUlle pemema. AKO je Opoj a upanuoHaJaH, Taua je u
6poj 2ak upanumonasan 3a cBaku neo 6poj k # 0, ma He MOxke OUTH 11€0,
IITO CMO U 3KeJleun na nocturuemo. Jlakie, nocMarpaHa jeJHAUYNHA UMa
jEeIMHCTBEHO PEIIeHe aKO Y CAMO aKO je a UpaluoHaJaH Opoj.

5. Heka je r Tpaskemm mnoaynpedruk. O3HAUMMO KpY/KHUILY W3
nocraBke ¢ mosynpednukoM 11 ca ki (C € k1), u Hera je HeH LeH-
Trap Tauka O1; APYTY KPY:KHULY O3HauuMO ca ko (D € ko) u Heka je
weln mnearap tauka 0. Osmaummo jomr LAOC = 2a u LAO;D = 243.
Tana Bazku LACD = a u LADC = 3. I3 cunycHe TeopeMe IpuUMemheHe
na NACD nobujamo % = S‘;‘TD(X = 2r, a u3 jemnarokpaxux NAO;C n
ANAOsD mmamo AC = 2rysina u AD = 2rysin 3. M3 csera Tora moGu- Om 2015 45 5
jamo

, AC AD  2risina-2rysin 3
~ 2sinf 2sina 4 sin Bsin o

=Tire,

Tj. r = \/r1ra.



