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Prvi razred – A kategorija

Op 2015 1A 1

1. Oznaqimo sa p, q, r, s, t, u i v kardinalnosti odgovaraju�ih delova Venovog
dijagrama kao na slici. Tada imamo |A4C| = p + q + u + v, |B4C| = q + r + s + v i
|A4B| = p+ s+ r + u. Dakle, jednakost iz postavke prevodi se na

p+ 2q + r + s+ u+ 2v = p+ s+ r + u,

xto se svodi na 2q+2v = 0, a odavde dobijamo q = v = 0. No, q = 0 daje upravo A∩B ⊆ C,
a v = 0 daje C ⊆ A ∪B, xto je i trebalo dokazati.

2. Obojimo prvih 2015 stolica proizvoǉno. U taqno jednom od dva mogu�a bojeǌa
preostale stolice broj posmatranih parova bi�e paran. Zato je tra�eni broj 22015.

3. Ako je taqka A3 sredixte du�i A1A2, lako se vidi da je ona istovremeno sredixte
stranice BC. Stoga se u 4ABC ǌegovo te�ixte T nalazi na du�i AA3, pa ako su K i
L preseci AA3 sa du�ima MQ i NP , dovoǉno je dokazati da se T nalazi izme�u K i
L (poxto je qetvorougao MNPQ oqito konveksan). Oznaqimo

−−→
AB = −→x i

−→
AC = −→y . Kako

se taqka K nalazi na du�i B1C1, va�i

−−→
AK = m

−−→
AC1 + (1−m)

−−→
AB1 =

2015m
3015

−→x +
2015(1−m)

3031
−→y

za neko m ∈ (0, 1). S druge strane, poxto je vektor
−−→
AK kolinearan sa

−−→
AA3, va�i

−−→
AK = q

−−→
AA3 =

q

2
−−→
AB +

q

2
−→
AC =

q

2
−→x +

q

2
−→y

za neko q ∈ (0, 1). Izjednaqavaǌem −→x i −→y komponente dobijamo sistem 2015m
3015 = q

2 i 2015(1−m)
3031 = q

2 , odakle dobijamo
q = 4030

6046 , to jest
−−→
AK =

4030
6046

−−→
AA3.
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Sliqno, za
−→
AL imamo

−→
AL = n

−−→
AC2 + (1− n)

−−→
AB2 =

2015n
3014

−→x +
2015(1− n)

3030
−→y

za neko n ∈ (0, 1), a tako�e i
−→
AL = p

−−→
AA3 =

p

2
−→x +

p

2
−→y

za neko p ∈ (0, 1), pa dobijemo sistem 2015n
3014 = p

2 i 2015(1−n)
3030 = p

2 ,
odakle sledi p = 4030

6044 , to jest

−→
AL =

4030
6044

−−→
AA3.

Najzad, iz jednakosti
−→
AT = 2

3

−−→
AA3 i nejednakosti 4030

6046 <
2
3 = 4030

6045 <
4030
6044 sledi da je T izme�u K i L, pa samim tim i unutar qetvoro-
ugla MNPQ.

4. Pretpostavimo prvo a1 > 5. To znaqi da u posmatranom nizu
ne mo�emo imati tri uzastopna qlana koja se razlikuju za po 2
(tj. k, k+ 2, k+ 4) i isto za 4 (tj. k, k+ 4, k+ 8), jer je jedan od ta
tri broja deǉiv sa 3, a kako su svi qlanovi niza ve�i od 3, on ne
bi mogao biti prost. Zato, ako je slede�i qlan niza za 2 ve�i od
prethodnog, onda qlan nakon ǌega mora biti ve�i za 4 i obratno.

Dakle, imamo dva sluqaja: u prvom sluqaju posmatrani niz poqiǌe brojevima a1, a1 +2, a1 +6, a1 +8, a1 +12, a1 +14 . . . ,
a u drugom sluqaju poqiǌe brojevima a1, a1 + 4, a1 + 6, a1 + 10, a1 + 12, a1 + 16, a1 + 18 . . . . U prvom sluqaju qlanovi
a1, a1 + 2, a1 + 6, a1 + 8, a1 + 14 daju me�usobno razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 5, a kako su svi ve�i od 5, me�u ǌima
bar jedan nije prost; u drugom sluqaju qlanovi a1, a1 + 4, a1 + 6, a1 + 12, a1 + 18 daju me�usobno razliqite ostatke pri
deǉeǌu sa 5, pa ponovo bar jedan me�u ǌima nije prost. Prema tome, u prvom sluqaju niz mo�e imati najvixe 5, a u
drugom najvixe 6 elemenata.
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Ostaje jox da ispitamo sluqaj a1 6 5. Tada imamo a1 = 3 ili a1 = 5.
Ukoliko va�i a1 = 5, dodavaǌem broja 3 na poqetak niza postavǉeni
uslovi se ne remete a niz se produ�ava za jedan element; dakle, dovoǉno
je razmatrati sluqaj a1 = 3. Tada va�i a2 = 5 ili a2 = 7. Ukoliko bi
va�ilo a2 = 7, dodavaǌem broja 5 na drugo mesto u nizu dobijamo du�i
niz; dakle, dovoǉno je razmatrati sluqaj a2 = 5. Sada se ispostavǉa da
se naredni qlanovi niza mogu jednoznaqno odrediti na osnovu uslova iz
postavke, te dobijamo niz 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, pri qemu slede�i qlan
vixe ne mo�emo odabrati prema postavǉenom pravilu. Na osnovu izve-
denih zakǉuqaka prime�ujemo da je ovaj niz ujedno i maksimalne mogu�e
du�ine, pa tra�ena maksimalna du�ina iznosi 8.

5. Neka se dijagonale AC i BD seku u taqki X pod uglom od 60◦.
Primetimo da ne mo�e va�iti ]BXC = 60◦. Zaista, tada bismo imali
120◦ = ]XBC + ]XCB = (90◦ − 1

2]BCD) + (90◦ − 1
2]ABC), pa sledi ]ABC + ]BCD = 120◦, xto je u kontradikciji sa

]XBC + ]XCB = 120◦. Prema tome, ]BXC = 120◦. Sada imamo (90◦ − 1
2]BCD) + (90◦ − 1

2]ABC) = 60◦, tj. ]ABC +
]BCD = 240◦. Ako je E′ taqka takva da je 4ABE′ jednakostraniqan, onda imamo BE′ ‖ CD i BE′ ∼= CD, pa je BCDE′

paralelogram i AE′ = DE′ = BC. Ukoliko va�i E′ ≡ E, odmah dobijamo DE ‖ BC; ukoliko va�i E′ 6≡ E, tada je
AE′DE paralelogram, pa sledi AE ‖ DE′ ‖ BC, xto opet zavrxava dokaz.

Drugi razred – A kategorija

Op 2015 2A 1

1. Neka je uoqena taqka O u unutraxǌosti qetvorougla ABCD kao u postavci. Tada
je bar jedan od ]AOB, ]BOC, ]COD ili ]DOA prav ili tup. Bez umaǌeǌa opxtosti,
uzmimo ]AOB > 90◦. Oznaqimo du�ine OA = x, OB = y, AB = a. Pretpostavimo
suprotno: nijedna od du�i OA, OB, OC, OD nije du�ine maǌe od 15; specijalno,
x > 15 i y > 15. Sada imamo niz nejednakosti

400 > a2 > x2 + y2 > 152 + 152 = 450,

qime smo dobili kontradikciju koja zavrxava dokaz.

2. A ima pobedniqku strategiju za sve neparne n. U prvom potezu on odabira sre-
dixǌe poǉe, a u svakom slede�em potezu upisuje X u poǉe centralnosimetriqno poǉu
koje je neposredno pre toga odabrao igraq B (na taj naqin, ukoliko B mo�e da odigra potez prema pravilima igre,
to �e mo�i i igraq A posle ǌega). Sliqno, B ima pobedniqku strategiju za sve parne n, tako xto na svaki potez
igraqa A igraq B odgovara odabirom poǉa centralnosimetriqnog poǉu koje je igraq A upravo odabrao (centralnu
simetriju posmatramo u odnosu na sredinu table).

3. Jasno je da va�i x > y, pa napiximo postavǉenu jednaqinu u obliku 2y(2x−y − 1) = 25z32z7z. Poxto je 2x−y − 1
neparan broj, mora va�iti y = 5z. Zamenom x − 5z = n ∈ N dobijamo jednaqinu 2n − 1 = 63z. Ako bi z bilo parno,
tada bi sledilo 63z + 1 ≡ 2 (mod 4), tj. 2n = 2, xto povlaqi n = 1 i onda z = 0, xto nije u skupu prirodnih brojeva.
Prema tome, z je neparno, pa mo�emo rastaviti 2n = 63z + 1 = (63 + 1)(63z−1 − 63z−2 + ... + 1). Me�utim, kako je broj
63z−1−63z−2 + ...+1 neparan a pritom deli 2n, ovo je mogu�e samo ukoliko je taj broj jednak 1, a xto je ispuǌeno samo
za z = 1. Odatle dobijamo n = 6, na osnovu qega nalazimo jedino rexeǌe postavǉene jednaqine: (x, y, z) = (11, 5, 1).

4. Po nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine imamo

1 + a = 1 +
a

2
+
a

2
> 3 3

√
a2

4
,

a+ b = a+
b

2
+
b

2
> 3 3

√
ab2

4
i

8 + b = b+ 4 + 4 > 3 3
√

16b.

Mno�eǌem dobijamo (1 + a)(a + b)(b + 8) > 27ab. Dakle, jednakost iz postavke va�i samo kada u sve tri primene
nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine va�i jednakost, a xto daje jedino rexeǌe (a, b) = (2, 4).
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5. Oznaqimo sa I centar kru�nice upisane u 4ABC. Doka�imo najpre da
va�i ]AMB = 90◦: zaista, ]IMD = ]MAE + ]MEA = α

2 + (90◦ + γ
2 ) = 180◦ − β

2 =
180◦ − ]DBI, pa je qetvorougao IMDB tetivan i ]IMB = ]IDB = 90◦. Sliqno
imamo ]ANC = 90◦. Qetvorouglovi AMKB i AKNC su sada tetivni, pa sledi
]KMN = ]KBA = β = 2]AME = 2]DMN ; na isti naqin imamo ]KNM =
2]DNM , odakle sledi tvr�eǌe.

Tre�i razred – A kategorija

1. Datu jednaqinu mo�emo zapisati u obliku

p1 + 1
p1

· p2 + 1
p2

· · · pn + 1
pn

= q.

Da bi na levoj strani bio prirodan broj, svaki od prostih qinilaca p1, p2, . . . , pn
iz imenilaca mora deliti neki brojilac. Zatim, da bi nakon izvrxenih svih

takvih skra�ivaǌa na levoj strani ostao prost broj (tj. q), svi brojioci moraju biti prosti, osim jednog, koji
mora biti proizvod taqno dva prosta broja. Dakle, svi brojioci sem tog jednog (neka je taj pn + 1) moraju biti
jednaki 3 (jer je 3 jedini prost broj koji se mo�e dobiti uve�avaǌem nekog prostog broja za 1). Prema tome, imamo
p1 = p2 = · · · = pn−1 = 2. Jednaqina se svodi na 3n−1(pn+1)

2n−1pn
= q. Odatle dobijamo pn = 3 (nijedan drugi prost broj na

mestu pn ne bi se mogao skratiti ni sa qim iz brojioca). Primetimo jox da va�i n > 2 (jer u suprotnom broj na levoj
strani ne bi bio prirodan). Nakon skra�ivaǌa ostaje 3n−2·2

2n−2 = q. Za n > 4 leva strana nije prirodan broj. U sluqaju
n = 2 leva strana iznosi 2, pa time dobijamo rexeǌe (p1, p2, q) = (2, 3, 2), kao i ǌegovu permutaciju (p1, p2, q) = (3, 2, 2).
U sluqaju n = 3 leva strana iznosi 3, pa time dobijamo rexeǌe (p1, p2, p3, q) = (2, 2, 3, 2), kao i ǌegove permutacije
(p1, p2, p3, q) = (2, 3, 2, 2) i (p1, p2, p3, q) = (3, 2, 2, 2). Ukupno, dakle, posmatrana jednaqina ima pet rexeǌa.

2. Primetimo da u nekom nizu prirodnih brojeva svaka dva susedna elementa imaju parnu razliku ako i samo ako
su svi elementi iste parnosti. Stoga �emo posebno prebrojati nizove qiji su svi elementi parni a posebno nizove
qiji su svi elementi neparni. Kako u skupu {1, 2, . . . , n} parnih brojeva ima

⌊
n
2

⌋
, broj neopadaju�ih nizova du�ine k

qiji su svi elementi parni iznosi
(bn2 c+k−1

k

)
. Sliqno, nizova sa svim neparnim qlanovima ima

(bn+1
2 c+k−1
k

)
, pa tra�eni

ukupan broj nizova iznosi
(bn2 c+k−1

k

)
+
(bn+1

2 c+k−1
k

)
.

3. Za x = n imamo nx − xn = nn − nn = 0, pa m | nx − xn. Dakle, dovoǉno je na�i beskonaqno mnogo vrednosti
x takvih da va�i xn ≡ nn (mod m) i nx ≡ nn (mod m). Prva kongruencija je ispuǌena kad god va�i x = n + km za
proizvoǉno k ∈ Z. Druga kongruencija je ispuǌena kad god va�i x = n + lϕ(m) za proizvoǉno l ∈ N0: zaista, tada
imamo nx = nn+lϕ(m) = nn · (nϕ(m))l ≡ nn · 1l = nn (mod m). Dakle, za ma koje d ∈ N0, broj n+ dmϕ(m) ispuǌava tra�ene
uslove, qime je pokazano da ih ima beskonaqno mnogo.
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4. Oznaqimo kru�nicu iz postavke s polupreqnikom r1 sa k1

(C ∈ k1), i neka je ǌen centar taqka O1; drugu kru�nicu oz-
naqimo sa k2 (D ∈ k2) i neka je ǌen centar taqka O2. Oznaqimo jox
]AO1C = 2α i ]AO2D = 2β. Tada va�i ]ACD = α i ]ADC = β. Iz
sinusne teoreme primeǌene na 4ACD dobijamo AC

sin β = AD
sinα = 2r,

a iz jednakokrakih 4AO1C i 4AO2D imamo AC = 2r1 sinα i
AD = 2r2 sinβ. Iz svega toga dobijamo

r2
r1

=
AD

2 sin β

AC
2 sinα

=
AD

AC

sinα
sinβ

=
sin2 α

sin2 β
,

tj.
√

r2
r1

= sinα
sin β . Daǉe, neka su visine iz N na AC i AD, redom, h1 i

h2. Va�i h1 = CN sinα i h2 = DN sinβ. Posmatraju�i potenciju iz
taqke N dobijamo jednakost CN2 = NB ·NA = DN2, tj. CN = DN .
Sada lako izraqunavamo h1

h2
= sinα

sin β =
√

r2
r1
.

5. Po nejednakosti trougla imamo

3 = |z2015 + z2014 + |z|| 6 |z|2015 + |z|2014 + |z|.

Ako bi va�ilo |z| < 1, imali bismo |z|2015 < 1 i |z|2014 < 1, tj. |z|2015 + |z|2014 + |z| < 3, xto nije mogu�e. Dakle, |z| > 1.



Primenimo nejednakost trougla i na drugu jednakost. Va�i

3|z|2015 = |1 + z + |z|2014| 6 1 + |z|+ |z|2014.

Ako bi va�ilo |z| > 1, imali bismo |z|2015 > |z| i |z|2015 > |z|2014, tj. 3|z|2015 > |z|2014 + |z|+ 1, xto nije mogu�e. Dakle,
iz prethodnog i ovog zakǉuqka dobijamo |z| = 1.

Primetimo da su za |z| = 1 leva i desna strana obe primeǌene nejednakosti me�usobno jednake, tj. dosti�e se
sluqaj jednakosti. Kako je |z| pozitivan realan broj, u prvoj nejednakosti trougla jednakost se mo�e dosti�i samo
ukoliko su i z2015 i z2014 pozitivni realni brojevi. No, tada je i z2015

z2014 pozitivan realan broj, tj. z je pozitivan
realan broj, pa sada iz |z| = 1 sledi da je jedino rexeǌe z = 1.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Prvo rexeǌe. Va�i

S = a3 + ab2 + b2 + b− 2a2b− a2 = a3 − a2b− a2 − a2b+ ab2 + ab− ab+ b2 + b = (a2 − ab− b)(a− b− 1).

Treba dokazati S > 0. Iz a > b i a, b ∈ N sledi a− b− 1 > 0 i a2−ab− b = a(a− b)− b > a− b > 0, qime je zadatak rexen.

Drugo rexeǌe. Zapiximo a = b+ k (k ∈ N). Uvrxtavaǌem ovoga u postavǉenu nejednakost i sre�ivaǌem dobijenih
izraza ustanovǉavamo da preostaje jox dokazati nejednakost k3 + bk2 + b − k2 − 2bk > 0. Ona sledi iz nejednakosti
k3 − k2 = k2(k − 1) > 0 i bk2 − 2bk + b = b(k − 1)2 > 0, qime je zadatak rexen.
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2. Doka�imo najpre slede�u lemu.
Lema. Neka je dat 4PQR i taqke R1, P1 i Q1 na strani-

cama PQ, QR i PR, redom, takve da se prave PP1, QQ1 i RR1

seku u taqki X. Tada va�i PX
XP1

= PR1
R1Q

+ PQ1
Q1R

.
Dokaz. Primenom Menelajeve teoreme na 4PQP1 i pravu

RR1 dobijamo P1R
RQ = XP1

PX ·
PR1
R1Q

, a primenom na 4PRP1 i pravu

QQ1 dobijamo
P1Q
RQ = XP1

PX ·
PQ1
Q1R

. Sabiraǌem ove dve jednakosti,
korix�eǌem qiǌenice P1R+P1Q = RQ i sre�ivaǌem dokazu-
jemo lemu.

Sada uzastopnim primeǌivaǌem ove leme na 4ABCn za
n = 0, 1, 2 . . . indukcijom direktno pokazujemo ADn

DnCn
= x + ny;

odatle imamo AD2015
D2015C2015

= x+ 2015y.

3. Oznaqimo sa Sn skup nizova du�ine n qiji su elementi iz skupa {1, 2, 3} i koji nemaju dve uzastopne jedinice.
Ako dva razliqita niza iz Sn poqiǌu dvojkom, jasno je da preostalih n− 1 elemenata tih nizova qine dva razliqita
niza iz Sn−1. Obratno, ako uzmemo dva razliqita niza iz Sn−1 i dodamo im dvojku na poqetak, dobijamo dva razliqita
niza iz Sn koji poqiǌu dvojkom. Prema tome, nizova iz Sn koji poqiǌu dvojkom ima |Sn−1|. Na sliqan naqin dobijamo
i da nizova iz Sn koji poqiǌu trojkom ima |Sn−1|.

Ako niz iz Sn poqiǌe jedinicom, drugi element niza mora biti dvojka ili trojka. Sliqnim zakǉuqivaǌem kao
u prethodnim sluqajevima konstatujemo da nizova iz Sn koji poqiǌu jedinicom ima 2|Sn−2|. Prema tome, dobijamo
|Sn| = 2(|Sn−1|+ |Sn−2|). Sada poqev od |S1| = 3 i |S2| = 8 direktno izraqunavamo |S8| = 3344.

4. Ako va�i f ≡ 0, tvr�eǌe je trivijalno. Pretpostavimo sada f 6≡ 0, tj. f(a) 6= 0 za neko a. Primetimo da iz
f(x1) = f(x2) sledi x1f(a) = f(af(x1)) = f(af(x2)) = x2f(a), tj. x1 = x2; dakle, funkcija f je injektivna. Daǉe imamo
f(f(x)) = f(1 · f(x)) = xf(1); odavde za x = 1 dobijamo f(f(1)) = f(1), pa zbog injektivnosti sledi f(1) = 1 i onda
f(f(x)) = x. Sada imamo f(xy) = f(yf(f(x))) = f(x)f(y), pa odatle f(−1)2 = f((−1)2) = 1, ali zbog f(−1) 6= f(1) = 1 mora
biti f(−1) = −1. Najzad, f(−x) = f(−1)f(x) = −f(x), qime je zadatak rexen.

5. Definiximo niz (an)∞n=1 rekurzivno na slede�i naqin: a1 = 2 i, za n > 2,

an =

 (n+ 1)an−1, ako je n+ 1 prost broj;

nan−1, inaqe.

Tvrdimo da za sve n ∈ N va�i ϕ(an) = n!. Dokaz sprovodimo indukcijom. Za n = 1 i n = 2 tvr�eǌe oqigledno va�i
(ϕ(a1) = ϕ(2) = 1 = 1! i ϕ(a2) = ϕ(6) = 2 = 2!). Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve brojeve maǌe od datog n, n > 3.
Ako je n prost broj, tada imamo an = nan−1 = n2an−2, pri qemu prost broj n ne deli an−2 (zaista, iz definicije
posmatranog niza oqito je da se prost faktor n prvi put pojavǉuje tek u an−1); odatle, preko ϕ(n2) = n(n−1) (jer je n
prost broj) i ϕ(an−2) = (n−2)! (po induktivnoj hipotezi), imamo ϕ(an) = ϕ(n2)ϕ(an−2) = n!. Neka je sada n slo�en broj.
Ukoliko je n+1 prost broj, jox lakxe nego malopre dobijamo ϕ(an) = ϕ((n+1)an−1) = ϕ(n+1)ϕ(an−1) = n · (n−1)! = n!.



Preostao je sluqaj kada je i n + 1 slo�en broj. Neka je n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k prosta faktorizacija broja n. Primetimo

da svaki od ovih faktora pi deli an−1 (ovo sledi iz pi | api−1 i au | av za sve u 6 v). Prema tome, mo�emo zapisati
an = nan−1 = pβ1

1 pβ2
2 · · · p

βk
k q

γ1
1 qγ22 · · · q

γl
l , gde za sve i, 1 6 i 6 k, va�i βi > αi + 1, a sa q1, q2, . . . , ql oznaqeni su prosti

faktori koji dele an−1 ali ne dele n. Najzad izraqunavamo:

ϕ(an) = ϕ(pβ1
1 pβ2

2 · · · p
βk
k q

γ1
1 qγ22 · · · q

γl
l )

= pβ1−1
1 (p1 − 1)pβ2−1

2 (p2 − 1) · · · pβk−1
k (pk − 1)qγ1−1

1 (q1 − 1)qγ2−1
2 (q2 − 1) · · · qγl−1

l (ql − 1)

= npβ1−α1−1
1 (p1 − 1)pβ2−α2−1

2 (p2 − 1) · · · pβk−αk−1
k (pk − 1)qγ1−1

1 (q1 − 1)qγ2−1
2 (q2 − 1) · · · qγl−1

l (ql − 1)

= nϕ(pβ1−α1
1 pβ2−α2

2 · · · pβk−αkk qγ11 qγ22 · · · q
γl
l ) = nϕ(an−1) = n · (n− 1)! = n!,

qime je dokaz zavrxen.

Prvi razred – B kategorija

1. Neka je U neki skup takav da su A, B i C ǌegovi podskupovi (na primer, U = A∪B∪C). Sa A, B i C oznaqava�emo
komplement skupova A, B i C u odnosu na skup U (tj. A = U \A i sliqno za B i C). Sada imamo:

(A \ (B \ C)) \ (B \ (C \A)) = (A \ (B ∩ C)) \ (B \ (C ∩A)) = (A ∩ (B ∩ C)) \ (B ∩ (C ∩A)) = (A ∩ (B ∩ C)) ∩ (B ∩ (C ∩A))

= (A ∩ (B ∪ C)) ∩ (B ∪ (C ∩A)) = (A ∩ (B ∪ C) ∩B) ∪ (A ∩ (B ∪ C) ∩ C ∩A)

= (A ∩B) ∪ (∅ ∩ (B ∪ C) ∩ C) = (A ∩B) ∪∅ = A ∩B = A \B.

Dakle, poxto va�i B ∩ C ⊆ B, dobijamo A \ (B ∩ C) ⊇ A \B, tj.

A \ (B ∩ C) ⊇ (A \ (B \ C)) \ (B \ (C \A)).
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2. Za 4ABP i 4BCQ va�i AB ∼= BC, ]APB = ]BQC = 90◦ i ]BAP = 90◦ − ]ABP =
]CBQ, pa dobijamo 4ABP ∼= 4BCQ; odatle sledi BP ∼= CQ. Sada za 4BCP i 4CDQ va�i
BC ∼= CD, BP ∼= CQ i ]CBP = 90◦−]BCQ = ]DCQ, pa dobijamo 4BCP ∼= 4CDQ. Iz ovoga
sledi CP ∼= DQ, xto je i trebalo dokazati.

3. Primetimo da va�i

ababab = ab0000 + ab00 + ab = ab · 10000 + ab · 100 + ab = ab · 10101.

Iz 10101 = 91 · 111 sledi da je broj ababab deǉiv sa 111. S druge strane, 107 je prost broj
koji ne deli ni 10101, ni ab (zbog ab < 107), pa 107 ne deli ni ababab.

4. Za sve (x, y) ∈ A × A va�i (x, y) ρ (x, y), jer imamo (x2 − x2)(y − y) = 0 i 3 | 0. Dakle,
relacija ρ jeste refleksivna. Daǉe, za sve (x, y), (z, t) ∈ A×A va�i

(x2 − z2)(y − t) = (−(z2 − x2))(−(t− y)) = (z2 − x2)(t− y),

odakle lako vidimo da va�i (x, y) ρ (z, t) ako i samo ako va�i (z, t) ρ (x, y), pa dobijamo da relacija ρ jeste simetriqna.
Najzad, relacija ρ nije tranzitivna: na primer, va�i (1, 2) ρ (3, 2) (jer 3 | (12 − 32)(2 − 2) = 0) i (3, 2) ρ (3, 3) (jer
3 | (32 − 32)(2 − 3) = 0), ali (1, 2) nije u relaciji ρ sa (3, 3) (jer 3 - (12 − 32)(22 − 32) = 40). Kako ova relacija nije
tranzitivna, ona nije relacija ekvivalencije.

5. Razlikujemo 2 sluqaja. Ako su prva i posledǌa kuglica u nizu plave, od preostalih 2016 pozicija u nizu
treba odabrati 3 na kojima �emo rasporediti bele kuglice (dok na ostalim pozicijama raspore�ujemo plave), xto je
mogu�e na

(
2016

3

)
= 2016!

3!·2013! = 2016·2015·2014
3! = 336 · 2015 · 2014 naqina. U drugom sluqaju, ako su prva i posledǌa kuglica u

nizu bele, na preostalih 2016 mesta imamo taqno jox jednu belu kuglicu, a ǌu je mogu�e rasporediti na 2016 naqina.
Dakle, rexeǌe zadatka je

336 · 2015 · 2014 + 2016.



Drugi razred – B kategorija

1. Ako va�i p2 + q3 = x2, tj. q3 = x2 − p2 = (x − p)(x + p), onda zbog x − p < x + p sledi (x − p, x + p) = (1, q3) ili
(x− p, x+ p) = (q, q2). U prvom sluqaju dobijamo 2p = q3 − 1 = (q − 1)(q2 + q + 1), a jedina dva naqina da se leva strana
prika�e kao proizvod dva qinioca su 1 · 2p i 2 · p, xto vodi do q− 1 ∈ {1, 2}, tj. q ∈ {2, 3}; za q = 2 imamo 2p = 23− 1 = 7,
xto je nemogu�e, a za q = 3 imamo 2p = 33 − 1 = 26, odakle dobijamo rexeǌe (p, q) = (13, 3). U drugom sluqaju dobijamo
2p = q2− q = (q− 1)q, te opet sledi q = 2 ili q = 3, i ponovo otpada mogu�nost q = 2, dok za q = 3 dobijamo 2p = 32− 3,
pa dobijamo rexeǌe (p, q) = (3, 3). Dakle, imamo dva rexeǌa: (p, q) ∈ {(13, 3), (3, 3)}.

2. Iz Vijetovih formula za poqetnu jednaqinu va�i x1 + x2 = −1 i x1x2 = 2015
12 . Sastavi�emo kvadratnu jednaqinu

y2 + py + q = 0 qija rexeǌa zadovoǉavaju y1 = 2x1+1
x1−2 i y2 = 2x2+1

x2−2 . Iz Vijetovih formula za ovu jednaqinu ima�emo

−p = y1 + y2 = 2x1+1
x1−2 + 2x2+1

x2−2 = 4x1x2−3(x1+x2)−4
x1x2−2(x1+x2)+4 = 4· 201512 −3·(−1)−4

2015
12 −2·(−1)+4

= 8048
2087 , tj. p = − 8048

2087 , i q = y1y2 = 2x1+1
x1−2 ·

2x2+1
x2−2 =

4x1x2+2(x1+x2)+1
x1x2−2(x1+x2)+4 = 4· 201512 +2·(−1)+1

2015
12 −2·(−1)+4

= 8048
2087 . Dakle, tra�ena kvadratna jednaqina (jedna od vixe mogu�ih) glasi:

y2 − 8048
2087

y +
8048
2087

= 0.

3. Pera �e iz korpe na kojoj pixe Rajko izvu�i samo jednu vo�ku. Ta korpa je ili �or�eva (u ǌoj su tada 2 kruxke
i 3 jabuke) ili Perina (u ǌoj su tada 3 breskve). Ako je Pera izvukao kruxku ili jabuku, jasno je da je ta korpa
�or�eva; tada korpa na kojoj pixe Pera pripada Rajku, a korpa na kojoj pixe �or�e pripada Peri. Ako je Pera
izvukao breskvu, ta korpa je ǌegova, pa je korpa na kojoj pixe Pera u stvari �or�eva, a korpa na kojoj pixe �or�e
pripada Rajku.

4. Iz jednakosti date u postavci dobijamo:

0 = a3 + b3 + c3 − a2b− ab2 + b2c+ bc2 − a2c− ac2 = a(a2 − b2 − c2) + b(b2 − a2 + c2) + c(c2 + b2 − a2) = (a− b− c)(a2 − b2 − c2).

Kako su a, b i c stranice trougla, va�i a − b − c < 0. Odatle, da bi gorǌa jednakost bila ispuǌena, mora va�iti
a2 − b2 − c2 = 0, tj. a2 = b2 + c2, a ovo upravo znaqi da je 4ABC pravougli sa hipotenuzom a.
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5. Obele�imo uglove u 4ABC sa α, β i γ. Razmotrimo prvo sluqaj kada se taqke
A1 i C nalaze sa iste strane prave AB. U tom sluqaju va�i α + β < 90◦, tj. γ je tup
ugao.

Taqke C, A1 i C1 su kolinearne ako i samo je prava A1C normalna na pravu AB, tj.
ako i samo ako va�i ]ACA1−]CAB = 90◦, xto se svodi na 90◦ = (α+ β) + (α+ β)−α =
α+ 2β.

Prava AB, simetrala du�i BC i normala na pravu AC u taqki C seku u jednoj
taqki ako i samo ako je trougao koji obrazuju prava AB, prava BC i normala na pravu
AC u taqki C jednakokraki s osnovicom BC. Ovo va�i ako i samo ako va�i γ−90◦ = β,
tj. 180◦ = α + β + γ = α + β + β + 90◦, xto se svodi na 90◦ = α + 2β. Kako je isti ovaj
potreban i dovoǉan uslov dobijen i u prethodnom pasusu, time je zadatak rexen u
sluqaju kada se taqke A1 i C nalaze sa iste strane prave AB.

Sluqaj kada se taqke A1 i C nalaze sa raznih strana prave AB rexava se na sliqan
naqin.

Tre�i razred – B kategorija

1. Prvo rexeǌe. Neka je taqka (x0, y0) zajedniqka za posmatrane grafike, gde va�i x0, y0 > 0. Tada imamo y0 = ax0+b,
y0 = bx0 + c i y0 = cx0 + a. U sluqaju da va�i a = b, iz ax0 + b = y0 = bx0 + c dobijamo b = c, tj. a = b = c, xto je i
trebalo dokazati. Pretpostavimo sada a 6= b. Razmotrimo najpre sluqaj a < b. Tada iz ax0 < bx0 i ax0 + b = y0 = bx0 + c
dobijamo b > c, a potom iz bx0 > cx0 i bx0 + c = y0 = cx0 + a dobijamo c < a, tj. sve zajedno c < a < b, no sada iz
y0 = cx0 + a < ax0 + b = y0 imamo kontradikciju. Najzad, ako je ispuǌeno a > b, tada ponovo imamo kontradikciju na
potpuno analogan naqin, qime je zadatak rexen.

Drugo rexeǌe. Iz jednakosti ax0 + b = bx0 + c, bx0 + c = cx0 + a i cx0 + a = ax0 + b dobijamo (a − b)x0 = c − b,
(c− b)x0 = c− a i (c− a)x0 = b− a, a odavde daǉe sledi b− a = (c− a)x0 = (c− b)x2

0 = (a− b)x3
0, xto se mo�e zapisati i

kao (a− b)(x3
0 + 1) = 0. Kako va�i x3

0 + 1 > 0, dobijamo a− b = 0, tj. a = b. Analogno se dokazuje i b = c.
(Za zainteresovane uqenike, napomenimo da se zadatak mo�e rexiti i bez uslova da taqka (x0, y0) pripada prvom

kvadrantu. Naime, gorǌe rexeǌe funkcionixe u svim sluqajevima osim u sluqaju x3
0 + 1 = 0, tj. x0 = −1, ali tada se

posmatrane jednakosti svode na y0 = −a+ b, y0 = −b+ c i y0 = −c+ a, a odavde opet lako sledi a = b = c.)



2. Zapiximo 2016 = abc, gde je a jednocifren, b dvocifren a c trocifren broj. Pretpostavimo a > 2. Tada imamo
bc 6 1008, no kako je najmaǌi dvocifren delilac broja 2016 broj 12, sledi bc > 12 · 100 = 1200, kontradikcija. Dakle
a = 1. Prona�imo prvih nekoliko dvocifrenih delilaca broja 2016: 12, 14, 16, 18, 21 . . . (oni se mogu dobiti iz proste
faktorizacije broja 2016: 2016 = 25 · 32 · 7). Za b = 12 imamo c = 168; za b = 14 imamo c = 144, za b = 16 imamo 126; za
b = 18 imamo c = 112. Time smo naxli zasad 4 tra�ena predstavǉaǌa. Za b > 21 imamo c 6 2016

21 = 96, tj. c nije vixe
trocifren broj. Dakle, tra�eni broj naqina iznosi 4.

3. Koriste�i formulu cos 2x = 1−2 sin2 x, naxa nejednaqina postaje − sin2 x+6 sinx−5 > 0. Uvo�eǌem smene t = sinx
i rexavaǌem po t dobijamo rexeǌe t ∈ (1, 5). No, kako imamo ograniqeǌe −1 6 sinx 6 1, jasno da ni za koje x ne
dobijamo sinx u tra�enom intervalu, pa poqetna nejednaqina nema rexeǌa.
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4. Dovoǉno je dokazati da su 4ACD i 4BCD pravougli sa hipotenuzom CD (zaista,
tada sfera s centrom u sredixtu du�i CD i preqnikom CD prolazi kroz taqke A i
B, xto je i trebalo dokazati). Kako je ivica AD normalna na ravan ABC, dobijamo
AD ⊥ AC, odakle je 4ACD zaista pravougli. Daǉe, ponovo iz ortogonalnosti du�i
AD na ravan ABC dobijamo i da su ravni ABD i ABC me�usobno normalne, xto uz
ortogonalnost ravni BCD i ABD (datu u postavci) vodi do zakǉuqka da je ivica BC
normalna na ravan ABD (ovo sledi jer se ravni ABC i BCD seku po pravoj BC). No,
odavde imamo BC ⊥ BD, pa je i 4BCD pravougli, qime je dokaz zavrxen.

5. Rastavimo n9 − n3 = n3(n3 − 1)(n3 + 1). Kubovi celih brojeva pri deǉeǌu sa
7 mogu davati slede�e ostatke: 03 = 0, (±1)3 = ±1, (±2)3 = ±8 ≡ ±1 (mod 7) ili
(±3)3 = ±27 ≡ ∓1 (mod 7), tj. 0, 1 ili −1, odakle sledi da je broj n3(n3 − 1)(n3 + 1)
uvek deǉiv sa 7. Sliqno utvr�ujemo da kubovi celih brojeva pri deǉeǌu sa 9 mogu davati samo ostatke 0, 1 ili
−1, odakle sledi da je broj n3(n3 − 1)(n3 + 1) uvek deǉiv sa 9. Dakle, da bi taj broj bio deǉiv sa 2016, dovoǉno je
ispitati kada je deǉiv sa 2016

7·9 , tj. sa 32.
Ako je n paran broj, tada su n3 − 1 i n3 + 1 neparni, pa je posmatrani broj deǉiv sa 32 ako i samo ako 32 | n3, a

xto je ispuǌeno ako i samo ako 4 | n. Ako je n neparan broj, tada su n3 − 1 i n3 + 1 parni, od qega je jedan deǉiv
sa 2 ali ne i sa 4, pa drugi onda mora biti deǉiv sa 16 (da bismo imali �eǉenu deǉivost sa 32), a rastavǉaǌem
n3 − 1 = (n − 1)(n2 + n + 1) i n3 + 1 = (n + 1)(n2 − n + 1) i uoqavaǌem da su n2 + n + 1 i n2 − n + 1 neparni brojevi,
dolazimo do uslova 16 | n − 1 ili 16 | n+ 1. Sve zajedno, posmatrani broj je deǉiv sa 32 ako i samo ako pri deǉeǌu
sa 16 daje neki od ostataka 0, 4, 8, 12, 1 ili −1. Odatle, na svakih 16 uzastopnih prirodnih brojeva imamo taqno 6
za koje va�i 32 | n9 − n3 (a time i 2016 | n9 − n3), pa brojeva tra�enih u postavci ima 2016

16 · 6 = 756.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Kvadrati celih brojeva pri deǉeǌu sa 8 mogu davati slede�e ostatke: 02 = 0, (±1)2 = 1, (±2)2 = 4, (±3)2 = 9 ≡ 1
(mod 8) ili 42 = 16 ≡ 0 (mod 8), tj. 0, 1 ili 4. Ako bi tra�eni brojevi postojali, iz a2 − 2015b2 − 8c ≡ a2 + b2 (mod 8)
i 14 ≡ 6 (mod 8) dobili bismo a2 + b2 ≡ 6 (mod 8), ali ovo nije mogu�e posti�i ukoliko a2 i b2 uzimaju vrednosti 0,
1 ili 4 (po modulu 8). Dakle, tra�eni brojevi ne postoje.

2. Obojimo prvih 2015 stolica proizvoǉno. U taqno jednom od dva mogu�a bojeǌa preostale stolice broj plavih
stolica bi�e paran. Zato je tra�eni broj 22015.

3. Primetimo prvo:

x

ctg x
− k

sin 2x
=

x
cos x
sin x

− k

sin 2x
=
x sinx
cosx

− k

sin 2x
=

2x sin2 x

2 sin cosx
− k

sin 2x
=

2x sin2 x− k
sin 2x

.

Kada x → π
2 , imenilac ovog razlomka te�i 0, a za k 6= π brojilac ne te�i 0, pa izraz tada ne mo�e imati konaqnu

graniqnu vrednost. Ostaje da proverimo sluqaj k = π. Ispuǌeni su uslovi za primenu Lopitalovog pravila, pa tada
imamo:

lim
x→π

2

2x sin2 x− π
sin 2x

= lim
x→π

2

2 sin2 x+ 4x sinx cosx
2 cos 2x

=
2 + 0
−2

= −1.

Dakle k = π je jedina vrednost parametra k za koju je ova graniqna vrednost konaqna.
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4. Oqito je leva strana > 1, a desna 6 1, pa da bi va�ila
jednakost, mora biti sin ax = 0 i cosx = 1. Odatle sledi ax =
mπ i x = 2kπ za neke m, k ∈ Z. Jedno rexeǌe je uvek x = 0. Da
ne bi postojalo nijedno drugo, ne sme va�iti jednakost m = 2ak
ni za koje cele brojeve m i k, k 6= 0. Ako bi parametar a bio
racionalan, broj 2ak �e biti ceo za neko k, pa tada posmatrana
jednaqina ima vixe rexeǌa. Ako je broj a iracionalan, tada je i
broj 2ak iracionalan za svaki ceo broj k 6= 0, pa ne mo�e biti ceo,
xto smo i �eleli da postignemo. Dakle, posmatrana jednaqina ima
jedinstveno rexeǌe ako i samo ako je a iracionalan broj.

5. Neka je r tra�eni polupreqnik. Oznaqimo kru�nicu iz
postavke s polupreqnikom r1 sa k1 (C ∈ k1), i neka je ǌen cen-
tar taqka O1; drugu kru�nicu oznaqimo sa k2 (D ∈ k2) i neka je
ǌen centar taqka O2. Oznaqimo jox ]AO1C = 2α i ]AO2D = 2β.
Tada va�i ]ACD = α i ]ADC = β. Iz sinusne teoreme primeǌene
na 4ACD dobijamo AC

sin β = AD
sinα = 2r, a iz jednakokrakih 4AO1C i

4AO2D imamo AC = 2r1 sinα i AD = 2r2 sinβ. Iz svega toga dobi-
jamo

r2 =
AC

2 sinβ
· AD

2 sinα
=

2r1 sinα · 2r2 sinβ
4 sinβ sinα

= r1r2,

tj. r =
√
r1r2.


