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57. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYKA OJINMMIINJA ITA

Xour Kour (Kuna) — nonenesak, 11. jyma 2016.

Y tpoyray BCF yrao y temeny B je mpaB. Hera je A Ttauka Ha npaBoj CF TakxBa
na je FA=FB, npu uemy je tauka F uameby ravaka A u C. Tauka D je takBa na
je DA=DC u npaBa AC nonoBu yrao DAB, a tauka E TakBa na je EA=ED u npaBa
AD nonosu yrao EAC. Hera je M cpemumre ny:xm CF, a X Tauyka TakBa Oa je
yerBopoyrao AMXE napasenorpam (AM | EX u AE || MX). IlokazaTu ma ce mpase
BD, FX u ME ceky y jeQHO] TauKu. (Geazuja)

Hahu cBe mpupomne OpojeBe n 3a Koje je Moryhe y cBako moJjbe Tabyuie n X n
ynucaTtu jemHo on cioBa I, M u O Tako ma cy 3aI0BOJbEHU cjaenenu ycaoBU:

* Yy CBAKOj BPCTU U CBAKOj KOJIOHU, jeqHa TpehuHa ynucanux cjoBa cy I, tpehuna
cy M u tpehuna cy O;

* y CBAKOj OUjaroHaJM y KOjoj je OpOj ymuCaHWUX CJIOBa OEJbUB Ca TPU, jeTHY
tpehuny uwmue cnosa I, tpehuny uunae cioa M u tpehuny cimosa O.

Hanomena. Bpcrte m rojone tabaurie nx n cy o3Hadene OpojeBuMa om 1 mo n Ha
yobuuajen HaumH. Tama cBakoMm moJby OAroBapa map mpupomHux OpojeBa (I,j) ca
1<i,js<sn. 3a n>1, rabaumna uma 4n-2 Jdujaeonane nBa tuna. Jlujaronasa npsor
TUIIa CE€ CAaCTOjU OJ CBUX HoJba (I, ) 3a KOja je [+ j KOHCTAHTHO, JOK Ce OujaroHaja
IPYTOr TUIA CACTOjU O CBUX moJba (i,]) 3a kKoja je i— j koucrautuo. (Aycmpanuja)

ITaT je koHBekcaH MHOroyrao P = AjA,... Ay y paBau. Temena Aj, Ay, ..., Ax nmajy
eJqIOOpOjHE KOOpAMHATE M JIesKe Ha MCTOj Kpy:kHuiu. Heka je S moBpmwmHa MHOTO-
yraa P. Henapau npuponan 6poj n je TakaB ga cy KBaJIpaTU Ay:KUHA CBUX CTPaHUIA
MHOTOyraa P mpupomnuu OpojeBu nemuBu ca n. lokaszatu na je 28 nmeo Opoj memnuB
ca n. (Pycuja)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amatak Bpenu 7 60m0Ba



57. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYKA OJINMMIINJA ITA

Xour Kour (Kuna) — yropaxk, 12. jys 2016.

Ckyn npupoaux 6pojeBa 30BEMO MUPUCHUM aKO CAIDKU Oap IBa €JIeMEHTA U CBAKU
IHErOB €JIEMEHT MMa 33ajeHUYKN MPOCT MOeJujalil ca 0ap jegHUM O IPEOCTAJIUX.
Ozmaummo P(n) =n?+n+1. Koja je majuama moryha Bpemmoct mpupomsor 6poja b
3a KOjy MOCTOjU HEHEeTaTWBAH Ie0 OPOj 4 TakaB na je CKYI

{P(a+1),P(a+2),...,P(a+Db)}

Mupucan? (/Tyxcembype)

Ha Ttabnu je manucana jenHavmHa
x-Dx-2)---(x—-2016)=(x—1)(x—-2)---(x—2016),

ca o 2016 mumHeapHHMX (pakTOpa Ha CcBako] cTpaHu. Koja je majmama BpenHoct k
3a KOjy je moryhe obpucatu Ttayno k on oBa 4032 nuHeapHa ¢akTOpa TAKO Aa HA
CBaKO] CTpaHU OcTaHe DOap jemaH (GaxkToOp M Oa NPUTOM MOOUjeHA jenHAUNHA HEeMa
peaHuX pemema’ (Pycuja)

Y paBHHU je maTo n =2 Iy:KU TAKO Ja Ce CBaKe OBE MNyKW CEKY y YVHYTDPAaIlHOj TauyKu
1 HUKOje TPU Ce He CEeKy y MCTOj Tadyku. bypa Tpeba ma omabepe mo jemaH Kpaj
CBaKe OY:KU U y Hera IMOCTaBU :kabdy OKPEHyTy mpeMma Apyrom kpajy ay:xku. O he
OTOM IJbeCHYTU pykama n—1 myra. CBakm myT KaJ IJbeCHe, CBaka :kaba omaMax
CKaue Hampen y ciaenehy mpeceuyHy Tauyky Ha CBOjOj Oyku. sRabe HUKAI HE MEHmajy
cMep y KOMe CKauy. Dbypa keau na mocTaBm ;kabe TAKO Ha Ce HU y KOM TPEHYTKY
nBe kabe He HAal)y y MCTO] MPECceuHo] TauKH.

(a) Ako je n HemapHO, mokazaTu na Dypa yBek MOke na IMOCTUTHE CBOj IUJb.

(6) Aro je n mapHO, mOKa3aTH Ja Dhypa HUKaX He MOXKE Na MOCTUTHE IUJb.
(Yewra)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 muryTa
CBaku 3amatak Bpenu 7 60m0Ba



PEIITEILA

Osznaunmo <BAC = <CAD =<DAE =x. Rako je DA=DC u <ADC =180°—-2x =360°—
2<ABC, Tauka D je meHTap OIMCAHOT E D~ X
kpyra Tpoyraa ABC, na je DB = DA. )

Tauxka M je meHTap OIMCAHOT Kpyra Y
tpoyraa BCF. Ako Kpyr y IMOHOBO cedue
npaBy AB y tauku D', ougna je <<D'CA=
<D'BF = <DAC = x, na cy tauke D u D’
cumerpuune y onaocy Ha npaBy AC. Cunenu na je Devy.

36or <EDA = <DAC je ED || AC. Hera nmpaBa ED TOHOBO cede KPYyr Y Yy TadKu
X. Tagna je <XFC—-<DCF =<DAC, na je AFXD napanenorpam u onariae AF=DX.
Kaxro je Takohe FM = MX = AE = ED, cnenu na cy u yerBopoyriaosu DEFM u AMXE
nmapaJjejorpaMu, Tako na je X=X €y.

Hajzan, tauke B, E u F cy konuueapHe jep je <AFE =<AMD =2x=<BFC. Ilomto
je BD=AD =FX, yerBopoyrao BXDF je jeqHaAaKOKpPaKU Tpalle3 U HeroBe aAunjaroHasie
BD un FX cery ce Ha ocu cuMeTpuje, a TO je mpaBa ME.

Zpyzo pewewe. Kao m y nmpsom pemewy, D je mearap onucanor kpyra AABC. Caenn
na je <ABD =90° - <<ACB =2x =180° — <AED, mto 3Hauu na taudke A,B,D,E nexe
Ha mCTOM KpyTy w. Tana Baxu <ABE = <ADE = <ABF, te cy tauke B, F u E
kosmaeapue. Ilpurom je <AFE =2x, na je EA=EF, onakne ciemu na je EFMX
jemnaxkokpaku Tpamne3. Jlakmne, tauke E,F,M,X nexe Ha HEKOM KpPyry 0.

Hame, momTo oOpTtHa xXomoTeTmja ca meHtpom A ciauka AADC y AAFB, Baxnu
AADF ~ AACB, na je <AFD = <ABC =90° +x, omakine je <<FDC =90°, tj. D je
Ha omucaHoM Kpyry Yy tpoyria BCF ca nenrpom M. Cana je <DBM =90°—-<DCB=
x=<DAM, na Mew. Taxkobe, uz3 <MXD =<AMD =2x cnemu na X€vy.

Camna cy BD, FX u ME paaukajgHe oce KPpyroea y, 0 U w, 1ia TBpheme ciaenu.

[Ipumep 3a n=9 je IpUKa3aH Ha CJIUIN. I 117MMMO O O
CrnarameM Tako IONYHCHUX KBaJApaTa y MMMOOOTITII
KBaJpaT cTpaHune 9k Moxke ce mOOUTH Oooo0orIl5 1 I MMM
npuMep 3a OUIJIO Koje n me/buBo ca 9. I 171 MMMO OO
[IpeTnocTaBUMO caa Oa je Tabiauma nxn MMMOOOTIII
IONyHeHa Ha TPayKeHW HAaUYWH. JacHO je ooo0or1 1 I MMM
na 3| n, tj. n=3k 3a keN. Cpehnum rr1rMmmMmMO OO
nomsuMa 30BEMO cBa nosma (i,j) ca I = MMMOOOTI I I

OO0OO0OI1 1 1MMM

j =2 (mod 3), a cpehnum aurujama cBe



BpCTe, KOJIOHE M AujaroHalie Koje canp:ke bap jemno cpehuo mosme. Csaka cpehna
nujaronaJja mMa Opoj mosa memuB ca 3. IIpebpojahemo ma mBa mauuna 6poj N
maposa (¢,c), roe je ¢ cpehua guHuja, a ¢ mMoJbe Ha HOj KOje caap:Ku caoBo M.

Csaka on 2k cpehrux BpcTa u KoJIOHA caap:ku 1o k caoBa M. Takobe, na cpehuum
oUjaroHajaMa CBaKOT THUIIA WUMa YKYIHO IO %(3 +6+9+---+n+---+6+3)=k? cioBa
M. TIpema Tome, N =4k?.

C mpyre cTpane, CBakKO O 3k%? cmoBa M Je:KM HA TAYHO jemHoj Mau Ha YeTUpU
cpehue nunuje, Tako ma je N =3k? (mod 3). [Ipema Towme, 3|4k2, na 3|k u 9|n.

Apyeo pewewe. IlpernocTaBuMO na je 3a HEKO n =3k TpaskeHO MOIyHmaBame MoTyhe.
3a i,j€{1,2,3} o3naunmMo ca a;; ykynan Opoj ciosa M y momuma (X,y) ca X=1i u
y=j (mod 3). Ilo ycnoBy 3amartka je

2

ay +ag+asz=az +ax;+axs=as +ax+az=k (1)
2

n a1 +ap +as) = ays+ dps+dss = k-, 2)

Cabupamenm jemmaxoctu (1) m omysmmamem jemaakoctu (2) mobumjamo 3az = k?,
omakiue je 3|k, tj. 9| n. IIpumep 3a 9| n ce mpaBu Ka0 1 y IPBOM DeEIIEHY.

[To IIuroBoj Teopemu 6poj 28 je meo. JacHo je ma je MOBOJLHO MOCMATPATHU CIIydaj
n=p’, roe je p>2 npoct 6poj u r=1.

Tepbeme 3a k=3 je jemmocraBno. 3amcta, ako ¢y va, Vb n /¢ crpanune Tpoyria
P u n|a,b,c, no XeporosoMm obpacmy je (4S)? =2ab+2bc+2ca— a’? - b?—c?, mro je
nemuBo ca n’, ma n|4S. 36or 2{n ciemu u n|28.

3a k=4 tBpbheme mokasyjemo MHIYKIUjOM. AKO MOCTOjU OUjaroHaJa YWju KBAIpPaT
Oy>KWHE je NeJbUB ca N, OHAa OHA JIeJIM MHOroyrao P Ha nBa Mama MHOTOYTJIA Ha KOje
MOMKe Ja Ce MPUMEHW WHIYKTUBHA MPETIOCTaBKA. J3aTO MPETIOCTABUMO 13 TaKBa
nujaroHaJia He nmoctoju. Kao m obuuno, ca vp(x) o3HAUaBaMO E€KCIOHEHT IPOCTOT
Opoja p y KaHOHCKO] (paxkTopum3anuju Opoja X.

Jema. 3a i=2,3,..., k-1 Bamu vp(A1A%,|) < vp(A1A7).

Zoxas. Cayuaj i =2 je TpuBmjajaH jep mo npernoctaBuu p' | AlAg u p”(AlAg.
Hexka je i =3 u Heka je AlAlz._1 =a, AlAlz. =b, AIAZZ.+1 =c, AiA%+1
u Ai_lAlz. = z. IltonomejeBa Teopema HaM naje v/ ax+./cz=+/by, WMTO KBaIpUu-
pameM 1mocTaje

=% Ai‘1A12’+1 =Yy

ax+cz—2vacxz=by.

Omasre je 2y/acxz nieo 6poj. Ilo nHAYKTUBHO] MPETIOCTABIIA BasKUA vp(x), vp(2) =
r>vp(y) mu s=vyb) <vp(a). llpernocraBumo na je vp(c) =s. Tanma cy Opojesn
ax, cz u 2y/acxz nemwusu ca p'*S. Mebyrum, p"’ St by, mro je memoryhe. O



Jlema mam onMax Iaje KOHTPAMUKIU]y: I'> Up(A1Af) > vp(A1 A7) > > vp(ALAT) =T

Hanomena 1. TBpbheme 3anaTra BaKky u 3a MapHO N. 3aumcrta, ako cy A;(x;,y;) TeMeHa

. A2
u2' | A2,

IIa ce MHOTOYT'ao MOKe XOMOTETHYHO IIPECIUKATH Ca Koe(uiujerToM 27|

OBO Ce JIaKO IpoBepaBa 3a I < 1, 0K 3a r = 2 BayKu 2lr/2l | Xit1—Xi, Vis1— Vi,
r/2]

Hanomena 2. Y pany B.B. BapdonomejeBa “Brnmcannbie MHOTOYTrOJILHUKUA U IOJIN-

voMmbl ['epona” [Mat.Sb.194(3)(2003)3-24.MR2004d:51014] moka3aHo je ma je 4S)? KOPEH
onpebenor monmusor mommuOMa Pg(x) = x4 + ;x4 +-- 4+ ¢4 unjn cy xKoedummjeHT™ C;
CUMETPUYHU MOJUHOMHU 10 KBaApaTuMa cTpaHuia MHoroyriaa P. Omasme ce 3amaTak
MOJK€ je THOCTABHO 3aBPIIATU: 3HAMO 14 pz” | ci, ma ako p° || x u s <2r, onga p2r+(d_1)s

e cBe MOHOMe y Pg(x) ocmM IpBOT, KOHTPAIUKIIN]A.

3a mouerak npuMmerumo na je P(n) memapuo 3a neN. Ilame, ako mpoct 6poj p >k
nenu P(n) u P(n+k), ouna p|P(n+k)—P(n)=k2n+k+1), na je 2n=-k—-1 (mod p)
u omatie 4P(n) = (k+1)?>-2(k+1)+4=k?*+3 (mod p), Tj. p|k?+3. IIpema ToMe:

(1°) (P(n),P(n+1)) =1;

(20) (P(n),P(n+2))€{1,7}, m npurom (P(n),P(n+2))=7< n=2 (mod 7);
(3°) (P(n),P(n+3))€{1,3}, u npurom (P(n),P(n+3)) =3 < n=0 (mod 3);
(4°) (P(n),P(n+4))€{1,19}, u npurom (P(n),P(n+4))=19< n=7 (mod 19).

[Ipumep MupucHor ckyna 3a b =6 MOxke na ce nmobuje ysmMmameM Opoja a Tako Oa
jea=2 (mod 3), a=6 (mod 7) u a=5 (mod 19) - mTo ce cBoam Ha a =62 (mod 399) -
jep Tana 3| P(a+1),P(a+4), 7| P(a+3),P(a+5) n 19| P(a+2),P(a+6).

[IpernocTaBuMO cama ma mOCTOju MUPHUCAH CKyl 3a b<5. Kako je P(a+2) y3ajaMHO
npocto ca P(a+1) u P(a+3), mopa outu b=4. Jlame, P(a+3) je y3ajaMHO TPOCTO
ca P(a+2) u P(a+4), na mopa outu (P(a+3),Pla+1))>1 (cnyqaj (P(a+3),P(a+5))>1
je amanoran). akme, a=1 (mod 7), anu tana (P(a+2),P(a+4))=1. 3aro P(a+2) u
P(a+4) mory ma mMajy 3ajeIHMYKMN IPOCT menuial camo ca P(a+5) u P(a+1) penow,
amu tana 3|a+1,a+2, mro je Hemoryhe.

[Tomro HUjenan GarkTOp He CMe Ja ce IOjaBu Ha 0Oe CTpaHe jeAHAYWHE, MOPaMO I3
obpumemo 6ap 2016 dakropa.

Ia 6ucmo nmokazasnu ga je 2016 moBossHO, OOpucahemo ca neBe cTpaHe gparTope X—k
ca k=2,3 (mod 4), a ca necue paxkrope x—![ ca [=1,4 (mod 4). Jobujamo jenHaunnHy

503 503
Ax)=B(x), rtmecy AX)=[]x-4i-1)(x—4i-4) un B =[]x-4i-2)(x-4i-3).
i=0 i=0

TBpouMmo na oBa jemqHaywHa HEMA PEAJHUX PENIEHnA.

e 3a x=1,2,...,2016 jemna cTpaHa ropme jeqHAUMHE je HYyJa, a ApYyra HHje.



e Ako je 2k—1<x<2k 3a mexko k=1,2,...,1008, ouna je A(x) <0< B(x).

e Hera je x<1 unm x>2016 unm 4k < x <4k+1 3a Hexko k=1,2,...,503. Tana Baxku
O<x—-4i-1D(x—-4i—-4)<(x—-4i-2)(x—-4i-3) 3ai=0,1,...503,
a MHOK€HeM OBUX HejemHakocTu mobuja ce 0< A(x) < B(x).

e Hera je 4k+2<x<4k+3 3a vHeko k=0,1,...,503. Tana Baxu

(x-1(x-2016) < (x-2)(x—-2015) <0 m
(x=4i)(x—-4i-1) > (x—4i+1)(x-4i-2) >0 3ai=1,2,...503,

a MHOKEHheM OBUX HejemHakocTu mobuja ce A(x) < B(x) <O0.

OsBuMm cy cBu ciayuajeBu ucnuranu. llakme, ogrosop je 2016.

Hanomena. Aro je A(x) # B(x) 3a cBe x€ R, nako ce Bumu na mamelhy cBake maBe HyJie
jemHor moiawHOMa mMMa mapaH O0poj Hymaa apyror. OBo HABOIUW HA KOHCTPYKIU)Y U3

. _ 167 . .
pemema. Moryhe cy u npyre konctpykuuje, nup. A(x) =[]0, (x—12i - 1)(x - 12i -
2)(x—=12i-3)(x—12i - 10)(x—12i —11)(x —12i —12).

[TocmaTpajMoO BeJIMKM KPYT KOJjU CAAPKU CBE MOy:KU U TPOMYKMMO OY:KM Ha 00e
cTpaHe mo mpeceka ca kpyrom. O3Haummo mpeceune Ttauke ca Aj, Az,...,A2n, ¥ cMepy
Ka3aJbke Ha cary. [lare mysku snexke Ha npaBuM A;Auii, 1<i<n.

(a) Toraskumo na Bypa moctuske CBOj UL AKO TOCTABU kabe y Tauke A, Az, As, ...,
Azp-1. IlocmaTpajmo wabe y Taukama A; m Aj, roe cy [ u j HenapHu u i< j<n+i
(urmercu cy mo momyay 2n). Heka je X
npecevHa Ttadyka Nyxku AjApi; 1 AjApyj.
Ha nyry AjA;+1Aj nma nenapan 6poj o3-
HAYEeHUX TadaKa, a CBaKa IOy ca jeln-
HUM KpajeM y OBUM TadykKaMa Ceue TavyHO
jemay on myxnm A; X m AjX. Cse ocraie
nyxu cexy mim obe nmyxm A; X m AjX,
niau uujenny. Crnemu na Ha ay:kuma A; X
u A; X yKyTIHO nMa HemapaH Opoj mpeceu-
HUX Tadaka, Te ce oBe mBe ;kabe mehe cymapuru.

(6) Ako je n mapuo, Here mBe Dypwune kabe he Outum y cycemHum Taykama Ha
Kpyry, penuMmo y A; u A;j;;. Heka ce myku ¢ KpajeBuMa y OBUM ABEMa TadyKaMa
cexky y Tauku X. Kako cBaka my:k Koja ceue jemny on aysxu A; X u Aj+1 X mopa cehm
u apyry, Ha ay:xkuMma A; X m A;1 X mMma jemHak Opoj mpeceuyHux Ttavdaka. lTako he ce
oBe nBe kabe cymaputu y Tadrua X.
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