
57. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Hong Kong (Kina) – ponedeǉak, 11. jul 2016.

U trouglu BC F ugao u temenu B je prav. Neka je A taqka na pravoj C F takva1.

da je F A = F B, pri qemu je taqka F izme�u taqaka A i C . Taqka D je takva da
je D A = DC i prava AC polovi ugao D AB, a taqka E takva da je E A = E D i prava
AD polovi ugao E AC . Neka je M sredixte duжi C F , a X taqka takva da je
qetvorougao AM X E paralelogram (AM ∥ E X i AE ∥ M X ). Dokazati da se prave
BD, F X i ME seku u jednoj taqki. (Belgija)

Na�i sve prirodne brojeve n za koje je mogu�e u svako poǉe tablice n ×n2.

upisati jedno od slova I, M i O tako da su zadovoǉeni slede�i uslovi:

• u svakoj vrsti i svakoj koloni, jedna tre�ina upisanih slova su I, tre�ina
su M i tre�ina su O;

• u svakoj dijagonali u kojoj je broj upisanih slova deǉiv sa tri, jednu
tre�inu qine slova I, tre�inu qine slova M i tre�inu slova O.

Napomena. Vrste i kolone tablice n ×n su oznaqene brojevima od 1 do n na
uobiqajen naqin. Tada svakom poǉu odgovara par prirodnih brojeva (i , j ) sa
1 É i , j É n. Za n > 1, tablica ima 4n −2 dijagonale dva tipa. Dijagonala prvog
tipa se sastoji od svih poǉa (i , j ) za koja je i + j konstantno, dok se dijagonala
drugog tipa sastoji od svih poǉa (i , j ) za koja je i − j konstantno. (Australija)

Dat je konveksan mnogougao P = A1 A2 . . . Ak u ravni. Temena A1, A2, . . . , Ak imaju3.

celobrojne koordinate i leжe na istoj kruжnici. Neka je S povrxina mnogo-
ugla P . Neparan prirodan broj n je takav da su kvadrati duжina svih stranica
mnogougla P prirodni brojevi deǉivi sa n. Dokazati da je 2S ceo broj deǉiv
sa n. (Rusija)
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57. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Hong Kong (Kina) – utorak, 12. jul 2016.

Skup prirodnih brojeva zovemo mirisnim ako sadrжi bar dva elementa i svaki4.

ǌegov element ima zajedniqki prost delilac sa bar jednim od preostalih.
Oznaqimo P (n) = n2 +n +1. Koja je najmaǌa mogu�a vrednost prirodnog broja b

za koju postoji nenegativan ceo broj a takav da je skup

{P (a+1),P (a+2), . . . ,P (a+b)}

mirisan? (Luksemburg)

Na tabli je napisana jednaqina5.

(x −1)(x −2) · · ·(x −2016)= (x −1)(x −2) · · ·(x −2016),

sa po 2016 linearnih faktora na svakoj strani. Koja je najmaǌa vrednost k

za koju je mogu�e obrisati taqno k od ova 4032 linearna faktora tako da na
svakoj strani ostane bar jedan faktor i da pritom dobijena jednaqina nema
realnih rexeǌa? (Rusija)

U ravni je dato n Ê 2 duжi tako da se svake dve duжi seku u unutraxǌoj taqki6.

i nikoje tri se ne seku u istoj taqki. �ura treba da odabere po jedan kraj
svake duжi i u ǌega postavi жabu okrenutu prema drugom kraju duжi. On �e
potom pǉesnuti rukama n −1 puta. Svaki put kad pǉesne, svaka жaba odmah
skaqe napred u slede�u preseqnu taqku na svojoj duжi. Жabe nikad ne meǌaju
smer u kome skaqu. �ura жeli da postavi жabe tako da se ni u kom trenutku
dve жabe ne na�u u istoj preseqnoj taqki.

(a) Ako je n neparno, dokazati da �ura uvek moжe da postigne svoj ciǉ.

(b) Ako je n parno, dokazati da �ura nikad ne moжe da postigne ciǉ.
(Qexka)
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REXEǋA

Oznaqimo ∢B AC =∢C AD =∢D AE = x. Kako je D A = DC i ∢ADC = 180◦−2x = 360◦−1.

2∢ABC , taqka D je centar opisanog
kruga trougla ABC , pa je DB = D A.

Taqka M je centar opisanog kruga γ

trougla BC F . Ako krug γ ponovo seqe
pravu AB u taqki D ′, onda je ∢D ′C A =
∢D ′BF = ∢D AC = x, pa su taqke D i D ′

A
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D

D ′

E

F M

X

simetriqne u odnosu na pravu AC . Sledi da je D ∈ γ.

Zbog ∢E D A = ∢D AC je E D ∥ AC . Neka prava E D ponovo seqe krug γ u taqki
X̄ . Tada je ∢X̄ FC −∢DC F =∢D AC , pa je AF X̄ D paralelogram i odatle AF = D X̄ .
Kako je tako�e F M = M X = AE = E D, sledi da su i qetvorouglovi DE F M i AM X̄ E

paralelogrami, tako da je X ≡ X̄ ∈ γ.

Najzad, taqke B, E i F su kolinearne jer je ∢AF E =∢AMD = 2x =∢BFC . Poxto
je BD = AD = F X , qetvorougao B X DF je jednakokraki trapez i ǌegove dijagonale
BD i F X seku se na osi simetrije, a to je prava ME .

Drugo rexeǌe. Kao i u prvom rexeǌu, D je centar opisanog kruga △ABC . Sledi
da je ∢ABD = 90◦−∢AC B = 2x = 180◦−∢AE D, xto znaqi da taqke A,B ,D,E leжe
na istom krugu ω. Tada vaжi ∢ABE = ∢ADE = ∢ABF , te su taqke B, F i E

kolinearne. Pritom je ∢AF E = 2x, pa je E A = E F , odakle sledi da je E F M X

jednakokraki trapez. Dakle, taqke E ,F, M , X leжe na nekom krugu δ.

Daǉe, poxto obrtna homotetija sa centrom A slika △ADC u △AF B, vaжi
△ADF ∼ △AC B, pa je ∢AF D = ∢ABC = 90◦ + x, odakle je ∢F DC = 90◦, tj. D je
na opisanom krugu γ trougla BC F sa centrom M. Sada je ∢DB M = 90◦−∢DC B =
x =∢D AM, pa M ∈ω. Tako�e, iz ∢M X D =∢AMD = 2x sledi da X ∈ γ.

Sada su BD, F X i ME radikalne ose krugova γ, δ i ω, pa tvr�eǌe sledi.

2. Primer za n = 9 je prikazan na slici.
Slagaǌem tako popuǌenih kvadrata u
kvadrat stranice 9k moжe se dobiti
primer za bilo koje n deǉivo sa 9.

Pretpostavimo sada da je tablica n×n

popuǌena na traжeni naqin. Jasno je
da 3 | n, tj. n = 3k za k ∈ N. Sre�nim
poǉima zovemo sva poǉa (i , j ) sa i ≡
j ≡ 2 (mod 3), a sre�nim linijama sve
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vrste, kolone i dijagonale koje sadrжe bar jedno sre�no poǉe. Svaka sre�na
dijagonala ima broj poǉa deǉiv sa 3. Prebroja�emo na dva naqina broj N

parova (ℓ,c), gde je ℓ sre�na linija, a c poǉe na ǌoj koje sadrжi slovo M.

Svaka od 2k sre�nih vrsta i kolona sadrжi po k slova M. Tako�e, na sre�nim
dijagonalama svakog tipa ima ukupno po 1

3
(3+6+9+ ·· ·+n + ·· ·+6+3) = k2 slova

M. Prema tome, N = 4k2.

S druge strane, svako od 3k2 slova M leжi na taqno jednoj ili na qetiri
sre�ne linije, tako da je N ≡ 3k2 (mod 3). Prema tome, 3 | 4k2, pa 3 | k i 9 |n.

Drugo rexeǌe. Pretpostavimo da je za neko n = 3k traжeno popuǌavaǌe mogu�e.
Za i , j ∈ {1,2,3} oznaqimo sa ai j ukupan broj slova M u poǉima (x, y) sa x ≡ i i
y ≡ j (mod 3). Po uslovu zadatka je

a11 +a22 +a33 = a21 +a22 +a23 = a31 +a22 +a13 = k2
(1)

i a11 +a21 +a31 = a13 +a23 +a33 = k2
. (2)

Sabiraǌem jednakosti (1) i oduzimaǌem jednakosti (2) dobijamo 3a22 = k2,
odakle je 3 | k, tj. 9 |n. Primer za 9 |n se pravi kao i u prvom rexeǌu.

Po Pikovoj teoremi broj 2S je ceo. Jasno je da je dovoǉno posmatrati sluqaj3.

n = pr , gde je p > 2 prost broj i r Ê 1.

Tvr�eǌe za k = 3 je jednostavno. Zaista, ako su
p

a,
p

b i
p

c stranice trougla
P i n | a,b,c, po Heronovom obrascu je (4S)2 = 2ab +2bc +2ca − a2 −b2 − c2, xto je
deǉivo sa n2, pa n | 4S. Zbog 2 ∤ n sledi i n | 2S.

Za k Ê 4 tvr�eǌe dokazujemo indukcijom. Ako postoji dijagonala qiji kvadrat
duжine je deǉiv sa n, onda ona deli mnogougao P na dva maǌa mnogougla na koje
moжe da se primeni induktivna pretpostavka. Zato pretpostavimo da takva
dijagonala ne postoji. Kao i obiqno, sa vp (x) oznaqavamo eksponent prostog
broja p u kanonskoj faktorizaciji broja x.

Lema. Za i = 2,3, . . . ,k −1 vaжi vp(A1 A2
i+1

) < vp (A1 A2
i

).

Dokaz. Sluqaj i = 2 je trivijalan jer po pretpostavci pr | A1 A2
2
i pr ∤ A1 A2

3
.

Neka je i Ê 3 i neka je A1 A2
i−1

= a, A1 A2
i
= b, A1 A2

i+1
= c, Ai A2

i+1
= x, Ai−1 A2

i+1
= y

i Ai−1 A2
i
= z. Ptolomejeva teorema nam daje

p
ax +

p
cz =

√

by, xto kvadri-
raǌem postaje

ax +cz −2
p

acxz = by.

Odavde je 2
p

acxz ceo broj. Po induktivnoj pretpostavci vaжi vp (x), vp (z) Ê
r > vp (y) i s = vp(b) < vp (a). Pretpostavimo da je vp (c) Ê s. Tada su brojevi
ax, cz i 2

p
acxz deǉivi sa pr+s. Me�utim, pr+s ∤ by, xto je nemogu�e. 2



Lema nam odmah daje kontradikciju: r > vp (A1 A2
3

) > vp (A1 A2
4

) > ·· · > vp (A1 A2
k

) = r .

Napomena 1. Tvr�eǌe zadatka vaжi i za parno n. Zaista, ako su Ai (xi , yi ) temena

i 2r | Ai A2
i+1

, ovo se lako proverava za r É 1, dok za r Ê 2 vaжi 2[r /2] | xi+1−xi , yi+1−yi ,

pa se mnogougao moжe homotetiqno preslikati sa koeficijentom 2−[r /2].

Napomena 2. U radu V.V. Varfolomejeva “Vpisannye mnogougolьniki i poli-

nomy Gerona” [Mat.Sb.194(3)(2003)3-24.MR2004d:51014] dokazano je da je (4S)2 koren
odre�enog moniqnog polinoma PS (x) = xd +c1xd−1+·· ·+cd qiji su koeficijenti ci

simetriqni polinomi po kvadratima stranica mnogougla P . Odavde se zadatak
moжe jednostavno zavrxiti: znamo da p2r i | ci , pa ako p s ∥ x i s < 2r , onda p2r+(d−1)s

deli sve monome u PS(x) osim prvog, kontradikcija.

Za poqetak primetimo da je P (n) neparno za n ∈N. Daǉe, ako prost broj p > k4.

deli P (n) i P (n +k), onda p | P (n +k)−P (n) = k(2n +k +1), pa je 2n ≡−k −1 (mod p)

i odatle 4P (n) ≡ (k +1)2 −2(k +1)+4 = k2 +3 (mod p), tj. p | k2 +3. Prema tome:

(1◦) (P (n),P (n +1)) = 1;

(2◦) (P (n),P (n +2)) ∈ {1,7}, i pritom (P (n),P (n +2)) = 7⇔ n ≡ 2 (mod 7);

(3◦) (P (n),P (n +3)) ∈ {1,3}, i pritom (P (n),P (n +3)) = 3⇔ n ≡ 0 (mod 3);

(4◦) (P (n),P (n +4)) ∈ {1,19}, i pritom (P (n),P (n +4)) = 19⇔ n ≡ 7 (mod 19).

Primer mirisnog skupa za b = 6 moжe da se dobije uzimaǌem broja a tako da
je a ≡ 2 (mod 3), a ≡ 6 (mod 7) i a ≡ 5 (mod 19) - xto se svodi na a ≡ 62 (mod 399) -
jer tada 3 |P (a+1),P (a+4), 7 | P (a+3),P (a+5) i 19 |P (a+2),P (a+6).

Pretpostavimo sada da postoji mirisan skup za b É 5. Kako je P (a+2) uzajamno
prosto sa P (a +1) i P (a +3), mora biti b Ê 4. Daǉe, P (a +3) je uzajamno prosto
sa P (a+2) i P (a+4), pa mora biti (P (a+3),P (a+1))> 1 (sluqaj (P (a+3),P (a+5))> 1

je analogan). Dakle, a ≡ 1 (mod 7), ali tada (P (a +2),P (a +4)) = 1. Zato P (a +2) i
P (a+4) mogu da imaju zajedniqki prost delilac samo sa P (a+5) i P (a+1) redom,
ali tada 3 | a+1, a+2, xto je nemogu�e.

Poxto nijedan faktor ne sme da se pojavi na obe strane jednaqine, moramo da5.

obrixemo bar 2016 faktora.

Da bismo pokazali da je 2016 dovoǉno, obrisa�emo sa leve strane faktore x−k

sa k ≡ 2,3 (mod 4), a sa desne faktore x−l sa l ≡ 1,4 (mod 4). Dobijamo jednaqinu

A(x) = B(x), gde su A(x) =
503
∏

i=0

(x−4i −1)(x−4i −4) i B(x) =
503
∏

i=0

(x−4i −2)(x−4i −3).

Tvrdimo da ova jednaqina nema realnih rexeǌa.

• Za x = 1,2, . . . ,2016 jedna strana gorǌe jednaqine je nula, a druga nije.



• Ako je 2k −1 < x < 2k za neko k = 1,2, . . . ,1008, onda je A(x) < 0< B(x).

• Neka je x < 1 ili x > 2016 ili 4k < x < 4k+1 za neko k = 1,2, . . . ,503. Tada vaжi

0 < (x −4i −1)(x −4i −4) < (x −4i −2)(x −4i −3) za i = 0,1, . . .503,

a mnoжeǌem ovih nejednakosti dobija se 0 < A(x) < B(x).

• Neka je 4k +2< x < 4k +3 za neko k = 0,1, . . . ,503. Tada vaжi

(x −1)(x −2016) < (x −2)(x −2015) < 0 i
(x −4i )(x −4i −1) > (x −4i +1)(x −4i −2) > 0 za i = 1,2, . . .503,

a mnoжeǌem ovih nejednakosti dobija se A(x) < B(x) < 0.

Ovim su svi sluqajevi ispitani. Dakle, odgovor je 2016.

Napomena. Ako je A(x) 6= B(x) za sve x ∈R, lako se vidi da izme�u svake dve nule
jednog polinoma ima paran broj nula drugog. Ovo navodi na konstrukciju iz
rexeǌa. Mogu�e su i druge konstrukcije, npr. A(x) = ∏167

k=0
(x −12i −1)(x −12i −

2)(x −12i −3)(x −12i −10)(x −12i −11)(x −12i −12).

Posmatrajmo veliki krug koji sadrжi sve duжi i produжimo duжi na obe6.

strane do preseka sa krugom. Oznaqimo preseqne taqke sa A1, A2, . . . , A2n u smeru
kazaǉke na satu. Date duжi leжe na pravim Ai An+i , 1É i É n.

(a) Pokaжimo da �ura postiжe svoj ciǉ ako postavi жabe u taqke A1, A3, A5, . . . ,
A2n−1. Posmatrajmo жabe u taqkama Ai i A j , gde su i i j neparni i i < j < n + i

(indeksi su po modulu 2n). Neka je X

preseqna taqka duжi Ai An+i i A j An+ j .
Na luku Ai Ai+1 A j ima neparan broj oz-
naqenih taqaka, a svaka duж sa jed-
nim krajem u ovim taqkama seqe taqno
jednu od duжi Ai X i A j X . Sve ostale
duжi seku ili obe duжi Ai X i A j X ,
ili nijednu. Sledi da na duжima Ai X

i A j X ukupno ima neparan broj preseq-

A1A2

A3

A4

A5
A6 A7

A8

A9

A10

nih taqaka, te se ove dve жabe ne�e sudariti.

(b) Ako je n parno, neke dve �urine жabe �e biti u susednim taqkama na
krugu, recimo u Ai i Ai+1. Neka se duжi s krajevima u ovim dvema taqkama
seku u taqki X . Kako svaka duж koja seqe jednu od duжi Ai X i Ai+1 X mora se�i
i drugu, na duжima Ai X i Ai+1 X ima jednak broj preseqnih taqaka. Tako �e se
ove dve жabe sudariti u taqki X .
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