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Na�i sve polinome P (x) takve da vaжi (x + 100)P (x) − xP (x + 1) = 1 za1.

svaki realan broj x.

Dat je tetivni qetvorougao ABCD. ǋegove dijagonale se seku u taqki2.

E, a poluprave BA i CD se seku u taqki F . Taqka K je takva da je ABKC
paralelogram. Dokazati da je ∢CDK = ∢AFE.

�oxak je izlomǉena linija u (koordinatnoj) ravni koja se sastoji od3.

jedne vertikalne i jedne horizontalne duжi.

U ravni je dato n crvenih i n plavih taqaka qije su projekcije na ose
x i y me�usobno razliqite. Dokazati da se moжe nacrtati n �oxkova
bez zajedniqkih taqaka tako da svaki �oxak ima jedan crven i jedan plav
kraj. (Duж sadrжi svoje krajeve.)

Niz (an)
∞

n=1 je zadat uslovima a1 = 2 i an+1 = 2an + 2 za sve n ∈ N. Ako4.

su m i n prirodni brojevi i m < n, dokazati da am | an.

Vreme za rad: 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 10 poena.



REXEǋA

Smena P (x) = Q(x)+ 1

100
daje (x+100)Q(x) = xQ(x+1). Ubacivaǌem x = 0 i1.

x = −100 dobijamo Q(0) = Q(−99) = 0. Daǉe, za x = −1 i x = −99 dobijamo
99Q(−1) = −Q(0) = 0 i 0 = Q(−99) = −99Q(−98), pa je Q(−1) = Q(−98) = 0.
Sliqno, za x = −2 i x = −98 dobijamo Q(−2) = Q(−97) = 0, itd. Posle 50
iteracija ima�emo Q(0) = Q(−1) = Q(−2) = · · · = Q(−99) = 0, tako da je
Q(x) = x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ 99)R(x).

Zamena u polaznu jednaqinu za Q daje R(x) = R(x+ 1), odakle je R(x) = c
konstanta. Prema tome, P (x) = cx(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ 99) + 1

100
.

Oznaqimo sa X taqku preseka pravih AC i DK. Neka je L taqka na duжi2.

AC takva da je DL ‖ CK ‖ AB.

Trouglovi DLC i FDB su sliqni
jer je ∢DFB = ∢LDC i ∢DCL =
∢FDB. Sada iz jednakosti LX

XC
=

LD
CK

= LD
AB

= DE
EB

sledi da su i trou-
glovi DXC i FEB sliqni, pa je
∢CDX = ∢BFE. A B
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Koristimo indukciju po n. Baza n = 1 je trivijalna. Neka je n > 1 i3.

neka su A, B i C redom krajǌa leva, krajǌa doǌa i krajǌa desna me�u
datim taqkama. Moжemo da pretpostavimo da je taqka B crvena.

(1◦) Ako je jedna od taqaka A i C, recimo A, plava, taqke A i B moжemo
spojiti �oxkom AXB tako da je duж AX vertikalna, i na ostatak
primeniti induktivnu pretpo-
stavku za n− 1.

(2◦) Ako su taqke A i C crvene,
date taqke se mogu podeliti
vertikalnom pravom p na dva
neprazna podskupa tako da levo
od prave p (a tako�e i desno) ima
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jednak broj crvenih i plavih taqaka. Zaista, pri neprekidnom
pomeraǌu prave p od taqke A do taqke C, razlika broja crvenih
i plavih taqaka se meǌa od 1 (pri poqetku) do −1 (pri kraju), me-
ǌaju�i se pri svakom prolasku kroz neku od taqaka za 1; dakle, u
jednom trenutku ta razlika mora biti 0.

Sada je dovoǉno primeniti induktivnu pretpostavku na skupove
taqaka levo i desno od prave p.



Ako su a i b prirodni brojevi, poznato je da 2a +1 | 2b +1 ako i samo ako4.

a | b i b/a je neparan broj.

Tvr�eǌe zadatka dokazujemo indukcijom. Imamo a1 = 2 | a2 = 6 | a3 = 66.
Pretpostavimo da je n > 3 i da ai | aj kad god je i < j < n. Kako su an−3 i
an−2 deǉivi sa 2 i nisu deǉivi sa 4, koliqnik an−2

an−3

je neparan ceo broj.

Sledi da 2an−3 +1 = an−2 − 1 deli 2an−2 +1 = an−1 − 1. Pritom su an−2 − 1
i an−1 − 1 neparni, tako da 2an−2−1 + 1 = an−1

2
deli 2an−1−1 + 1 = an

2
, tj.

an−1 | an i odatle am | an za sve m < n, qime je induktivni korak zavrxen.
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