36. MEHBYHAPOIHUU MATEMATUNYENAN TYPHUP I'PAIIOBA
OcHoBHa jecema BapujanTa, 12.10.2014.

Muaabu y3pacrt (8. paspen ocHOBHUX U 1. paspen cpeamux IIKOJIA)

MN3pana 3amaraka Tpaje 5 catu

Pesyamam ce pauwyna Ha 0cHO8Y MpPu 3604MKQ Ha Kojuma je yuwernuk 006uo najeehu 6poj noena

IIOCHU

3a a1

Ia nu je moryhe cactaBuTu mpaBoyraoHm pam ox 99 mamryumia
nysxuHA 1, 2, ..., 997

Ia gm mocroju mecer MebhycOOHO Pa3IUUUTUX TPUPOTHUX
OpojeBa TakKBUX A je HUXOBA APUTMETUYKA CPEIUHA
BUXOB HajBehy 3ajemHUYKM meuiall TOMHOKEH ca 6;
IbUXOB HajBeNu 3ajeqHUYKN OeTnIal MOMHOMXKEH ca b7

Ha crpanunama AB u BC wkBanpara ABCD youene cy tauke K
u L, pemom, tako nma je KB = LC. Herka je P tauka mpeceka
nysxku AL m CK. IHorasaru nma cy ayxu DP u KL mebhycoGuo
HOpPMAJIHE.

Tokom mkoscke romuue, Anapuja je OeseKMO CBOje OlleHe U3
maremaTtuke (Koje mory ourtu 2, 3, 4, unu 5). HoBy oneny kojy
Tpeba na ybesexky Ha3WMBa ~HEOUEKUBAHA aKO Ce Yy J0TadAlliheM
CIIUCKY OIleHa, Ta OIleHa MOjaBJ/bUBaJia Makme IIyTa O OMJIIO Koje
npyre moezyhe ouene. (Ha nmpumep, ako je 3abene:xkmo penom
onene: 3,4,2,5,5,5,2,3,4,3, HEOUEKUBaHE OIlEHE Cy OumJie OHE Kala
je mpBu myt mobwo 5 um kKama je mo Apyru myT nobuo 4).
WcnocraBuiio ce na je Ha kpajy roauae Aumgpuja nmao 40 orena,
npu dyemy ce cBaka Moryha omena mojaBuia tayno 10 myrta (y
HEmo3HaTOM penocieny). a nu je moryhe onpenutu Tauan 6Gpoj
HEOYEKMBAHUX OIleHA Koje je Ammapuja mobuo?

Haro je N > 1 mpaBoyramx TpoyryioBa. & CBaAKOM OJ HATUX
TpoyraoBa AnmaMm je m3abpao Mo jeaHy KaTeTy U cabpao BmUXOBe
OysKUHE. 3aTuM je cabpao QyKuHE TPEeoCTAIUX KaTeTa TUX
TpoyrinoBa. Ha kpajy je cabpao my:kuHe CBUX XUIOTEHY3A.
WcnocTaBuno ce na modbujena Tpu Opoja umHe AY:KUHE CTPAHUIA
npaBoyrior tpoyria. Jlokazatu ma je ogHOC oyKUHA KarTeTa y
cBakoM on N maTmx TPOYIrJIOBa KOHCTAHTAH, aKo je

N =2,

N je mpou3BoJbaH MPUPOIAH OPOj.



36. MEHBYHAPOIHUU MATEMATUNYENAN TYPHUP I'PAIIOBA
OcHoBHa jecema BapujanTa, 12.10.2014.

Crapuju y3pact (2. u 3. pa3pen Cpeamux MIKOJIA)

MN3pana 3amaraka Tpaje 5 catu

Pesyamam ce pauyna ma ocro8y mpu 360amMKG Ha Kojuma je yuenur 000uo Hajeehu 6poj noewa

points

problems

Ia sm mocroju mecer MebhycOOHO Pa3IUUUTUX MTPUPOTHUX
OpojeBa TaKBUX Ma je HUXOBA aApPUTMETUYKA CPEIUHA
BUXOB HajBeNu 3ajeqHUYKM OesunJIal MOMHOXKEH ca 0;
BUXOB HajBeNu 3ajeqHUYKN OeTuIal MOMHOMXKEH ca b7

Temena Tpoyraa osnauena cy ca A, B u C y cMepy Kperama
Ka3aJ/bKUM Ha YaCOBHUKY, a oArosapajyhm yriosu ca «, [ u
~v. Tpoyrao ce porumpa yBeK y cCMepy KpeTama Ka3aJbKU Ha
YACOBHUKY U TO: OKO Tauyke A 3a yrao «, 3aTUM OKO Tauke B
3a yrao (3, 3atuM oko Tauke C' 3a yrao 7y, ma IMOHOBO OKO TauyKe
A, uta. (poramuja ce yBeK BPIIM Yy OIHOCY HA TPEHYTHU IIOJIOMKA]
temena). JlokaszaTu ma ce HAKOH MIECT OBAKBUX POTAIUja TPOYTao
Bpaha Ha moyeTHy mo3unujy.

Iato je 15 mebycobuo paznmumrtux neaux OpojeBa. llerap je
3ammcao cBe mMoryhe cyme ox mo cemam OpojeBa, nOk je Baca
3anmcao cBe Moryhe cyMme ox mo ocaMm b6pojesa. la nu je moryhe
na cy Ilerap u Baca 3amucanu ucty kosnekuujy 6pojesa? (Caaku
Opoj koju je 3amucao llerap mMopa OuTu 3ammcadH TAYHO TOJMKO
nyTa 1 10 crpase Bace u oGpuyTO.)

Ilato je N mnpaBoyramx TPOYIJIOBA. Y cBakOM O nOaTUX
TpoyrioBa Amam je m3abpao mo jemaHy Karery U cabpao HUXOBE
Oy:KUHE. 3aTuM je cabpao mIy:KMHE TPEeoCTaJnX KaTeTa TUX
TpoyrsoBa. Ha kpajy je cabpao ay:KuHE CBUX XUIOTEHY3A.
WcnocraBuno ce na mobujena Tpu Opoja yuHE TY:KUHE CTPAHUIA
npaBoyraor tpoyriaa. JlokazaTtm ma cy HOYeTHU TPOYTJIOBU
MebhycobHO cimyHM.

Ha moueTky ce Ha cTony Hamas3m romusia cpedOpHUX HOBUMha U
OBa TMpasHa COuCcKa. Y CBAKOM KOPaKy Moryhe je miam monaTu
3JIATHU HOBYMN U 3a0esIeKUTU TPEeHyTHU OpOoj cpeOpHux HOoBUmha
Ha TPBOM CIOHUCKY, WJIU YKJIOHUTU jemaH cpeOpHUM HOBUMN u
3abeJie;KUTU TPEHYTHU OpOj 3JIATHUX HOBUMNA HA APYTOM CIUCKY.
Hakon Hekonamkro kKOpaka, Ha CTOJY Cy OCTaJW CaMO 3JIATHU
vHopumhu. Jlokaszatm ma cy y TOM TPEHyTKy cyMe OpojeBa Ha
IPBOM M APYTOM CIKCKY Ouje jemHake.



36. MEHBYHAPOIHUU MATEMATUNYEN TYPHUP I'PAIIOBA
OcnoBna jecema Bapujanta, 26.10.2014.

Muaabu y3pact (8. paspen ocHOBHUX U 1. paspen Cpeamux IKOJIA)

N3pana 3anaraka tpaje 5 catu

Pesyamam ce pauyna #a ocko8y mpu 3a0amka Ha Kojuma je ywenur 006uo najeehu 6poj noena

IIOCHIM

3a Jalnn

Keangparna Tabsia monespeHa je HA N X N MOJba. Y TMOJOBUHU MOJbA YIIUCAH j€
3HaK +, a y APYTOj HOJIOBMHU 3HakK —. Jloka3zaTu nga IOCTOje OBE BPCTE WU
IBe KOJIOHE Y KOjuMa je YIUCaH jeaHak Opoj miaycesa.

IlorazaTu ma CBaKM TAHIMEHTHU MHOTOYTao CAAP:KU TPU CTPAHUIE O KOjUX
je moryhe cactaBuTu TpOyrao.

Ia nu je moryhe nomenutu cse nosutusHe pesauone 6poja 100! (yrmyuyjyhnu
1 m 100!) y mBa ckyma ca jemHakum OpojeM egeMeHaTa, TAKBA A4 je TPOU3BOI
eJleMeHaTa y IPBOM CKYIY jelIHAK IPOU3BOLY eJleMeHaTa y APYrOM CKYILY.

Ha kpy:kHOj cTasm HaJsaszm ce 25 MOJMIUjCKUX CTAHUIA U Y CBaKOj Ol HUX
mo jeman nosmnajan. CBaku moJsmiajan HOCU 3HAUKY, a CBUX 2D 3HAUKU CYy
HyMepucane OpojeBuma 1,2,...,25, y HeKOM penpocnieny. Y jeoHOM TPEHYTKY
noJunajuuMa je HapebheHo ma ce mpepacmnopene MO MOJUIMjCKUM CTAHUIIAMA,
TAKO Ma OPOjeBU HUXOBUX 3HAUKU KUY PEIOM IO KPY:KHO] cTtazum: 1,2, ..,25
y cMepy KpeTama KaszaJbky Ha caTy. llosmmajum cy To m3Benu Tako na je
YKymHa cyMma npebeHux myTeBa CBUX HoJMIajana Omiaa MUHUMAaJHA MOTryha.
IlokazaTtu na je 6apeM jemaH MOJUIAJAI] OCTA0 y CTAHUNU Yy KOjOj je u Ouo.

Y mpaBoyrjoM TpPOYIJYy KOHCTPYUCaHa Cy OBa MOAydapHa KpPyra KOjU ce
MeDhycoOHO moavpyjy U CBaku O BHUX NOAUPYje XUIOTEHY3Y U jeIHY KATeTy.
Hexka cy M m N pomuwpHe Tauke KpyroBa u xunotenyse. [lokaszatm na
cpenuna nysku M N mpunana cuMeTpasad IpaBOT yria OBOT TPOYTJa.

[Tpuponan Gpoj HABUBAMO PasHuUM aKO Cy My cBe mudpe jemsake (peuumo, 4,
111, 999999). Ilokazatu na ce CBaKU N-TOIMUGPEHU OPOj MOsKe MpPenACTABUTA
Kao cyMa He BuIe on n + 1 paBHuUXx OpojeBa.

[TaykoBa Mmpeska msriena kao tabaa ca 100 x 100 usoposa (omHocHO 99 X 99
nosba). Y oBy Mpexry yxBarwio ce 100 mysa, y 100 pazauuuTux 4yBoposa.
[Tayk, KOju ce Ha MOYETKY HaJa3W y YraoHOM UYBOpY, kKpehe ce mo Mpexu
npena3ehu cTasHO y CyCcenHU YBOP, MamMTeln KOJMKO je KOpaka HAIPaBUO U
jenyhu myBe ycnyt. [la nu mayk Moske na mojene cBe MyBe y He BUIIE O
2100 moTesa;

2000 moTesa?



36. MEHBYHAPOIHUU MATEMATUNYEN TYPHUP I'PAIIOBA
OcnoBna jecema Bapujanta, 26.10.2014.

Crapuju y3pact (2. u 3. pa3pen CpeAmux MKOJIA)

N3pana 3anaraka tpaje 5 catu

Pesyamam ce pauyna #a ocko8y mpu 3a0amka Ha Kojuma je ywenur 006uo najeehu 6poj noena

IIOCHIM

10

3a Jalnn

IlokazaTu ma CBaKM TAHTEHTHM MHOIOYrao CaAp:KW TPU CTPAHUIE ON KOjUX je
moryhe cacraBuTu TpOyrao.

Ha xpy:xHOj craszm Hamasu ce 25 MOJMUNUjCKUX CTAHUIA U y CBAKOj O HUX IO jedaH
nosumajan. CBaku ToJUIAjal] HOCK 3HAUKY, & CBUX 20 3HAUKU Cy HyMEpUCaHe
opojesuma 1,2,...,25, y HekoM pemociemy. Y jeIHOM TPEHYTKY IIOJIMANA]IIMA
je mapebeno ma ce mpepacmopene IO IMOJUIMjCKMM CTAaHUIAMa TaKo na OpojeBu
BUXOBUX 3HAUKU WAy PEIOM IO KpPy:kHO] crasu: 1,2,....25 y cMmepy EKperama
KazaJbky Ha cary. llomwmmajum cy TO m3Beam Tako Oa je yKymHa cyma mnpebenux
myTeBa CBUX moJjunajana Ouma muamMaana moryha. Jlokaszatu ma je Gapewm jeman
MOJIUIAjall OCTA0 y CTAHUIU Y KOjO] je m Ouo.

[puma je zamucao 100 GpojeBa Ha Tabau M M3padyHAO HBUXOB MPOU3BOI. 3ATUM
je yBehao cBaku 6poj 3a 1 m mpumMeTuo mqa je TPOU3BOL CBUX OpOjeBa 0OCTAO
HEIpOMEmeH. 3aTuM je HoBe OpojeBe yBehao 3a 1 m mpom3BOA je MOHOBO OCTAO
HempoMemeH, uTa. [IoHOBMO je 0BO k myTa M CBaku IyT je MPOM3BOI OpOjeBa OCTAO
HenpoMemen. Onpemuru Hajsehy moryhy Bpemmoct 6poja k.

Ymucamu xpyr tpoyria ABC momupyje crparune BC,CA u AB pemomy A', B’ n
C'. HOyxu AA', BB’ u CC’ umajy 3ajemamuky tauxy (G. Hera cy tauxe Cy u Cp
npeceude Tauke kpyra omucanor oko AGA'B’ ca npasama AC u BC', pazmuunre
on B’ u A’. Amanoruo nedpunumemo u tauxe Ap, Ac, Bo, Ba. Hokazatu na Tauke
Cy,Cp, Ag, Ac, Bc, By npunanajy ucTom Kpyry.

Ilerap je mpebpojao cBe wmoryhe peum cacraB/beHe OI 71 CJIOBa W3 CKyIa
{T, P, A, 11}, xoje canpsxe jemnak 6poj caosa I' u P. Baca je npe6pojao cse moryhe
peun cactasibere on 2m caosa u3 ckyna {I', P} koje canpse jenmax 6poj ciosa I’
u P. Ko je mobuo Behu 6poj?

Hecramuu Koma nma Tpoyrao cacraBsben on skuie yuju cy yraosu x°,y°, 2°. CBakry
CTPAHUILy OBOI' TPOYTJIa OH je CABMO 3a | CTemeH 1 Ha Taj HAUMH HOOMO HEKOHBEKCAH
mecroyrao ca yraosuma (z — 1)°, 181°, (y—1)°, 181°, (2 —1)°, 181°. Ilokazatu ma
TauyKe CaBMjarmba Oejle CTPAHUIE IOUETHOD TPOYTJa Y UCTOM OTHOCY.

Y jemHOM KpaJbeBCTBY OMHOC BPEOHOCTHU 3saTa u miatuae onpebyje ce momohiy msa
npuponHa 6poja g u p Ha caenehu HauMH: T rpaMa 3JaTa Bpene KOJUKO U Y rpaMa
nIaTuHe ako je £g = yp (¢ u y He Mopajy 6utu neau 6pojesu). OHor nana kKana je
kypc 6uo g = p = 1001, Pusauuapu cy majaBuau na he ce cBakor HapemsHor naHa
cMmamuBaTi 3a 1 uiam g nnu p, tako na he Hakon 2000 mama u g u p Gutu jenHAKN
jemuaunu. Huje mo3uHaro kojuMm penocienom he ce cmamuBatu ¢ u p. bankap je Ha
IaH HajaBe MOCEem0BAO jelaH KUJIOrpaM 3JaTa U jemaH kuiorpam miarune. OH keau
Ia y HAPeIHUM JaHUMa BPIIM 3aMeHy 3jaTa 3a IaTuHy u oOpHyTo (mo Baskeliem
KypCy yV JaHy pa3MeHe), TaKO Ia Ha Kpajy 3aBplu ca 6apeM aBa KUIOrpaMa 3JaTa
u 6apeMm nBa Kujorpama miatuHe. Jla Ju OH CUTYPHO OBO MOKE I8 MOCTUTHE?
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