
36. ME�UNARODNI MATEMATIQKI TURNIR GRADOVA
Osnovna jeseǌa varijanta, 12.10.2014.
Mla�i uzrast (8. razred osnovnih i 1. razred sredǌih xkola)
Izrada zadataka traje 5 sati
Rezultat se raquna na osnovu tri zadatka na kojima je uqenik dobio najve�i broj poena

poeni zadaci

3
1. Da li je mogu�e sastaviti pravougaoni ram od 99 daxqica

du�ina 1, 2, ..., 99?

2. Da li postoji deset me�usobno razliqitih prirodnih
brojeva takvih da je ǌihova aritmetiqka sredina

2 a) ǌihov najve�i zajedniqki delilac pomno�en sa 6;
2 b) ǌihov najve�i zajedniqki delilac pomno�en sa 5?
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3. Na stranicama AB i BC kvadrata ABCD uoqene su taqke K
i L, redom, tako da je KB = LC. Neka je P taqka preseka
du�i AL i CK. Dokazati da su du�i DP i KL me�usobno
normalne.
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4. Tokom xkolske godine, Andrija je bele�io svoje ocene iz
matematike (koje mogu biti 2, 3, 4, ili 5). Novu ocenu koju
treba da ubele�i naziva ”neoqekivana” ako se u dotadaxǌem
spisku ocena, ta ocena pojavǉivala maǌe puta od bilo koje
druge mogu�e ocene. (Na primer, ako je zabele�io redom
ocene: 3,4,2,5,5,5,2,3,4,3, neoqekivane ocene su bile one kada
je prvi put dobio 5 i kada je po drugi put dobio 4).
Ispostavilo se da je na kraju godine Andrija imao 40 ocena,
pri qemu se svaka mogu�a ocena pojavila taqno 10 puta (u
nepoznatom redosledu). Da li je mogu�e odrediti taqan broj
neoqekivanih ocena koje je Andrija dobio?

5. Dato je N > 1 pravouglih trouglova. U svakom od datih
trouglova Adam je izabrao po jednu katetu i sabrao ǌihove
du�ine. Zatim je sabrao du�ine preostalih kateta tih
trouglova. Na kraju je sabrao du�ine svih hipotenuza.
Ispostavilo se da dobijena tri broja qine du�ine stranica
pravouglog trougla. Dokazati da je odnos du�ina kateta u
svakom od N datih trouglova konstantan, ako je

2 a) N = 2;
3 b) N je proizvoǉan prirodan broj.
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1. Da li postoji deset me�usobno razliqitih prirodnih
brojeva takvih da je ǌihova aritmetiqka sredina

1 a) ǌihov najve�i zajedniqki delilac pomno�en sa 6;
2 b) ǌihov najve�i zajedniqki delilac pomno�en sa 5?
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2. Temena trougla oznaqena su sa A, B i C u smeru kretaǌa
kazaǉki na qasovniku, a odgovaraju�i uglovi sa α, β i
γ. Trougao se rotira uvek u smeru kretaǌa kazaǉki na
qasovniku i to: oko taqke A za ugao α, zatim oko taqke B
za ugao β, zatim oko taqke C za ugao γ, pa ponovo oko taqke
A, itd. (rotacija se uvek vrxi u odnosu na trenutni polo�aj
temena). Dokazati da se nakon xest ovakvih rotacija trougao
vra�a na poqetnu poziciju.
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3. Dato je 15 me�usobno razliqitih celih brojeva. Petar je
zapisao sve mogu�e sume od po sedam brojeva, dok je Vasa
zapisao sve mogu�e sume od po osam brojeva. Da li je mogu�e
da su Petar i Vasa zapisali istu kolekciju brojeva? (Svaki
broj koji je zapisao Petar mora biti zapisan taqno toliko
puta i do strane Vase i obrnuto.)
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4. Dato je N pravouglih trouglova. U svakom od datih
trouglova Adam je izabrao po jednu katetu i sabrao ǌihove
du�ine. Zatim je sabrao du�ine preostalih kateta tih
trouglova. Na kraju je sabrao du�ine svih hipotenuza.
Ispostavilo se da dobijena tri broja qine du�ine stranica
pravouglog trougla. Dokazati da su poqetni trouglovi
me�usobno sliqni.

5

5. Na poqetku se na stolu nalazi gomila srebrnih novqi�a i
dva prazna spiska. U svakom koraku mogu�e je ili dodati
zlatni novqi� i zabele�iti trenutni broj srebrnih novqi�a
na prvom spisku, ili ukloniti jedan srebrni novqi� i
zabele�iti trenutni broj zlatnih novqi�a na drugom spisku.
Nakon nekoliko koraka, na stolu su ostali samo zlatni
novqi�i. Dokazati da su u tom trenutku sume brojeva na
prvom i drugom spisku bile jednake.
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1. Kvadratna tabla podeǉena je na n×n poǉa. U polovini poǉa upisan je

znak +, a u drugoj polovini znak −. Dokazati da postoje dve vrste ili
dve kolone u kojima je upisan jednak broj pluseva.

5
2. Dokazati da svaki tangentni mnogougao sadr�i tri stranice od kojih

je mogu�e sastaviti trougao.

6
3. Da li je mogu�e podeliti sve pozitivne delioce broja 100! (ukǉuquju�i

1 i 100!) u dva skupa sa jednakim brojem elemenata, takva da je proizvod
elemenata u prvom skupu jednak proizvodu elemenata u drugom skupu.
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4. Na kru�noj stazi nalazi se 25 policijskih stanica i u svakoj od ǌih
po jedan policajac. Svaki policajac nosi znaqku, a svih 25 znaqki su
numerisane brojevima 1, 2, ..., 25, u nekom redosledu. U jednom trenutku
policajcima je nare�eno da se prerasporede po policijskim stanicama
tako da brojevi ǌihovih znaqki idu redom po kru�noj stazi: 1, 2, ..., 25
u smeru kretaǌa kazaǉki na satu. Policajci su to izveli tako da je
ukupna suma pre�enih puteva svih policajaca bila minimalna mogu�a.
Dokazati da je barem jedan policajac ostao u stanici u kojoj je i bio.
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5. U pravouglom trouglu konstruisana su dva podudarna kruga koji se
me�usobno dodiruju i svaki od ǌih dodiruje hipotenuzu i jednu katetu.
Neka su M i N dodirne taqke krugova i hipotenuze. Dokazati da
sredina du�i MN pripada simetrali pravog ugla ovog trougla.

8
6. Prirodan broj nazivamo ravnim ako su mu sve cifre jednake (recimo, 4,

111, 999999). Dokazati da se svaki n-tocifreni broj mo�e predstaviti
kao suma ne vixe od n+ 1 ravnih brojeva.

7. Paukova mre�a izgleda kao tabla sa 100× 100 qvorova (odnosno 99× 99
poǉa). U ovu mre�u uhvatilo se 100 muva, u 100 razliqitih qvorova.
Pauk, koji se na poqetku nalazi u ugaonom qvoru, kre�e se po mre�i
prelaze�i stalno u susedni qvor, pamte�i koliko je koraka napravio i
jedu�i muve usput. Da li pauk mo�e da pojede sve muve u ne vixe od

5 a) 2100 poteza;
5 b) 2000 poteza?
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4
1. Dokazati da svaki tangentni mnogougao sadr�i tri stranice od kojih je

mogu�e sastaviti trougao.

6

2. Na kru�noj stazi nalazi se 25 policijskih stanica i u svakoj od ǌih po jedan
policajac. Svaki policajac nosi znaqku, a svih 25 znaqki su numerisane
brojevima 1, 2, ..., 25, u nekom redosledu. U jednom trenutku policajcima
je nare�eno da se prerasporede po policijskim stanicama tako da brojevi
ǌihovih znaqki idu redom po kru�noj stazi: 1, 2, ..., 25 u smeru kretaǌa
kazaǉki na satu. Policajci su to izveli tako da je ukupna suma pre�enih
puteva svih policajaca bila minimalna mogu�a. Dokazati da je barem jedan
policajac ostao u stanici u kojoj je i bio.

6

3. Grixa je zapisao 100 brojeva na tabli i izraqunao ǌihov proizvod. Zatim
je uve�ao svaki broj za 1 i primetio da je proizvod svih brojeva ostao
nepromeǌen. Zatim je nove brojeve uve�ao za 1 i proizvod je ponovo ostao
nepromeǌen, itd. Ponovio je ovo k puta i svaki put je proizvod brojeva ostao
nepromeǌen. Odrediti najve�u mogu�u vrednost broja k.

7

4. Upisani krug trougla ABC dodiruje stranice BC,CA i AB redom u A′, B′ i
C ′. Du�i AA′, BB′ i CC ′ imaju zajedniqku taqku G. Neka su taqke CA i CB

preseqne taqke kruga opisanog oko 4GA′B′ sa pravama AC i BC, razliqite
od B′ i A′. Analogno definixemo i taqke AB, AC , BC , BA. Dokazati da taqke
CA, CB, AB, AC , BC , BA pripadaju istom krugu.
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5. Petar je prebrojao sve mogu�e reqi sastavǉene od m slova iz skupa
{G, R, A, D}, koje sadr�e jednak broj slova G i R. Vasa je prebrojao sve mogu�e
reqi sastavǉene od 2m slova iz skupa {G, R} koje sadr�e jednak broj slova G
i R. Ko je dobio ve�i broj?
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6. Nestaxni Koǉa ima trougao sastavǉen od �ice qiji su uglovi x◦, y◦, z◦. Svaku
stranicu ovog trougla on je savio za 1 stepen i na taj naqin dobio nekonveksan
xestougao sa uglovima (x− 1)◦, 181◦, (y− 1)◦, 181◦, (z− 1)◦, 181◦. Dokazati da
taqke savijaǌa dele stranice poqetnog trougla u istom odnosu.
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7. U jednom kraǉevstvu odnos vrednosti zlata i platine odre�uje se pomo�u dva
prirodna broja g i p na slede�i naqin: x grama zlata vrede koliko i y grama
platine ako je xg = yp (x i y ne moraju biti celi brojevi). Onog dana kada je
kurs bio g = p = 1001, Rizniqari su najavili da �e se svakog narednog dana
smaǌivati za 1 ili g ili p, tako da �e nakon 2000 dana i g i p biti jednaki
jedinici. Nije poznato kojim redosledom �e se smaǌivati g i p. Bankar je na
dan najave posedovao jedan kilogram zlata i jedan kilogram platine. On �eli
da u narednim danima vrxi zamenu zlata za platinu i obrnuto (po va�e�em
kursu u danu razmene), tako da na kraju zavrxi sa barem dva kilograma zlata
i barem dva kilograma platine. Da li on sigurno ovo mo�e da postigne?
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