MunncTapcTBO IpOCBETE, HAYKEe M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremarunuapa Cpbuje

OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHURE
YUEHHMEKA CPEIILUX IMTKOJIA

Pemema 3adaTaKa

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Ox mouernor 6poja = moryhe je moburtu GpojeBe % u r+ 1, a 3atum on = + 1 mobutu %—H Cana 360r % — w%_l = ﬁ
MOYKEMO moOuTH; m Opoj ﬁ, a oHma oI mera u 6poj —— = x?+x. Hajsan, ox 6pojesa 22+ u x nobujamo (z2+z)—x = 22,
z24a

2. Hexka je k 6poj uudapa u n = arar_1...a1. 3a k = 1 eBunenTHO HeMa pemema. 3a k = 2 nmamo 10as + a1 = aga; + 18,
ONAKJe CIENN Qg = %g:gi =1+ ﬁ, Te 3akipyuayjemo 10 —ay € {1,2,4,8}, 1j. a1 € {9,8,6,2}. Hakiue, pemema 3a k = 2 cy:
{22,36,58,99}. Ilokazahemo ma 3a k > 3 Hema pemema, Tj. ga cy Majgodac HaOpOjaHa pellema U jeAVHA. 3aucTa, UMAaMO

P(n)+18 =agax_1---a1 + 18 < ay - 9F-1 418 < ak(9k_1 +18) < ag - 10 ' <arar—1. a1 =n

(mejemmaroct 971 418 < 10¥~! 3a k > 3 nupexTHO ce MOKa3yje WHIYKIMjOM, MHAYKIA]CKA Kopak je 9% + 18 < 9(9F~1 +18) <
9.10%"1 < 10%), unme je 3amarax pemres.

3. Jemaakoct a? + b? + ¢ = d? exBuBasenTna je ca a® + b? = (d — ¢)(d + ¢). IIpernocrasuMo Hajupe ma je jeman on 6Gpojesa
a u b mapaH. YKOIUKO je Apyru Opoj HemapaH, Taza je m3pas a’ + b2 Hemapam; y ToM ciyudajy oarosapajyhe 6pojese ¢ u d
moskemo Hahw pemasajyhu cucrem d —c = 1 u d + ¢ = a® + b* (m06ujajy ce pemema ¢ = % ud= %, mTO jecy
NpUpOmEU GpojeBu). YKONUKO je u Apyru 6poj mapaH, Tama je uzpas a’ + b? memus ca 4, ma y ToMm cayuajy omrosapajyhe
6pojese ¢ u d moxkemo Hahu pemasajyhu cucrem d—c=2u d+c = “2241’2 (mobujajy ce pemema ¢ = # —lud= GQII’Q +1,
IITO jecy HPUPOIHU OPOjeBH).

Yamumo cana ma Baxn a’ + b? = (d — ¢)(d + ¢), n nokazkmmo ma je Gap jemam om G6pojesa a m b mapam. IlpermocTaBmmo
CYTIPOTHO: HeKa cy u a u b memapru Gpojesu. Tama Baxu a? = 1 (mod 4) u b2 = 1 (mod 4), ma cremm a? + b?> = 2 (mod 4).
C mpyre crpase, ako cy ¢ u d uCTe mapHOCTU, Tana cy oba mspasa d — ¢ u d + ¢ mapHa, na je BUXOB Ipou3Boj (IITO je
a? + b?) memus ca 4, KOHTPAAUKIMjA; aKO Cy MaK ¢ U d pa3IMuuTe NMAPHOCTH, TAAa je HUXOB TPOU3BOJ HemapaH, U TOHOBO

KOHTpaauknuja. Tume je 3amaTar peleH.

4. JIyroBu PBu @ Cy jemHake Oy:KUHE, IIa je TOBOJLHO mokaszaTu na Baku AD = AQ). Heka
je O nentap rpyra ks. Kako mmamo LADO = APDO = £DPO = LAPO = LAQO, cnenn P

AQAO =2 ADAO (jep um je jom crpamuna AO sajemumuka, u Baku LDAO = LQAO), na g \
nobujamo AD = AQ. «

5. Bawku a — b = 0, 1j. a = b. Ilorkazahemo na mMoskeMO ycmocTraBuTu Oujexnujy usmebhy \

OHMX pacmopena 4uju cMO Opoj obenexunu ca a (HA30BUMO WX ,pacmopeny tuna A“) u D
OHUX PACIOpena Yuju cMo Opoj obenexunu ca b (HazoBuMO ux ,,pacnopemnn tuna b “). Heka

je youen jeman pacmopen tuna A, u Heka y ToM pacunopeny Muka cemu ma cemumry M a Q

cnobonuo je cemumre S. OBOM pacmopeny IpUAPY:RMUMO pacmopen y koM Mwuka cemn Ha

cemumry S a ciaobonuo je cenumre M (mpeocranu riemaouu ocrajy rae cy u ounu). Huje

TEIIKO BUAETU Aa je HPUAPY:KeH! pacnopen tuna b (3amcra, IpUMETHMO Ia, Y MOMEHTY

KaJa y youeHoM pacnopeny tuna A Muky monau:ke HEKU riienaJiall, Tala e y TOM MOMEHTY Ox 2015 1A 4

y OIPUAPYKEHOM pACIOpeny Taj riemajal] yIpaBO MMATU MOTYHOCT na cemaHe Ha CI000IHO

cemuuITe), Ka0 U Ja je OBAKBO NPUIAPY:KUBam€ 3aucra Oujekunuja uaMeby cBux pacmopenma tuma A u CBUX pacropena TUIA

B.

Obasewmeme: c8UM YUEHUUUMA U NPOPHECOPUMA HANOMUBEMO 00 HUjE BUUE AKMYeana npaxca o odpehenom 6pojy zadamara u3
yaconuca ,, Tanzenma “ Ha domafium cpeowboUKOACKUM MAKMULEBUME U3 MAMEMATNUKE.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

3v+1

S Capna caenu:

3u+1 _ 3w+l
sl AHajorHO MMaMO U = P

1. VI3 npBe jemnauwmae mobujamo v = uw=

C3utl 334l swy2 5-UHE 42 17047

w1l Bty 2wl 2.3yl Tu 43T




Omasze mobujamo kBamparHy jemaaunuy v2 —2v — 1 = 0. Hbena pemema cy v = 1++v/2 u v = 1 — /2. Uspauynasajyhn v u w
Koju ce mobumjajy y oBa mBa CIydaja, ZOOHjaMO IBa peIlema MOJIA3HOD CHCTeMa: u =0 =w=14+V2uu=v=w=1— 2.

2. Hera cy (z1,y1) u (22,y2) mBe om moryhuoctu msmeby rojux Paja me mosxke na ce ompegenu. MomkeMO IPETHOCTABUTH,
6e3 yMamema ONmToCTH, T1 < . Heka cy m1 m ne 6pojeBu koju ce nobujajy ranga ce obpucane nudpe 3ameHe nudpama u3
ypebenor napa (z1,y1) u (z2,y2), pecuekrusuo. Tana umamo

Nne — Ny = (:L‘Q — $1)10t+k + (yg — y1)10t

3a HeKM mpuponaaH 6poj t u Hemapan 6poj k (k je Hemapan Gpoj jep ce mameby oGpucanux nupapa Hamasu k — 1 mudpa, a mo
YCIOBY 3aIaTKa OBa BPEMHOCT je mapHa). Kako my u ne majy mcre octaTke mpu neibeny ca 9 u takobe npu nememy ca 11,
clema ma je pasimka ng —ny memusa ca 99, ma mobujamo 99 | (w2 — 21)10F + (y2 — y1). Y3 102 =1 (mod 99) 360r 21 k cremm
10 = 10 (mod 99), ma nobujamo 99 | 10(zy — 1) + (y2 — v1). Kako cy 1, 29,91, y2 mudpe u x1 < o2, cremn 0 < 2o — 27 < 9 1
“9<y2—y1 <9, 1j.

-9 < 10(332 — .1'1) + (y2 — yl) < 99.

ITpema Tome, 10(x2 —x1) + (y2 —y1) = 0 mmm 10(z2 — 1) + (y2 —y1) = 99. Y mpBoM ciyuajy oaMax ZOOUjaMo Tg = T1 U Y2 = Y1,
1j. (z2,y2) = (21,¥41), wro je memoryhie. Ocraje Apyru ciaydaj, KOjU ce MOCTUKE caMo 3a To — &1 = 9 u yo —y1 = 9, Tj. 3a
r3=9,21=0,y2=9uy; =0.

Haxkae, Paja He moske na ce ompenenu n3meby tauno mse moryhuoctu, u to cy (0,0) u (9,9).

3. Ilpeo pewewe. Nspauynasamo £ BCA = 120°. Ha ny:ku CB youumo tauky K TakBy na
Bazku CA = CK. VI3 LAKCM = 60° u CM = 2CK no6ujamo LCKM = 90° (jep je ACMK
[OJIOBUHA jenHaKoCTpaHuvHOr Tpoyriaa). Bynyhu na je AACK jenmakokpak, ciaequ £KAC =
ACKA = 30°. Onarne uspauynaBamo LMKA = AAKC + LACKM = 120°, a canma mobujamo
u LAMK = 30°. 3arkmyuyjemo na je u AAKM jemmakokpak, tj. AK = KM. Tarkobe nmamo
ABAK = LBAC — LKAC = 45° — 30° = 15°, na je u AAKB jemnarkokpaxk, 1j. AK = KB.
Onarie je AMKDB jemnakokpako-upasoyriau, te ciaemu £ KBM = AKMB = 45°. Hajsan,
£LAMB = 45° 4 30° = 75°.

Lpyzo pewewe. Oznaunmo AC = x u CB = y. Ha ocuoBy cunycue Teopeme 3a AABC umamo:

L = na pobujamo z = LBl — y\/%’l (mpumernmo, sin15° = sin(45° — 30°) = Ok 2015 2A 3

y
Sin15° — sindbo’ sin 45°
‘/EZ 2). TIpumenom kocumycHe Teopeme Ha AMBC umamo MB? = (22)? + y? — 4aycos60°, ma mocie cpebusama ocraje
MB? = (6 —3V3)y? = %(4 —2v/3)y?, tj. MB = @(\/g — 1)y. Osunaunmo LAMB = . IIoHOBO M3 KOCUHYCHE TeOpEMEe UMAaMO

CB? = MB?+MC? —2MB - MC cos ¢, ma 1mociie 3aMeHe OBUX BPEIHOCTH U cKpahmBama mo6ujaMo cos g = 43%E‘€(\?’/§ = \/gz/i.

S

Ogatie 3akmpydyjeMo o = 75°.

4. Osnaunmo ca R Ttauky mujamerpaJiHo cynpoTHy Tauku P (kpo3 my mposnasu u npasa CK,
6ynyhu na je nopmanna va CP). Tana mmamo BR | PA, na cnemn Pappix = Paprk, a 360rT
tora u Papir, = Parpr. llomro Basku PA = BR, umamo L PCA = ABPR = £LPR; takobe
umamo LCAP = LACRP, na cy ALPR u APCA cauumu. Hakne, Papkr : PApca = PALpRr :
Papcoa = PR?: AC? = AB? : AC?.

5. Osmaummo ca a, b, ¢ u d 6poj moackymosa ckyma {1,2,...,n} yuja KapaAUHAIHOCT IpU
nemewmy ca 4 maje ocrarak 0, 1, 2 mnu 3, pecnekTuBHO. Bpoj mocMaTpanux mOACKyIOBA KOju
uMajy mapan 6poj esemenara jegHak je 6pojy mocMaTpaHUX MOACKYMOBa KOjU UMA]y HemapaH
6poj esemenaTa (mWTO ce MOe BUAETU HA OCHOBY, PENMMO, OMHOMHOT pa3Boja m3pasa

(1+x)”—i<?>xj, (1)

Jj=0

y KOM y3uMaMoO ¥ = —1; Taja 30Mp OHMX OMHOMHUMX Koe(puUIUjeHATa KUCIPEeN KOjUX je 3HaK
Ok 2015 2A 4 »+ ¢ unmHU TayHO OpOj MOACKYNOBA C MAPHUM OpOjeM ejleMeHaTa, a OHUX WCIPEI KOjUX je
3HaK ,,—“ ynpaBo 06poj mpeocranux moackynosa). OBuM cMo 100umIn
277,
a+c:b+d:?=2nfl. (2)
[TocmaTpajmo oHOBO GuHOMHM pa3soj (1), u yammumo z = i, The je i umaruHapHa jemquauna. Kaxo pagku (1+1)% = ((1+14)%)* =
(—2i)* =16 u n je memuso ca 8, mobujamo (1 +i)" = ((1+4)8)% =165 = 2% Tj.

_ Z; (7;) (3)

J

N3

2

IMowro je i’ jemnaro 1, i, —1 nuu —i, ycaoBmeno ca j = 0,1,2,3 (mod 4), pecuekTUBHO, U3jeIHAUYABAKEM DEAJHUX LEI0Ba
. . n . .
JeBe U HecHe crpaHe jemHaroctu (3) mobujamMo a —c¢ = 22, a u3jenHavaBameM UMarvHADHUX HesioBa mobujamo b — d = 0.



(OBe jemmakoctu, koje cy 3anpaso oxpebenn GunoMuU mnentureru, Moryhe je mobuTy v Ha APYTM HadwH, Oe3 Kopumbhiema
KOMILIEKCHUX OpojeBa, MTO OCTAB/HAMO 3AaMHTEPECOBAHUM TakMuUuyapuma 3a BexOy.) [lobujeHe IBe jemHAKOCTH 3ajeqHO ca
(2) umHe jemHOCTABAH CHCTEM OJ YeTUPU jeJHAUMHE C YeTUPHU HEMO3HATE, UMjUM pelaBameM mobujamo a = 272 + 2%2,
c=2""2_2" gb=d=2"2 Ilakne, kKako umamo a + b = 2771 4 2%2, oBaj OpOj OUMTO MMa TAYHO [OBE jeIUHUIE Y
OMHADHOM 3aluCy, IMITO 3aBPIIABA JOKA3.

Obasewmeme: cBUM YUEHUUUMA U NPOPHECOPUMAE HANOMUKBEMO 00 HUje BuUe axmyeana npaxca o odpehenom b6pojy sadamara u3
yaconuca , Taneenma“ na domahium cpeomOUWKOACKUM MAKMUNEBUMA U3 MATMEMAMUKE.

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Osmaunmo s = 1+ (p — 1)!. Ha ocuoBy Buiconose teopeme mmamo s = 0 (mod p), a momro Basku n s = 1 (mod p — 1),
nobujamo s = p (mod (p—1)p). Kako cy (p—3)! u p y3ajamuo upoctu, Ha ocaoy Ojiepose Teopeme n06ujamo ((p73)!)“’(1’2) =1
(mod p?), Tj. ((p—3))P=YP =1 (mod p?). Y3 nperxoasor u osor 3akmyuka ciaemu ((p—3)1)* = ((p — 3)!)P (mod p?). Hasme,
oner mpumenoM Buiconose Teopeme nobujamo p—1 = —1= (p—1)! = (p—1)(p—2)(p—3)! =2(p—3)! (mod p), 1j. (p—3)! = 25+

(mod p). Ipyrum peunma, 3a HEKU 1eo 6poj a Baku (p—3)! = ap+ pz;l. N3 cBera mo cana, y3 kopumheme buHOMHE hopMmyIIe,

nobujamo
p—1\? p—1\""! p—1\? p—1\?
-3 = -3 = (w+255) =p-ap- (257) +(250) = (557) (mods?)
2 2 2 2
Jlakae, TTOCTaBJLEHW 3aJaTak CBOAA ce Ha p? | (p22+1)p + (%)p = W, ma je, ¢ 003UpPOM HA UUHLEHUIY A4 je P
Hemapan 6poj, moBosmHO mokazatu p? | (p? + 1)P + (p — 1)P. U3 Gunomue popmyne mobujamo (p — 1)P = (—1)P = —1 (mod p?),
2

mro y3 tpusmjasuo (p? + 1) =1 (mod p?) maje (p?> + 1)P + (p—1)P =1+ (—1) =0 (mod p?), unme je mOKa3 3aBpIICH.

2. Oszmaumvo 22 — yz = a u y? — zx = b. Cabupame nartux jemmaumna maje (v —y)? + (y — 2)2 + (z — 2)? = 2(a + b + ¢).
IIpumeTnmo omMax na Mopa Bakutu a + b+ ¢ > 0 (oBo Tie Gutu moTpeGHO Kacuuje). ame, ony3UMameM APyTe jeXHAUNHE
on upse mobujamo (r —y)(x +y+2) = a—b, a cimuno caemqu (y —z)(r+y+2) =b—cu (z—z)(r+y+2) =c—a, na
KBaJpUpameM 1 cabupameM oBe Tpu jemnaroctu mobujamo 2(a+b+c)(x +y+2)? = (a —b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)®. Onasne

a—b
s b

2 b2 42 —ab—bo— i i
cnenu x +y+ z = \/“ +h +;+bfé be—ca  )BenexuMO OBY BPEIHOCT ca s. VI3 IPETXOMHUX jeIHAKOCTH IOOUjaMO & — iy =
b—c c—a

y—z=>nmz—z=% . Canma umamo

ety = (s Sl ) e R e
33—35 T—y r—z =3 s . . = 35
2 2 2 b 2 _
:i a®+b°+c ab — be ca+2a—b—c __a be 7
3s a+b+c s(a+b+c)

b2—ca . P—ab
s(a+b+c) nz= s(a+b+c)*
ma+b+c=c+3>0, aonasre nobujamo —3 < ¢ < —v/2.

WV
=
Q

[\v]
\
)
WV
o

a aHAJIOTHO U Y = Hakne,3aa=1ub=2 ycnoB z,y,z >0 cBomucena 1 —2c >0, 4—c

3. Oarosop je morepaan. O3maunmo temena yersopoyraa A, B, C, D, yriaose kox
TUX TeMeHa «, (3, v, 0, pexom, u crpanune AB =a, BC =b, CD =c¢, DA = d. Heka
je S mpecer mujaromasia. Heka cy pemom a1 1 as yriaoBu Ha Koje mujaronasa AC
neru yrao «. AHajgorno medpuHumemo yriaose (1 u B2, y1 4 Y2, 01 1 d2. Hera cy
onceunu mujaronana AS =z, SC =y, DS =z, SB =t, u obenexxumo jom £CSB =
LASD = o, LASB = £CSD = 180° —p. U3 rocunycue teopeme 3a ANABC nobujamo
AC? = a® + 1% — 2abcos 3, ma je cosf3 = W pammonaJsan 6poj. M3 ucror
TPOyIJIa Ha CIAWYaH HAUUH NOOKjaMO Ha Cy U COS7y] U COS (g PAIMOHAJIHU OPOjeBHU.
ITpumenom rocumycue teopeme m Ha ABCD, ACDA n ADAB, nobujamo na cy
KOCUHYCHU CBUX yrioBa «, 3, v, d, a;, Bi, Vi, 0; paunoHanuu. Kako Baxku a; +as = «
¥ COS(y je DAIMOHAJAH, IPEKO cosa = cos(qy + ag) = cosay cosas — sinqg sinag u
cosa; € Q u cosay € Q mobujamo sinaq sinas € Q. Amasorso, sinf;sinfy € Q,
siny; sinye, € Q u sind; sindy, € Q. s AABD umamo (1 + d2 = 180° — «, ma cana

o _ _ _ . . .
3 COS<180 a) = —cosa cos(f1 + 02) cos 31 cos o + sin 31 sin f52 ILO6I/I£]aMO Ox 2015 3A 3
sin 3 sin do € Q. Ilpumenom cumycne reopeme va ABAS u AASD nobujamo o =

a _ x z _ d _ x : . tz _ ad . 22
sin(180°—¢) ~  sin 3 u sina; ~ sing ~ sindg” Muoxemenm oBux JEOHAKOCTH ,Z[O6I/IJ&MO sinaj sinas ~ sin?¢ ~ sinfisinds’ a Kako Cy
BpeaHocTHU sin vy sinawe, ad u sin (1 sin 3 panuonasse, mobujamo tz = Ty U 22 = ﬁ 3a HeKe paluoHaJiHe Opojese | u p.

2_ _r
sinZ ¢’

q
sin2 ny

Amnanorao mobujamo xy = 3a Heke ¢,r € Q. Kako Basku v +y € Q (z+y = dq, rue je d; nyskuHa nujaroxasie



AC), uz jemmaxoctu (x +y)? = 22 + 22y + 9% = sinngp + Sijgw + smzy Aobujamo sin? ¢ € Q. Cana u3 panmjux uspasa 3a 2 u
y? nobujamo x2 € Q m y? € Q. Konauno, u3 jenmaxoctu y? = (dy — x)? = d? — 2d1z + 2% € Q mobujamo x € Q, a Tana cieau u

y € Q. Ucro ce norazyjeut € Q u z € Q.

4. Tepmumo na he makon 2015 kopaka mHa Tabau 6utu Fhy1g OpojeBa, roe cMo ca Fygg obenexunu 2016. unan PubonauujeBor
HU3A.

Ilokazahemo jaue TBpDheme: HaKOH n Kopaka Ha Tabaum he ykymuo Fj,_; myra Owutu 3ammcan 6poj 1, 3arum F,_o myTa
Outu 3amucad Opoj 2, ..., F} myra Ourum 3anucanm 6poj n — 1, u jemmom he Outu 3amucan 6poj n + 1. Jloraxkumo OBO
UHIYKIUjOM IO n. Y TPBOM KOpaky Opumemo ¢ Tabise 6poj 1 a momucyjemo Opoj 2, Tj. HAKOH MPBOI KOpaka Ha Tabiau ce
Hasiasum camo Opoj 2, mro omroBapa TBphemy koje mokasyjemo. IlpermocraBumo canma ma tBpbheme Baku 3a HEKO 3a1aTO
n, U MOCMaTpajMo IITa Ce HelmaBa HAaKOH Kopaka n + 1: Opoj 1 he Ourtm ynmcan nmpuiamkoMm Opucama CBUX OpojeBa om 2
HaBuile, a TakBux uma F,,_ o+ F,_s+---+ F) 4+ 1; 6poj 2 he butu ynucan npuiankoM Opucama CBuX OpojeBa on 3 HaBuile, a
takBux uma F,_3+ F,,_4 + - -+ F1 + 1 urn. llakne, na 6mucMo mOKa3aiu »KeJHEHO TBpDhHeme, JOBOJLHO je JOKA3ATHU jeIHAKOCT

L+ F+- o+ Fp 4+ 1= Frio.

OBy jemnakocTt moka3yjemo mHayknujoM o k. 3a k = 0 jemnakoct Bazku. [IpermocraBumMo ga
jemHaxocT Baxku 3a 3anar 6poj k. VI3 Te npernocraBke mmamo Fy +Fo+ -+ Fi+ Frpp1+1 =
Fyyo+ Fy41 = Fi43, mTo je m Tpebano moraszatu. OBUM CMO IOKA3aJIM U sKEJLEHO TBP heme.
IIpema Tome, mpeoctaje camo ma mpuMeruMo ma ce HakoH 2015 kopaka Ha Tabiu Hama3u
yEymHO Fbo14 + Fog13 + -+ + F1 + 1 = Fyp16 Opojesa.

5. Youapamo ma Basku £ ABC = 90°. Heka je S; npecer cumerpaisie £ BC'A ca mujaronasiom
BD. Tana Baxu £S51CA = £S51DA = 20° nma je werBopoyrao S1ADC rterusan, Te ce S
HaJa3u Ha KpyskHunu ommcanoj oko AACD. Ha uctu Hauwmu, ako ca Sy O3HAUMMO IPECEK
cumerpase £ BAC ca mujaromamom BD, mobuhiemo ma je uerBopoyrao SaADC rtertuan,
ma ce u Sp Hasaszu Ha Kpyry ommcanoMm oko AACD. Oso je moryhe jemmHO YKOJIUKO ce
Tauke S1 U Sy mokjamajy. ¥ TOj Tauku HajJa3u ce meHTap ynucane kpyskuuie y AABC, na Ox 2015 3A 5
3akpyuyjeMo na je mujaronasa BD cumerpadsa npasor yraa £LABC, 1j. L DBC = 45°. Cana

ce mobuja na je yrao usmeby mujaronasa jemmar 85°.

Obasewmeme: cBUM YUEHUUUMA U NPOPHECOPUMAE HANOMUKBEMO 00 HUje BuUe aKmyeana npaxca o odpehenom b6pojy sadamara u3
yaconuca , Taneenma“ na domahium cpeOmOUWKOACKUM MAKMUNEBUMA U3 MAMEMAMUKE.

YerspTu paspen — A kareropuja

1. JacHo ma mocMaTpaHu M3pa3 y3uMa caMo nosutusHe Bpenmnoctu. lokazahiemo ma moske ysumarwy cse Bpennoctu Ha (0, 00).
IlocmaTpajMo cmenujaman cayyaj © =y = t, y = t%, rae t € (0,00). Tama oBaj m3pa3 mocraje, mocye gakor cpebusama

ft) = gyﬁ Ounro lim;_o f(t) = 0, a lim;_,o f(t) = co. Takobe ounto je m f(t) mempekmmua ma (0,00), ma ysuMa cBe

Bpexnroctu Ha (0,00).

2. Ogrosop: cBu GpojeBu memuBu ca 11, u 6pojesu 1909090---9090, 2818181 ---8181, 3727272---7272, 4636363 ---6363,
5545454 ---5454, 6454545 - -- 4545, 7363636 ---3636, 8272727 ---2727 mu 9181818 ---1818.

Csu 6pojeBu messuBu ca 11 nMajy TpaskeHO CBOjCTBO. 3amcTa, Kako je Opoj messuB ca 11 akko je pasnuka 30upoBa mudapa
Ha MapHUM, OJHOCHO HENAPHUM IIO3UNKjaMa JesbuBa ca 11, 1 Kako M3MeHOM Ma Koje mu¢pe y Opojy oBy pasiuky noBehasamo
Uiax CMamyjeMo HajBuile 3a 9, jacHO je ma ce m3MEHOM Ma Koje mudpe yBek mobuja Opoj xoju Huje mempus ca 11.

Hexka je, pamm jemmocrasumjer 3amuca, m = 31012015, u npernocrasumo caxa ma 6poj n = Gm_1Gm_2 -~ a1dg, rae 114 n,
“Ma TPaKEHO CBOjCTBO. Bawku

1] l2]-1

n = ag; — Z a2i+1 Eb;’éo (I’IlOd 11)
=0 =0

Yromuko 6u 3a HEKO i, 0 < i < L%J — 1 Basknno ag; > b, 3amenoMm nudpe ag; ca ag; — b modbmunu ducmo 6poj memus ca 11,

mTo je Hemoryhe mo mpernocraBiu. Vcto Baxku y ciaydvajy a.,—1 > b. Hame, ykoauro 6um 3a Heko i, 0 < @ < L%J BayKMIIO

az; < b— 2, 3amenom nudpe as; ca ag; — b+ 11 onmer ducmo mobusau 6poj memus ca 11. IIpema Tome, jemuue moryhuocTH Cy

az; =b—13acse, 0<1< [%J —1, u am—1 € {b—1,b}. IlocmarpajmMo cana mudpe Ha HENAPHUAM MO3UNKjaMa. Y KOJIUKO Ou
3a HEKY O BbUX BAKWUIO G241 < 9 — b, 3aMeHOM nudpe ag;t1 ca az;4+1 + b nobunm ducmo 6poj memwms ca 11. Jame, yKoIUKO
O 3a HEKy OJ HBUX BAKWIO G241 = 11 — b, 3amenoM mudpe ag;4+1 ca agi+1 + b — 11 mobunu 6ucmo 6poj memus ca 11. IIpema

TOMe, CBe Idpe Ha HeIapHUM Ho3uIujaMa Mopajy uznocutu 10 — b.



Pasmorpumo moryhuocr a,,—1 = b — 1. Tana numamo

m m
n= (bJ + 1) (b-1)— bJ (10— b) = 15506008 (b— 1) — 15506007 (10 —b) =b—1 (mod 11),
=1 (mod 11) =0 (mod 11)
mro je Hemoryhe jep Baxku n = b (mod 11). IIpema Tome, ocraje a,,—1 = b. ¥YBpmrajyhu cana cse moryhuocru b=1,2,...,9

nobujaMo ynpaBo OpojeBe HaBeneHE HA IOYETKY.

3. Jloka;kuMo HajIpe [a Ce CBaKU MO3UTUBAH paluoHaiaHn 6poj e Behu on 1 Mojke npukasaTu Kao 30Up HEKOJIUKO Pa3IUIUTUAX
pammoHaJHUX OpojeBa Koju cBu mMmajy Opojunarn jenuak 1. Heka je 3amar panuonanan 6poj %, rme Cy & U Y y3ajaMHO IPOCTU
u Baxku r < y. Pammhemo muaykumjom mo z. Ykoaumko je x = 1, mema mra ga ce mokasyje. [locmarpajmo cana majBehum
pamuonaJsian 6poj ¢ OpojuoreM jemHakuMm 1, mputoM He Behu ox %; TO je Opoj WEW 1 MOYKEMO 3aIuCaTU

x 1 x 1 1 x[¥] - 1 —y) mod x
:u+<—u) :T"FM:T"'%
y 131 \y (4] (2] yl4] [2] yl£]
Bpojumnan pasmomka (_yy)[irﬁdw Mabu je O T, Ila ce, IpeMa MHIAYKTUBHO] XUIOTE3U, OBA] PA3JIOMAK MOMXKE NaJhe IPEeICTABUTUA

Kao TpakeHa cyMa. Kako je oBaj pasjoMak IPUTOM CTPOrO MAamU OJ ﬁ (yrOIMKO OUM BaskMJIO CYIPOTHO, UMAJU OUCMO
x

§ — (—i] > ﬁ, Tj. % > (iW > ﬁ, a OBO je y KOHTPAAUKIUjX C MAKCUMAJIHOIINY PAa3JIOMKa %)7 mebhy mobujerum

cabuprnuMma ce He jaBJba ﬁ, ma UMaMO U TPaKEHO IPENCTABIHAE PA3JIOMKA %
xT

Cana mokasyjeMo ma ce u panuoHananu 6pojesu Behu on 1 mory mpencraButu y obauky omnmcanor 36mpa. Heka je 3amar
pamuonasan 6poj r Behu ox 1. Ilomro Baku Zfil% = 00, MO)keMo omabparu TakaB 6poj m € N 3a roju Basku 2111% <r
m+1 1
amu )" % > 7. 3ammMmumo
m m

1 1
PR UnDOF;
i=1 i=1

mol< 1o <1, 6pojr— > L Mosemo mpencraBuTH y 0GIHKY CyMe IOCMATPAHOT OGJIMKA, ¥ IPUTOM

Kaxo Basm r — ) /" ¢ = : : .
he mmenwonu cBux mobujenux cabupara outu Behm om m + 1. IIpema Tome, IpeKO ropme jeTHAKOCTH A0OMjaMO TPasKeHO
mpeacTaBbame Opoja r.

Bparumo ce cama Ha TOCTaBJbeHM 3anaTak. Jla 6mcMo mobumm Ha Tabian O6pOj ¢, HOBOJLHO je da pamuoHAIAH Opoj =

q
IpPEeACTABUMO y OOJUKY CyMe i + é 4+ 4 % rme ai,das,...,a, € N, n morom Ham Opucame ¢ tabie OpojeBa aji,as,...,a,
omoryhyje ma ymecro mux HamumemMo ynpaso 6poj ¢ (apyra on nse MoryhHOCTH H03BOJbEHE ¥ TIOCTABLM Jaje yIPABO PE3yITAT

1 = ¢). Tume je zamarax pemres. (IIpuMeTrMO 1a CMO 3ampaBO JOKa3ajy W BUIIE HEro IITO je TPAaKEHO: IMOCTABJLEHU INJb
q

MOKEMO OBABUTH ¥ CAMO jEIHOM KODAakKy.)

4. Hera npaBa C'N moHOBO ceue Kpy:kHUIY ki1 y Tauku D m Kpy:RHUIY ko Y Tadvku
H. Tana asku DN = NC = C'H. Tauka M upecerka npasux PQ u CN uma jemHaky
HoTeHnujy y ommocy Ha ki u ko, ma cimemu CN? — MN? = CM -MD = NM - MH =
CN? — CM?, mro 3uaun na je M cpemumre myxu CN. Ilame, kako Baxu AK - KC =
PK-KQ = NK-KT, tauke A, N, C, L nexe Ha ncToj Kpyskuunu, na gobujamo L ALC =
LAANC = 90°. Cnemu nma je AL taHreHTa Ha KPY:KHUILY ko, Ia 3aKbydyjeMo ma je
ANCL pentonn, omakie ciemu AC L NLu MN =MC = MK.

Cana mmamo ALAK = AKNM = ANKM = ALKP, na KP nexu Ha BUCUHU
tpoyrna AKL, tj. KP 1L AL.

5. TarkaB mHm3 nocroju. lepmuucahiemo ra pekyp3uBHO Ha cienehu HauywH: Heka je
a1 =1, ag = 2, agpt1 = 2a9, U Gont2 = G241 + T, TOE je T, HAjMaAmU IPUPOIAH OPO]
KOJU ce He MO¥e HAIUCATH y OOJIUKY a; —a; 3a Heke 4, j < 2n-+1. V3 came KOECTpyKIOuje
clemu Ja ce CBaKWU IPUPOJaH OPOj MO%e IPEICTABUTA Y OOIUKY a; —a; 33 Heke 4,j € N.
IlokakuMo joIm ma je 0BaKBO MpeACcTaB/hbalme jeIMHCTBEHO. [IpermocTaBuMo CympoOTHO:
Heka je 3a Heke h,k,l,m 3a koje Baxku k > h u m > [ ucnymeHa jeJHAKOCT aj — G, =
m — ap; 0€3 yMamema OIIMTOCTU, MOKEMO HPETIOCTABUTHU jour m > k. Y KOJIUKO je
m HemapaH 0Opoj, penuMo m = 2n + 1, Taga UMaMO Agopi+1 = QA = Q + A — ap < Ok 2015 4A 4

a;+ax < 2am—1 = 2a2, = @241, KOETpaguknuja. Heka je cama m mapan 6poj, penumo

m =2n+ 2. Yronuko Baxxku | = m — 1 =2n+ 1, Taga uMaMo a,, — a4 = Gopt2 — G2nt1 = Tp, &I TANA BAKU U Ty = G — G TOE
je mpurtom h < k < m—1=2n+ 1, mro je y KOHTPAIUKIUU C OJAOUPOM T,,. Y KOJIUKO Bazku k = 2n + 1, Tama caIUYHO Kao
MAJIONPE UMAMO Gy, — G = Ty, QU OJATIE U Ty, = a; — ap (360r a,, — ar = a; — ap), KOHTpaaukimja. Haj3an, yKOIUKO Bayku
l<2n+1uk <2n+1, Taga uMamMoO agpio = Ay, = a; + ax — ap < a; + ax < G2y + A2y, = G2pt1, MTO j€ OIET KOHTPAIUKIN]A,
YuMe je TOKa3 3aBPIIEH.

Obasewmeme: cBUM YUEHUUUMA U NPOPHECOPUMA HANOMUBEMO 00 HUje BUUE aKmyeana npaxca o odpehenom bpojy sadamara u3
yaconuca , Taneenma“ na domahium cpeomOUWKOACKUM MAKMUNERBUMA U3 MAMEMAMUKE.



IlpBu paspen — B kareropuja

1. Y ckynmy AN B manaze ce OHM €JIEMEHTHU KOju Ompumnanajy u ckymy A m ckymy B, a TakaB je caMo esJeMeHT 1, ma Baku
AN B = {1} (upumerntn na, peuumo, eixement {1} Huje 3ajemuuurn 3a ckynose A u B, jep oH mpumazna ckymy B amu He
u ckyny A). Cauuno, npema mepuHUOUjU YHUje W pasuiuke ckymnoBa, mobujamo AU B = {1,2,{1},{1,2}}, A\ B = {2} u
B\ A= {{1},{1,2}}. (Tanrenra 73, cTp. 33, 3an. I.1.)

“ 2. UspauynaBamo £ B1HC; = 360° — LA HC, — L A1 HB; = 136°. Kako 36up yrioBa ueTBOPOYTJIa
AC 1 HB; usaocu 360° a merosu yriosu kon temena C7 u By usznoce mo 90°, nmobujamo L BAC =

B
’ A £C1AB; = 360° — 90° — 90° — LBy HC = 44°. (Tamrenra 70, crp. 29, 3azn. 1.2.)

3. Hexa je a? 6poj xoju ce mobuja 6pucamem nocieame ase mudpe 6poja n. axie, n = 100a®+b =
¢ (rme Bawm 0 < b < 100), omakne mobujamo 0 < b = ¢ — 100a® = (¢ — 10a)(c + 10a) < 100.
Nmamo mejemuaroctu ¢ > 10a u ¢ + 10a < 100, ma m3 wmux gobmjamo 100 > ¢+ 10a > 20a, Tj.
a < 5. Kako majsehoj moryhoj Bpennoctu 6poja n omrosapa unajseha moryha BpemnocT O6poja a,
3akmpydyjemo a = 4. 3Hamo ma Baxku ¢ > 10a = 40. Yroamko Ou Bakuiao ¢ > 42, nobuaun Gucmo
Ox 2015 1B 2 b= (c—10a)(c+ 10a) > 2 - 82 = 164, rourpaaurimuja ca b < 100. Kao jemuna moryhuocr ocraje
c=41. Tama umamo n = 412 = 1681 (u Gpucamem mocremme aBe mAppe 3amcrta ocraje 16 = 42).

A @] B

4. Iomro Basm 6! = 720 = 2% .32 . 5! mamumumo x = 29137154 u y = 2923%25% rpe ce yca0B U3 MOCTaBKE CBOMU HA
max{ai,as} =4, max{by, b2} = 2 m max{cy,ca} = 1. Hariue, naposu (ay,az), (b1,b2) n (c1,c2) pemom Mory ga ce omabepy Ha 9,
5 u 3 mauuna (mro mupexrHo npebpajamo). IIpema tome, omrosop je 9-5-3 = 135.

5. [Tocmarpajmo cBe monckymoBe OpojeBa 3anmucanux Ha tabau, pauyHajyhu u npas3an ckymn. Hbux uma 2”. Ilo ITupuxaeoBom
IPUHIUILY, TOCTOje 6ap ABa O OBUX MOJCKYIOBa, permMo A u B, TakBU ma cyMa ejieMeHaTa CKyna A M cyMma eJeMeHaTa CKyIa
B mmajy uctu ocratak npu nessemy ca 2" —3. Mcenpen 6pojeBa Koju ce Hanasze y ckyny A a He Hajga3e ce y B HanumeMmo 3HaK
,+ % ucupen OpojeBa Koju ce Hajia3e y CKylly B a He Hama3se ce y A manmumemo 3HakK ,,— “, a cBe ocTaJie OpojeBe oOpuiemMo ¢
tabise. Bpennoct uspas3a moOujeHor Ha Taj HAUMH jeIHAKA je cyMu OpojeBa u3 ckyma A ymMameHoj 3a cyMmy OpojeBa M3 CKyIla
B (3amcra, mpuMeTUMO Aa Ce IPUINKOM DAUyHAHA PA3JIMKe OBE IBE CyMe MCIOTUDPY OHM ODPOjeBU KOjU Ce HaJla3e Uy CKYILy
A wny ckyny B, 6ynyhu ma oHu ydecTByjy y 00e cyMme, a TMME HAM OCTaje yOpaBo uU3pa3 AO0UjeH Ha Tabiu); IOMTO OBE
CyMe Majy UCTU OCTATaK IpU Aejbeny ca 2" — 3, BUXOBa pPa3juKa OesbuBa je ca 2" — 3, umMe je MOKa3 3aBpIIEH.

Obasewmeme: C6UM YUEHUYUMA U NPOPECOPUMA HATOMUBEMO 00 Huje 8UUE GKMYEARG Npakca o odpehenom bpojy sadamara u3
yaconuca ,, Taneenma “ na domahum cpeodboOUWKOACKUM MAKMULEBUME U3 MAMEMAMUKE. 30 YUeHUKE KOJu ce MaKMuve Y Kamezopuju
L osaxea npaxca 360pncana je u na 080M Maxmudeny, a noves 00 Apxcasnoz maxmuuena wehe suwe bumu npumenusana.

Ilpyru paspen — B kareropuja

1. ITocTaBibeHA jeqHAUYNHA €KBUBAJICHTHA je Ca
x—a—2b a?® — b?

r—a  (v—a)?’

a OBO Ce JaJbe CBOIAU Ha

=0 x—a—-2b a®—b—(x—a—2b)(z—a)

Oz(x—a)Q_ r—a (x —a)?

—b% — 22 + 2ax + 2xb — 2ab _ 2a(x — b) —x(x — b) + b(x — b) _ (z = b)(—x + 2a+ )
(x —a)? (r —a)? (z —a)? '

ITpema Tome, pemewma cy € =b unu & = 2a + b, y3 ycuaos x # a. (Tanrenra 70, crp. 29, 3axn. I1.1.)

2. Ilpso pewemwe. Moryhe je. Ha crpanunu AC youumo B
tauky D takBy ma Basku AD = AB = 2x. Heka '
cy Ay, By, C1y u Dy cpemumra ay:xku BD, DA, AB
u BC, pemom, kao Ha cuaurnu Jseso. On jemHakocTpa-
mununor AAC1 By, tpame3za DCD1A, M HEKOHBEKCHOT
mecroyria DiBCiBy DA, MOkeMO cacTaBUTU IPABU-
JIaH MEeCTOyrao Kao Ha CIWUNUA Y CPeIuHU.

Lpyeo peweme. YOUUMO UCTE TAUKe KAaO y IIPETXO-
amoM pemewy. On AA;BD;, tpamesa B;CDiA;
u tpamne3da A;BAB; MO¥keMO caCTaBUTU TpPABUJIAH Ok 2015 2B 2
IeCTOyrao Kao Ha CIUNUA JECHO.




3. 3a ¢ = 2 me nocroje oarosapajyhu a u b. 3a ¢ = 3 jemuna moryhuocr je a =3 u b =5 (uau o6paTHO),
a tama mobujamo ab+ 34 = 49, mro jecte caoxken 6poj. [IpermocraBumo canma ma Basku ¢ > 3. Kako je ¢ A
npoct 6poj, Baskwu ¢ = 6k + 1. Taga 6 | > — 1 = a +b. Hemoryhe je a = 2 (jep 6u tama b 6wo mapas, Tj.
jemHar 2, a OBO He OAroBapa yCJIOBY), ka0 HU a = 3 (jep 6u Tama m b 6mo memus ca 3, Tj. jemHAK 3, a
HU OBO He omrosapa yciaoBy). Cuemu ma je jeman ox 6pojesa a u b jemnak 6] + 1 a npyru 6m — 1. Tana
Bazku ab+ 34 = (614 1)(6m — 1) + 34 = 36lm — 61 + 6m + 33, 1j. 36up ab+ 34 memwus je ca 3, ma je CIOKEH.

4. Tlomro Basku LMBP = AMCQ, {BMP = ACMQ nu BM = CM, no craBy YCY caemu AMBP = P, Q
AMCQ, a omatae nobujamo BP = CQ. Cana no crapy CYC umamo ABCQ = ACBP, a onatie cienu
BQ = CP. (Tanrenra 70, ctp. 29, 3an. 1.4.)

B M c
5. Y mapenHoj Tabaunu npurasaHU Ccy cBe Moryhe komOuHamnuje kako je moryhe ocrBapuru 30 60m0Ba
Ha OBOM TakMuueny (y CBAKOM pely IpHKa3aHa je HO jexHa MOTryHOCT y 3aBUCHOCTH O TOTA Ha KOJIUKO
3amaTaka je yuyeHuk octBapuo 5, 4, 3, 2, 1 u 0 6onosa). Ox 2015 206 4
5 4 3 2 1 0| 6poj HaunHA
6 1 7
5 1 1 21-2= 42
5 11 21-2= 42
4 2 1 35-3 =105
4 1 2 35-3 =105
3 3 1 35-4 =140
2 5 21
YEYIIHO! 462

Ilomro Baskm 462 < 500, mo JlupuxseoBOM TPUHIUIY MOPAjy MOCTOjaTu Oap 2 yUeHWKa Ca UCTUM PACIOPEIOM IMOEHAa IO
3amanuMa.

Obasewmeme: cBUM YUEHUUUMA U NPOPHECOPUMAE HANOMUKBEMO 00 HUje BuUE aKmyeana npaxca o odpehenom b6pojy sadamara u3
yaconuca ,, Taneenma “ na domahum cpeobOUWKOACKUM MAKMULEBUME U3 MAMEMAMUKE. 30 YUERUKE KOJU Ce MAKMUYe Y Kame2opuju
b osaxea npaxca 360pacana je u Ha 060M makmudeny, a nowes 00 LApxcasnoz maxmusena nehie suuie 6UmMU NPUMEBHUEAHA.

Tpehu pa3zpen — b kareropuja

1. Bammmmyvo t = |t]+7, npu gemy Basku 0 < 7 < 1. Ykomuko Baskm 1 < 3, Taga umamo |t| = [t+ 5| = [t+ 3], Tj. neBa cTpana
nocMmaTrpaxe jemHakocTu usHocu 3|t], nox necua usnocu |3(|t] +r)| = [3|t] +3r| = 3[t] (6ymyhu ma mvamo 0 < 3r < 1), na je
Y OBOM Cilydajy jeIHAKOCT HOKasaHa. Y KOJIMKO Baku + < r < 2, Taga uMamo [t] = [t+ 3] u [t+ 2] = |t] + 1, 1j. neBa cTpana
nocMaTpane jenHakocTu usHocu 3|t] +1, nok necua msnocu |3([t]+r)| = |3[t]+3r] =3[t +1 (6ynyhn ma mmamo 1 < 3r < 2),
ma je m y OBOM CJydajy JeJHAKOCT mOKa3aHa. Haj3am, yKOJIMKO Basku % < r <1, raga umamo [t + %J = [t+ %j = |t] + 1, Tj.
JeBa CTpaHa MOCMATpaHe jemHakocTw m3nocu 3|t| + 2, mok mecma wmsmocu |3(|t] + )| = [3|t] + 3r] = 3|t] + 2 (Bynyhu ma
nvamo 2 < 3r < 3), uuMe je nokas koMmmiaerupad. (Tamrenra 71, crp. 37, 3an. 1.4(a).)

2. IlomTo Basku

i 3
e + fcosx) sin4x = 2sin (ac—l—

71' .
3 sin4x,

(sinx—i—\/gcosx)sinélx:?( 5 5

IIOCTABJLEHA jeIHAUNHA €KBUBAJICHTHA, je ca sin (z + §)sin4x = 1. Kako 3a cBe a Basm |sina| < 1, ocrajy camo ase moryhnocTn:
i) sin (z + §) = 1 u ucroBpemeno sin4x = 1, unu ii) sin (z + §) = —1 n ucrospemeno sin4r = —1. ¥ mpsowm ciyuajy mobujamo
xr = §+2kT 1 uCTOBpeMeHo x = %—l—%, mrTo ounTo Huje Moryhe. Y mpyrowm ciydajy mobujamo x = §+(2k+41)T u uctoBpemeno

_ oz 24w
r=g+ 73

, mTo ounTo omer Huje moryhe. /lakie, oBa jenHadymHa HEMa peUIEHA.

3. ITocne 6poja 2015 y oBom HU3Y caenu 6poj 221, a mocie wera 26. Hakon Tora cBu HapegHM UJaHOBU OBOT HU3A CY jeTHAKU
26, jep Bawku 4 -6+ 2 = 26. Ilakmue, nakon 6poja 2015 wehe ce mojaButu npoct 6poj. JokakumMo na Cy CBU WIAHOBU HU3A IIPE
6poja 2015 memusu ca 13. [Tocmarpajmo mekn O0poj y Husy n. Heka je b merosa mudpa jenuruna, a a 6poj Koju HACTAje Kaaa
Opojy n m3bpumemo nocaenwmy nudpy. Tana je mocae 6poja n = 10a + b crenehu unanm Huza m = a + 4b = 10‘117'5401’ = %‘3%.
Yromuko 13 | m, tama 13 | 10m, n name mobujamo 13 | 10m — 39b = n. JIpyruM peumma, YKOIUKO je Opoj m y HU3Y HebUB ca
13, Tana je m meroB mpeTxomHuK aesmuB ca 13. Kako je 2015 memmBo ca 13, mobujamMo ma Cy W CBU HPETXOMHUIU NEHLUBU Ca
13. Ocraje jemuuo mpoBepuTy Moke jau ce 6poj 13 mojasutu y Husy. To je memoryhe jep 6m y ToM cayuajy ciaemehm unan
6ro 4-3+ 1 =13, na Ou 1 cBu HApPEeTHV WIAHOBU Omiam jemHaxu 13, Te ce y Hu3y HUKama He O6u mojaBuo O6poj 2015. Harie,
cBu wianosu npe 2015 messuBu cy ca 13 a Hucy jemnakm 13, ma He MOry OWTH IPOCTH.



4. Heka je PC = MAC, PA = (1 — M)AC, rzme Baxu 0 < A < 1. VI3 Tanecose Teopeme
mobujamo AF = (1 — M)AC, = %AB u CE = \CA; = %C’B. YBeauMo BEKTOpe

BA =77 u BC = ¢. Ilobujaso EF = EB + BF = 27— (1- %)_) IIaJLe HeKa Cy

N u M | mpeceune Tadke EF ca CCy u AA;, pemom. Tana BRI EN = EC + CN =

EC+OLCCl, e je o HeKr PeasiH KOePUIjeHT, a Ka,KO BayKU CC’1 - = T, mobujamo

EN =27 + a(: -7C) = % —(a— %) ¢ . Bexropu EF u EN Cy KOJMHEAPHH, IIa CY

: - = : 14X _ 2-X _
M OJIFOBapaJth KOe(UIMeHTN Y3 @ U C CPa3MEepHHU, Tj. BaKU — > = 5 —y =k, u3
14+ '

ugera ce mobuja 3Aa = A+ A2, 1j. a = , a omariae caemu k = 3, tj. FF = 3E—]>V.

“ ‘

. e 4 —_ .
Ananoruo nobujamo FE = 3FM, unme je tBpheme mokasaHo.

5. Paznsajamo mBa cayuaja: i) majseha mudpa je 9 a majmama 1; ii) majseha mudpa

je 8 a majmama 0. (To cy jemune mse moryhuoctu.) Y npsBoM ciaydajy jeauHuna Mo:ke

Ox 2015 35 4 nohwu Ha 6wmiio KOjy on 6 mo3unuja, a TOTOM AEBETKA HA OMIIO KOjy O IPEOCTAINX D

no3unuja. lame, Ha IPBY O IpeocTase YETUPY O3ULKje MOKe Hohu OmIIo Koja o1 -

¢dapa 2,3,...,8, mro je 7 Mmoryhuaoctu, 3a HapenHy no3uiujy uMamo 6 moryhzocru, 3a

O3UIM]y mocie e b MoryhHoCT 1 3a mocaenmny IpeocTany no3unujy 4 moryhuaocru.

Twume cmo Habpojann yrynHo 6-5-7-6-5-4 = 25200 OpojeBa y upsom ciaydajy. [locmarpajmo cana apyru caydaj. [locroju

5 moryhux mosunuja na kojuma ce mo:xke Halin myna (jep mysa He Moske Outum Bomeha mudpa), a HAKOH HOCTABJbAMA HYyJe

umamo 5 Moryhwux mosuiuja 3a ocMmully. /lasse pe30HYyjeMO CIMYHO KAa0 y IPETXOTHOM CIydajy, ¥ M3PadyHaBAMO Oa Y OBOM

cay4ajy uMamo yKymHo 5-5-7-6-5-4 = 21000 6pojesa. lakae, pememe 3anatka je 25200+ 21000 = 46 200 6pojesa. (Taunrenra
72, ctp. 33, 3ax. 13.)

Obasewmeme: cBUM YUEHUUUMA U NPOPHECOPUMA HANOMUBEMO 00 HUJE BUUE aKMyeana npaxca o odpehenom bpojy sadamara u3
yaconuca ,, Taneenma “ na domahum cpeobOUWKOACKUM MAKMUNEBUME U3 MAMEMAMUKE. 30 YUENUKE KOJU Ce MAKMUYE Y KaMe20PUuju
b osaxea npaxca 360pncana je u Ha 060M MAKMUdEBY, a nowes 00 LApxcasroz maxmusena wefie suuie 6UMU NPUMEBUEAHE.

Yerspru paspen — B kareropuja

1. ITocmaTpaHa jeIHAKOCT €KBUBAJICHTHA je Ca y—lz + ﬁ + i =
3a OpojeBe Ty, Yz U ZT UMAMO

2015 ] He_]e,IIHaKOCTI/I APpUTMETUYERE U XapMOHHJCHe CcpenuHe

3 3
Ty YLt e = 0 = 6045,

Z 1 1 1
3 2y + 5+ e 5015
Tj. xy + yz + zx > 18 135. MurumyM ce mocTm:ke 3a rz = xy = yz = 6045, 1j. 3a * =y = 2z = v/6045.

2. IMomrro Baskm 375 = 3 - 125, cnemu ma je n memuB ca 375 ako M caMO ako je mesmuB ca 3 u ca 125. [la 6u 6poj 6uo nemus
ca 125, noTpebHO je U DOBOJBHO Ha My TPOIU(PPEHU 3aBpHieTak Oyme mebus ca 125; npema ToMme, arasag € {125, 375,625, 875}.
IIpBe mBe MoryhmocTm oTmamajy jep HUje UCOYHEH YCIOB a7 = ag, Ma OCTajy MOCHENmEe OABE. Pa3MOTpMMO MPBO CIIyYaj
aragag = 875. Jemune moryhHOCTHU 3a 020304050 TAaKBe mMa Oyme UCIYIEH YCJOB Gy = a3 = --- = ag jecy 88888, 98888, 99888,
99988, 99998 u 99999, Tj. mect moryhuoctu. Ilpeocraje jom ma mpebGpojuMo Ha KOJIMKO HAYMHA MOMKEMO omabpaTtu mudpy aj.
Y 3aBUCHOCTH OJ OCTATKa KOjUu 30Up as+as+---+ag Jaje Ipu mepbemy ca 3, 3a tudpy a1 MOKEMO m3abpaTu HeKy on mupapa
u3 ckyna {3,6,9}, onnocuo {2,5,8}, ommocuo {1,4,7} (mudpy a1 Gupamo taro ma 36up cBux mudapa nobujenor Gpoja Oyme
nessuB ca 3); makie, yBek umamo uzbop msmeDy Tauno Tpu moryhiHOCTH 38 mU(DPY a1, Ia MOKEMO 3aK/bYUYUTU OA Y CIyYajy
aragag = 875 mmamo 6 - 3 = 18 moryhux BpemmocTu 3a n.

TTocmaTrpajmo cama ciyuaj aragag = 625. [IpeGpojMo Komko moctoju MoryhHOCTH 3a G203040506. CBaka o1 OBUX IET
nudapa jecre jemna oxn mmdpapa 6, 7, 8 wan 9. [Iprnmernmo na Ouio kakaB omabup yKYIHO ImET O] OBUX Iudapa jeTHO3HAYHO
onpebyje azazazasas, Oynyhu na je nopenak 3anar. Kopucrehn oo 3anaskame, caza padyHaMoO: YKOJIUKO OUPAMO caMoO jenHy
uudpy mer myra, Ty uMaMo 4 MOryNHOCTH; YKOJMKO Ompamo ase mudpe, BUX MOKeMO m3abpary Ha 6 HAUMHA, & OHE MOTY
6urtu pacnoznesmene Ha 4 HaurHa (144, 243, 3+2 u 4+ 1), wro naje 6-4 = 24 moryhnocTu; ykoauko Gupamo Tpu muppe, HUX
MOkeMO m3abpaTu Ha 4 HauMHA, & OHE MOy OuTH pacnogesmeHe Ha 6 Haumsa (14+1+3, 1+34+1,34+1+1,1+2+2, 14241 n
2+1+1), mro maje 4-6 = 24 moryhnocTu; Haj3a, yKOIUKO cBe yeTupu mudpe OyLy y3eTe, OHE MOT'Y OUTHU PACIOJesheHe Ha
4 mauuna (jemna hie 6utu y3era nBa myTa a ocrasue mo jexaoM). Tume cmo mabpojanu 56 moryhuocTu 3a azazasasas. Kao u
paHuje, 3a CBaKy On BUX Iudpa a; MOke OuTu omabpana Ha TayHo 3 HaywmHa. [Ipema ToMe, y OBOM CiIydajy MMaMoO YKYIIHO
56 - 3 = 168 moryhux BpenHocTu 3a n, Te je pememe 3anarka 18 + 168 = 186. (Taurenra 72, ctp. 36, 3axn. 11.18.)



3. Osmaummo ca M cpemumre nysku AB, a ca X mpecedny Tauky MOCMATPAHUX KPY/KHUIA.
Tana je ABMX npasoyrau (XM LAB jep je 3ajenauura TeTUBA KPYKHULA KOje Ce CEKY
HODMaJIHA Ha LYK Koja craja muxoBe menrpe) u Baku ABMX ~ ABCA, onakie nobujamo

% = % = 2%, tj. AB? = 2BC - BD :32BC’ . ]134—%2 (mocnenma jeHAKOCT JIAKO CJIeAU 13
ABDC ~ ABCA), a onaBne nobujamo % =2, 1j. g,—g = /2. s ABDC ~ ABC A xonauno

; DB _ BC _ 1
nobujamo & = Z5 = 73

4. Herka je youeH BaJ/bak MOJNYIPEYHUKA OCHOBUIE I U BUCWHE h, UMja je 3ampeMuHa jemaHaKa
3anaToj xoucranTu V. U3 jemmaroctu V = r?rh mobujamo h = % IloBpmuna oBoOr BaJbKa
ussocu 2rim + 2rwh = 21?7 + 27“77% = 2r2r + % IlocmaTpajmo oBaj uspa3 Kao (YHKIU]Y
IO 7" ¥ MOTPAKMMO IPBU u3BOX. [IpBU m3BOM M3HOCHU 41T — 27‘2/ [IpBu u3BOL jenHak je Hyn
KaIa BaxKU 213w = V', mosutuBan je rKama Bayku 2r37 > V a meraTuBaH Kaua Baxku 21w < V.

Ilakye, mocMaTpaHa MOBPIIMHA je MUHUMAJHA Kaga Basky 2131 = V., u Taga umamo h = % =
3 .
2:2; = 2r, mro je u tpebano nokaszatu. (Taurenra 70, cTp. 32, 3an. IV.3.)

5. IIpso hemo mokazaru ma ce y 6pojy (2™)! npocrt unaunal 2 nojasmyje Ha cremen 2™ — 1.
WM 3ancra, meby cBum 6pojesmma ox 1 mo 2" GpojeBa memmBux ca 2 mMa 2" ', 6pojesa
nemuBux ca 4 mma 2"72) ... nemumsux ca 2" wmma 1. Ilpema Tome, y 6pojy (2")! mpoct

B
D
X
c A
Ok 2015 45 3

upHMIan 2 MojaBmyje ce Ha cremen 27 L4272 4 ... 4241 =2" — 1, mTo cMo u TBpmamn. OmaTie cama ciaemu ga ce y 6pojy
(2™ — 1)! mpoct uunmaan 2 nojasmyje Ha crenen 2" — 1 — n. IIpema Tome, yronuko y3memo k = 2" — 1 rue je n Ipou3BOJbAH
6poj sehu on 2015, Tana ce y 6pojy k! = (2" — 1)! npoct unaunan 2 nojaBmyje na cremen 2" — 1 —n =k —n, a DOmWTO BaKU

k—n < k— 2015, nobujamo 282015 4 k.

Obasewmeme: C6UM YUEHULUMA U NPOPECOPUMA HATOMUBEMO 00 Huje 8UUWE GKMYEARG Npakca o odpehenom bpojy sadamara u3
yaconuca ,, Tanzenma “ wa domahum cpeomboUKOACKUM MAKMULCHUMA U3 MAMEMAMUKE. 30 YUeHuKe KoJu Ce MAKMUYE Y KAME20PUjU
L osaxea npaxca 360pncana je u na 080M Maxmudeny, a nowes 00 Apxcasnoz maxmuuena wehe suwe bumu npumenusana.



