
32. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Atina, Grqka – 5. maj 2015.

Ako su a, b i c pozitivni brojevi, dokazati nejednakost1.

a3b6 +b3c6 +c3a6 +3a3b3c3 Ê abc(a3b3 +b3c3 +c3a3
)+a2b2c2

(a3 +b3 +c3
).

(Crna Gora)

Dat je nejednakokraki trougao ABC sa opisanim krugom ω i centrom upisanog2.

kruga I . Prave AI , B I i C I redom seku krug ω u taqkama D,E ,F razliqitim od
A,B ,C . Prave kroz taqku I paralelne pravim BC , C A i AB redom seku prave
E F , F D i DE u taqkama K , L i M. Dokazati da su taqke K , L i M kolinearne.

(Kipar)

Komisija sastavǉena od 3366 filmskih kritiqara glasa za Oskara. Svaki kri-3.

tiqar glasa za jednog glumca i jednu glumicu. Nakon glasaǌa se ispostavilo
da za svaki prirodan broj n ne ve�i od 100 postoji glumac ili glumica koji
je dobio/la taqno n glasova. Dokazati da postoji dvoje kritiqara koji su
glasali za istog glumca i istu glumicu. (Kipar)

Dokazati da me�u proizvoǉnih 20 uzastopnih prirodnih brojeva postoji broj4.
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vaжi za sve prirodne brojeve n.

Kao i obiqno, {x} oznaqava razlomǉeni deo realnog broja x, tj. razliku izme�u
x i najve�eg celog broja maǌeg ili jednakog x. (Srbija)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Smenom x = ab2, y = bc2 i z = ca2 traжena nejednakost se odmah svodi na Xurovu1.

nejednakost:

x3 + y3 + z3 +3x yz Ê x y2 + yz2 + zx2 +x2 y + y2z + z2x.

Pretpostavǉaju�i raspored D −E −M, imamo ∢E I M =∢E B A =∢E DI , pa je prava2.

I M tangenta na krug DE I i M I 2 = MD ·ME . To znaqi da M pripada radikalnoj
osi s opisanog kruga trougla ABC i
degenerisanog kruga (I ,0). Analogno i
taqke K i L pripadaju pravoj s.

Drugo rexeǌe. Taqke K ′ = BC ∩E F , L′ =
C A∩F D i M ′ = AB∩DE su kolinearne na
osnovu Dezargove teoreme, pa je u ori-
jentisanim duжima EK ′

K ′F · F L′

L′D · D M ′

M ′E = −1.

Kako je EK ′

K ′F = EK
K F · EK ′

EK · K F
K ′F = EK

K F · BE
I E · I F
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zamenom ove i analognih jednakosti u prethodnu relaciju dobijamo EK
K F · F L

LD ·D M
ME =

−1, pa tvr�eǌe zadatka sledi po Menelajevoj teoremi.

Napomena. Ni u jednom rexeǌu se ne koristi da je I centar upisanog kruga.

Pretpostavimo suprotno. Za svako i = 1, . . . ,100 fiksira�emo jednog kandidata3.

Ai koji je dobio i glasova.

Broj sudija koje su glasale oba puta za nekog od kandidata iz skupa A =
{A34, A35, . . . , A100} nije ve�i od broja parova glumac-glumica me�u ovim kandida-
tima, a on je najvixe 33 ·34= 1122.

S druge strane, od ukupno 2 ·3366 = 6732 glasova koje su sudije dodelile, ǌih
34+ 35+ ·· · + 100 = 4489 je otixlo kandidatima iz skupa A . Zato ima najvixe
6732−4489= 2243 sudija koje nisu oba puta glasale za kandidate iz A .

Dakle, ukupan broj sudija ne prelazi 1122+2243= 3365, xto je kontradikcija.
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dovoǉno je odabrati d tako da za sve m,n ∈N vaжi dn2−m2 6∈ {1,2,3,4}. Ovo pos-
tiжemo izborom d = 20k +15= 5(4k +3) za k ∈N0. Zaista, tada m2+2 i m2+3 nisu
deǉivi sa 5, dok m2 +1 i m2 +4 nemaju delioce oblika 4k +3, tako da nijedan
od brojeva m2 +1, m2 +2, m2 +3 i m2 +4 ne moжe biti deǉiv sa d.
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