JpymrBo maremaruuapa CpoOuje
MunncTapcTBO IpOCBeTE, HAyKe M TEXHOJIOIIKOT pa3Boja

OKPYKHO TAKMMNYEIKE N3 MATEMATHUKE
YUEHUKA CPEOILUX IITKOJIA
Pemema 3amaTaxa

IIpeu pa3pen - A rareropuja

. ar _ a1 +b+vi+g¢
1. Ana suje mo6uo Behy KOAMYHMK O HACTABHUKA, I BAKUA — < , OJHOCHO
as  az+by+v2+go

ai(az 4 bz +va + go) < az(ay + by +v1 + g1).
Awnanoruo tBpheme Basku u 3a Bpanky, Bepy u ['opana, ma 360r Tora mMaMo 4eTUPU HEjeIHAKOCTU:

ai(az +bo +v2 +g2) <az(ar+br+vi+g1), bi(ag + b2 +vo +g2) < bz(ar +b1+vi+g1),
vi(ag +bs +v2 4+ g2) < wa(ar +bi +v1 +g1), gi(as + by +v2+g2) < golar +b1 +v1+g1).

CabupameMm OBUX HEjeIHAKOCTHU HOOMjamMo
(a1 +b1 +v1+g1)(az + b2 +v2 + g2) < (a1 + b1 +v1 + g1)(az + b2 + v2 + g2).

Kako y 0oBOj HejemHakoCTU 3alpaBO BajKU JEIHAKOCT, Yy CBAKO] OJX IIPETXOJHE YeTHUPU HejenHaKOCTU TakoDhe
. ar b v atbhi+uit g

BasKM 3HAK jemHakocTu. 30o0r Tora je — = — = — = Z= = , ma cy bpanka u ['opan mobunu

azy by va g2 ax+tbrturtgo

NCTU KOJIMYHUK.

2. Amasmsa. Heka je a = BC, b= AC u a > b. Ilo ycaoBy 3anatka je <BAC = 3 < ABC. V3abepumo Tauky
D wua crannnu BC tako na Baxku <DAB = <ABD, 1j. AD = DB. Tana je <ADC = <DAB+ <ABD = <CAD,
na je u AC = CD. Hakne, DA =a—b.

Koucrpyrmuja. Heka je 6e3 ymamema onmroctu a > b. Komcrpyummmo nysx AC myskume b. KocTywnmmmo
kpyskuUIYy k1 ca neHrpoM y C ¥ MONLYIPEYHUKOM b U KPY:RHUIYY ko ca NEHTPOM y A U MOJynpevyHuKoM a — b.
Heka je D Taura mpeceka kpy:kaUNA k1 U k. KoHcTpyummMo kpy:kaUIY k3 ca meHTpoM y D 1 mOoayIpeyvyHuKOM
a —b. Taura B je oHa Tauka mpeceka kpy:kuuie k3 u npase CD 3a xojy Baxku C' — D — B.

Ioxka3. Ilo koucTpykmju, Tauka D Hagas3m ce Ha Kpy:RHUIU k1, na Basku C'D = b, u Ha kpy:RHUNU ko, 1A BAKU
AD = a—b. Cnuuno, Tauka B Hasmaszu ce Ha kpy:xuuim k3, na Basku DB = a — b. Ilakne, tpoyraosu ACD u
ADB cy jemmakokparu, na 36or C — D — B Baxu <CAB = <CAD + <DAB = <ADC +<DBA = 3<1 ABC, mto
je u Tpebasio moKa3zaTu.

Iuckycuja. Ako je a = b 3agarak Hema pemema. Aro je a > b kpy:kuuie k; u ko ceky ce y InBe paszauyure
tauke X u Y. 360r cumerpuje, 3a D = X u D =Y nobujamo noxynapue tpoyriose ABC, ma 3amarak y OBOM
Ccay4Yajy UMa jeIMHCTBEHO pelleHe.

3. Ako je k> 1, m>1un > 1, meBa crpana jegHakocTu je messuBa ca 4, mro mHuje moryhe jep 2014 uuje
nemus ca 4. Ilakne, 6apem jemam on Opoja k, m u n jennak je 1. Aro je k = 1, mudpa jemununa Gpoja ca
seBe crpame je 2, mro Huje moryhe jep je mudppa jenuuuna Opoja 2014 jemmara 4. Axo je m = 1, jemmauumna
ce ceomu Ha 2F — 2004 = 10™. Omasze je 2F > 2004, tj. k > 10. Ilame, xaxo 4 memu 6poj 2F — 2004, a 8 me
neau oBaj O6poj, 3akmdydyjemMo ma je m = 2, mrTo Huje moryhe jep 2104 muje cremen Opoja 2. Harkme, n=1mu
IaTa jemHauUMHA eKBUBaJIeHTHA je ca 2F 4+ 10™ = 2024. Omasme je 10™ < 2024, tj. m<3. Bam=1um =2
jemHAUMHA HEMa pemema, MoK je 3a m = 3 pemewe (k,m,n) = (10,3, 1).

4. Hera je <BAC = a, <ABC = 3, <BCA =~ u F nogHOo:xje HOpMaJie u3 Tauke B Ha mpasy AD.

Pasmorpumo npso cayuaj 8 > v. Tama je <ABF = 90° — «/2 < 8, na Base pacmopemu A — F — D nu
B — F — E. lame, u3z tetusaoctu yersopoyriaa ABDE notujamo <FAB = <FEAD + <DAB = <EBD + «/2 =
B —<ABF + «/2 =90° — 4. Ca mpyre crpane, <OAB = (180° — <AOB)/2 = 90° — v, na rako cy tauke O u C
ca ucte crpane npase AB (jep je v < 90°), to cy tauke A, O u E konuHeapwe.

Pasmorpumo cama cayuaj 8 < v <90°. Y oBoMm ciayuajy je <ABD < <ABFE, na Basku A — D — F. Taxkobe,
<EBD = <ABF — <ABD =90° —a/2 - 8= (v — )/2 < a/2 = <DAB, na Baxu pacnopen B — E — F. Jlokas
3aBpIIABAMO CIUYHO KAO Yy MPETXOIHOM CIyYajy.

Ha kpajy, pasmorpumo cayuaj 8 < 90° < . ¥ osom cayuajy takobhe Basku A — D — F (jep je <ABD <
<ABF). Mebyrum, cana je <F'BD = (y — f)/2 > a/2 = <FAB, na Basxu pacuopen F — B — E. Ilame,
uersopoyrao ADBE je terusan, na Baxku <BAFE = <DAFE — <DAB = 180° — «<DBE — a/2 = <DBF — a/2 =
(v=p8)/2 —a/2 =+v—90°. Ca mpyre ctpane, karo cy tauke C u O ca pasnanuutux crpana npase AB, Baxku
<OAB = (180° — <AO0B)/2 = (180° — 2(180° — v))/2 = v — 90°, omakxne cienu TBpheme 3amaTKa.

5. Oarosop je 23.



W3 ycnosa 3amatka npuMmehyjeMo na Ha Kpajy MOKe OINCTATHU CAMO jeIHa BpcTa. KAaKo mociie CBaKOT jelema
IIapHOCTU OpojeBa jeoHOpOra M BYKOIJIaKa OCTajy Pa3JIWduTe, He MOI'Yy OCTATHU caMo maykosu. [lakie, cBUX 55
IayKoBa MOpajy [a WInde3Hy, 3a mTa je morpebuo 6ap 55 jemema. Ilakae, Mory ocratu HajBuine 23 CTBODEHA.

C mpyre crpamne, ako 17 maykoBa omMax mojeme jemHopore, ocrtajy 23 Bykommaka u 38 maykoBa. Heka
HajaJjbe, Kaa IOl BYKOMJIAK IIOjele Iayka, Iayk Iojemne HacrtajJor jemHopora. Ilocie cBakor oBakBor mapa
jemema, Opoj ByKOIJIaKa OCTaje MCTU, a OPOoj maykoBa ce cMmamyje 3a 2. Tako he mocse 19 myra no aBa jenema
octatu camo 23 Bykomiaka. OBUM je MOKa3 3aBPIIEH.

Ipyru pa3pen - A rareropuja

1. Ioraszahemo ma tpaskene ¢pyurmuje mocroje. Heka cy f(z), g(z) u h(z) xBampaTHe QpyHKIU]e TakBe ma BayKU
f(x) +g(x) =2(x —1)2, g(z) + h(x) = 22% u h(z) + f(z) = 2(x + 1)?, omHOCHO (pemaBameM OBOT CHCTEMA)

f(z) = 2* 42, g(x) = 2? — 4z, h(z) = 2° 4 4.

360r Hayuna onabupa OBUX (QyHKIMja 30Up Ma KOje IBe MMa peasHy HyJly, a 36up cse tpu f(x)+g(z)+h(x) =
322 4 2 Hema, UMMe je DOKA3aHO A je OArOBOP HA IIOCTABJLEHO IMUTAH-€ MOTBPIAH.

2. Heka je AO =z, BO =y, CO =2z, DO =t. V3 ycnosa 3anarka je t+y=1u z+t=1. Ilame, npuMeHoMm
kocuHycHe Teopeme Ha Tpoyriose AOC u BOD mobujamo

AC? = 2% + 2% — 2z, BD? = y? 4+ % — yt.

2
. . r+z .
ITo mejemnaroctu uzmebhy KBampaTHE M apUTMETUYKE CPEIUHE je z? 4 22 =2 < 9 ) , Ia je

2 2 2 2
x2+22—x222<x+z) —pz=2 t ><$+Z> )

2 2 2
2
t
Ananorno je y? +t2 —yt > <y—2i_> , ma je
t
AC’—l—BD:\/m2+z2—x2+\/y2+t2—yt>m;—2+%:1.

3. Osmaummo ca d Tpasxenu 6poj. Hexka je x, = (n +2014)"T2014 4 n® 33 n € N. Ilokazahemo na je d = 4.
Hexka je p mpoct 6poj koju me memm 2014 m n > 20142°1* raxso ma p | n. Tama p{n + 2014, na ptx,. Onasne
3aKmydyjeMo ma 6poj d Moske GUTH NesbuB jeMHO MPOCTUM OpojeBuMa u3 ckyma {2,19,53}. 3a n > 20142014
rakBo ma 19-53 | n— 1, mmamo z, = 14+ 1 (mod 19) u 2, = 1+ 1 (mod 53), ma 191 d u 53 t d. Axo je n
napan 6poj, ouma cy 6pojesu (n + 2014)" 291 y n" nemusu ca 4, ma 4 | z,. Axo je n = 1 (mod 4), ouzna je
r, = (=1)"20M L 17 = 0 (mod 4). Cmmunmo, 3a n = —1 (mod 4) nobujamo z,, = 1720 4 (—1)" = 0 (mod 4).
V3 cBera mHaBemeHOT 3akmyudyjemo aa 4 | d. Ilame, 3a n > 201429 rakso ma je n =3 (mod 8) mmamo

n—1

T, =1"T2 13" =143.(3%)"2 =1+3=4 (mod8),

na 81 d, ogrocHo d = 4.

4. Y tpoyray A1As Az Bakn

<A1 AxAs n <qA2A34,

<CAzA1 A3
2 2 '

<qA3S5A3 = 180° — (<SQA2A3 + <SQA3A2) = 180° — < 5

>—90°+

. <Ay AL A . .
Amnasoruo je u <AsS3A3 = 90° + 28 Ca opyre crpane, meroyrao A;AsAsA4As je TetuBaH, ma je

<A2A1A3 = <IA2A4A3, Tj. <IA2;S’2A3 = <IA253A3. I[aﬁne, geTBOpoyrao A2A35352 je TEeTUBaH, IIa je

AsAs A
<(A255S53 = 180° — <45 A3S55 = 180° — %
As A1 A
Amnanoruno nobujamo u <(A35,57 = 180° — % . Komauno

qA2A3Ay + <A2A1 As
2 b

4515253 = 360° — <IA25253 — <(A9555] =



ma Kako cy yriosu AsA3Ay m Ay A1 Ay Tyniu, 1 BUXOBa apUTMETUYKA CPEIUHA je Ty yrao. AHasorno nobujamo
U Ia Cy IpeocTann yriosu meroyriaa 5159535455 Tynu.

5. ITocmarpajmo cramoBuuka A. Heka cramoBuuk D BoJM cTaHOBHUKA A, CTAHOBHUK A IOMTYyje CTAHOBHUKA
B, a cranouur B Bosu cranmoBuuka C. Ilo yciaoBuma 3amarka, craHoBHUK A Bosu cranoBuuka C, a CTAHOBHUK
D momryje cramoBHuMKa B, omakie ciemu na craHoBHuk D Bosu cramoBHuka C. Kako cramoBruk D BOJM
caMO jemHOT CTaHOBHUKA, 3akmydyjemo ma je A = C, 1j. A Boau camor cebe. Komauno, cranosuuk B BOJIU
cranoBauka A, asu Bosu u cebe, nakine B = A, tj. A u nomryje camor cebe.

Tpehu paspen - A kareropuja

1. MoskeMO TPEeTHOCTABUTH Oa Cy ABa OJ OpojeBa x, y W 2z HeHeraTwuBHa (y CYNPOTHOM IOKA3 BPIIUMO 34
opojese —x, —y u —z). Hexka je Ge3 ymamema ommroctu z,y > 0. VI3 mator ycuosa je z = —x — y, 1a Basku

(@ + 9y + 22 = (=32% = 32y”)* = 9%y’ (w +9)° w (@® +y° +2°)° =8(a +y° +ay)’.

Kaxko je 22+ y? > 22y, To Bazknm 22 +y2 +xy > 3oy w 4(x? + 9% +2y) > 3(2? + % + 2y) + 32y = 3(z +y)?. Komauno,
(0% + 97 +2°)° = 202" + 9" + 2y)* - 42" + ¢ + 2y) > 2B32y)”  3(2 +y)* = 6(2" +¢° +2%)%.

2. Hoka3 mspoaumo unaykmujom 1o M =n+k. 3an+k =0, tj. n =k =0 ob6e cyme jemuake cy 1, na tepheme

Basku. IlpernocrasuMo 3aT0 ma TBpbheme Baxku 3a cse n' > k' Takse ma je n’ + k' < M m nokasmMo na Basku 3a
cee n >k rakse ma je n+ k=M + 1. Ako je n =k, Tana je

k n—k . n n+1
Z(njl) +22i<nkZ) Z(njl) +1:Z <nJZr1> _gntt
i=0 i=0 i=0 i=0

a ako je k =0, Tama je

k n—k n
Z(’”l) Y2 ( > 14+ 20 =2t
i=0 i=0 i=0

Heka je 3ato n > k > 1. KopumhemeMm unenturera

(ZE) - (bil) i <Z)

HOBIjaMO
Z(*1):1+Z(*1):1+z(()+(_1))=2()+() .
§2 (n_> "2121<(n—z—1)+(n;i1 ))+2” k "ik21(n_1_l>:1izj 1)2i<n;11—i>. )

Kako jen—1>2kun—1+k =M, 10 je 10 UHAYKTUBHO] MPETIOCTABINA
z’“: <n) +n_21_k2i(nli) g
pr A i=0 k ,
arako jen—1>2k—1un—-14k—1=M — 1, TO je MO UHAYKTUBHO] IPETIOCTABIN
’“i <n> "‘%’“‘”T (n —1- 2) )
oo\ ! i=0 k—1 T
Cana, TpaskeHny jemHakocT nobujamo cabupameM jenuaxoctu (1) u (I).

3. IlpumeTrumo ma 3a

n = (agar—1 ...a20100)g = Zai -6



k k
BAKU N = Zai (mod 5) u n = Zai(fl)i (mod 7). Kako je 6poj (4005 - 6!)% memus Gpojem 5, m3 mpeTxomEOT
=0 i=0

3aKJbydKa J00OMjaMo

0=5+0+24+14+04+0+4+4+0+a+2+24+b+0+04+04+04+0+0+0+0+0+0+0+0
=20+a+b=a+b (mod5).

Kako Basku 0 < a,b < 5, caenu 0 < a + b < 10, na yrepbhyjemo nma je a+b € {0,5,10}. Hame, no Buicornosoj
Teopemu (wmm mupertHOM TpoBepom) je (4005 - 6!)3 = (1-(—1))3 = —1 (mod 7), ma mobujamo

-1=5-0+2-14+0-0+4-4+0-0a+2-24+b-04+0-0+0-04+0-04+0-0+0-0+40
=6—a+b (modT),

omarie je b—a =0 (mod 7). Yz =5 < b—a < 5 onaszme 3akmyuyjemo ga je b —a = 0, tj. a = b. Iaxkuie,
a=0b=0wma=>b=>5. Hajsan, npumernvo na je 6poj (4005 -6!)% memus ca (3*)% = 3'2 anu me n ca 3'3, u na
je memus ca (2%)3 = 2!2 amm me u ca 2'3. Jlakme, on je memus ca 612 amu we u ca 62, ma ce y 6a3u ca ocHOBOM
6 saBpmasa ca tauyno 12 myna. Ciuenu b # 0, Te KOHAUHO UMaMoO a = b = 5.

4. Hera je F tauka Ha ny:xu AB takBa nma je AE = BF. U3 ycnosa 3amarka 3akmyuyjemo BF = AE < EB.
Hame, tpoyrao ADB je jemmarkokpaku, na je <KAD = <FBD. Hakne, NAED =2 ABFD, na je ED = FD, a
camuM ™uM u <DFEF = <DFE. Jemmakoct pasmepa u3 3anarka naje BF : BE = AFE : BE =CD : CE, na je
no Tasnecosoj reopemu DF' || BC. Cana je <CBE = <DFE = <DEFE, 1j. tpoyrao BCFE je jenHakOKpaku.

5. Heka je A; jemam on cranoBHuka. Jlasme, HU3 CTaHOBHUKA {A,},cn u3abpaH je Tako ma CTAHOBHUK Agg_1
HOmTYyje CTAaHOBHUKA Ao, U CTaHOBHUK Ao, BOJM cTaHOBHUKA Askyi, 3a k € N (HeKr cTaHOBHUIM ce y HU3Y
MOT'y II0jaBJbUBATU Buine 1myTa). JIOKaKUMO MHAYKIUjoM IO d Aa, 3a CBAKO HemapHO (OJHOCHO mapHo) n > d
cTaHOBHUK A,,_4 Boiu (omHocHo momryje) cranoBHuka A,. OBo je tauno 3a d = 1. Hera je d > 1. 3a menapuo
(mapro) n > d, WO MHAYKTWBHO] NPETNOCTABIM, CTAHOBHUK A,_g momryje (Bomm) cramoBEHmMKa A, 1, ma 10
ycaoBy (2) cranoBuuk A,_g Boau (momTyje) craHOBHUKA A,, 1 MHAYKOUja je TOTOBA.

Osmaunmo 6poj craHoBHUKA ca m. Y mnomausy Ai, As, As,...,Ami1 HEKM CTAHOBHUK Ce MOjaBJbyje BUIIE
nyTa, pemumo A; = A; 3a memapre ¢ < j. Ha ocHoBy mokasamor, craHoBHUK A; BOJM CTaHOBHUEA Aj, Tj. camor
cebe, unMe je MOKa3 3aBPIIEH.

YerspTH pa3pen - A kareropuja

1. Axo je (a,b,c) = (1,1,1) Tama je cBaku peasan Gpoj & peIIEHmE OBE jeIHAUMHE, I1a y TOM CIydajy OBa
jemmaurHa nMa GECKOHAYHO MHOTO pemema. [Ipernmocrasumo na (a,b,c) # (1,1,1). Heka je f(z) = a*+b*+c* —3.
Tana je f'(xr) = a*Ina+b*Inb+c*Incu f’(z) = a®(Ina)? +b*(Inb)? + c*(Inc)?. Kaxo mucy csa Tpu 6poja a, b, c
jemmaka jemuEunm, 3a cBaku peasan 6poj x je f’(x) > 0. 36or Tora je ¢dymrmuja f'(x) crporo pactyha ma
unraBoM ckyny R. Kao taksa, ¢ymrmumja f'(z) mosxke mMaTu HajBume jemHy HyiIy y ckymy R. Axo f/(x) mema
peannux Hyiua, oynyhu na je f'(r) menperunna ma R, cremu ma je f’(z) mcror 3maka Ha menom ckyny R. Tana
je f(z) mmu crporo omanajyhia ma R maum crporo pacryha ma R, a y o0a ciayuaja OHA MOMKE MMATU HAjBUIIE
jemmy peanny myny. Hakue, f'(x) nma peanny myny xo. Pyurmuja f'(x) je crporo pacryha, na je nerarusua Ha
vHTEpBaNy (—00,Z(), a MO3UTUBHA Ha MHTEPBaLy (g, +00). Camum TuMm, ¢pysruuja f(x) je crporo omanmajyha
Ha uHTEpBaNy (—00,xo] (jep je mempermmua y zo) u crporo pactryha ma martepsasy (rg,+00), ma y CBAKOM O
oBux mHTepBana f(x) MOke MMaTu HajBumie jenny Hyuay. Ilakae, y oBoMm cayuajy f(z) Moske mMaTu HajBuUIle
IBe peaJiHe HyJe, Te je jemuHo pememe 3amatka (a,b,c¢) = (1,1,1).

2. Heka cy 3a cse k € {1,2,...,2014} 3anucanu csu geauonu Gpoja 2014 + k me mamu on k. Iokaskumo na
je caku nmpupomnan 6poj n oxm 1 mo 4028 3anmucan Tauno jemHoMm. Axo je n > 2014, Ttama je O6poj n 3amucaH 3a
cearo k € {1,2,...,2014} rakso ma n | k+2014. Mebyrum, tana je n = k+ 2014, jep je 2n > 4028 > k + 2014, na
je n 3ammcan tauno jemaoMm (3a k =n —2014). Axro je n <2014, tana je 6poj n 3anucan 3a CBako k TakBo ma
Bazku n | 20144k u k<n. Hexra je 2014 = nt+ s, rue je 0<s<n—1, t € Z. IIpema nperxomaom, 6poj n 3anucas
je 3a k =n —s. IoraxkmMmo ma n He MOke OUTH 3ammcaH 3a ABa pasinuura o0poja ki m ko. IlpermocraBumo
cynpotHo, 1j. ga n | 2014 + ki, n | 2014 + ko u n > max{ki, ko}. Mebyrum, Tana n | k1 — kg, mro mHuje moryhe
jep je 0 < |k1 — ka| < n.
Kako je cyma mara y 3amatky jemHaka Opojy 3amucanux OpojeBa, To je oHa jemmaxa 4028.

3. 3a k=2wun=29 caku ox matux OpojeBa, Tj. <3) =1, (?) =9m (Z) = 36, je TOTIyH KBaOpaT.



Iokaskumo na je k = 2 majsehim 6poj ca marom ocobmuoMm. IIpermocraBmmo cynpoTHO, Tj. ma mocroju n >3

TaKBO Qla je CBakKu onx OpojeBa (O)’ (1), (2> u (3) noTmyH KBampar. Heka je

e O e

U3 a®(n — 1) = 2b* nobujamo na a | b u ma je n — 1 mapan. Amasorso, u3 b?(n — 2) = 3¢ mobujamo ma b | ¢
u na je n — 2 memuB ca 3. Ilakme, n maje ocrarak 1 mpu me/memy ca 2, a OCTaTak 2 IpHU Aehemy ca 3, ma je
n = 6s+5, 3a mexo s € Z. Cana, 3amenoMm y jemmakxoct a?(n — 1) = 2b% mamasumo ma je a?(3s + 2) = b2, na je
3s 4+ 2 moTnyH KBaIpar, ITO HUje Moryhe.

4. Kaxo cy kpysuune k' u kg mehycobno Hopmasne, TanrenTa y Tauky A Ha KPY:RHUIYY k' TPOJa3u Kpo3 IMEeHTap
kpy:xuUIe ko. Y xpysuuna k” mopmaiana je Ha kg, ma Tanresta y Tauku A Ha k” Taxobe mponasu Kpos mentap
kpy:&HUIE ko, Tj. OBa mpaBa 3ajeJHUYKA je TaHreHTa KpyskHuna k' u k. Opatie 3akibydyjeMo [a ce Kpy:KHUIE
k' u k" momupyjy y Taukum A, a amajorso ce kpy:xaune k' u k' momupyjy y taukm B, omHOCHO Kpy:kHUIE K 1
k" y taurku C.

ITocMaTpajMo MHBEP3Ujy C HEHTPOM y Tauyku A ¥ IpPOM3BOJLHMM MOJyNpeuHmEoM. Kako kpy:xmune k' u k”
mpoJiaze Kpo3 HeHTap MHBEp3Huje U NOAUPYjy ce, OHe ce IpecauKaBajy y HapaJesnne npase k™ u k”*. Kpy:xuaumna
ko Tarobe nponasu kpos raury A u HopmasnHa je Ha k' u k", na ce ona npeciukasa y upasy ki HopMasny Ha k'
u k'*, koja ux ceue y Taukama B* u C*, ciukama Tauaka B u C, pecnektusno. Kpy:xuuna k' npeciukasa ce y
kpy:xuuny k" koja mopa mommpusartuy mpase k™ u k”*, u unju nenrap mopa npumnaznary npasoj ki (oBo ciaenm
360r Tora mro KpyskHuna k”"* mopa 6utu HOpMasHA Ha UpaBy k) — ZOakie, kpy:xauna k'’ jecre kpykHUNA
Han npeynukoMm B*C*.

Heka je P* cnura tauke P, P* € k'*. Kpysxuuna ki npeciukasa ce y KpyskHUIy k1" KOja IpoJiasu Kpo3
tauky P* u Koja Mopa OuTm HOpMaJsHAa Ha mpase k'™ u k, ma ce HmeH HeHTap HAJa3M y IPECEKy OBUX NPABUX,
rauky B*. Amasorno, cnuka ki kpysHune ko jecre KpyskHUMIA ¢ HeHTpoM y Tauku C* Koja Hposasu Kpo3 Tauky
P*. Tepbemwe 3anarra 6uhe moka3aHO YKOJIUKO YCTAHOBMMO Oa Cy KpyskHuie ki u ki mebhycobHo HOpMauiHe,
Tj. Oa TAHTEHTa jemdHe ON WUX y Tauku P* mposasum kpo3 mernrap apyre. W sawmcra, kako je <{B*P*C* npas
(ka0 yrao man npeunukoMm B*C*), zakipbydyjemo ma je upasa B*P* tanrenra Ha ki, IITO je U TPAMKEHO.

5. Y mpBom mote3dy mrpauy A mocraBima 3Hak + mcnpen Opoja 1, a 3aTtum urpa Ha ciaeanehwm Haumua. On momenun
6pojese 2! mo 21900 y mapope: (28k+1, 28k+5)  (98k+2 98k+6) - (98k+3 oBkAT) " (98k+4 98k48) 34 k € {0,1,2,...,124},
U [OCJIe CBAKOT IOTe3a urpada B craBiba MCTU 3HAK Ka0 M B, anu ucnpen Apyror ejieMeHTa mapa y OJHOCY Ha
OHAj UCIpen Kora je B mpeTxomHo cTaBmO 3HAK. Kako je 30up eseMeHaTa CBakKOr mapa gesmus ca 17, urpajyhm
Ha OBaj HauwH urpad A mocTmwke Ia Mocje CBAKOT HerOBOT OQUIDAHOL MOTe3a, Ia U Ha KPajy Urpe, BPEeIHOCT
u3pasa maje ocTtaTak | mpu gememy ca 17.



JpymrBo maremaruuapa CpoOuje
MunncTapcTBO IpOCBeTE, HAyKe M TEXHOJIOIIKOT pa3Boja

OKPYKHO TAKMNYEIKE 13 MATEMEMATHWRE
YUEHUKA CPEAIBLUX IMTKOJIA
Pemema 3amaTaka

IlpBu paspen - b kareropuja

1. Hoxrasxkumo na je Q C P, tako mro NeMo noka3aru na je CBaKWd eJeMEHT CKyna () yjeIHO U eJIeMEeHT CKyIa
P. Heka je x € Q. Tlo nedpunvnuju ckyna @ Baxku x € B ux € AUC. U3 npyre penamnuje 3arbydyjeMo na je
z€Aum x € C. Aro je x € C, tana jeu x € P (jep je P=(A\ B)UC), a ako je ¢ € A, rako x &€ B, To0 je
x € A\ B, na oner Basxu z € P.

2. Tpoyrao BAF' je jemmakokpaku, ma je cumerpaja yria BAF yjemno m cumerpaina nysku BF. Cuaugso,
cumerpadtie yraosa BCD n DEF cy yjenuo u cumerpada nyxku BD u DF. Kako ce cumerpase nysxu BF, FD
u BD cery y uenrpy ommcane kpy:kauie tpoyriaa BDF, rBpbeme je mokaszaHo.

3. Heka cy a u b nesobpojua pemema gare jemnaumuae. Kako 6poj 2014 maje ocrartak 1 mpu membemy ca 3, TO
u 6poj 9a? — b? 4 6b naje ocrarax 1 mpu mememy ca 3. Bpojesu 9a? u 6b cy memuBu ca 3, Ia 3aKLYUyjeMO Aa
b? maje ocrtarak 2 mpu gesmemy ca 3. MebyTum, kBazpaTu meaux 0pojesa majy ocrarak 0 mam 1 mpu mesbemy
ca 3, ma mara jemHauymHA HEMa pellema y CKYIy IeJuXx Opojesa.

4. Hera je <BAC = a, <ABC = 3, <BCA =~ u F noguo:xje HOpMaJie u3 Tauke B Ha npasy AD.

Kako je 8 > v Baxu <ABF = 90° — /2 < 3, a camum tum u pacuopern A —F — D u B— F — E. Iame, u3s
teruBHOCTU ueTBopoyria ABDE nobujamo <FAB = <FEAD+<DAB = <EBD+a/2 = f—<ABF+a/2 = 90°—~.
Ca mpyre crpane, <OAB = (180° — <AOB)/2 = 90° — v, na rako cy tauke O u C ca ucre crpane npase AB
(jep je v < 90°), To cy tauke A, O u E ronuneapue.

5. Yrynua nyskmHa OanBana je 345m. Ila mmamo camo jemaH meo Te Oy:kuHE, Tpebaso O6m mampaButu 344
pe3oBa. Mebytum, 80 menoBa Beh mocroju, ma MOKEeMO 3aKLYyUYMBATU KAO nOa je modeTHuX 79 pe3oBa Beh
HapaBJbeHO. 3Hauu Tpeba yuuuuTu jour 344 — 79 = 265 pesosa.

Ilpyru pa3pen - B kareropuja

Tx —

1. [a 6u maru uspa3 6uo mepuHucaH nOTpebHO je ma Baku = # 0 u > 0, omgnocuo x € (—00,0) U

[, —|—oo> =D. Iasme, cBaxko x € D TakBO na BaKu < 0 je pememe mare HejenHauune (jep je seBa cTpaHa

7
1 . .
YBEK HEHEraTUBHA), OJHOCHO CBU I € 7 1) =Ry cy pemema nare Hejennaumue. Hera je mame, x € D\ Ry.
Tana, mara HejenHAUYMHA je €KBUBAJEHTHA Ca

Tr—1 —1)2
po1_ (@)

Tr—1 (x—1)? 62°+x—1
x x? B '

2 2

, Tj. 0 <

Ilocnenmwa HejemHaunHa je €KBUBAJIEHTHA Ca 622 +x —1>0. Pemema onroeapajyhe KBagpaTHe jeqHAUYUHE CY

1
Tl = —7 NIy =

1
5 3 ma cy y OBOM Ciyuajy pemema cBu & € [ —oo, —= | U [1,400).

2

1 1
Konauno, pemema HejeTHAUMHY Cy CBU T € (—oo7 —2> U {7,—1—00)
2. JleBy cTpaHy #ATE jeMHAUMHE MOYKEMO 3AIMCATHU KO
(22 +2x+3)(2? +32+3) = (22 +22+3 —2)(2® + 22+ 3 +2) = (2% + 22 + 3)% — 22,

ma je naTa jemHaunHa eKBUBaJeHTHA ca (12 +2x+3)? = 422, Ilakse, pemema MOYETHE jeHAUNHE CY CBA PENICHa
jemmaumna 2 4 2 + 3 = 2¢ u 22 + 22 + 3 = —22. I[IpBa KBaZpaTHA jeIHAUMHA HEMA PElemha Y CKYIy PeajIHIX
OpojeBa, IOK cy pemema apyre r1 = —1 u o = —3. OBO Cy yjemoHO U CBa pellema JaTe jeIHaunHe.

3. IlocmarpajMo ocTaTak JeBe CTpaHe jeTHaKOCTH Tpu Aebemy ca 9. Bpoj 3a? + 3a = 3a(a + 1) maje ocrarax
0 wim 6 mpu mememy ca 9 (jep a® + a maje ocrarak 0 wim 2 TpPU AesLemy ca 3), Ta JeBa CTPAHA jeTHKOCTH
naje ocratak 7 unu 4 mpu nememy ca 9. Ca mnpyre crpane, tpehu crenen mesnor 6poja npu gememny ca 9 maje
ocrarak 0, 1 unu 8, ma mara jemHaynHa HEMAa peIIema y CKYIy neaux Opojesa.



4. Heka cy G u H rtauke Ha npasoj BC takse na je AG || Bl u AH || CI. Tana je <GAB = <ABI = <IBE =
<AGB, na je AB = GB. Canuno je CH = AC. Hame, u3z Tanecose TeopeMe mmamo

ElI FEB EB EI EC EC

—_— — = — nu —_— — e —

Al  BG AB Al CH AC’

. FI BE+EC BC . 5
ma je — = = , WTO je 1 TpebaIo mOKA3aATH.

Y AT T ABTAC T AB+ AC je b A
5. Csaku enement ckyna {1,2,...,n} maunasu ce y ckyny A, B, C umu (AUBUC)¢, na je tpaskenu Opoj jennak
6pojy pacnopena G6pojesa {1,2,...,n} y oBa yeTwpm CKyma Tako ma Cy 3a0BOJbeHU maTu ycaosu. Ompenmmo

Opoj oBUX pacmopesa.
Enxement koju mpunana ckymy A N C moskemo m3abpaTty Ha n HavmHa. V3abepuMmo 3aTUM OBa €JIEMEHTa

koju npunanajy ckynmy AN B. OBu enxeMeHTH pasauuuru Cy of eineMeHnTta koju ce mHauxasu y ANC (jep je

(n—=1)(n-2)

ANBNC =0), na mux Mokemo mzabpatu Ha vHaumHa. CBakW O IPEOCTAIUX N — 3 MOKEMO

2
cmectutn: 1) mnu camo y ckyn A (1j. y ckyn A\ (BUC)); 2) nim camo y ckyn B (1j. y cryn B\ (AUC)); 3) uiun
camo y ckyn C (tj. y ckyn C'\ (AUB)); 4) nmmu y ckyn BNC; 5) num v y jenan oxn ckynosa A, B,C. Ilakxe, 3a
n(n —1)(n — 2)

. 5n—3
2

IBUXOBO Pa3MeIITame MMaMo 5" 3 HauuHa, Ia TPakKeHe IMOACKYIOBE MOKEMO 0NabpaTu Ha
Ha4YMHA.

Tpehu paspen - B kareropuja

27 27
1. IIpencraBumo koMIIEeKCHE OpojeBe a U b y TPUMOHOMETPHUjCKOM OOIUKY, Tj. a = 2 <cos 5 + i sin 3) ub=

4 4
2 (cos g + isin ;) ITo MyaBpoBoj popmysm umamo a® = 8(cos 27 +isin27) = 8 u b® = 8(cos 4r +isindn) = 8.

Cana, ako je n obauka 3k + 1 mmamo
a 0" 4" = PR L R L R — (@3 b (03 e () =8Fa+b+e)=0,
a ako je n obaura 3k + 2 mmamo
a" 0" = a3 BT L SRR = 2 (@3 02 (BB - () =8F (e 40P + ) = 0.
Hakme, ako n #Uje memuBo ca 3 Baku a” 4+ b + ¢ = 0.

2. W3 ycnoBa 3anmaTka je

0=a-b= (m~+3i) - (T — 5it) = Tt - 11 + 160 - 7 — 157 - 77 = 7|im|? + 160 - 77 — 15|72
0=¢-d= (m—4i1) - (T — 2i) = T - 17, — 3007 - 7@ + 87 - i = 7|mi|> — 30 - 7 + 8|2
, : T ) i ) e e
U3 upse jemHakocTu nobmjamo ma je m -7 = —————— a u3 Apyre na je m - n = 3y U
je 30(15|@|% — 7|m|?) = 16(7|m|? + 8|i|?), Tj. |m| = |ii|. Hera je a yrao msmeby Bextopa m u 7. Tanma je

m -7 = |m|? cosa, ma u3 npse jemrakoctu nobujamo |m|? cosa = |1m|?/2, Tj. a = 7/3.

3

3. Heka je 22 —ax =bu 2 —ax = c. Tana je ¢ = 2° —ar = x(ax+b) —ax = ar®> + (b—a)xr = alax+b)+ (b—a)r =

c—ab
(a® —a+b)x +ab, Tj. ¢ —ab = (a®> —a+b)x. Ilpema Tome, aro je a®> —a+b # 0, Taga je x = pra— ma, Kako
a? —a
cy ¢ —ab u a? — a + b parmonanau Gpojesu (jep je a,b,c € Q), To je u x pamonanan 6poj.
Iaxie, JOBOJLHO je mokasaTu nma a’ — a+ b # 0. IlpermocTaBuMo CympoTHO, Tj. Aa je
a>—a+b=2%—ax+ (a®* —a)=0.
4

JluckpuMuHaHTa OBe KBagpaThe jemnaumue (o x) je D = a® — 4(a? — a) = a(4 — 3a), ma kako je a > 30 TO je

D < 0, omaOCHO mOOWjeHa KBaApPATHA jeAHAYNHA HEMA PEAJHUX PENIeHnAa, IMTO je KOHTDAIUKIN]A.

4. Axo cy ki, ko m k3 ucror nonynpeunuka, tpoyrao 010203 je jemnakoctpanuvan u O my je neurap. Ilakie,
Tpeba morazaru obpaTtHo TBpheme. ObGenexkumo ca Py, P, u P3 Tauke momupa kpyskuuna ke u ks, ks u ki, k1
u kg, pemoM.

Heka cy nmonmynpeununu kpyskauna ki, ko u ko, pemom r1, ro, r3, u HeKa je 0102 = ¢, 0203 = a u 0307 = b.
Tana je 0102 = O1P3+ P3Oy = r1 + 19, u cimuuno 0203 = ro + r3, 0307 = r3 + r. Pemasamem oBor cucrema



. ) b+c—a c+a—> a+b—c .
nobujamo ma je r; = , o = urs = ———, omnocHo P, P, u P3 cy Tauke y KOjuMa yIuCAHU

kpyr Tpoyria 010203 nomupyje crpanume 0203, 0301 u 0102, pemom. Tauka O je meHTap ynmcaHor Kpyra
tpoyria 010203, na u3 [uraropuse teopeme mobujamo O0? =12 + 12 003 =12 +r3 u 003 = r? + 12, rue je
7 MOJIyIPEYHUK Kpyra ynucaHor y tpoyrao O10,03. Ca npyre crpane, Kpy:kHUNa k moaupyje kpysxkauie ki,
ko m k3, na Baxku OO +1r1 = R, O03 +193 = R u O03 + 13 :2R7 rae je R momynpeunur kpysxaumne k. Cana je

R2* RZ* 2
r2+r?=00?=(R—7)?=R?-2Rr; +7} majer = ! !

————, ¥l CJIUYHO Ty = '3 = ————, 4yuMe je TBpheme
JOKa3aHO 2R 2R

5. a) Ilatm 6poj ce moxke mobutu Ha caemehu mauwm (CIOBO M3HAL CTpenwme Ha3HAUABA KOja je MAIIMHA
ynorpebisena )

(19,81) -5 (81,19) —P (62,19) -5 (43,19) =B (24,19) - (5,19) »B (19,5) =B (14,5) -B (9,5) -5 (4,5)
5B (5,4) =B (1,4) =B (4,1) 58 (5,1) 28 (6,1) »B (1,6) =2 (7,6) =B (6,7) =N (13,7) =B (7.13).

6) Iloraxumo caenehie: ako cMo ymorpeGoM Heke onx Tpu Mmamwmbe o napa (m,n) nobunu nap (m',n') rakas
ma cy m’ un' memuBu ca 3, Tama Cy U M U N OCJLUBU CA 3.

Ila 6ucMoO mOKa3aym OBO TBpheme, MOBOJBHO je pasMOTPUTU TPU CIydaja y 3aBUCHOCTH OX TOTA KOJy CMO
MamuHy ynorpebuaun. Ao cMmo ynorpebunu mamuay A taza je m’ = m —n, an’ =n. Hakxe, m = m' +n’
un=n', na cy 6pojesu m u n memusu ca 3. Camuno, ako cMo ynorpebunu mamuny B Baxu m = m' —n' un
n=n', a ako ¢cMo ynorpebuiu mammHy B Basky m =n' mu n =m/, ma cy m u n 3aucra nesbuBH ca 3.

Y matom npumepy Opoj 19 mHuje memus ca 3, TakKO ma ce ymoTpeObOM HATUX MAIIMHA HE MOKE NOOUTU OpOj
(12,21).

YerepTH pa3pen - b kareropuja

2(x —1
1. Tara HejeOHAKOCT €KBUBAJIEHTHA je ca lnx — % >0, 3a x> 1. Hera je f:[l,4+00) = R, nedpunucana
x
2(r —1
ca f(z)=lnz — % Tana je
1 2x+1)—-2x—-1 x —1)2
ol 2D 2o (@)

x (z+1)2 x(zx+1)2°

Kako je f'(x) > 0, 3a & > 1, pymxmuja f je pacryha ma (0,+00), ma rako je memperumua y 1 nobujamo
f(z)> f(1) =0, 3a x> 1.

2. Hexka je O npecek mujaronana dersopoyria ABCD, tauke A’, B',C’, D' nomnoxja sopmana uz O Ha cTpa-
mune AB, BC,CD,DA, penom, u OA’ = o/,OB’ = V/,0C" = ¢/,0D’ = d'. Tlo TeopeMu 0 Tpu HOpMAaJe je
<A VO = a,<B'VO = 3,<9C'VO = ~,<D'VO = 4, na je u3 oarosapajyhnx npaBoyrianx TpOyrjioBa
H? H? H? H?
2 2., 2 25 _

ctg“a + ctg 7_a7+07’ ctg“pB + ctg 5_b7+ﬁ’
rae je H nysuna BucuHE mupaMuzne. J[BOCTpyKa MOBpIUHA IpaBoyrior Tpoyria AOB jemmaka je a' - AB =
AO - BO, na je

1 AB*  AO?+ BO? 1 1

@2~ A0T-BO?  AOZ BOZ _ BO? | AO%
Cauuro no6ujamo 1/b? = 1/BO? +1/C0?, 1/¢? =1/CO? +1/D0O? u 1/d? = 1/D0O? +1/A0O?, onakne ciemm
TBpbheme 3amaTka.

3. Bpoj 3z + Ty memus je ca 19, na je u 6poj 8(3z + Ty) = 24x + 56y nmemwus ca 19. Capna, kaxo cy GpojeBu
24x 4 56y u 19z + 19y nemsuBU 3akbydyjeMo Oa je u BuxoB 30up, Tj. 43x + 75y memus ca 19, mro je n Tpebdaso
[OKa3aTH.

4. Heka je AB xunorenysa tpoyriaa ABC u Heka crnoJ/ba IpPUNOUCAHA KPY:KHUIA Ak KOja OArOBapa XUIOTEHY3U
nonupyje mpase AB, BC,CA y taukama R, P, Q, pexom. Ako je O menrap kpy:xuune k, tana Baxku OP | BC,
0OQ L CA, PC 1L CQ u OP = 0OQ = R, na je uerBopoyrao OPCQ wBampar. Ca mpyre crpane, BP u BR cy
ranrente u3 B va k, na je BR = BP. Cununo je u AR = AQ, na je c= BR+AR=BP+AQ =CP—-BC+CQ—
AC =2R—a—b,rne jea= BCub= AC. Nakne, 2R = a+b+c. Cana je 4R? = (a+b+c)? = 2¢*+2(ab+bc+ca),
na kako Baku 2ab < a? + 0% u (a +b)? <2(a® + b?), 10 je

2 b2 2 b2
2R2:02+ab+0(a+b)<62+a —2’_ +2c~/a ;_ _<;’+\@>62,




1++2
2

Haﬁojez+\/§—2<

2
) , U3 IpeTXOHEe HejeTHAKOCTU CJIeIV TPaKeHa.

5. a) 3amummmo a = pi'ps*...ppt m b = pfpj’...pf’“, rae cy p;, 3a @ € {1,2,...,k}, pasauunru npoctu

6pojeBu, anu IPUTOM LO3BOJHABAMO Ia HEKU on OpojeBa «;, [; O6ymy myze (y ciaydajy na Heku ox 6pojeBa a

u b uMa mpocTe YMHMONE KOje APYTHW HeMa). [IprMeTuMo ma ako JO3BOJIMMO A& Cy HEKU O HWUX HyJe, TO He
. . . . 2

yTuue Ha meduHUNAjy dyHEMMAje f, jep 3a cBaku mpocT 6poj p Baskm p = 1.

Cana je ab = p?r‘rﬁlpgz-‘rﬂz » .p(l:k-i-ﬁk’ na je

2 2 2
f(ab) _ p(1a1+/31) pg@2+52) B -P;ak—wk) )

2 2 2 2 2 2
C npyre crpame je f(a) =py'ps®...po* u f(b) = pf1p§2 ...pf*", na je

042 2 Ot2 2 az 2
(F(a) - f(b))? = pyl ot Ppgleatia) - pRlentio.

Ilo nejemnakoctu usMehy apuTMeTUUKe U KBaJpaTHe cpeaune, 3a cse i € {1,2,...,k} Basku (o +5;)? <2(a?+57),
onakie mobUjaMo TpakeHy HejeTHAKOCT.
6) Hera je a = pi"'p5? ...pp*, roe cy p; pasnmunry npoctu 6pojesu u o; € N, 3a 1 € {1,2,...,k}. Tana je
n on on 2y on 2 on 2 on 2
f<a2 ) :f(pl “py Dy a’”) :pg 1) pg a2) p,(c o)

4qn 2 qm 2 4 2 qm n
=, a1p2 ozz.”pk Xk (p?lp?.--pz’“) zf(a)4 .



