
31. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Pleven, Bugarska – 4. maj 2014.

Dati su pozitivni realni brojevi x, y i z za koje je x y+yz+zx = 3x yz. Dokazati1.

da vaжi nejednakost
x2 y + y2z + z2x Ê 2(x + y + z)−3.

Kada vaжi znak jednakosti? (Velika Britanija)

Specijalan broj je onaj prirodan broj n za koji postoje prirodni brojevi a,b,c2.

i d takvi da vaжi
n =

a3 +2b3

c3 +2d 3
.

Dokazati da:

(a) postoji beskonaqno mnogo specijalnih brojeva;

(b) 2014 nije specijalan broj. (Rumunija)

Neka je ABC D trapez upisan u kruжnicu Γ qiji je preqnik duж AB. Oznaqimo3.

sa E preseqnu taqku dijagonala AC i BD tog trapeza. Kruжnica sa centrom
u taqki B, polupreqnika BE , seqe kruжnicu Γ u taqkama K i L, pri qemu je
taqka K sa iste strane prave AB kao i taqka C . Ako normala konstruisana u
taqki E na pravu BD seqe pravu C D u taqki M, dokazati da su prave K M i DL

me�usobno normalne. (Grqka)

Neka je n prirodan broj. Pravilan xestougao qija je stranica duжine n po-4.

deǉen je pravama, koje su paralelne ǌegovim stranicama, na jednakostraniqne
trouglove qije su stranice duжine 1. Odrediti ukupan broj pravilnih xesto-
uglova qija su temena ujedno i temena tih jednakostraniqnih trouglova.

(Velika Britanija)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Uslov zadatka je ekvivalentan sa 1
x
+

1
y
+

1
z
= 3. Po nejednakosti izme�u sredina1.

je x2 y +
1
y Ê 2

√

x2 y ·
1
y = 2x i analogno y2z + 1

z Ê 2y i z2x +
1
x Ê 2z. Sabiraǌem ovih

nejednakosti dobijamo traжenu.

Jednakost vaжi kada je x2 y =
1
y
, y2z =

1
z
i z2x =

1
x
, odakle lako sledi x = y = z = 1.

(a) Stavǉaǌem a = nc i b = nd dobijamo da je a3+2b3

c3+2d 3 = n3 specijalan za sve n ∈N.2.

(b) Pretpostavimo da je 2014 =
a3+2b3

c3+2d 3 , tj. a3 + 2b3 = 2 ·19 ·53(c3 + 2d 3). Moжemo
da smatramo da je nzd(a,b,c,d) = 1. Mogu�i ostaci kubova po modulu 19 su
0,±1,±7,±8, pa a3 ≡ 2b3 moжe da vaжi jedino ako je 19 | a,b. Me�utim, tada
193 | a3 +2b3, odakle 192 | c3 +2d 3, pa opet sledi da 19 | c,d, xto je nemogu�e.

Neka je O centar kruga Γ. Taqke O,B ,C i E leжe na krugu ω nad preqnikom3.

BE koji dodiruje pravu E M i krug
γ(B ,BE ). Radikalne ose parova kru-
gova (Γ,γ), (Γ,ω), (γ,ω) su prave K L, BC

i E M, pa se ove prave seku u jednoj
taqki ili su paralelne. Sledi da
je K L simetrala duжi C M, tj. K M =

KC . Sada je ∢K MC +∢LDC = ∢KC M +

∢LDB +∢BDC =∢KC D +∢K DB +∢BDC =

A B

CD

E

K

L

M

O

Γ

γ

ω

∢KC D +∢K DC +2∢BDC =∢C BD +∢BEC = 90◦, dakle K M ⊥ DL.

Neka je P dati xestougao. Temena posmatranih jednakostraniqnih trouglova4.

zovemo qvorovima. Za svaki xestougao
Q sa temenima u qvorovima posma-
trajmo xestougao Q̄ opisan oko Q sa
stranicama paralelnim stranicama P .
Temena Q̄ su tako�e qvorovi.

Za 0 É m < n, xestougao Q̄ stranice
n−m se moжe odabrati na 3m2+3m+1 =

Q

Q̄

(m +1)3 −m3 naqina. Za dati xestougao Q̄, xestougao Q se moжe odabrati na
n −m naqina. Sledi da je ukupan broj mogu�ih xestouglova Q jednak

n−1
∑

m=0

(n −m)((m +1)
3
−m3

) =

n−1
∑

m=0

(n −m)(m +1)
3
−

n−1
∑

m=0

(n −m)m3

=

n
∑

m=1

(n −m +1)m3
−

n−1
∑

m=0

(n −m)m3
=

n
∑

m=1

m3
=

n2(n +1)2

4
.
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