54. MEBYHAPOIHA MATEMATNYRA OJIMMIINJA JTA

CanTa Mapra, Kosrym6uja — yropaxk, 23. jya 2013.

IlokazaTty ma 3a cBaka ABa mpupoaHa Opoja k u n moctoju k mpupomHux OpojeBa
my, my,...,my (He 06aBE3HO PA3IUYUTUX) TAKBUX 14 je

2k _1 1 1 1
1+ =1+ —{1+—]| - [1+—]|.
n nmy mno mi

(Janan)

Koudurypamnujy 4027 tayaka y paBHE 30BEMO KoAYyMOUjckom ako ce cactoju ox 2013
npsesnx m 2014 nmaBux Tavaka, IpU 4yeMy HUKOje TPU Tadke Yy KOHOUIypanumju
Hucy koJsimHeapue. [loBmavewmem mpaBux, paBaH ce mneau Ha obOjactu. KRaskemo
ma je pacmopen mpaBux 006ap 3a KOIYMOUjCKYy KOHOUIYPAIU]y aKO Cy 3aJ10BOJbEHA
caenmeha mBa ycioBa:

* HUjemHaA IIpaBa He IPOJa3u KPO3 HEKYy TAYKy U3 KOH(YUTypaluje;

e HujeqHa 0OJACT HE CAIPKU TadyKe Pa3IUIuUTUX 0Ooja.

Hahwu vajmamu 6poj k TakaB na 3a cBaky KOIyMOUjcKy kKoHGurypamujy 4027 Tauaka
nocroju nobap pacmopen k IpaBux. (Ayempanuja)

[Ipunucanm xkpyr Tpoyraa ABC macupaMm temena A momupyje crpanuny BC y Tagykm
A;. Amamoruo ce nmedpumuumy tavke B; Ha CA m C; Ha AB, Ka0 OOAUPHE TauKe
NIPUIKUCAHUX KPyroBa HacupaM TemeHa B u C, pemom. IIpermocraBumo ma meHTap
onmmcaHor Kpyra Tpoyraa Aj;B;C) nexu Ha onucanoM KpyTy Tpoyriaa ABC. Iloka3aTu
na je tpoyrao ABC mpaBoyriu. (Pycuja)

Language: Serbian Bpewme 3a pam: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 00m0Ba



54. MEBYHAPOIHA MATEMATNYRA OJIMMIINJA JTA

Canra Mapra, Koirymb6uja — cpena, 24. jya 2013.

Hera je H oprounenTap omrpoyrior tpoyriaa ABC, a W taurka Ha crpanunu BC
pazmmuuta onx temMeHa B u C. Tauke M m N cy momgHOja BUCHUHA W3 TeMeHa B u
C, penom. Hexka je w; onmcanm kpyr tpoyriaa BWN, a X tauka Ha w] TakBa Oa je
WX npedHuk Kpyra ;. AHaJOrHO, HEKa je wy omucanu Kpyr tpoyraa CWM, a Y
Tayka Ha wy TakBa na je WY mpeunuk kpyra wy. llokaszatu na cy tauke X, Y u H
KOJIMHEapHE. (Tajaano)

Heka je Q4 ckyn cBUX MO3UTUBHMUX panmoHaJHUX OpojeBa. Hera ¢ynrmuja f: Qi — R
3aI0BoJbaBa ciaeneha Tpu yciaoBa:

(i) 3a cBe x,y€ Q4 Basku f(x)f(y)= f(xy);
(ii) 3a cBe x,y€ Q4 Basku f(x+y)= f(x)+ f());

(iii) mocToju pamuonasan 6poj a>1 Takas na je f(a) = a.

Hokazatu na je f(x) =x 3a cBe x€ Q. (Byzapcka)

Iat je mpuponan Opoj n=3, u n+1 Tayaka Ha KPYTy KOje ra Jejie Ha JIyKOBE jeqHaKe
ny:xune. [locmarpajmMo cBa moryha o3HauaBama OBUX Tavaka OpojeBuma 0,1,...,7,
rie ce CBaka O3HaKa KOPUCTU TAYHO jeJHOM; JABa TaKBa O3HadaBama CMaTpajy ce
UCTUM aKO C€ jeIHO MOyKe MOOuTUM u3 APYror porupawmeMm kpyra. O3mavaBame ce
Ha3UBa AenuM aKo, 33 CBaKe YeTUPU O3HaKe a < b < ¢ < d 3a Koje je a+d = b+c, TeTuBa
KOja cIlaja Tayke O3HA4YeHe ca 4 M d He cedye TETUBY KOja Claja TauykKe O3HAUEHE Ca
bu c.

Hera je M 6poj nenux o3HayaBawma, a N 0poj ypebenux maposa (X,y) IpUpPOIHUX
OopojeBa TakBux ma je x+ys<n u H3/l(x,y) =1. llokaszatu na je

M=N+1.
(Pycuja)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 00m0Ba
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[Tourumo on mpumepa: 3a k=2 UMaMoO ;=g 7 =¢°5 U

Tepbeme 3amaTtka mokaszyjemo mHaykmujom mno k. Hasza
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k=1 je TpuBujasHa.
[TpernocraBumo na tBpheme Basku 3a k=r—1 (u cBako n). Heka je k=r u Heka je
n npuponan 0poj. Paznukyjemo mnBa cayuaja:

(1°) 2|n=2n;. Tana je
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no n+2r-2 n

2T—1 n+2"-1 n+2"-2 1 2r-1_q
= : =1+ 1+ )
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[IpuToM MO MHAYKTUBHO] MPETIOCTABIN TOCTOje My, My,...,My—1 € N TakBu ma
271 1 1. 1 : - r_
Baxku 1+ TR (1+ ml) (1+ mz) (1+ mH)’ I1a J€ JOBOJLHO y3eTU m; =n+2' —2.

2°) 2¢n=2n;-1. Tana je

2r—1_n+2r—1 n+l
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1+=
n

1+
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N y oBoM cayuajy Baku 1+2n—11 = (1+ m%)(l+ L)---(1+ %) 3a HEKe my, My,
r
...,my_1 €N, ma je MOBOJLHO y3€eTU M, = N.

[TocmaTpajmo koudurypanujy tavara Aj, Ag,..., Age7 V K0joj je AjAz...Ayo27 IpaBU-
nan 4027-yrao u tauka A, je miaaBa 3a 211 u upBeHa 3a 2| n. Y no6pom pacmnopenry
npaBux, cBaka on 4026 ny:xu ApAn+1 3a n=1,2,...,4026 mopa na Oyme npecedeHa dap
jemnom mpaBoMm. C npyre cTpaHe, CBaka IpaBa MOKe A CeYe HAjBUIIE IBE TAKBE
OysKU. 3aTO HAM je y OBOM ciayudajy morpedbuo 6ap 2013 = 402& npaBux 3a mgodap
pacnopen, tj. k=2013.

[Tokaskmmo canma ma 3a cBaky KOJIYMOUjCKY KOHOUTYPAIXjy TOCTOju noOap pacmnopen
2013 opaBux.

3a moyeTak MPUMETHMO 1a Ce Ma KOje nBe Tauvke mcre 00je MOry WM3IBOJUTU U3

KOH(UIypanuje moMohy aBe mpaBe: HOBOJLHO je y3eTU ABe IpaBe IapaJjesHe IPaBoj
onpebenoj oBuM maBeMa Taukama U HOBOJBHO Oum3y mux (ci.l).

cIIKa 3

ciuka 1

[TocmaTpajmo kouBekcHU omoTtau & natux 4027 tavaka. PasznukyjeMo nBa ciaydaja.



(1°) Ako Ha £ TOCTOjU IPBEHA TaYyKa, MOKEMO je U3IBOJUTHU jeJHOM mpaBoM (ci.2).
[Ipeoctamux 2012 mpBenmx Tauyaka mMoxkemo noxesutu y 1006 mapoBa m, mo
IPEeTXOMHOM, M3ABOJUTU UX M3 KOH(urypamuje nomohy 2012 mpasux. OBako
cmo noByksau 2013 mpaBux Koje umHe mobdap pacmopen.

(2°) Ako cy cBe Tauke Ha &P niaaBe, MOKEMO W3IBOJUTHU IBE IJIABE TAYKE jeIHOM
npasoM (ciu.3). Ha uctu mauwn kao y caydajy (1°), npeocramnux 2012 mraBux
Tavaka MoskeMo uzapojutu nomohy 2012 npasux, unme nobujamo yrymao 2013
nIpaBUX y OJOOPOM pacmopemny.

Jpyzo pewewe. IlokazahemMo mHAYKIMjOM IO 1 ma 3a IPOM3BOJBAH CKYI N TadyaKa

000jeHnX y IPBEHO U IJIABO HOCTOju mobap pacmopen [4] mpaBux.

3a n <2 tBpbheme TpuBujasHo Basku. Hera je n>2. IlocmarpajmMo mBe cycenne
Tauke A 1 B Ha KOHBEKCHOM OMOTAaYy IOaTUX N Tadaka. Ha OCHOBY WMHIYKTUBHE
IPEeTIOCTaBKe, 3a MPEOCTaInX N—2 Tadaka MOxkeMO mopyhn [4]-1 npaBux y mo6pom
pacnopeny. PasmukyjeMo Tpu ciydaja:

(1°) Axko cy A u B cy ucrte 60je, MOKEMO UX U3ABOJUTU O IPEOCTAIUX N —2 TaUaKa
jemmom mpasom ¢. Tako nobujamo nobap pacrmopen ca yKymHO 5] mpaBux.

(2°) Ako cy A u B pasauuure Goje, ajau cy pa3aBojeHe HEKOM on Behl Hanpranux
IpaBUX, ONET je MOBOJLHO HONATHU HpaBy .

(3°) Ako cy A m B pasauuure 06o0je, aau Jexke y wucTtoj obisactu oxpebheHoj
IOBJIAYCH-€M HaBEICHUX [g] —1 mpaBux, OHIAa CY y TO] O0OJACTU CBE TAYKE OCUM
A u B ucte 00je, peruMmo niaBe. Tauno jemna on tadaka A,B je npBena, ma
BY MOMKEMO M3JBOJUTHU OJ OCTATKA CKYIla jeTHOM IIPAaBOM, YMMe OIeT J001jamMo

[g] nIpaBux y DOOPOM pacrmopemy.

[IpernocTaBuMo 0Oe3 cMamema ONIMITOCTUA A4 je IMeHTap M ommcaHor Kpyra TPOYTJa
A1B1C, y yuyrpammoctu yraa BjA;C;. Ocum y M, cumerpana mgyxu ByC; ceue
omucanu Kpyr tpoyriaa ABC y Heroj Tauku M’ Ha cynpoTHO] crpanu npase BiCy y
OIHOCY Ha Aj.

Oszuaunmo ca Ag,By u Cy pemom cpemumra adykoBa CAB, ABC u BCA. Kako je
ClB = BIC, A()B = A()C u <IA()BC1 = <IA()CBl, TPpOy- M= Ay

rnosu AgBCy; u ApCB; cy noayanapsHu, na je AgBp =
ApCy, Tj. Ap nexku Ha cumerpasu mysku B1Ci;. Omnas-
ne je takobhe <AByAp = <AC1 Ay, na je Ay Ha KPYyTYy
B1 ACy; ®ako je Tauka Ap Ha CHIOJbAIIH0) CUMeTpPaJin
yria BjACy, oHa je Ha ucToj cTpaHu npase BjC; Ha
kojoj je A. Cumemu ma je AgZM', tj. Ag=M je uen-
Tap Kpyra AlBl Cl.

W3 jemmaxkoctu <{BjA¢gCy = <B1AC, = a ciemu na je
<B1A1C; =180°- 3. C mpyre crpane, kako cy ByAg u CyAg peroMm cumeTpaJse cTpaH-
uia A;C; u A;By, umamo u <{BjA;Cp =180° — <(ByApCy =90° + % M3 oBux jemHakocTu
caemu na je a =90°.



OzmaunMo ca Z Apyry IpecedyHy Tauky Kpyrosa w; u w (Z #W). Tauka Z je Ha
npaBoj XY jep je <XZW =<YZW =90°. Ilokazahemo na u H nexu HA TOj IPABOj.

Tauke B,C,M u N nexe Ha Kpyry w Han npeuynukoM BC. Panukanne oce mapoBa
Kpyrosa (w,w1), (w,w2) u (wi,w2) cy pe- A
noMm mpaBe BN, CM u WZ, na je pa-
IUKAJHN LEeHTap OBa TPU KpPyra TaukKa
A=BNNCM, nakne Ae WZ.

Hera je L momHOXje BUCWHE U3 TeMeHA
A. Rako je AZ-AW = AN-AB = AH - AL,
Tauke H, L, W u Z Ccy KOHIUKJINYHE.
Axo je W # L, omaBne omMax cjemy na
je <AZH = <ALW =90° = <AZX, na je
H wa npaBoj XZY. Tepbhemwe Basku 1 3a W =1L, jep je tana H=Z.

N3z f()f(a) = f(1-a) cnemu f(1) =1. W3 (i) jenHOCTaBHOM WMHIYKOWjOM IT00OMjamMoO
fnx)=znf(x)3acee neNu xeQy. Tako Basxku f(n)=znf(l)=znn f(n)f(%) = f(m)>0,
na je f(x) >0 3a cBako x€ Q. Omasne no (i) 3akmyuyjemo na je ¢pysarmuja f cTporo
pactyha, mro nmoBaauu f(x)= f([x]) =[x] >x—1 3a cBako x€ Q..

Heka je x>1. U3 (i) uagyknujom mobujamo f(x)" = f(x™) = x" -1, nma 3a cBe neN
(%) 1 1 (x) .
“MaMO fT = \/1-+7 21—+, onakne ciaean fT =1, 1j. f(x)=x.

Camauz a" = f(a)" = f(a") = a" nobujamo f(a")=a". Hame, 3a x>1u neN TakBo na
jea"—x>1Baxu a’ = f(a") = f(xX)+ f(a"-x)=x+(a"—x) =a", na je f(x)=x. Hajzan,
kako je f(n)=n 3a neN, umamo nf(x) = f(n)f(x) = f(nx) = nf(x), na je f(nx) =nf(x),
omakiae ciaenu f(x)=x 3a cBe x€N.

Hanomena. Axo ce ycmaoB a>1 uckmyun, TBpheme Buire He BaKU. 3aucTa, 3a €= 1

dyEEmIja f(X) = cx? 3amoBospaBa ycaose (i) u (i) m uMa QUECHY Tauky X = % <1.

YMecTo O3HaYaBama AaTux n+1 Tavaka, paamheMo ca INUKINYHUM DacIopearMa
o6pojesa 0,1,...,n O KPyry, T€ je PACHOPEI AEN aKO OArOBapa JEIOM O3HAYABAWLY.
Ca [p,q] osmauaBahemo TetuBy Kpyra ompebeny Taukama p u ¢, a ca [p, gl oaro-
Bapajyhu Jayk y cMepy KasaJbKe Ha CaTy.

3a moveTakr, KaKo je % — (p,g— p) 6ujexnuja usmeby pasmromara £, rme cy p<gs<n

npupongHu Opojesu ca H3A(p,q) =1, u maposa (X,y) npupogHux OpojeBa ca H3A(X,)) =
1 1 X+ y < n, OBaKBUX palMOHAJIHUX OpoOjeBa g nMa Tavyao N:

0 1
Po_0_pi_p2_ PN _1_pwa

g9 1 qa q agn 1 qn+1

Hexka je a € (0,1) upamuonanan 6poj. O3HaYNMO IPOU3BOJLHY TAUKY HA KPYTy Opojem
0, a 3a keN o3maumMo ca k Tayky Ha KPyr'y Ha YyraOHOM PAcCTOjamy 247 OIl TadKe




k-1 y cmepy raszamke Ha caty (ca.l). Hobujeru pacnopen 6pojesa 0,1,...,n 30BeMO
YUKAUYHUM T O3HaUaBaMO ca R(a). CBU IUKINYHU PACIOPEN CY Jelr. 3aucTa, ako
y HUKJIUYHOM pacropeny OpojeBu a < b < c<d 3amoBosbaBajy a+d = b+ c, Tauke a,
b, c u d cy TemeHa jemHAKOKpPAKOT Tparme3a, na je [a,d] mapaJsenno ca [b,c].

KRana a pacre ox 0 mo 1, penocnen 6pojeBa X U X+ g ce Mema Kaga & IpOJia3u KPO3

BPEIHOCT g 3a HEeKO p € {l,...,q—1}. Ilpema ToMe, 3a a y MHTEpBaILy (@,%) pac-
1 1
mopen R(a) ocraje uctu; o3naunmo taj pacmopen ca R;. Csu pacnopemnu Ry,...,Ry.1
Cy pa3iinyuTU. 3aUCTa, aKo je a < % <a', nyrama 0—1-2—---—¢q; y pacnopeny R(a’)
12

obunasu Kpyr 6ap p; nyrTa, a y pacnopeny R(a) mame onm p; myTa, na je R(a) # R(a').
Iakie, pa3auunUTUX NUKJINYHUX pacrnopena mMma tadyao N+ 1.
(pl

[Ipumernmo na, 3a BeoMa Majo €, y pacuopeny R [T €) TauKa g;-) MeEM OAMAX

ImocJie HyJe, NOK je Y R(p—f — &) Ta4yka (; oaMax IIpe HyJIe. I[Ipema Towme:

(®) 3a plf <a< p’, y pacnopeny R(a) nperxomHuk u ciendeHuk Opoja 0 y cmepy
Ka3aJbKe Ha caTy Cy pemoMm ¢; u qi-1.

Ocraje ma mora:keMO MHAYKIMjOM IO 1 [a je CBaKW Jen pacmopen muraudad. To je
tauHo 3a n < 2. [locmarpajmo sen pacnopen R 6pojesa 0,1,...,n+1. Ilo uEAYKTUBHO]
IpeTnocraBnu, pacnopen opojesa 0,1,...,n ce nmokaamna ca pacmopenoM R(a) 3a a u3
HEKOI' MHTepBaJIa (p’ - p’) Heka ce Opoj n masasu Ha JyKy [X,y] HA KOMe HeMa
OPYyTrUX TadvaKa. Kaﬁo ce TeTtuBe [x+1,n] m [x,n+1] He cery, n+1 ce Hamasu Ha
ayky [x+1,x]. Hu tetuse [y+1,n] u [y,n+1] ce He ceky, na je n+1 Ha JIyKYy [m].
Haxrme, n+1 mopa 6utu Ha ayky [x+1,y+1] (cn.2), kao u y pacnopeny R(a). 36or
MUKJINYHOCTU, jeIMHa APpyTa TauKa KOja MOKe JIEeKATU Ha OBOM JYKY je Taudka 0.

0_9

11 2

ciuika 1: R(a) 3a n=12 u %<0‘<Z CIINKa 2

1
(1°) Ako y pacmopeny R(a) tauka 0 Huje Ha ayky [x+1,y+1], onma je R=R(a).

2°) AKO je vy R(a) tauka 0 Ha aykry [x+1,y+1], onma mo (®) Basku x+1=¢q;, y+1=¢q;_;

u m (p’ pf) 3a Hexo ke N. /IBa moryha mena pacnopena, kana je 0 Ha JIyKYy
[gi,n+1] mmm [n+1,q;_;], mokmanajy ce ca R(a) 3a a € (n+1, p’) uac (p’ Lk,

Jlpyeo pewewe. O3raunmo S={(x,y) eN?|1<x,y<n, u3a(x,y) =1} u

S1={x,y)eSlx+y<sn}, S={x,y)eS|x+y>n}.

3uamo na je |Si|=N u |S|=|81]+1S2]. Horazahemo ma smen pacmopen R y KoMme Ccy a
u b penoM mecHU u JeBu cycem Opoja 0 mocToju ako u camo ako je (a,b) € Sy, kKao u
Ia je y TOM CJayd4ajy TakaB pacropen jeIMHCTBEH.



[IpumeTrumo na He MO:ke ma Baku a+b<n, jep Ou ce muaue tetuse [0,a+b] u [a,b]
cerisie. Ilakme, a+b> n.

3a mato ce€{l,2,...,n} nepuHUIIIMO 209 =C U, 3a k=0,

Zr+a aKo je zpsn-—a;
Zr+1=1% 2r—Db aKo je zx>n—au zx = b;
k+1 k

zZr+a—b wuHaUe.

OsBaj Hu3 je mobpo mepunucan. [Ipumerumo nma 3a cBako k=1 Basku Oap jemHa on
JeMHAKOCTU Zpi1 +0=2r+a, 2p1+b=2+0 unu 2z +b=2zr+a. Y cBakoMm ciayudajy,
opojeBu 0, zx U Zx41 y pacuoperny R jnexe TUM penoM y cMepy Ka3aJbKe Ha carTy.
To 3maum nma, ako cy OpojeBu z1,22,...,Z; PA3JIUYUTUA O HYyJIEe, OHU CE€ TOCJe HyJe
nojaBmyjy v R Tum penom (He 06aBe3HO Kao y3aCTOIHU).

(1°) Axo je m3n(a,b) > 1, yamumo c¢=1. Tanma ce y Husy (z;) HUKaI HE MOjaBJbyje
HyJa, IITO je Hemoryhe.

(2°) Axo je mzn(a,b) =1, 1j. (a,b) €Sy, yamumo ¢ =0. Kako je zr.1 = zx+a (mod a+b)
aKo je Zx+a<n, OOK je Y CYIPOTHOM Zi.1 = 2 +2a (mod a+ b), sHu3 (2§) k=1 C€
MOKJIala ca HU30M KOju ce mobuje Kamga ce M3 HU3a ocraraka a,2d,3d,... 1O
Monyny a+ b uszbame unanoBu Behu on n. Ilpema Towme, z1,2p,...,2, je mepMmy-
ranmuja ckyna {1,2,...,n}, ma je pacnopen R jemHo3nauyno ompebhen.

Ocraje ma morazkemo ma je |Sol = N+1. Csarkom mapy (x,y) € S; OODEIUMO TapOBE
(x,x+y) u (x+y,v). OBa gBa mapa Cy pasjndyuTa U OUYUTJIETHO MPUIAAAjY CKYIy S,
Ipu YeMy je cBaku map u3 ckyma S ocuM mapa (1,1) momemeH TaAYyHO je THOM Tapy W3
S1. Cnemu na je |S|=2N+1 u omarae |Sz2|=|S|—|S1|=N+1.
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