
54. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Santa Marta, Kolumbija – utorak, 23. jul 2013.

Dokazati da za svaka dva prirodna broja k i n postoji k prirodnih brojeva1.
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(Japan)

Konfiguraciju 4027 taqaka u ravni zovemo kolumbijskom ako se sastoji od 20132.

crvenih i 2014 plavih taqaka, pri qemu nikoje tri taqke u konfiguraciji
nisu kolinearne. Povlaqeǌem pravih, ravan se deli na oblasti. Kaжemo
da je raspored pravih dobar za kolumbijsku konfiguraciju ako su zadovoǉena
slede�a dva uslova:

• nijedna prava ne prolazi kroz neku taqku iz konfiguracije;

• nijedna oblast ne sadrжi taqke razliqitih boja.

Na�i najmaǌi broj k takav da za svaku kolumbijsku konfiguraciju 4027 taqaka
postoji dobar raspored k pravih. (Australija)

Pripisani krug trougla ABC naspram temena A dodiruje stranicu BC u taqki3.

A1. Analogno se definixu taqke B1 na C A i C1 na AB, kao dodirne taqke
pripisanih krugova naspram temena B i C , redom. Pretpostavimo da centar
opisanog kruga trougla A1B1C1 leжi na opisanom krugu trougla ABC . Dokazati
da je trougao ABC pravougli. (Rusija)
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54. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Santa Marta, Kolumbija – sreda, 24. jul 2013.

Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC , a W taqka na stranici BC4.

razliqita od temena B i C . Taqke M i N su podnoжja visina iz temena B i
C , redom. Neka je ω1 opisani krug trougla BW N , a X taqka na ω1 takva da je
W X preqnik kruga ω1. Analogno, neka je ω2 opisani krug trougla CW M, a Y

taqka na ω2 takva da je W Y preqnik kruga ω2. Dokazati da su taqke X , Y i H

kolinearne. (Tajland)

Neka je Q+ skup svih pozitivnih racionalnih brojeva. Neka funkcija f : Q+ →R5.

zadovoǉava slede�a tri uslova:

(i) za sve x, y ∈Q+ vaжi f (x) f (y) Ê f (x y);

(ii) za sve x, y ∈Q+ vaжi f (x + y) Ê f (x)+ f (y);

(iii) postoji racionalan broj a > 1 takav da je f (a) = a.

Dokazati da je f (x) = x za sve x ∈Q+. (Bugarska)

Dat je prirodan broj n Ê 3, i n+1 taqaka na krugu koje ga dele na lukove jednake6.

duжine. Posmatrajmo sva mogu�a oznaqavaǌa ovih taqaka brojevima 0,1, . . . ,n,
gde se svaka oznaka koristi taqno jednom; dva takva oznaqavaǌa smatraju se
istim ako se jedno moжe dobiti iz drugog rotiraǌem kruga. Oznaqavaǌe se
naziva lepim ako, za svake qetiri oznake a < b < c < d za koje je a+d = b+c, tetiva
koja spaja taqke oznaqene sa a i d ne seqe tetivu koja spaja taqke oznaqene sa
b i c.

Neka je M broj lepih oznaqavaǌa, a N broj ure�enih parova (x, y) prirodnih
brojeva takvih da je x + y É n i NZD(x, y) = 1. Dokazati da je

M = N +1.
(Rusija)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
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REXEǋA
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Tvr�eǌe zadatka dokazujemo indukcijom po k. Baza k = 1 je trivijalna.

Pretpostavimo da tvr�eǌe vaжi za k = r −1 (i svako n). Neka je k = r i neka je
n prirodan broj. Razlikujemo dva sluqaja:
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Pritom po induktivnoj pretpostavci postoje m1,m2, . . . ,mr−1 ∈ N takvi da

vaжi 1+ 2r−1−1
n1

=

(
1+ 1

m1

)(
1+ 1

m2

)
· · ·

(
1+ 1

mr−1

)
, pa je dovoǉno uzeti mr = n+2r −2.
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I u ovom sluqaju vaжi 1+ 2r−1−1
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za neke m1,m2,

. . . ,mr−1 ∈N, pa je dovoǉno uzeti mr = n.

Posmatrajmo konfiguraciju taqaka A1, A2, . . . , A4027 u kojoj je A1 A2 . . . A4027 pravi-2.

lan 4027-ugao i taqka An je plava za 2 ∤ n i crvena za 2 |n. U dobrom rasporedu
pravih, svaka od 4026 duжi An An+1 za n = 1,2, . . . ,4026 mora da bude preseqena bar
jednom pravom. S druge strane, svaka prava moжe da seqe najvixe dve takve
duжi. Zato nam je u ovom sluqaju potrebno bar 2013 =

4026
2

pravih za dobar
raspored, tj. k Ê 2013.

Pokaжimo sada da za svaku kolumbijsku konfiguraciju postoji dobar raspored
2013 pravih.

Za poqetak primetimo da se ma koje dve taqke iste boje mogu izdvojiti iz
konfiguracije pomo�u dve prave: dovoǉno je uzeti dve prave paralelne pravoj
odre�enoj ovim dvema taqkama i dovoǉno blizu ǌih (sl.1).
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Posmatrajmo konveksni omotaq P datih 4027 taqaka. Razlikujemo dva sluqaja.



(1◦) Ako na P postoji crvena taqka, moжemo je izdvojiti jednom pravom (sl.2).
Preostalih 2012 crvenih taqaka moжemo podeliti u 1006 parova i, po
prethodnom, izdvojiti ih iz konfiguracije pomo�u 2012 pravih. Ovako
smo povukli 2013 pravih koje qine dobar raspored.

(2◦) Ako su sve taqke na P plave, moжemo izdvojiti dve plave taqke jednom
pravom (sl.3). Na isti naqin kao u sluqaju (1◦), preostalih 2012 plavih
taqaka moжemo izdvojiti pomo�u 2012 pravih, qime dobijamo ukupno 2013
pravih u dobrom rasporedu.

Drugo rexeǌe. Dokaza�emo indukcijom po n da za proizvoǉan skup n taqaka

obojenih u crveno i plavo postoji dobar raspored [
n
2

] pravih.

Za n É 2 tvr�eǌe trivijalno vaжi. Neka je n > 2. Posmatrajmo dve susedne
taqke A i B na konveksnom omotaqu datih n taqaka. Na osnovu induktivne
pretpostavke, za preostalih n−2 taqaka moжemo povu�i [ n

2
]−1 pravih u dobrom

rasporedu. Razlikujemo tri sluqaja:

(1◦) Ako su A i B su iste boje, moжemo ih izdvojiti od preostalih n−2 taqaka
jednom pravom ℓ. Tako dobijamo dobar raspored sa ukupno [ n

2
] pravih.

(2◦) Ako su A i B razliqite boje, ali su razdvojene nekom od ve� nacrtanih
pravih, opet je dovoǉno dodati pravu ℓ.

(3◦) Ako su A i B razliqite boje, ali leжe u istoj oblasti odre�enoj
povlaqeǌem navedenih [ n

2
]−1 pravih, onda su u toj oblasti sve taqke osim

A i B iste boje, recimo plave. Taqno jedna od taqaka A,B je crvena, pa
ǌu moжemo izdvojiti od ostatka skupa jednom pravom, qime opet dobijamo
[ n

2
] pravih u dobrom rasporedu.

Pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da je centar M opisanog kruga trougla3.

A1B1C1 u unutraxǌosti ugla B1 A1C1. Osim u M, simetrala duжi B1C1 seqe
opisani krug trougla ABC u nekoj taqki M ′ na suprotnoj strani prave B1C1 u
odnosu na A1.

Oznaqimo sa A0,B0 i C0 redom sredixta lukova C AB, ABC i BC A. Kako je

A

B C
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B1

C1

M = A0

B0

C0

C1B = B1C , A0B = A0C i ∢A0BC1 = ∢A0C B1, trou-
glovi A0BC1 i A0C B1 su podudarni, pa je A0B1 =

A0C1, tj. A0 leжi na simetrali duжi B1C1. Odav-
de je tako�e ∢AB1 A0 = ∢AC1 A0, pa je A0 na krugu
B1 AC1; kako je taqka A0 na spoǉaxǌoj simetrali
ugla B1 AC1, ona je na istoj strani prave B1C1 na
kojoj je A. Sledi da je A0 6≡ M ′, tj. A0 ≡ M je cen-
tar kruga A1B1C1.

Iz jednakosti ∢B1 A0C1 = ∢B1 AC1 = α sledi da je
∢B1 A1C1 = 180◦−

α

2
. S druge strane, kako su B0 A0 i C0 A0 redom simetrale stran-

ica A1C1 i A1B1, imamo i ∢B1 A1C1 = 180◦−∢B0 A0C0 = 90◦+
α

2
. Iz ovih jednakosti

sledi da je α= 90◦.



Oznaqimo sa Z drugu preseqnu taqku krugova ω1 i ω2 (Z 6= W ). Taqka Z je na4.

pravoj X Y jer je ∢X ZW =∢Y ZW = 90◦. Pokaza�emo da i H leжi na toj pravoj.

Taqke B ,C , M i N leжe na krugu ω nad preqnikom BC . Radikalne ose parova
krugova (ω,ω1), (ω,ω2) i (ω1,ω2) su re-
dom prave B N , C M i W Z , pa je ra-
dikalni centar ova tri kruga taqka
A = B N ∩C M, dakle A ∈W Z .

Neka je L podnoжje visine iz temena
A. Kako je AZ · AW = AN · AB = AH · AL,
taqke H, L, W i Z su koncikliqne.
Ako je W 6≡ L, odavde odmah sledi da
je ∢AZ H = ∢ALW = 90◦ = ∢AZ X , pa je

A

B C

H

L

M

N

W

X

Y

Z

ω1 ω2

H na pravoj X Z Y . Tvr�eǌe vaжi i za W ≡ L, jer je tada H ≡ Z .

Iz f (1) f (a) Ê f (1 · a) sledi f (1) Ê 1. Iz (ii) jednostavnom indukcijom dobijamo5.

f (nx) Ê n f (x) za sve n ∈N i x ∈Q+. Tako vaжi f (n) Ê n f (1) Ê n i f (n) f ( m
n ) Ê f (m) > 0,

pa je f (x) > 0 za svako x ∈Q+. Odavde po (ii) zakǉuqujemo da je funkcija f strogo
rastu�a, xto povlaqi f (x) Ê f ([x]) Ê [x] > x −1 za svako x ∈Q+.

Neka je x > 1. Iz (i) indukcijom dobijamo f (x)n Ê f (xn ) Ê xn −1, pa za sve n ∈ N

imamo
f (x)

x Ê
n

√
1− 1

xn Ê 1− 1
xn , odakle sledi

f (x)

x Ê 1, tj. f (x) Ê x.

Sada iz an = f (a)n Ê f (an ) Ê an dobijamo f (an ) = an. Daǉe, za x > 1 i n ∈N takvo da
je an −x > 1 vaжi an = f (an ) Ê f (x)+ f (an −x) Ê x+(an −x) = an , pa je f (x) = x. Najzad,
kako je f (n)= n za n ∈N, imamo n f (x) = f (n) f (x) Ê f (nx) Ê n f (x), pa je f (nx) = n f (x),
odakle sledi f (x) = x za sve x ∈N.

Napomena. Ako se uslov a > 1 iskǉuqi, tvr�eǌe vixe ne vaжi. Zaista, za c Ê 1

funkcija f (x) = cx2 zadovoǉava uslove (i) i (ii) i ima fiksnu taqku x =
1
c É 1.

Umesto oznaqavaǌa datih n + 1 taqaka, radi�emo sa cikliqnim rasporedima6.

brojeva 0,1, . . . ,n po krugu, gde je raspored lep ako odgovara lepom oznaqavaǌu.
Sa [p, q] oznaqava�emo tetivu kruga odre�enu taqkama p i q, a sa [Ùp, q] odgo-
varaju�i luk u smeru kazaǉke na satu.

Za poqetak, kako je
p
q → (p, q −p) bijekcija izme�u razlomaka

p
q , gde su p < q É n

prirodni brojevi sa nzd(p, q) = 1, i parova (x, y) prirodnih brojeva sa nzd(x, y) =

1 i x + y É n, ovakvih racionalnih brojeva
p
q ima taqno N :
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Neka je α ∈ (0,1) iracionalan broj. Oznaqimo proizvoǉnu taqku na krugu brojem
0, a za k ∈N oznaqimo sa k taqku na krugu na ugaonom rastojaǌu 2απ od taqke



k−1 u smeru kazaǉke na satu (sl.1). Dobijeni raspored brojeva 0,1, . . . ,n zovemo
cikliqnim i oznaqavamo sa R(α). Svi cikliqni rasporedi su lepi. Zaista, ako
u cikliqnom rasporedu brojevi a < b < c < d zadovoǉavaju a +d = b + c, taqke a,
b, c i d su temena jednakokrakog trapeza, pa je [a,d ] paralelno sa [b,c].

Kada α raste od 0 do 1, redosled brojeva x i x+q se meǌa kada α prolazi kroz
vrednost

p

q
za neko p ∈ {1, . . . , q −1}. Prema tome, za α u intervalu (

pi−1

qi−1
,

pi

qi
) ras-

pored R(α) ostaje isti; oznaqimo taj raspored sa Ri . Svi rasporedi R1, . . . ,RN+1

su razliqiti. Zaista, ako je α<
pi

qi
<α

′, putaǌa 0−1−2−·· ·−qi u rasporedu R(α′)

obilazi krug bar pi puta, a u rasporedu R(α) maǌe od pi puta, pa je R(α) 6≡ R(α′).
Dakle, razliqitih cikliqnih rasporeda ima taqno N +1.

Primetimo da, za veoma malo ε, u rasporedu R(
pi−1

qi−1
+ε) taqka qi−1 leжi odmah

posle nule, dok je u R(
pi

qi
−ε) taqka qi odmah pre nule. Prema tome:

(⊛) Za
pi−1

qi−1
<α<

pi

qi
, u rasporedu R(α) prethodnik i sledbenik broja 0 u smeru

kazaǉke na satu su redom qi i qi−1.

Ostaje da dokaжemo indukcijom po n da je svaki lep raspored cikliqan. To je
taqno za n É 2. Posmatrajmo lep raspored R brojeva 0,1, . . . ,n+1. Po induktivnoj
pretpostavci, raspored brojeva 0,1, . . . ,n se poklapa sa rasporedom R(α) za α iz
nekog intervala (

pi−1

qi−1
,

pi

qi
). Neka se broj n nalazi na luku [Ùx, y ] na kome nema

drugih taqaka. Kako se tetive [x+1,n] i [x,n+1] ne seku, n + 1 se nalazi na
luku [Üx+1, x]. Ni tetive [y+1,n] i [y,n+1] se ne seku, pa je n +1 na luku [ Ûy, y+1].
Dakle, n +1 mora biti na luku [ Üx+1, y+1] (sl.2), kao i u rasporedu R(α). Zbog
cikliqnosti, jedina druga taqka koja moжe leжati na ovom luku je taqka 0.
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slika 2

(1◦) Ako u rasporedu R(α) taqka 0 nije na luku [ Üx+1, y+1], onda je R ≡ R(α).

(2◦) Ako je u R(α) taqka 0 na luku [ Üx+1, y+1], onda po (⊛) vaжi x+1 = qi , y+1 = qi−1

i k
n+1

∈ (
pi−1

qi−1
,

pi

qi
) za neko k ∈N. Dva mogu�a lepa rasporeda, kada je 0 na luku

[ Üqi ,n+1] ili [ Ün+1, qi−1], poklapaju se sa R(α) za α ∈ ( k
n+1

,
pi

qi
) i α ∈ (

pi−1

qi−1
, k

n+1
).

Drugo rexeǌe. Oznaqimo S = {(x, y) ∈N2 | 1 É x, y É n, nzd(x, y) = 1} i

S1 = {(x, y) ∈ S | x + y É n}, S2 = {(x, y) ∈ S | x + y > n}.

Znamo da je |S1| = N i |S| = |S1|+ |S2|. Dokaza�emo da lep raspored R u kome su a

i b redom desni i levi sused broja 0 postoji ako i samo ako je (a,b) ∈ S2, kao i
da je u tom sluqaju takav raspored jedinstven.



Primetimo da ne moжe da vaжi a+b É n, jer bi se inaqe tetive [0, a+b] i [a,b]

sekle. Dakle, a+b > n.

Za dato c ∈ {1,2, . . . ,n} definiximo z0 = c i, za k Ê 0,

zk+1 =





zk +a ako je zk É n −a;

zk −b ako je zk > n −a i zk Ê b;

zk +a−b inaqe.

Ovaj niz je dobro definisan. Primetimo da za svako k Ê 1 vaжi bar jedna od
jednakosti zk+1 +0 = zk +a, zk+1 +b = zk +0 ili zk+1 +b = zk +a. U svakom sluqaju,
brojevi 0, zk i zk+1 u rasporedu R leжe tim redom u smeru kazaǉke na satu.
To znaqi da, ako su brojevi z1, z2, . . . , zm razliqiti od nule, oni se posle nule
pojavǉuju u R tim redom (ne obavezno kao uzastopni).

(1◦) Ako je nzd(a,b) > 1, uzmimo c = 1. Tada se u nizu (zk ) nikad ne pojavǉuje
nula, xto je nemogu�e.

(2◦) Ako je nzd(a,b) = 1, tj. (a,b) ∈ S2, uzmimo c = 0. Kako je zk+1 ≡ zk+a (mod a+b)

ako je zk +a É n, dok je u suprotnom zk+1 ≡ zk +2a (mod a +b), niz (zk )kÊ1 se
poklapa sa nizom koji se dobije kada se iz niza ostataka a,2a,3a, . . . po
modulu a +b izbace qlanovi ve�i od n. Prema tome, z1, z2, . . . , zn je permu-
tacija skupa {1,2, . . . ,n}, pa je raspored R jednoznaqno odre�en.

Ostaje da dokaжemo da je |S2| = N +1. Svakom paru (x, y) ∈ S1 dodelimo parove
(x, x + y) i (x + y, y). Ova dva para su razliqita i oqigledno pripadaju skupu S,
pri qemu je svaki par iz skupa S osim para (1,1) dodeǉen taqno jednom paru iz
S1. Sledi da je |S| = 2N +1 i odatle |S2| = |S|− |S1| = N +1.
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