
Izborno takmiqeǌe za 5. RMMC

(Romanian Master of Mathematics Competition)

Utorak, 7. februar 2012.

Realni brojevi ai, bi (i = 1, 2, . . . , n) zadovoǉavaju 0 6 bk 6 1 za sve k i1.

a1 > a2 > · · · > an+1 = 0. Dokazati nejednakost

n∑

k=1

akbk 6

B+1∑

k=1

ak,

gde je B = [
∑n

k=1 bk].

U unutraxǌosti konveksnog qetvorougla ABCD koji nije trapez, data2.

je taqka X takva da je ∢ADX = ∢BCX < 90◦ i ∢DAX = ∢CBX < 90◦.
Ako se simetrale stranica AB i CD seku u taqki Y , dokazati da je
∢AY B = 2∢ADX.

Na�i sva rexeǌa (x, y) jednaqine3.

(1 + x2)(1 + y2) = 2

u skupu racionalnih brojeva.

U grupi od 2n + 1 ǉudi (n ∈ N), za svakih n osoba postoji jedna od4.

preostalih koja ih sve poznaje. Dokazati da u ovoj grupi postoji osoba
koja poznaje sve ostale.

Vreme za rad: 4 sata.

Svaki zadatak vredi 10 poena.



Doigravaǌe za 5. RMMC

(Romanian Master of Mathematics Competition)

Petak, 10. februar 2012.

Dat je prirodan broj n. Posmatrajmo sve trojke (a, b, c) razliqitih pri-1.

rodnih brojeva sa a + b + c = n. Oznaqimo sa K(n) najve�i mogu�i broj
takvih trojki koje se mogu izabrati tako da nikoje dve nemaju zajedniqki
element. Dokazati da je [n−1

5
] 6 K(n) < 2n

9
.

Rexiti jednaqinu2.

11a5b − 3c2d = 1

u skupu nenegativnih celih brojeva.

Neka su r i R redom polupreqnici upisanog i opisanog kruga trougla3.

ABC. Neka je ra polupreqnik kruga γa koji iznutra dodiruje opisani
krug u taqki A, a spoǉa dodiruje upisani krug. Analogno se definixu
rb i rc. Dokazati nejednakost

R − ra

r + 4ra
+

R − rb

r + 4rb
+

R − rc

r + 4rc
>

3R

4r
.

Vreme za rad: 3 sata.

Svaki zadatak vredi 10 poena.



REXEǋA

Oznaqimo sa L i D redom levu i desnu stranu traжene nejednakosti,1.1.

fiksirajmo sve bi i posmatrajmo f(a1, . . . , an) = D − L.

Funkcija f je linearna po svakoj promenǉivoj ak, pa zato dostiжe mini-
mum na jednom kraju intervala, dakle za ak = ak−1 ili ak = 0 (pri qemu
dodefinixemo a0 = 0). Ovako moжemo da pretpostavimo bez smaǌeǌa
opxtosti da za svako ak vaжi ak = ak−1 ili ak = 0.

Neka je sada a1 = · · · = am = a i am+1 = · · · = an+1 = 0. Tada je L =

a
∑m

i=1 bi 6 (B + 1)a =
∑B+1

i=1 a = D, qime je dokaz nejednakosti zavrxen.

Po uslovu zadatka, trouglovi ADX i BCX su sliqni i suprotno ori-1.2.
jentisani. Neka su Y ′ i Z taqke
na simetrali duжi AB takve da
su trouglovi AY ′Z i ADX sliqni
i isto orijentisani. Tada su i
trouglovi BY ′Z i BCX sliqni i
isto orijentisani. Tako�e, zbog
AD
AY ′

= AX
AZ

i ∢DAY ′ = ∢XAZ imamo

△ADY ′ ∼ △AXZ, odakle je AD
AX

=
A B

C

D

X

Y ′

Z
DY ′

XZ
. Analogno je BC

BX
= CY ′

XZ
. Sada iz AD

AX
= BC

BX
sledi da je CY ′ = DY ′,

dakle Y ′ leжi na simetrali duжi CD, pa je Y ′ ≡ Y .

Dakle, ∢AYB = 2∢AY Z = 2∢ADX, xto je i trebalo dokazati.

Iz jednaqine dobijamo y2 = 2
1+x2 − 1 = 1−x2

1+x2 , xto se moжe napisati kao1.3.

1 − x4 = z2, gde je z = (1 + x2)y. Stavǉaǌem x = b
a

i z = c
a2 posledǌa

jednaqina se svodi na
a4 − b4 = c2. (∗)

Pokaza�emo da (∗) nema rexeǌa u celim brojevima razliqitim od nule.

Podsetimo se da ako je (x, y, z) primitivna Pitagorina trojka, tj. x2 +
y2 = z2 za x, y, z ∈ N i (x, y, z) = 1, onda je

(x, y, z) = (u2 − v2, 2uv, u2 + v2) ili (x, y, z) = (2uv, u2 − v2, u2 + v2)

za neke prirodne brojeve u, v.

Pretpostavimo da (∗) ima rexeǌa u N i da je (a, b, c) rexeǌe sa najmaǌim
a. Oqigledno su a, b, c uzajamno prosti. Trojka (b2, c, a2) je Pitagorina,
pa zato vaжi a2 = m2 + n2 i b2 ∈ {2mn,m2 − n2} za neke m,n ∈ N. Ako
je b2 = m2 − n2, sledi m4 − n4 = (ab)2, ali m < a, xto je nemogu�e zbog
minimalnosti rexeǌa (a, b, c). Prema tome, mora biti b2 = 2mn.



Daǉe, trojka (m,n, a) je Pitagorina i (m,n, a) = 1 zbog (a, b, c) = 1, pa
postoje p, q ∈ N takvi da je {m,n} = {p2 − q2, 2pq}. Tada je b2 = 2mn =
4pq(p2 − q2). Kako su brojevi p, q, p2 − q2 uzajamno prosti po parovima, a
ǌihov proizvod je kvadrat, svi oni moraju da budu kvadrati. Dakle, za
neke r, s, t ∈ N vaжi p = r2, q = s2 i r4 − s4 = p2 − q2 = t2. To znaqi da
je (r, s, t) rexeǌe jednaqine (∗), ali r < a, xto protivreqi minimalnosti
rexeǌa (a, b, c).

Ovim je dokazano da (∗) nema rexeǌa u Z osim onih u kojima je b = 0 ili
c = 0. Sledi da su jedina rexeǌa jednaqine iz zadatka trivijalna, tj.
(x, y) ∈ {(±1, 0), (0,±1)}.

Posmatrajmo maksimalnu grupu G osoba koje se sve me�usobno poznaju.1.4.

Ako G sadrжi maǌe od n+1 osoba, onda postoji osoba x koja ih sve poz-
naje, pa bi se G moglo uve�ati osobom x, xto protivreqi pretpostavci
da je G maksimalno. Sledi da bar n+ 1 ǉudi pripada grupi G.

Van grupe G nalazi se najvixe n ǉudi, pa postoji neka osoba y koja ih
sve poznaje. Ta osoba y je u G, pa zato poznaje i sve ostale u G. Prema
tome, y poznaje svih ostalih 2n osoba.

Neka trojke (ai, bi, ci), i = 1, 2, . . . , K(n) zadovoǉavaju uslove zadatka. Zbir2.1.

svih elemenata ai, bi i ci jednak je nK(n); s druge strane, on nije maǌi

od 1 + 2 + · · · + 3K(n) = 3K(n)(3K(n)+1)
2 , odakle je 3(3K(n) + 1) 6 2n, tj.

K(n) 6 2n−3
9 .

Za r = [n−1
5

], trojke (i, r + i, n− r − 2i) zadovoǉavaju uslove, xto dokazuje
doǌu granicu.

Napomena. Slede�i primeri pokazuju da je u stvari K(n) = [ 2n−3
9 ]:

n > 9m− 3 ⇒ K(n) > 2m− 1 : (i, 4m− 2i, n− 4m+ i)mi=1 ∪
(m+ i, 4m− 2i− 1, n+ 1− 5m+ i)m−1

i=1

n > 9m+ 2 ⇒ K(n) > 2m : (i, 4m+ 1− 2i, n− 1− 4m+ i)mi=1 ∪
(m+ i, 4m+ 2− 2i, n− 2− 5m+ i)mi=1.

Jasno je da je d > 0. Razlikujemo nekoliko sluqajeva.2.2.

(1◦) c > 0, d > 1. Imamo 11a5b ≡ 1 (mod 3) ⇒ 2 | a+b i 11a5b ≡ 1 (mod 4) ⇒

2 | a ⇒ 2 | b. Stavǉaǌem n = 11
a

2 5
b

2 ∈ N dobijamo (n+1)(n− 1) = 3c2d.
mogu�a su dva podsluqaja.

(1◦a) n + 1 = 2d−1, n − 1 = 2 · 3c ⇒ 2d−2 − 3c = 1 ⇒ 2 | d − 2 ⇒ (2
d−2

2 +

1)(2
d−2

2 − 1) = 3c ⇒ 2
d−2

2 ± 1 su stepeni trojke, dakle jednaki su
1 i 3, xto daje (c, d) = (1, 4), i tada nema rexeǌa za (a, b).



(1◦b) n + 1 = 2 · 3c, n − 1 = 2d−1 ⇒ 3c − 2d−2 = 1. Za d 6 3 dobijamo
rexeǌe (a, b, c, d) = (0, 2, 1, 3). Za d > 3, 3c ≡ 1 (mod 4) ⇒ 2 | c ⇒
(3

c

2 + 1)(3
c

2 − 1) = 2d−2. Jedina mogu�nost je (c, d) = (2, 5), xto
nam ne daje rexeǌe.

(2◦) c = 0, tj. 11a5b = 2d + 1. Imamo dva podsluqaja.

(2◦a) a > 0. Tada 11 | 2d + 1 ⇒ d ≡ 5 (mod 10) ⇒ 2 ∤ d ⇒ 3 | 2d + 1, xto
je nemogu�e.

(2◦b) a = 0. Tada 5b − 1 = 2d. Ako je d > 2, onda 8 | 5b − 1 ⇒ 2 | b ⇒

(5
b

2 +1)(5
b

2 −1) = 2d, xto nema rexeǌa. Ostaje mogu�nost (b, d) =
(1, 2), xto daje rexeǌe (a, b, c, d) = (0, 1, 0, 2).

(3◦) d = 1 i 11a5b = 2 · 3c + 1. Tada 4 ∤ 11a5b − 1 ⇒ 2 ∤ a ⇒ a > 0. U ovom
sluqaju koristi�emo relaciju 112 | 35−1. Zbog 11 | 2·3c+1 vaжi c ≡ 3
(mod 5) ⇒ 2·3c+1 ≡ 2·33+1 = 55 (mod 112), dakle 112 ∤ 2·3c+1 ⇒ a = 1.

Sada 11 · 5b = 2 · 3c + 1. Za b = 1 imamo rexeǌe (a, b, c, d) = (1, 1, 3, 1).
Za b > 1 vaжi 52 | 2 · 3c + 1 ⇒ c ≡ 7 (mod 20) ⇒ c ≡ 2 (mod 5) xto je
kontradikcija jer smo prethodno dobili c ≡ 3 (mod 5).

Jedina rexeǌa su (a, b, c, d) ∈ {(0, 1, 0, 2), (0, 2, 1, 3), (1, 1, 3, 1)}.

Oznaqimo sa Sa centar kruga γa, a sa S i O redom centre upisanog i2.3.

opisanog kruga. Taqka Sa leжi na duжi OA, pa po Stjuartovoj teoremi
vaжi

SS2
a =

ra

R
SO2 +

R− ra

R
SA2 − ra(R − ra).

Kako je SSa = r+ ra i prema Ojlerovoj teoremi SO2 = R2− 2Rr, dobijamo
R(r+ ra)

2 = ra(R
2− 2Rr)+ (R− ra)SA

2−Rra(R− ra). Ovo nakon sre�ivaǌa
daje

ra =
R(SA2 − r2)

SA2 + 4Rr
i

R− ra

r + 4ra
=

Rr

SA2
.

Analogne izraze dobijamo za rb i rc, qime se traжena nejednakost svodi

na r2

SA2 + r2

SB2 + r2

SC2 = sin2 α
2 + sin2 β

2 + sin2 γ
2 >

3
4 , xto je ekvivalentno sa

cosα + cosβ + cos γ 6
3
2
. Posledǌa nejednakost se jednostavno dokazuje:

cosα+ cosβ + cos γ = 2 sin γ
2 cos α−β

2 + cos γ
6 2 sin γ

2 + cos γ = 1 + 2 sin γ
2 − 2 sin2 γ

2 6
3
2 .
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