N360pHO TakMuuewme 3a 5. RMMC

(Romanian Master of Mathematics Competition)

Y Topak, 7. ¢pedbpyap 2012.

Peanuu Gpojesu a;, b; (i = 1,2,...,n) 3anoBomaBajy 0 < by < 1 3a cBe k u
a1 = ag = -+ = apyq1 = 0. IlokaszaTu HejeqHAKOCT

B+1

n
E arby, < E a,

rae je B =Y ,_, bxl.

Y yHyTpammocTu KOHBEKCHOr yeTBopoyria ABCD koju Huje Tpames, mara
je raurka X TakBa ma je <ADX = <BCX < 90° u <DAX = <«CBX < 90°.
Axo ce cumerpasie crpanuna AB u CD cerky y Tauku Y, mokaszaTtu ma je
<JAY B =2<ADX.

Hahwu cBa pemema (z,y) jennaunne
(1+2)(1+y?) =2
y CKyIly paIMOHAJIHUX OpOjeBa.
Y rpymu ox 2n + 1 mymu (n € N), 3a cBakux n ocoba mocroju jemHa o1

IpeocTaInx Koja UX cBe mo3Haje. /[lokazaTu ma y OBOj I'pynM MOCTOju Oocoba
KOja TMO3Haje CBe OCTaJIe.

Bpeme 3a pad: 4 cama.
Ceaxu zadamax epedu 10 noena.



JIlourpaBame 3a 5. RMMC

(Romanian Master of Mathematics Competition)

Ilerak, 10. ¢pebpyap 2012.

Hat je nmpuponan 6poj n. [locmarpajmo cse Tpojre (a,b, c) pa3auuuTx IpU-
ponaux 6pojeBa ca a+ b+ ¢ = n. Osmaunmo ca K(n) majsehu moryhu 6poj
TAKBUX TPOJKU KOje ce MOry m3abpaTu! Tako Ja HUKOje ABe HeMa]y 3a]jeTHUYKI
enement. Jlokasatu na je [221] < K(n) < 2.

Pemurn jennaumny
1195° — 3°2% =1

Yy CKYIly HEHEeTaTUBHUX IeJNX OpojeBa.

Herka cy r» m R pemoM mOJAYyHpPEYHUIM YIUCAHOT U OMMCAHOT KPyra TPOyrJia
ABC. Hexka je r, TNOJIyOpEYHUK KPYTa 7y, KOjU M3HYTPa HOAUPYje ONUCAHU
Kpyr y Taukm A, a cmossa moaupyje ynucaHu Kpyr. AHaJOTHO ce ne(uHUIry
ry, U T.. llokazaTu HejeTHAKOCT

R—r, R—mr R —r, 3R
+ + >
r+4r, r4+4r, r+4r,. 4r

Bpewme 3a pad: 3 cama.
Ceaxu zadamax epedu 10 noena.



1.1.

1.2.

1.3.

PEIITEILA

Osuaunmo ca L u D pemoMm JsieBy U HEeCHY CTpaHy TpaskeHe HejeIHAKOCTH,
¢urcupajmo cse b; u nmocmarpajmo f(ay,...,a,) =D — L.

dyurnuja f je nuHEApHA IO CBAKOj MPOMEHJLUBO] G, A 3aTO JOCTUKE MUHU-
MyM Ha jeJHOM Kpajy MHTepBaJa, Jakje 3a ap = ax—1 uin ax = 0 (mpu gemy
nonmepunumemo ag = 0). OBakKO MO¥KEMO Oa TPETIOCTABUMO 0e3 CMamema
ONIITOCTY Jla 3& CBAKO Q} BaXKWU A = ax—1 win ap = 0.

Heka je cama a; = -+ = @y, = @ U Qg1 = -+ = Apy1 = 0. Tanma je L =
ad>. " b <(B+1)a= Zf;’;l a = D, yume je mOKa3 HejeqHAKOCTU 3aBPIIEH.

[To ycaory 3amarka, tpoyraosu ADX u BCX cy cauyau m CynmpOTHO OpU-
jemtucamu. Hera cy Y’ u Z rtauke Dy
Ha cuMmerpaiu ayxku AB TakBe na
cy tpoyraosu AY'Z m ADX cauunn
U WCTO OpujeHTHMCaHU. Tama cy u
tpoyraosu BY'Z u BCX cauunu n
ucTO opujeHtucanu. Tarkobe, 30or

A0 = 4%y DAY’ = <X AZ mvano |
AADY' ~ AAXZ, onaxne je 43 = A -Zf%\
%. AwnaJjioruo je % = % Cana us % = % cremu na je CY' = DY/,

nakse Y/ mexn na cumerpasu nysku CD, na je Y/ =Y.
Iakne, <AY B = 2<AY Z = 2<ADX, mto je m Tpebajio HOKa3aTu.

: : 2 _ _2 _ 1-a?
N3 jemmaumne nobujamo y° = {755 — 1 = {77, WTO Ce MOX¥e HANUCATU Kao
1— 2% = 2% rme je z = (1 +22)y. CraBmamem z = £ u 2 = % nocremma
jemHavmHA ce CBOOU HA

at — bt =2, (%)
[Torkazahemo ma (%) mema pemema y meauM OpojeBUMA Pa3IUUUTUM O HyJIE.

[loncerumo ce ma ako je (r,vy,z) mpuMmutuBHa [luTaropusa Tpojka, Tj. a2+
y?=223az,y,2€ Nu (v,9,2) = 1, onna je

(z,y,2) = (u? —v% 2uv,u® +0?) wmm  (z,y, 2) = (2uv,u? — v*,u? 4+ 0v?)

3a HEKe IpUpoaHe OpojeBe u,v.

[MpernocraBumo na () uma pemewma y N u na je (a,b, c) pememe ca HAJMAHBLUM

a. Ouuraenso cy a,b,c yzajamuo mpoctu. Tpojra (b2, c,a?) je Iluraropuna,

ma 3ato Bazku a® = m? +n? u b> € {2mn,m? — n?} 3a werke m,n € N. Arxo

je b2 = m? —n?, cnremm m* — n* = (ab)?, amz m < a, mTO je Hemoryhe 360r

MUHUMAJIHOCTHU pemiema (a,b, c). IIpema Tome, Mopa 6utu b? = 2mn.



1.4.

2.1.

2.2.

Hame, Tpojra (m,n,a) je Iuraropuna u (m,n,a) = 1 36or (a,b,c) = 1, na
nocroje p,q € N Taxsu ma je {m,n} = {p? — ¢%,2pq}. Tamna je b* = 2mn =
4pq(p? — ¢?). Kako cy 6pojesu p,q,p* — ¢° y3ajaMHO TPOCTH TIO TTapOBUMa, a
BUXOB IIPOU3BOJ je KBaapaT, CBU OHM MOPajy ma Oymy ksaaparu. Jlakie, 3a
Heke 7,5,t € N Baskn p = 12, ¢ = s> nu r* — s* = p? — ¢? = t2. To 3maunm na
je (r,s,t) pememe jemnaunue (%), anu r < @, MTO IPOTUBPEYN MUHUMAJIHOCTU
pemema (a,b,c).

OBuM je mokaszaHo na (k) HeMa pemema y 7Z OCUM OHUX y Kojuma je b = 0 miwn
¢ =0. Crnemu ma cy jenmHa pemema jegHAUYNHE U3 3a0aTKA TPUBUjaHA, Tj.

(z,y) € {(£1,0),(0,+1)}.

[Tocmarpajmo makcumasnuy rpymy G ocoba koje ce cBe mehycoOHO mO3HA]Y.
Axo G canpsku mame on n+ 1 ocoba, oHga mocToju ocoba x Koja UX CBE IM03-
Haje, ma 6u ce G morso yBehatu ocoboM x, IMITO IPOTUBPEYN TPETIOCTABIN
na je G makcumasuo. Cremu na 6ap n + 1 mymu npunana rpynu G.

Bau rpyne G masasu ce mHajBuIine n Joyau, mMa MOCTOjU HEKA ocoba y Koja ux
cBe mo3naje. Ta ocoba y je y GG, ma 3aTo no3uaje u cBe ocrajne y G. [Ipema
TOMeE, Yy MO3HAje CBUX OCTAJUX 2n ocoda.

Heka tpojke (a;,b;,¢;), i =1,2,..., K(n) 3an0BomaBajy ycjaoBe 3a1aTka. 306up
CBUX ejemeHaTa a;,b; m ¢; jenHak je nK(n); ¢ apyre crpaHe, OH HUje MambU
on 14+2+.--4+3K(n) = ?’K(”)(?’QK(”)H), omarie je 3(3K(n)+ 1) < 2n, Tj.

2n—3
K(n) < 5=,

Bar= ["T_l], tpojke (i,r +i,n —r — 2i) 3a40BOmABA]JY YCJIOBE, IITO JOKAa3yje
IOHY TPaHUILY.

Hanomena. Cnenehu npumepu nokasyjy na je y creapu K(n) = [—2"9—3];
n>9m—-3=K(n)>2m-—1: (i,4m — 2i,n —4dm + ), U
(m+i,4m —2i — 1,n+1—5m+i)"!
nz9m+2=K(n)=2m: (i,4m +1—2i,n —1—4m +i)>, U

(m+i,4m+2—2i,n —2—5m+ )" ,.

Jacuo je ma je d > 0. PaznukyjemMo HEKOJIMKO ciaydajeBa.

(1°) ¢>0,d>1. mamo 1195° =1 (mod 3) = 2 | a+bu 11%5° =1 (mod 4) =
2|a=2|b. Crasmamem n = 11552 € N gobujamo (n+1)(n—1) = 3¢24.
Mmoryha cy mBa moacaydaja.

d—2

(1°a) n+1=24"1 n-1=2.-3=22"2_-3=1=2|d-2= (272 +
1)(2% —-1)=3"= 2%° +£1 Cy CTENeHU TPOjKe, HaKje jeTHAKU Cy
1 u 3, wro naje (¢,d) = (1,4), n rana Hema pemewa 3a (a,b).



2.3.

(1°p) n+1=2-3°n—1=2¢1 =3 —-24"2 = 1. 3a d < 3 mnobujamo
pemese (a,b,c,d) = (0,2,1,3). 3ad>3,3=1 (mod4) =2|c=
(32 +1)(3% — 1) = 2972, Jemuna moryhwuocr je (c,d) = (2,5), mro
HaM He Jaje perene.

(2°) ¢=0, 7j. 11%5° = 2¢ + 1. Mlmamo mBa momcayuaja.

(2°a) a>0. Tama 11 [2¢+1=d=5 (mod 10) = 2+td = 3| 2% + 1, mTo
je memoryhe.

(2°b) a = 0. Tama 5° —1 =29 Awrojed > 2, omma 8|5°—1=2]|b=
(52 +1)(52 —1) = 2¢, mTo Hema pemema. Ocraje moryhuocr (b, d) =
(1,2), mro maje pemewme (a,b,c,d)=(0,1,0,2).

(3°) d=1m 1195 = 2.3+ 1. Tana 441195* —1 = 24a = a > 0. Y osou
ciyuajy kopuctuhemo penamujy 112 | 3°—1. 360r 11 | 2:3°+1 Bazku ¢ = 3
(mod 5) = 2:3°+1=2-33+1 = 55 (mod 11?), nakae 11212:3°+1 = a = 1.
Cama 11-5*=2-3°+1. 3a b= 1 umamo pememe (a,b,c,d) = (1,1,3,1).
Bab>1Bawu 52 [2-3°+1=c=7 (mod 20) = c =2 (mod 5) mTo je
KOHTDPAUKINja jep ¢MO mpeTxomaHo mobuau ¢ =3 (mod 5).

Jenuna pemema cy (a,b,c,d) € {(0,1,0,2),(0,2,1,3),(1,1,3,1)}.

Ozmaummo ca S, HeHTap Kpyra 7v,, a ca S m O pemoMm LeHTpe YIUCAHOT U
ommcanor kpyra. Taura S, mexu vHa ay:xu OA, ma mo CrjyapToBoj Teopemu
BaiKN

R—r
592 ="legpz " Ta
« = Rg°Y T TR

Kaxo je SS, = r+r, u npema Ojreposoj Teopenu SO? = R? — 2Rr, nobujamo
R(r+r4)? =7,(R*=2Rr)+ (R—14)SA? — Rr,(R—r,). OBo Hakon cpebupama
naje

SA? — ra(R—14).

R(SA% —r?) R—r, Rr

"= o2 varr U ri4r, SAZ

Amanorue m3paze qobujamo 3a T, U ., YAMe Ce TpaykeHa HejeTHAKOCT CBOAU

2 2 2
r r r a2 a 2B s 2y 3 :
Ha 53 + SB° + Soz — ST 5 -+ sin 5 -+ sin 5 > 7> TITO J€ EKBUBAJICHTHO Ca

cosa + cos B 4 cosy < % [Tocnenma HEjeAHAKOCT Ce jeIHOCTABHO MOKa3yje:

— 9gin 2 a—p
cos a + cos B + cosy —2511150057—1—0057

< 2sind +cosy=1+2sinJ —2sin® 1 <

N
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