
REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 21.01.2012.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka je F ′ presek normale u taqki D na pravu BD
i prave BC, i E′ presek pravih AF ′ i CD. Tada je
∢F ′DC = ∢F ′DB−∢CDB = 90◦−45◦ = 45◦ i ∢DCF ′ =
90◦, pa je ∢DF ′C = 45◦ i △DCF ′ je jednakokrako-
pravougli. Kako je AD ‖ BC, to je ∢DAE′ = ∢E′F ′C,
pa iz DA = DC = CF ′ i ∢ADE′ = ∢E′CF ′ = 90◦ za-
kƩuqujemo da je △DAE′ ∼= △CF ′E′. Sada je DE′ =
E′C, pa je E ≡ E′ i samim tim F ′ ≡ F , qime je dokaz
zavrxen. (Tangenta 62, str. 40, Pismeni zadaci,
zadatak 2)
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Oznaqimo sa p, q i r slede�e iskaze:2.

p : Bi�e oblaqno. q : Pada�e sneg. r : Duva�e vetar.

Tada tvr�eƬima 1), 2) i 3) iz postavke zadatka odgovaraju respektivno slede�e iskazne formule:

F1 ≡ p ∨ q ∨ r, F2 ≡ (p ∧ q) ⇒ r, F3 ≡ ¬r ⇒ (p ∧ ¬q).

Treba proveriti da li je iskazna formula F ≡ q ⇒ r logiqka posledica formula F1, F2 i F3, odnosno da
li je formula F1 ∧ F2 ∧ F3 ⇒ F tautologija. Dokaza�emo da je formula

(p ∨ q ∨ r) ∧ ((p ∧ q) ⇒ r) ∧ (¬r ⇒ (p ∧ ¬q)) ⇒ (q ⇒ r)

tautologija metodom svo�eƬa na apsurd (mogu�e je i crtaƬem tablice).
Pretpostavimo da prethodna formula nije tautologija, odnosno da postoje vrednosti iskaznih slova

p, q, r za koje je τ((p ∨ q ∨ r) ∧ ((p ∧ q) ⇒ r) ∧ (¬r ⇒ (p ∧ ¬q)) ⇒ (q ⇒ r)) = ⊥. Tada je

τ((p ∨ q ∨ r) ∧ ((p ∧ q) ⇒ r) ∧ (¬r ⇒ (p ∧ ¬q))) = ⊤, τ((q ⇒ r)) = ⊥.

Iz prve formule dobijamo, specijalno, da je τ(¬r ⇒ (p ∧ ¬q)) = ⊤, pa je τ(p ∧ ¬q) = ⊤, odnosno τ(¬q) = ⊤.
Me�utim, iz druge je τ(q) = ⊤, kontradikcija. (Tangenta 65, str. 18, Nagradni zadaci, zadatak M964)

Ako je d ∈ N delilac broja n, onda je i n
d
delilac broja n. Pritom, je d = n

d
ako i samo ako je n potpun3.

kvadrat i d =
√
n. Dakle, ako n nije potpun kvadrat, delioci broja n se mogu podeliti na dvoqlane

skupove oblika
{
d, n

d

}
. Ako je n potpun kvadrat, isto se moжe uraditi sa svim deliocima broja n, sem

√
n.

Sledi da je broj delioca broja n neparan ako i samo ako je n potpun kvadrat. Kako su n i n3 ili oba
potpuni kvadrati ili oba nisu potpuni kvadrati, brojevi Ƭihovih delilaca su iste parnosti, pa se ne
mogu razlikovati za 2011, odnosno jednaqina nema rexeƬa.

4. Neka je D sredixte stranice AC, a M taqka na
pravoj BC takva da je MD ⊥ AC. Po uslovu zadatka
△ABD je jednakokraki, te je ∢ADB = ∢ABD < 90◦,
pa se taqka M nalazi na stranici BC. Kako se
teжixna duж i visina iz temena D trougla AMC
poklapaju, to je on jednakokraki, pa je ∢MAC =
∢MCA = ∢BCA. Iz uslova zadatka je ∢ABM > 90◦

i ∢ADM = 90◦, pa je

∢DBM = ∢ABC−∢ABD > ∢ADM−∢ADB = ∢BDM,

odnosno MD > BM . Neka je B′ podnoжje normale iz
taqke M na pravu AB. Tada iz pravouglog trougla
BB′M zakƩuqujemo MB′ < BM , pa je MB′ < DM .
Kako je u trouglovima AMB′ i AMD ispuƬeno AM =
AM , ∢ADM = ∢AB′M = 90◦ i MB′ < DM , to je
∢MAD > ∢B′AM = ∢BAM , i samim tim

∢BCA = ∢MAC > ∢BAM = ∢BAC − ∢BCA,

xto je i trebalo dokazati.

A B

C

D

M

B′

OP 2012, 1A – 4



Pretpostavimo da je mogu�e postaviti 7 lovaca tako da napadaju sva poƩa xahovske table. Posmatrajmo5.

rubna poƩa xahovske table, tj. poƩa uz ivicu table. Ovakvih poƩa ima 28, od kojih je 14 belo i 14 crno.
Primetimo da jedan lovac napada poƩa iste boje, pa postoji boja takva da su rubna poƩa te boje napadnuta
od strane najvixe tri lovca - neka je to crna boja. Me�utim, svaki lovac napada najvixe 4 rubna poƩa,
tako da je napadnuto najvixe 12 rubnih poƩa crne boje, kontradikcija.

Osam lovaca postavƩenih u poƩa qetvrte kolone table napadaju sva poƩa, qime je dokaz u potpunosti
zavrxen.

Drugi razred , A kategorija

SabiraƬem datih jednaqina dobijamo1.

169 = x2 + 4xy + 4y2 = (x+ 2y)2,

pa je x+ 2y = ±13.

Prvi sluqaj. Ako je x+2y = 13, tada je x = 13− 2y, pa zamenom u prvu jednaqinu dobijamo 2y2+13y− 115 = 0,
qija su rexeƬa y = 5 i y = − 23

2 . Dakle, u ovom sluqaju rexeƬa su parovi (3, 5) i
(
36,− 23

2

)
.

Drugi sluqaj. Ako je x+2y = −13, tada je x = −13−2y, pa zamenom u prvu jednaqinu dobijamo 2y2−13y−115 = 0,
qija su rexeƬa y = −5 i y = 23

2 . Dakle, u ovo sluqaju rexeƬa su parovi (−3,−5) i
(
−36, 232

)
.

RexeƬa jednaqine su parovi (3, 5), (−3,−5),
(
36,− 23

2

)
i
(
−36, 232

)
. (Tangenta 58, str. 29, Pismeni zadaci,

zadatak 4)

Postoje realni brojevi α, β, γ ∈ (−π
2 ,

π
2 ) tako da je a = tgα, b = tg β i c = tg γ. Tada je2.

1 =
a2

1 + a2
+

b2

1 + b2
+

c2

1 + c2
= sin2 α+ sin2 β + sin2 γ,

pa je cos2 α = sin2 β + sin2 γ > 2
√
sin2 β sin2 γ = 2| sinβ sin γ| (posledƬa nejednakost sledi iz A-G nejednakosti).

Sliqno je cos2 β > 2| sinα sin γ| i cos2 γ > 2| sinα sinβ|. MnoжeƬem prethodnih nejednakosti nalazimo da je

cos2 α · cos2 β · cos2 γ > 8 sin2 α · sin2 β · sin2 γ,

pa je

tg 2α · tg 2β · tg 2γ 6
1

8
,

tj. |tgα · tgβ · tg γ| 6 1
2
√
2
, odnosno |abc| 6 1

2
√
2
. Jednakost vaжi ako i samo ako je sin2 α = sin2 β = sin2 γ = 1

3 ,

odnosno a2 = b2 = c2 = 1
2 .

Drugo rexeƬe. MnoжeƬem datog uslova sa (1 + a2)(1 + b2)(1 + c2) dobijamo da je on ekvivalentan sa

1 = 2a2b2c2 + a2b2 + b2c2 + c2a2.

Kako je po A-G nejednakosti

1 = 2a2b2c2 + a2b2 + b2c2 + c2a2 > 4
4
√
2a2b2c2 · a2b2 · b2c2 · c2a2 = 4

4
√
2a6b6c6,

to je |abc|6 1
2
√
2
. Jednakost vaжi ako i samo ako je 2a2b2c2 = a2b2 = b2c2 = c2a2, odnosno a2 = b2 = c2 = 1

2 .

Kako je ctgα =
1

tgα
, ctg β =

1

tgβ
, ctg γ =

1

tg γ
i ctg δ =

1

tg δ
, to je dovoƩno dokazati3.

tgα · tg β · tg γ + tgα · tgβ · tg δ + tgα · tg γ · tg δ + tg β · tg γ · tg δ = tgα+ tg β + tg γ + tg δ,

odnosno
(tgα+ tg β)(tg γ · tg δ − 1) = −(tg γ + tg δ)(tgα · tg β − 1). (†)

Primetimo da je tgα · tg β = 1 ⇔ α + β = 90◦ ∨ α + β = 270◦ ⇔ γ + δ = 270◦ ∨ γ + δ = 90◦ ⇔ tg γ · tg δ = 1, pa je
(†) dovoƩno dokazati u sluqaju da je tgα · tg β i tg γ · tg δ razliqito od 1. Me�utim, tada (†) sledi iz

tgα+ tgβ

1− tgα · tg β = tg (α+ β) = −tg (360◦ − α− β) = −tg (γ + δ) = − tg γ + tg δ

1− tg γ · tg δ .

(Tangenta 57, str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 1)



4. Neka je E taqka na stranici BC takva da DE
dodiruje upisani krug. Kako je

∢ADE + ∢DAC = 2 · ∢ADS + 2 · ∢DAS

= 2 · (180◦ − ∢ASD) = 180◦,

to je DE ‖ AC. Kako je D sredixte duжi AB, to je
DE sredƬa linija trougla ABC, pa je 2 · CE = CB.
Kako je qetvorougao ADEC tangentan, to je

3

2
·AC = AC +DE = AD + CE =

1

2
· (AB +BC),

tj. AB +BC = 3AC.
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Dokaжimo da, ako je m = n, pobe�uje Drugi igraq, a u suprotnom Prvi (Prvi igraq je onaj qijim potezom5.

poqiƬe igra).
Ako je m = n, Drugi igraq u svakom svom potezu treba da ,,oponaxa” potez Prvog, tj. ako Prvi podeli

neku gomilu, on treba drugu sa istim brojem жetona da podeli na isti naqin. Na taj naqin posle svakog
poteza Drugog broj gomila je paran (npr. 2k), pri qemu su brojevi жetona na gomilama x1, x1, x2, x2, . . . , xk, xk

(drugim reqima, za svaki prirodan broj l bi�e paran broj gomila sa po l жetona). Dakle, Drugi uvek moжe
da odigra potez, pa kako se igra zavrxava (posle konaqno mnogo poteza), on ima pobedniqku strategiju.

Ako je, bez umaƬeƬa opxtosti, m > n, Prvi treba da gomilu sa m жetona podeli na jednu sa n i m− n
gomila sa po jednim жetonom. Zatim preuzima strategiju Drugog opisanu gore.

Tre�i razred , A kategorija

Po Vietovim formulama vaжe jednakosti x1 + x2 + x3 = 4 i x1x2 + x2x3 + x3x1 = −a, pa je1.

0 = (x1 − 2)2 + (x2 − 2)2 + (x3 − 2)2 = (x1 + x2 + x3)
2 − 2 · (x1x2 + x2x3 + x3x1)− 4 · (x1 + x2 + x3) + 12 = 12 + 2a,

odnosno a = −6 je rexeƬe zadatka. (Tangenta 60, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 5)

Izrazi log3(ctgx) i log2(cosx) definisani su akko je ctgx > 0 i cosx > 0, odnosno za x ∈ D =
⋃

k∈Z
(2kπ, 2kπ+π

2 ).2.

Kako su funkcije log3(ctg x) i log2(cos x) periodiqne sa zajedniqkom periodom 2π, to je jednaqinu dovoƩno
rexiti na intervalu (0, π

2 ). Neka je x ∈ (0, π
2 ). Tada je

2 log3(ctg x) = log2(cosx) ⇔ 2 · (log3(cosx) − log3(sinx)) = log2(cos x)(1)

⇔ 2− log2 3

2 · log2 3
· log2(cosx) = log2(sinx).(2)

Posmatrajmo funkcije f, g : (0, π
2 ) → R, zadate sa

f(x) =
2− log2 3

2 · log2 3
· log2(cosx), g(x) = log2(sinx).

Kako je na posmatranom intervalu funkcija cosx strogo opadaju�a, to je i funkcija log2(cosx) tako�e
strogo opadaju�a (poxto je funkcija log2 t strogo rastu�a). Imaju�i jox na umu da je 0 < log2 3 < 2,

to je
2− log2 3

2 · log2 3
> 0, te je funkcija f(x) strogo opadaju�a funkcija. Sliqno ovom zakƩuqujemo da je na

posmatranom intervalu funkcija g(x) strogo rastu�a. Zbog ovoga jednaqina (2) moжe imati najvixe jedno
rexeƬe. Zaista, ako je α neko rexeƬe te jednaqine, za x > α vaжi f(x) < f(α) = g(α) < g(x), a za x < α,
f(x) > f(α) = g(α) > g(x). Ovim smo dokazali da jednaqina (2), a time i (1), na intervalu (0, π2 ) ima najvixe
jedno rexeƬe. Kako je

2 log3(ctg
π

3
) = 2 log3

1√
3
= −1, log2(cos

π

3
) = log2

1

2
= −1,

to je x = π
3 jedino rexeƬe polazne jednaqine na intervalu (0, π2 ).

RexeƬa polazne jednaqine su x =
π

3
+ 2kπ, za sve k ∈ Z.

Dokaжimo da svaki od brojeva n = 2 · 3m, m ∈ N, zadovoƩava datu jednakost. Zaista3.

ϕ(n) = ϕ(2 · 3m) = ϕ(2) · ϕ(3m) = 3m − 3m−1 = 2 · 3m−1 =
n

3
.



Kako brojeva oblika 2 · 3m ima beskonaqno mnogo, tvr�eƬe zadatka je dokazano. (Tangenta 65, str. 21,
Nagradni zadaci, zadatak M985)

Primetimo da, ukoliko uredimo stranice xestougla (zajedno sa kruжnim odseqcima koji su nalegli na4.

Ƭih), opet dobijamo kruжnicu iste veliqine. Zato, dovoƩno je odrediti polupreqnik kruжnice opisane oko
xestougla A1A2A3A4A5A6 takvog da je A1A2 = A4A5 = 2, A2A3 = A5A6 = 7 i A3A4 = A6A7 = 11. Primetimo
da je tada A1A4 = D preqnik kruga, pa primenom Ptolomejeve teoreme na qetvorougao A1A2A3A4 dobijamo

√
D2 − 121 ·

√
D2 − 4 = 7D + 22.

KvadriraƬem prethodnog izraza i sre�ivaƬem dobijamo jednaqinu P (D) = D · (D3 − 174D− 308) = 0. Kako
je P (D) = D · (D− 14) · (D2 + 14D+ 22), to je jedino pozitivno rexeƬe date jednaqine D = 14. Kako preqnik
date kruжnice mora da zadovoƩava prethodnu jednakost, to je traжeni polupreqnik jednak 7.

DovoƩno je razmotriti slede�a dva sluqaja.5.

Prvi sluqaj: 2 | n, tj. n = 2k, za neko k ∈ N. Dokaжimo da je m = k + 1. Naime, u podskupu {2, 4, . . . , 2k}
nema uzajamno prostih brojeva. S druge strane, pretpostavimo da X ⊆ Nn ima k + 1 element. Podelimo
sve elemente iz Nn u parove: 1 i 2, 3 i 4, itd. 2k − 1 i 2k. Iz bar jednog para su u skupu X oba broja, a
oni su uzajamno prosti.

Drugi sluqaj: 2 ∤ n, tj. n = 2k + 1, za neko k ∈ N. Dokaжimo da je opet m = k + 1. Sliqno kao gore, u
{2, 4, . . . , 2k} nema uzajamno prostih brojeva. Neka X ⊆ Nn ima k + 1 element. Podelimo sve elemente iz
X osim jedinice u parove: 2 i 3, 4 i 5, itd. 2k i 2k + 1. Sada, ili u X imamo oba elementa iz nekog od
parova, ili je u X jedinica koja je uzajamno prosta sa svakim drugim elementom.

Dakle, najmaƬi broj sa datim svojstvom je

[
n+ 1

2

]
.

Qetvrti razred , A kategorija

Posmatrajmo funkciju g : R → R datu sa g(x) = f(x) − x, za x ∈ R. Kako je g(0) = f(0)> 0, g(1) = f(1)− 16 01.

i g neprekidna funkcija, na intervalu [0, 1] postoji barem jedno c takvo da je g(c) = 0, odnosno f(c) = c.
Pretpostavimo da postoje barem dva ovakva broja, x1 6= x2. Tada, prema Rolovoj teoremi, postoji x̃ ∈ (x1, x2)
tako da je g′(x̃) = 0. Me�utim, kako je g′(x) = f ′(x) − 1, za x ∈ R, to je f ′(x̃) = 1, kontradikcija. (Tangenta
63, str. 13, Nagradni zadaci, zadatak M942)

Pretpostavimo da takvi brojevi postoje. Neka su funkcije g, h : R → R, definisane sa2.

g(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, h(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an,

za svako x ∈ R. Za parno n vaжi g(−1) = h(−1), a za neparno n imamo g(−1) = −h(−1). Zato (bez obzira
na parnost broja n) vaжi |g(−1)| = |h(−1)|, te je f(−1) = |g(−1)| − |h(−1)| = 0. Poxto je g(1) = h(1), vaжi i
f(1) = 0. Sa skice date u zadatku moжemo uoqiti da funkcija f ima taqno dve nule. Iz prethodnog dela
zakƩuqujemo da te nule moraju biti brojevi −1 i 1. Sa skice tako�e uoqavamo da je funkcija f pozitivna
na intervalu izme�u svojih nula, odnosno na intervalu (−1, 1). Otuda je f(0) > 0, odnosno |a0| > |an|. Kako

je limx→∞
|g(x)|
xn

= |an| i limx→∞
|h(x)|
xn

= |a0|, to je

lim
x→∞

f(x)

xn
= |an| − |a0|.

Sada, kako je |an|− |a0| < 0, imamo da je limx→∞ f(x) = −∞. Me�utim, sa skice imamo da je limx→∞ f(x) = ∞,
qime dolazimo do kontradikcije. Dakle, brojevi sa navedenom osobinom ne postoje.

Dokaжimo da mora biti f(n) = n za sve n ∈ N. Pretpostavimo suprotno, i neka je m najmaƬi prirodan3.
broj takav da je f(m) 6= m. Tada je f(m) > m. Zaista, ako je m = 1 vaжi f(m) = f(1) > 1 = m, a ako je m > 1
i f(m) = k < m, imali bismo f(m) = f(k) i f ne bi bila injektivna. Poxto je f bijekcija, postoji k ∈ N
takav da je f(k) = m. Jasno, k > m, pa iz uslova zadatka imamo m+ f(m) < (m+1)+ f(m+1) < · · · < k+ f(k).
Uz to, poxto je f injektivna, f(m), f(m+1), . . . , f(k−1) su razliqiti i ve�i od m. Sada je, sa jedne strane,

(m+ f(m)) + · · ·+ ((k − 1) + f(k − 1))> (m+ · · ·+ (k − 1)) + ((m+ 1) + · · ·+ k) = k2 −m2,

a sa druge, iz uslova zadatka,

(m+ f(m)) + · · ·+ ((k − 1) + f(k − 1)) < (k −m)(k + f(k)) = k2 −m2.

Kontradikcija. Dakle, f(2012) = 2012.



4. Kako je ∢AMB = ∢ACB (kao uglovi nad tetivom
AB), to iz pravouglog trougla ABM dobijamo da
je ∢MAB = ∢DAE = 90◦ − ∢ACB, pa u pravouglom
trouglu ADE vaжi AE = AD · sin∢ACB. Analogno
dobijamo i AF = AD · sin∢ABC. Iz sinusne teoreme

primeƬene na trougao ABC je
AB

AC
=

sin∢ACB

sin∢ABC
, pa je

AE

AF
=

sin∢ACB

sin∢ABC
=

AB

AC
,

i tvr�eƬe zadatka sledi iz Talesove teoreme.
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Primetimo da se k-tocifren (u binarnom zapisu) zao broj moжe dobiti tako xto na proizvoƩan naqin5.

izaberemo k− 1 cifru najve�e teжine, a zatim k-tu cifru tako da je ukupan broj jedinica u zapisu paran.
Samim tim, n-ti zao broj je jednak 2n+ x(n), gde je x(n) jednako 1 ako je broj jedinica u binarnom zapisu
broja n neparan, i 0 u suprotnom. Tako�e, kako je broj jedinica u binarnom zapisu broja 2n + 1 za jedan
ve�i od broja jedinica u binarnom zapisu broja 2n, to je x(2n+1) 6= x(2n), a samim tim i x(2n+1)+x(2n) = 1,
za sve n> 1. Kako je x(2012) = 0 i x(1) = 1, to je traжeni zbir jednak

2012∑

n=1

(2n+ x(n)) = 2012 · 2013 + 1005 + 1.



REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 21.01.2012.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je CD ∼= PQ, CE ∼= PR i ∢CDE ∼= ∢PQR, to
je po stavu SSU △CDE ∼= △PQR (oba trougla su
pravougla), pa je ∢CED ∼= ∢PQR. Pretpostavimo
da, bez umaƬeƬa opxtosti, vaжe rasporedi A−D−E
i M − Q − R. Tada je CE ∼= PQ, AE ∼= ME (kao
polovine duжi AB, odnosno MN) i ∢AEC ∼= ∢MRP ,
pa je po stavu SUS △ACE ∼= △MPR i samim tim
AC ∼= MP . Kako je ∢CEB suplementaran ∢AEC, a
∢PRN suplementaran ∢PRM , to je ∢BEC ∼= ∢NRP ,
pa analognim razmatraƬem dobijamo da je △CEB ∼=
△PRN , odnosno CB ∼= PN . Sada, kako je AB ∼= MN ,
AC ∼= MP i CB ∼= PN , to je po stavu SSS △ABC ∼=
△MNP . (Tangenta 65, str. 38, Pismeni zadaci, za-
datak 2)
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Neka su A, B, C, redom, skupovi uqenika koji su rexili prvi, drugi, tre�i zadatak, redom. Oznaqimo sa2.
x = |(A ∩ B) \ C|, y = |(B ∩ C) \ A|, z = |(A ∩ C) \ B| brojeve uqenika koji su rexili taqno dva zadatka, sa
t = |A ∩ B ∩ C| broj uqenika koji su rexili sva tri zadatka i sa u broj uqenika koji su rexili najvixe
jedan zadatak. Iz uslova zadatka imamo x + t = 6, y + t = 7, z + t = 11 i x+ y + z + t+ u = 21. OduzimaƬem
qetvrte jednaqine od zbira prve tri dobijamo 2t = u+3. Odavde je oqigledno t > 2 i u > 1 (jer je u = 2t− 3
neparan broj). (Tangenta 65, str. 19, Nagradni zadaci, zadatak M966)

Ukoliko obema stranama date jednakosti dodamo 1, dobijamo XY +X + Y + 1 = 60, pa je3.

XY +X + Y + 1 = X(Y + 1) + Y + 1 = (X + 1)(Y + 1) = 60 = 22 · 3 · 5.

Broj razliqitih naqina da odaberemo X+1 (qime odre�ujemo i Y +1), je jednak broju razliqitih delioca
broja 60 = 22 · 3 · 5, xto je 3 · 2 · 2 = 12. Od ovih 12 rexeƬa u pola je X > Y (ne mogu biti jednaki, jer 60
nije taqan kvadrat), pa nam ostaje 6 rexeƬa. U jednom od Ƭih je X + 1 = 1, pa i ono ne zadovoƩava uslove
zadatka, tj. postoji 5 razliqitih rexeƬa. Ona su: (X,Y ) ∈ {(1, 29), (2, 19), (3, 14), (4, 11), (5, 10)}.

4. Uvedimo smenu t = 3x− 1, za x ∈ R. Tada je x =
t+ 1

3
,

pa je

f(t) = 6x− 8 = 6 · t+ 1

3
− 8 = 2t− 6.

Dakle, f(5) = 4 i, uopxte, f(x) = 2x− 6, za sve x ∈ R.
DaƩe, ako je f(x1) = f(x2), to je prema prethodnom
2x1−8 = 2x2−8, pa je x1 = x2, i samim tim, funkcija
f je 1-1. Grafici funkcija y = f(x) i y = f−1(x) dati
su na slici desno (grafik funkcije y = f−1(x) dobi-
jamo tako xto grafik funkcije y = f(x) preslikamo
simetriqno u odnosu na pravu y = x). (Tangenta 65,
str. 34, Pismeni zadaci, zadatak 4)

x

y

3

3

y = f(x)

y = f−1(x)
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Ako su Pera i Жika u istoj koloni, onda je Pera vixi od Жike, jer je Pera najvixi u toj koloni.5.

Ako su u istoj vrsti, onda je Жika niжi od Pere, jer je Жika najniжi u toj vrsti.
Ako su Pera i Жika u razliqitim vrstama i kolonama, onda postoji tre�a osoba (nazovimo je Laza),

koja je u istoj koloni sa Perom i u istoj vrsti sa Жikom. Kako je Pera vixi od Laze, jer su u istoj
koloni (a Pera je tu najvixi), i kako je Laza vixi od Жike, jer su u istoj vrsti (a Жika je tu najniжi),
dobijamo da je i u ovom sluqaju Pera vixi od Жike.

Dakle, moжemo tvrditi da je Pera vixi od Жike.



Drugi razred , B kategorija

1. Posmatrajmo kompleksne brojeve u kompleksnoj ra-
van. Tada je |z| rastojaƬe broja z od taqke 0, a
|z − 2i| rastojaƬe broja z od taqke 2i, pa jedna-
qinu |z| = |z − 2i| zadovoƩavaju kompleksni bro-
jevi koji se nalaze na simetrali duжi sa kraje-
vima u taqkama 0 i 2i (ovo je prava koja prolazi
kroz taqku i i paralelna je realnoj osi). Jedna-
qinu |z−1| = 1 zadovƩaju kompleksni brojevi koji se
nalaze na krugu polupreqnika 1 sa centrom u taqki
1. Kako prava koja predstavƩa rexeƬe prve jedna-
qine i krug koji predstavƩa rexeƬe druge jednaqine
imaju taqno jednu zajedniqku taqku z = 1+ i, ona je i
jedino rexeƬe datog sistema jednaqina. (Tangenta
65, str. 35, Pismeni zadaci, zadatak 5)

Re

Im

1

2i

i

0

1 + i
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Drugo rexeƬe. Neka z = a + bi, gde je a, b ∈ R, zadovoƩava dati sistem jednaqina. Tada, iz prve jednaqine
zakƩuqujemo |a + bi| = |a + (b − 2)i|, odnosno

√
a2 + b2 =

√
a2 + (b − 2)2, pa je posle kvadriraƬa b = 1. Sada,

zamenom u drugu jednaqinu dobijamo 1 = |(a − 1) + i|, odnosno 1 =
√
(a− 1)2 + 1, tj. a = 1. Dakle, jedino

rexeƬe datog sistema jednaqina je z = 1 + i.

Neka je x broj kengura koji su obojeni sa dve boje, a y broj kengura koji su obojeni sa samo jednom bojom.2.

Tada je x + y broj kengura koji nisu obojeni sa sve tri boje, pa je x + y = 36 − 5 = 31. Tako�e, ukoliko
posmatramo sve kengure koji su obojeni sa najvixe dve boje, u Ƭihovom bojeƬu je, po uslovu zadatka,
upotrebƩeno (25− 5) + (28− 5) + (20− 5) boja. Ovaj broj je, sa druge strane, jednak 2x+ y, pa je 2x+ y = 58.
RexavaƬem ovog sistema jednaqina dobijamo da je x = 27, a y = 4, pa su na listu nacrtana qetiri jednobojna
kengura. (Tangenta 59, str. 24, Nagradni zadaci, zadatak M857)

RexeƬa kvadratne jednaqine 3x2 + 4x+ 1 = 0 su x = − 1
3 i x = −1. Zato je f(x) = 3(x+ 1

3 )(x+ 1). Sada je3.

f(f(x))6 0 ⇐⇒ 3 ·
(
f(x) +

1

3

)
· (f(x) + 1)6 0 ⇐⇒ −16 f(x)6−1

3
.

RexeƬa kvadratne nejednaqine −1 6 f(x) su svi realni brojevi (diskriminanta kvadratne funkcije 3x2 +
4x + 2 jednaka je −8), dok je jedino rexeƬe kvadratne nejednaqine f(x) 6 − 1

3 broj x = − 2
3 (diskriminanta

kvadratne funkcije 3x2 + 4x+ 4
3 jednaka je 0). Dakle, jedino rexeƬe polazne nejednaqine je x = − 2

3 .

4. Kako je FD ‖ AE, to je po Talesovoj teoremi
DF/EA = BD/BE, a kako je AE ‖ GD, to je DG/AE =
DC/EC. Kako je BE = EC sabiraƬem prethodne dve
jednakosti dobijamo

DF +DG

AE
=

BD +DC

BE
=

BC

BE
= 2,

pa je DF + DG jednako 2AE i samim tim ne zavisi
od poloжaja prave p.

B C

A

ED

G

F
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Kako je po formuli za kub binoma (1 +
√
2)3 = 1+ 3

√
2 + 6+ 2

√
2 = 7+ 5

√
2, a po formuli za kvadrat binoma5.

(1 +
√
3)2 = 1 + 2

√
3 + 3 = 4 + 2

√
3 i 1 +

√
3 > 0, to je

3

√
7 + 5

√
2 · (

√
2− 1)√

4 + 2
√
3−

√
3

=
(1 +

√
2)(

√
2− 1)

(1 +
√
3)−

√
3

= 1,

qime je tvr�eƬe zadatka dokazano. (Tangenta 61, str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 4)

Tre�i razred , B kategorija

Neka je c duжina tre�e stranice osnove. Tada je na osnovu kosinusne teoreme1.

c2 = 32 + 52 − 2 · 3 · 5 · cos 120◦ = 49,



pa je c = 7. Samim tim, boqna strana najve�e povrxine ima jednu stranicu duжine 7, pa je 35 = 7 ·H, tj.
H = 5, gde je H visina date prizme. Povrxina omotaqa prizme jednaka je 3 · 5 + 5 · 5 + 7 · 5 = 75. (Tangenta
57, str. 29, Pismeni zadaci, zadatak 1)

Ukoliko tre�u jednaqinu dodamo drugoj, a zatim tre�u jednaqinu pomnoжenu sa −3 dodamo prvoj dobijamo2.

ekvivalentan sistem jednaqina

(a− 12)y − 10z = a− 10
5y + (a+ 3)z = 4

x + 4y + 3z = 3.

Ukoliko drugu jednaqinu novodobijenog sistema jednaqina pomnoжimo sa −a− 12

5
i dodamo prvoj, dobijamo

jednaqinu
−a2 + 9a− 14

5
· z =

a− 2

5
. (†)

Kako je −a2 + 9a− 14 = −(a− 2)(a− 7), razmotri�emo slede�a tri sluqaja:

Prvi sluqaj: a 6= 2, a 6= 7. Tada je iz (†) z = − 1

a− 7
, pa je daƩe y =

a− 5

a− 7
i x =

−a+ 2

a− 7
.

Drugi sluqaj: a = 7. Jednaqina (†) nema rexeƬa, pa ni polazni sistem nema rexeƬa.

Tre�i sluqaj: a = 2. Tada svako z = t zadovoƩava (†), pa je daƩe y =
4

5
− t i x = t− 1

5
. Dakle, u ovom sluqaju

rexeƬa sistema su

(
t− 1

5
,
4

5
− t, t

)
, za sve t ∈ R.

(Tangenta 62, str. 37, Pismeni zadaci, zadatak 4)

Uslov definisanosti datog izraza je −1 6 3x 6 1. Neka je arcsin 3x = a, a arctg 5x = b. Kako 3x = ±1 nisu3.
rexeƬa date jednaqine, moжemo pretpostaviti da je sina 6= ±1. DaƩe je cos2 a = 1− sin2 a, pa je

5x = tg b = tg a =
sina

cos a
= ± 3x√

1− 9x2
. (†)

Jedno rexeƬe jednaqine (†) je x = 0 i ovo je rexeƬe polazne jednaqine. Ako je x 6= 0, tada iz (†) dobijamo
√
1− 9x2 = ±3

5
, pa znak mora biti +. KvadriraƬem i sre�ivaƬem, dobijamo da su preostala rexeƬe

jednaqine (†) x = ± 4

15
. Kako za x =

4

15
vaжi a, b ∈

(
0, π

2

)
, a za x = − 4

15
vaжi a, b ∈

(
−π

2 , 0
)
, to su x = ± 4

15
rexeƬa i polazne jednaqine.

Sva rexeƬa date jednaqine su x = 0, x =
4

15
i x = − 4

15
.

Oznaqimo sa H i h visine doƬeg i gorƬeg dela zarubƩene kupe. Izjednaqavaju�i zapremine ovih delova4.

dobijamo
πH

3
· (R2 +Rρ+ ρ2) =

πh

3
· (ρ2 + ρr + r2), odakle je

(3)
H

h
=

ρ2 + ρr + r2

R2 +Rρ+ ρ2
.

Iz Talesove teoreme (pogledati sliku desno – na Ƭoj
je dat popreqni presek date zarubƩene kupe) imamo

h

H + h
=

ρ− r

R − r
, odnosno, nakon sre�ivaƬa

(4)
H

h
=

R− ρ

ρ− r
.

IzjednaqavaƬem desnih strana (3) i (4) dobijamo
R3 − ρ3 = ρ3 − r3, pa je 2ρ3 = R3 + r3 i

ρ =
3

√
R3 + r3

2
.

(Tangenta 65, Nagradni zadaci, zadatak M972)

2r

2ρ

2RR − r

ρ− r

h

H
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5. Dokaжimo da je odgovor u oba dela zadatka DA.
Kvadrat se moжe podeliti na 4 i na 9 kvadrata

kao na slici desno.
Podelom proizvoƩnog kvadrata na neki od

prethodnih naqina, broj kvadrata u podeli se
pove�ava ili za 3 (prvim naqinom) ili za 8 (drugim
naqinom). OP 2012, 3B – 5

Kako je 2011 = 1 + 3 · 670, ponavƩaƬem podele kvadrata prvim naqinom 670 puta dobi�e se podela u kojoj
uqestvuje 2011 kvadrata. Kako je 2012 = 1+ 2 · 8+ 3 · 665, sa dve podele drugim naqinom i 665 podela prvim
naqinom dobi�e se podela kvadrata na 2012 kvadrata.

Qetvrti razred , B kategorija

Neka je a = a1 poqetni qlan, a d = a2 − a1 razlika ovog aritmetiqkog niza. Tada je am = a + (m − 1)d,1.

an = a+ (n− 1)d, ap = a+ (p− 1)d, pa za L = am(n− p) + an(p−m) + ap(m− n) vaжi

L = (a+ (m− 1)d) · (n− p) + (a+ (n− 1)d) · (p−m) + (a+ (p− 1)) · (m− n)

= a(n− p) + (mn−mp− n+ p) · d+ a(p−m) + (np− nm− p+m) · d+ a(m− n) + (pm− pn−m+ n) · d = 0,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 64, str. 33, Pismeni zadaci, zadatak 1)

Kako je2.

p(λi) = (λi)3 + (3 − 4i) · (λi)2 − (3 + 8i) · (λi)− 5 = −3λ2 + 8λ− 5 + (−λ3 + 4λ2 − 3λ)i,

to iz p(λi) = 0 i λ ∈ R zakƩuqujemo da je −3λ2 +8λ− 5 = 0 i −λ3 +4λ2 − 3λ = 0. RexeƬa prve jednaqine su 1
i 5

3 , a druge 0, 1 i 3, pa je λ = 1, i z1 = i koren polinoma p. Neka su z2 i z3 preostala dva korena polinoma
p. Tada je po Vietovim formulama i + z2 + z3 = 4i− 3 i iz2z3 = 5, pa je z2 + z3 = 3i − 3 i z2z3 = −5i. Samim
tim, z2 i z3 su rexeƬa kvadratne jednaqine x2 + (3− 3i)x− 5i = 0. Diskriminanta ove kvadratne jednaqine

je D = 2i = (1 + i)2, pa je z2,3 =
3i− 3± (1 + i)

2
.

Koreni datog polinoma su i, −1 + 2i i −2 + i. (Tangenta 64, str. 33, Pismeni zadaci, zadatak 5)

Ako je a realan broj za koji vaжi |a|6 1, a n> 2, onda je |a|n 6 |a|2. Odavde, za n> 2, na osnovu nejednakosti3.
trougla (za a, b ∈ R vaжi |a− b|6 |a|+ |b|), imamo

|fn(x)|6 | sinn x− cosn x|6 | sinn x|+ | cosn x|6 sin2 x+ cos2 x = 1,

tj. −16 fn(x) 6 1. Kako je fn(0) = −1 i fn

(π
2

)
= 1, to je za n> 2 maksimum jednak 1, a minimum jednak −1.

Za n = 1 imamo

f1(x) = sinx− cosx =
√
2 ·
(√

2

2
sinx−

√
2

2
cosx

)
=

√
2 ·
(
sinx · cos π

4
− cosx · sin π

4

)
=

√
2 · sin

(
x− π

4

)
.

Zato je −
√
2 6 f1(x) 6

√
2. Uz to je f1

(
−π

4

)
= −

√
2, a f1

(
3π

4

)
=

√
2, pa je za n = 1 maksimum jednak

√
2, a

minimum jednak −
√
2.

Jednaqina simetrale prvog kvadranta je y = x, simetrale drugog kvadranta je y = −x, a tangente na datu4.

hipebolu u taqki M(3, 2) je 3x − 2y = 5. Temena datog trougla su preseci ovih pravih. Presek prve dve
prave je taqka A(0, 0). Presek B(x, y) prve i tre�e prave zadovoƩava y = x i 3x − 2y = 5, pa je x = y = 5,
odnosno B(5, 5). Presek C(x, y) druge i tre�e prave zadovoƩava y = −x i 3x− 2y = 5, pa je x = 1 i y = −1,
odnosno C(1,−1). Primetimo da je ABC pravougli trougao, jer je ∢CAB = 90◦, pa je Ƭegova povrxina
jednaka 1

2 · BA · CA = 1
2 · 5

√
2 ·

√
2 = 5. (Tangenta 63, str. 33, Pismeni zadaci, zadatak 3)

Kako je suma svih cifara 45, tj. neparna, to i razlika zbira brojeva na neparnim (broj A) i zbira brojeva5.

na parnim mestima (broj B) mora biti neparna. Kako je A − B deƩivo sa 11, to je A − B ∈ {±11,±33}.
Me�utim, kako je A,B>0+1+2+3+4 = 10 i A,B65+6+7+8+9 = 35, to je, prema prethodnom, A−B ∈ {±11}.
Dakle, imamo A+B = 45 i A−B = 11, xto daje A = 45+11

2 = 28 i B = 45−11
2 = 17, ili A+B = 45 i A−B = −11,

xto daje A = 17 i B = 28.
Odredimo najve�i broj sa traжenim svojstvom. Za Ƭega vaжi A = 28, B = 17 i pri tome cifre najve�e

teжine moraju biti xto je ve�e mogu�e. Primetimo da ovaj broj ne moжe poqeti sa 987654, jer je tada
17 = B > 8 + 6 + 4 = 18, kontradikcija. Ukoliko dati broj poqiƬe sa 98765, tada preostale tri cifre
na parnim mestima daju zbir 3, pa kako su razliqite moraju biti 2, 1 i 0. Preostale cifre na parnim
mestima su 4 i 3, pa je najve�i broj jednak 9876524130.

Odredimo najmaƬi broj sa traжenim svojstvom. Za Ƭega vaжi A = 17, B = 28 i pri tome cifre
najve�e teжine moraju biti xto je maƬe mogu�e. Dakle, on poqiƬe sa 102. Slede�a cifra je 4, jer je
0 + 3 + 9 + 8 + 7 < B = 28, pa su preostale cifre na parnim mestima 7, 8 i 9, i samim tim preostale cifre
na neparnim mestima 3, 5 i 6. Konaqno, najmaƬi broj sa traжenim svojstvom je 1024375869.


