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Utorak, 10.07.2012.

1. zadatak U trouglu ABC taqka J je centar spoǉa pripisane kru�nice naspram
temena A. Ova kru�nica dodiruje stranicu BC u M , a produ�etke stranica AB i AC
u K i L, redom. Prave LM i BJ se seku u F , a prave KM i CJ se seku u G. Neka je S
preseqna taqka pravih AF i BC, a neka je T preseqna taqka pravih AG i BC.

Dokazati da je M sredixte du�i ST .

(Spoǉa pripisana kru�nica trougla ABC naspram temena A je kru�nica koja dodiruje
stranicu BC i produ�etke stranica AB i AC.)

2. zadatak Neka je n > 3 prirodan broj i neka su a2, a3, . . . , an pozitivni realni
brojevi za koje je a2a3 · . . . · an = 1. Dokazati da va�i

(1 + a2)
2(1 + a3)

3 · . . . · (1 + an)
n > nn.

3. zadatak Poga�alica je igra koju igraju dva igraqa, A i B. Pravila igre zavise
od prirodnih brojeva k i n koji su poznati i jednom i drugom igraqu.

Na poqetku igre A bira prirodne brojeve x i N , takve da je 1 6 x 6 N . Igraq A
ne saopxtava informaciju o broju x, a saopxtava taqnu vrednost broja N igraqu B.
Igraq B pokuxava da dobije informacije o broju x pitaju�i igraqa A pitaǌa slede�eg
oblika: u svakom pitaǌu B bira proizvoǉan podskup S skupa prirodnih brojeva (mo�e
birati isti podskup vixe puta) i pita igraqa A da li x pripada S. Igraq B mo�e
postaviti pitaǌa koliko �eli. Nakon svakog pitaǌa igraq A odmah odgovara sa da ili
ne, me�utim mo�e da la�e; jedino ograniqeǌe je da me�u proizvoǉnih k+1 uzastopnih
odgovora makar jedan mora biti istinit.

Nakon xto B postavi pitaǌa koliko �eli, on mora odabrati skup X koji se sastoji
od najvixe n prirodnih brojeva. Ako x pripada X onda B pobe�uje; inaqe, B gubi.
Dokazati da:

1. Ako je n > 2k, onda B mo�e garantovati pobedu.

2. Za svako dovoǉno veliko k, postoji prirodan broj n > 1, 99k takav da B ne mo�e
garantovati pobedu.
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4. zadatak Odrediti sve funkcije f : Z → Z takve da, za sve cele a, b, c za koje je
a+ b+ c = 0, va�i jednakost:

f(a)2 + f(b)2 + f(c)2 = 2f(a)f(b) + 2f(b)f(c) + 2f(c)f(a).

(Skup Z je skup celih brojeva.)

5. zadatak Neka je ABC trougao u kome je ^BCA = 90◦ i neka je D podno�je visine iz
temena C. Neka je X taqka koja pripada unutraxǌosti du�i CD. Neka je K taqka du�i
AX takva da je BK = BC. Analogno, neka je L taqka du�i BX takva da je AL = AC.
Neka je M preseqna taqka pravih AL i BK.

Dokazati da je MK = ML.

6. zadatak Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoje nenegativni celi brojevi
a1, a2, . . . , an tako da va�i
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n

3an
= 1.
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