
Dodatno izborno takmiqeǌe za MMO

Beograd , 16.05.2012.

Neka je P (x) polinom stepena 2012 sa realnim koeficijentima, takav da za1.

sve realne brojeve a,b,c za koje je a+b +c = 0 vaжi

P (a)
3 +P (b)

3 +P (c)
3 Ê 3P (a)P (b)P (c).

Moжe li polinom P (x) imati taqno 2012 razliqitih realnih nula?
(Milox Milosavǉevi�)

Oznaqimo sa σ(x) zbir delilaca prirodnog broja x, ukǉuquju�i 1 i x. Za2.

svako n ∈ N, neka je f (n) broj prirodnih brojeva m, m É n, za koje je σ(m)

neparan broj. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n

takvih da f (n) | n. (Bojan Baxi�)

Taqke P i Q unutar trougla ABC su takve da je ∢PAC = ∢Q AB i ∢PBC =3.

∢QB A.

a) Dokazati da podnoжja normala iz P i Q na stranice trougla leжe na
jednom krugu.

b) Neka su D i E podnoжja normala iz P na prave BC i AC , a F podnoжje
normale iz Q na AB. Prave DE i AB se seku u taqki M. Dokazati da
je MP normalno na C F . (Duxan �uki�)

Vreme za rad: 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.



REXEǋA

Iz identiteta x3+ y3+z3−3x yz = 1
2

(x+ y +z)
(

(x − y)2 + (y − z)2 + (z −x)2
)

sledi da1.

je x3 + y3 + z3 Ê 3x yz ako i samo ako je x + y + z Ê 0 ili x = y = z. Prema tome,
uslov zadatka je ekvivalentan sa

P (a)+P (b)+P (c) Ê 0 kad god je a+b +c = 0. (∗)

Dokaжimo da polinom
P (x) =

2011
∏

k=0

(

x −1−
k

4022

)

,

koji ima 2012 realnih nula, zadovoǉava uslov (∗).

◦ Za x É 1 ili x Ê 3
2
je P (x) Ê 0; xtavixe, za x É 0 je P (x) > 1.

◦ Za 1 < x < 3
2
vaжi

∣

∣

∣x −1− k
4022

∣

∣

∣< 1
2
za 0 É k É 2011, te je P (x) >− 1

22012 .

Ako je a +b + c = 0, bar jedan od brojeva a,b,c, recimo a, nije pozitivan, te
je P (a) > 1 i odatle P (a)+P (b)+P (c) > 1− 1

22012 − 1

22012 > 0.

Poznato je da, ako je n = p
r1

1
p

r2

2
· · ·p

rk

k
faktorizacija broja n na proste qini-2.

oce, onda je σ(n) =
∏k

i=1
(1+pi +·· ·+p

ri

i
). Qinilac 1+pi +·· ·+p

ri

i
je neparan ako

i samo ako je ri parno ili pi = 2. Prema tome, σ(n) je neparno ako i samo
ako je n ili n/2 kvadrat prirodnog broja, xto daje

f (n)= [
p

n]+ [
p

n/2].

Pokaжimo da za svako k ∈N postoji broj nk ∈N takav da je nk = k · f (nk ), pa
vaжi f (nk ) | nk . Kako je n/ f (n) > 1

2

p
n, postoji najmaǌi broj n ∈N za koji je

n Ê k f (n). Tada je n −1 < k f (n −1) É k f (n) É n, pa mora biti k f (n) = n.

Uslov zadatka znaqi da su taqke P i Q izogonalno spregnute u odnosu na3.

△ABC , pa vaжi i ∢PC A =∢QC B.

Oznaqimo sa G, H i I redom podnoжja normala iz P na AB i iz Q na BC

i AC . Iz ∢AEG = ∢APG = 90◦ −∢PAB = 90◦−∢Q AC = ∢AQI = ∢AF I sledi da
taqke E , F , G i I leжe na istom kru-
gu k. Centar tog kruga je presek si-
metrala duжi FG i E I , a to je sre-
dixte U duжi PQ. Analogno, taqke
D, H, F i G su jednako udaǉene od
taqke U . Sledi da svih xest taqaka
D,E ,F,G , H , I leжe na krugu k sa cen-
trom U . A B

C

P
Q

D

E

F
M

G

K

L

Neka su K i L centri krugova C DPE i PFG. Kako je MD ·ME = MF ·MG, prava
MP je radikalna osa ova dva kruga, i zato je normalna na pravu K L koja
spaja ǌihove centre. Kako su K i L sredixta duжi PC i PF , prave K L i
C F su paralelne, odakle sledi MP ⊥C F .
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