
29. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Antalija, Turska – 28. april 2012.

Neka su A, B i C taqke kruжnice Γ sa centrom O takve da je ∠ABC > 90◦. Neka1.

je D taqka preseka prave AB i normale na pravu AC u C. Neka je ℓ prava koja
sadrжi taqku D i normalna je na pravu AO. Daǉe, neka je E taqka preseka
pravih ℓ i AC, a F ona taqka preseka kruжnice Γ i prave ℓ koja se nalazi
izme�u taqaka D i E.
Dokazati da se opisane kruжnice trouglova BFE i CFD dodiruju u taqki F .

(Rumunija)

Dokazati da nejednakost2.

∑

cyc

(x+ y)
√

(z + x)(z + y) > 4(xy + yz + zx)

vaжi za sve pozitivne realne brojeve x, y i z.
Suma na levoj strani gorǌe nejednakosti jednaka je

(x+ y)
√

(z + x)(z + y) + (y + z)
√

(x+ y)(x+ z) + (z + x)
√

(y + z)(y + x).

(Saudijska Arabija)

Za prirodan broj n neka je Pn = {2n, 2n−1 · 3, 2n−2 · 32, · · · , 3n}. Za svaki podskup3.

X skupa Pn oznaqimo sa SX zbir svih elemenata skupa X, pri qemu je S∅ = 0,
gde je ∅ prazan skup. Neka je y realan broj takav da je 0 6 y 6 3n+1 − 2n+1.
Dokazati da postoji podskup Y skupa Pn za koji je 0 6 y − SY < 2n.

(Velika Britanija)

Odrediti sve funkcije f : N → N koje zadovoǉavaju slede�a dva uslova:4.

(i) f(n!) = f(n)! za svaki prirodan broj n;

(ii) m− n deli f(m)− f(n) za sve razliqite prirodne brojeve m i n.
(Saudijska Arabija)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Neka je G taqka na Γ dijametralno suprotna taqki A. Taqka E je ortocentar1.

trougla DAG, pa G leжi na pravoj
BE. Kako je ∢CDF = ∢GAC = ∢GFC

i ∢FBE = ∢FAG = ∢GFE, prava FG

je zajedniqka tangenta krugova CFD i
BFE u F , pa se ovi krugovi dodiruju
u F . A B

C

D

E

F

G

O

Po Koxi-Xvarcovoj nejednakosti je (z+x)(z+y) > (z+
√
xy)2, odakle dobijamo2.

∑

cyc(x+ y)
√

(z + x)(z + y) >
∑

cyc[(x+ y)z + (x+ y)
√
xy]

>
∑

cyc[(x+ y)z + 2xy] = 4(xy + yz + zx).

Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po n. Ono je trivijalno za n = 1; pretpostavi-3.

mo da vaжi za n− 1. Neka je dato y sa 0 6 y 6 3n+1 − 2n+1. Imamo dva sluqaja:

(i) 0 6 y 6 2 · 3n − 2n+1. Po induktivnoj pretpostavci postoji skup Y ′ ⊂ Pn−1

za koji je 0 6
y

2
− SY ′ < 2n−1. Onda moжemo uzeti Y = 2Y ′ = {2t | t ∈ Y ′}.

(ii) 2 · 3n − 2n+1 6 y 6 3n+1 − 2n+1. Tada je 0 < 3n − 2n+1 6 y − 3n 6 2 · 3n − 2n+1,
pa po induktivnoj pretpostavci postoji podskup Y ′ ⊂ Pn−1 za koji je 0 6
y−3n

2
− SY ′ < 2n−1. Zato uzimamo Y = 2Y ′ ∪ {3n}.

Iz f(1) = f(1)! i f(2) = f(2)! sledi f(1), f(2) ∈ {1, 2}.4.

Pretpostavimo da je f(3) = 3. Ako definixemo induktivno n0 = 3 i ni+1 = ni!
za i > 0, vaжi�e f(ni) = ni za sve i. Posmatrajmo proizvoǉan prirodan broj
m. Kako razlika m − ni deli f(m) − f(ni), ona deli i f(m) −m za svako i, pa
f(m)−m ima beskonaqno mnogo delilaca; odavde je f(m) = m za svako m.

Neka je sada f(3) 6= 3. Iz 4 = 3!− 2 | f(3)!− f(2) = f(3)!− 2 sledi da 4 ∤ f(3)!, pa
je f(3) ∈ {1, 2}. Osim toga, n! − 3 deli f(n)! − f(3) za svako n > 4, pa 3 ∤ f(n)!,
odakle sledi f(n) ∈ {1, 2} za sve n. Lako se vidi da u tom sluqaju f mora biti
konstantno.

Prema tome, jedina rexeǌa su funkcije f ≡ 1, f ≡ 2 i f(x) = x.

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::Duxan �uki� srb.imomath.com

http://srb.imomath.com/

