
OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Prvi razred , A kategorija

Neka su O i H centar opisanog kruga i ortocentar trougla ABC, a G1,1.
G2 i G3 te�ixta trouglova HBC, HCA i HAB, redom. Dokazati da
va�i

−−→
AG1 +

−−→
BG2 +

−−→
CG3 =

2

3
·
−−→
OH .

Na koliko naqina je mogu�e rasporediti 11 ptica u 3 identiqna kaveza,2.
tako da svaki kavez sadr�i bar tri ptice?

Data je tablica dimenzije 2010×2011. Odrediti maksimalan broj poǉa3.
koji mo�emo obojiti tako da svaki kvadrat dimenzije 2× 2 (sastavǉen
od poǉa tablice) sadr�i najvixe dva obojena poǉa.

Za prirodan broj k sa S(k) oznaqen je zbir ǌegovih cifara. Da li4.
postoje prirodni brojevi n i m za koje va�i

S(n) · S(n+ 1) · . . . · S(n+m) = 20112010 ?

Neka su M i P podno�ja normala iz temena A trougla ABC na sime-5.
trale spoǉaxǌih uglova kod temena B i C, redom. Dokazati da je
du�ina du�i MP jednaka polovini obima trougla ABC.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Drugi razred , A kategorija

Data je jednaqina1.
4x2 − (3a+ 1)x− a− 2 = 0 .

(a) Odrediti sve a ∈ R tako da za rexeǌa x1 i x2 jednaqine va�i

1

x21
+

1

x22
> 40

9
.

(b) Za koje a ∈ R se oba rexeǌa jednaqine nalaze u intervalu (−1, 2)?

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

cos2
(π
4
+ 5x

)
= sin2 x · cos 9x+ cos2

(π
4
+ 4x

)
.

Neka su BD i AE visine oxtrouglog trougla ABC. Ako je P taqka3.
preseka pravih BD i AE, dokazati da je

AB2 = AP ·AE +BP ·BD .

Koliko ima podskupova skupa {1, 2, . . . , 50} qiji je zbir elemenata ve�i4.
od 637?

Neka su AM i BN visine oxtrouglog trougla ABC (^ACB ̸= 45◦).5.
Taqke K i T izabrane su na polupravama MA i NB, redom, tako da
va�i MK = MB i NT = NA. Dokazati da je KT ∥ MN .

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Tre�i razred , A kategorija

Na tabli su napisani brojevi 1, 2, . . . , 30. Onda su izbrisana dva broja1.
i napisana je ǌihova razlika (od ve�eg je oduzet maǌi broj). Ovaj po-
stupak je ponavǉan sve dok na tabli nije ostao samo jedan broj. Odre-
diti parnost ovog broja.

Neka su ABC i A′B′C ′ trouglovi takvi da je ^BAC = ^B′A′C ′ = 60◦.2.
Dokazati da je

2 ·BC ·B′C ′ >AB ·A′B′ + CA · C ′A′.

Na tabli je zapisan polinom x2+2010x+2011. U svakom koraku polinom3.
f(x) koji je zapisan na tabli mo�emo zameniti polinomom

x2 · f
(
1 +

1

x

)
ili (x− 1)2 · f

(
1

x− 1

)
.

Da li posle konaqno mnogo koraka na tabli mo�e biti zapisan polinom
x2 + 2011x+ 2010?

Qetvorougao ABCD je upisan u krug. Na luku CD, koji ne sadr�i4.
taqke A i B, nalazi se proizvoǉna taqka M . Neka du�i MA i MB
seku stranicu CD u taqkama X i Y , redom. Dokazati da odnos

DX · CY

XY

ne zavisi od polo�aja taqke M .

Dat je niz brojeva5.

mp+ 1, mp3 + 1, mp5 + 1, . . .

gde je p prost, a m prirodan broj.

(a) Dokazati da se u ovom nizu nalazi najvixe jedan potpun kvadrat.

(b) Da li se u ovom nizu mora nalaziti potpun kvadrat?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Qetvrti razred , A kategorija

Dokazati da je funkcija1.

f(x) = arctgx+ arctg
1 + x

1− x
+ 2 · arctg 1

x

na intervalima u kojima je definisana konstantna, a zatim na�i vre-
dnost ove funkcije.

Na stranicama AB, BC, CD i DA, pravougaonika ABCD, odabrane su2.
redom taqke E, F , G i H, tako da je qetvorougao EFGH romb. Ako je
AB = 2 i BC = 1, dokazati da je

16 P <
5

4
,

gde je P povrxina romba EFGH.

Tetramino komplet sadr�i 5 figurica prikazanih na slici (svaka3.
tetramino figurica ima povrxinu 4). Odrediti povrxinu najve�eg
kvadrata koji je mogu�e poploqati bez preklapaǌa, ukoliko posedu-
jemo 5 tetramino kompleta.
(Nije nu�no koristiti svih 25 tetramino figurica. Figurice se mogu
rotirati i okretati.)

Na�i sve prirodne brojeve a i b za koje ab+1 deli brojeve a3+3ab2+24.
i 3b4 − 2b3 + 3.

U trouglu ABC sa R i r oznaqeni su, redom, polupreqnik opisanog i5.
upisanog kruga, a sa la, lb i lc du�ine odseqaka simetrala unutraxǌih
uglova. Dokazati da va�i nejednakost

1

la
+

1

lb
+

1

lc
6 1

r
·
√

1

2
+

r

R
.

Ispitati kada se dosti�e jednakost.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Prvi razred , B kategorija

Odrediti skupove A i B ako va�i:1.

1◦ A ∪B = {a, b, c, d, e, f, g, h, i};

2◦ A ∩B = {a};

3◦ B ∩ {c, i} = ∅;

4◦ B \A = {d, e, f, g, h}.

Dat je skup M = {25, 53, 71, 74} i relacija ρ:2.

xρy ⇔ cifra desetica broja x je maǌa od cifre jedinica broja y.

Napraviti tablicu relacije ρ u skupu M i ispitati koja od svoj-
stava refleksivnost, simetriqnost, antisimetriqnost, tranzitivnost
ima relacija ρ u skupu M.

Na koliko naqina 20 ǉudi mo�e sesti na 20 mesta jednog reda u bioskopu,3.
tako da Ana sedi pored Bojana, a Vesna pored Gorana?

Poznato je da je4.

520 · 205 = 30517578 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ,

pri qemu svaka zvezdica predstavǉa po jednu cifru. Odrediti cifre
umesto kojih se nalaze zvezdice.

Data su preslikavaǌa f, g : N → N,5.

f(n) =

{
n+ 1, ako je n paran
n− 1, ako je n neparan

i g(n) =

{
2n, ako je n paran
3n, ako je n neparan

.

(a) Odrediti (f ◦ g)(2010) i (g ◦ f)(2011).

(b) Odrediti (f ◦ g)(n) i (g ◦ f)(n).

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Drugi razred , B kategorija

Data je jednaqina1.
4x2 − (3a+ 1)x− a− 2 = 0.

(a) Odrediti sve a ∈ R tako da za rexeǌa x1 i x2 jednaqine va�i

1

x21
+

1

x22
> 40

9
.

(b) Za koje a ∈ R se oba rexeǌa jednaqine nalaze u intervalu (−1, 2)?

Neka su m i n proizvoǉni celi brojevi. Dokazati da2.

30 | (m5n−mn5) .

Odrediti sve realne brojeve λ tako da je broj3.

1− i
√
3

λ+ (λ+ 1)i

tako�e realan.

Na koliko naqina je mogu�e rasporediti 11 ptica u 3 identiqna kaveza,4.
tako da svaki kavez sadr�i bar tri ptice?

U unutraxǌosti trougla ABC izabrana je taqka P tako da va�i5.

^APB = γ + 50◦, ^BPC = α+ 60◦, ^CPA = β + 70◦,

gde je ^BAC = α, ^ABC = β i ^ACB = γ. Odrediti uglove trougla
qija su temena preseci produ�etaka du�i AP , BP i CP sa kru�nicom
opisanim oko trougla ABC.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Tre�i razred , B kategorija

Odrediti sve vrednosti realnog parametra m za koje sistem jednaqina1.

2x+ 3y + 2z + 3t = 0

3x+ 2y + 3z + 2t = 0

2x+ 2y + 3z + 3t = 0

3x+ 3y + 2z +mt = 0

ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu realnih brojeva.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

cos2
(π
4
+ 5x

)
= sin2 x · cos 9x+ cos2

(π
4
+ 4x

)
.

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu3.

logx(x
3 + 1) · logx+1 x > 2.

Oko lopte je opisana prava zarubǉena kru�na kupa. Dokazati da je4.
odnos zapremine lopte i zapremine kupe jednak odnosu povrxine lopte
i povrxine kupe.

Svaki qlan porodice Topalovi� ili uvek govori istinu ili uvek la�e.5.
Aksentije, Milutin i Laki (Milutin je Aksentijev sin, a Laki Mi-
lutinov) su dali po jednu izjavu vezanu za ǌih trojicu:

p: Oba oca ili uvek govore istinu ili oba oca uvek la�u.

q: Jedan sin uvek la�e, a drugi sin uvek govori istinu.

r: Izjave p i q nisu obe la�ne.

(a) Za koga od ǌih trojice sa sigurnox�u mo�emo utvrditi da li
govori istinu ili la�e?

(b) Za koga od ǌih trojice sa sigurnox�u mo�emo utvrditi koju je
izjavu (od p, q, r) dao?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Qetvrti razred , B kategorija

Ako je y =
(x− 1)ex

x
, dokazati da je funkcija1.

xy′ + y − xex

na intervalima na kojima je definisana konstantna.

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu2.

cos3 x · cos
(π
2
− 3x

)
+ sin3 x · sin

(π
2
− 3x

)
>

3
√
3

8
.

Odrediti sve vrednosti realnog parametra m za koje sistem jednaqina3.

2x+ 3y + 2z + 3t = 0

3x+ 2y + 3z + 2t = 0

2x+ 2y + 3z + 3t = 0

3x+ 3y + 2z +mt = 0

ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu realnih brojeva.

Na koliko naqina je mogu�e rasporediti 11 ptica u 3 identiqna kaveza,4.
tako da svaki kavez sadr�i bar tri ptice?

Neka su ABC i A′B′C ′ trouglovi takvi da je ^BAC = ^B′A′C ′ = 60◦.5.
Dokazati da je

2 ·BC ·B′C ′ >AB ·A′B′ + CA · C ′A′.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


