OKPYRHO TAKMUYEILE 3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 20.02.2010.

IIpBu pa3pen, A kareropuja

Heka cy ,v, 2 € N 3a koje Bamn 22 —y> — 23 = 3oyz n 22 = 2(y+2). Oapemurn
rT+y+z.

IlokazaTtu uau OMOBPruyTU TBpheme:

3a cBaku IpUpoaaH OPOj n MOCTOju NPUPOAaH OPOj T KOjU je mesbuB
ca n, 30up mudapa My je jelHAK n Uy AeKaTHOM 3aIMCy Ce 3aBpIIa-
Ba HM3OM Hnu(papa KOoje YrMHe NeKanHu 3ammuc Opoja n.

Heka je ABC omrpoyrau tpoyrao. Kpy:xuuna k, mamx npeunukom AB, ceue
crpanurie AC u BC y taukama M u N, pemom. Taurenre rpy:kauie k y
taukama M u N ceky ce y tauku P. Axko je CP = MN, onpenutu <BCA.

Y AABC y xome je BC # CA tauke H,T m O cy OpTOUEHTAD, TEKUIITE
U I[EeHTap omnmcaHe Kpys:kHUIE, penoMm. Heka cy Tauke P u () cumeTpudvne
raukama T u H, penom, y omnocy wa O. Hexka je D cpemumre AB, R Texumite
AABQ un U upecer npasux OD u RT. Ilokaszatu na je U resxkumre ADPT.

Ha ronuko mHauwmba mecT mapoBa MOKe Oa cemHe y pen dbmockomna koju mMa 20
MecTa, aKO CBAaKW Iap sKeJu Aa CeIHe Ha CyceaHa MecTa?!

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.



OKPYRHO TAKMUYEILE 3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 20.02.2010.

IIpBu pa3pen, B kareropuja

1. Kouuko pemema mma jemmaumua |2z + 1| + |z — 1| = 2 — z y ckymy peanaHux
opojesa?

2. Y mpasoyriom AABC man karerom BC ka0 TPEUYHUKOM KOHCTPYUCAHA €
KPY/KHUAIA KOja cede xunoreHy3y AB y tauku FE. Tanrenra oBe Kpy:KHUIE Yy
rauku FE ceue katery AC y tauku D. Ilorkazaru na je AADE jenHakOKpakwu.

3. Ogapemntu mudpy mecermma 6Gpoja 20112010 (v mexammom sammcy).

4. Amna, Beba, Becua u I'ona cy omnyumie na mocere Hamy. Horosopuie cy ce
na noby y pasaumuura BpeMmena. VlcmocraBuno ce ciaenehe:

Amna je mocerusa llamy y 8 carm,
BGeba je moceruna [lamy y 9 cartu,
Becna je moceruna Ilamy y 10 carwm,
I'ona je moceruna [amy y 11 carnm,

aJil HUje MMO3HATO Ja JU je TO OMJIO yjyTpO WM yBeue.
Iana je umasia 6ap jemny mocetry usmebhy Ane u Gebe.
Ana mmuje nmoceruna Ilamy u npe Becue u npe ['ome.

Becna nuje moceruna lamy uzmeby Bebe u ['orme.

Ompemutu kojuMm penociuenom cy nocehmpaau lairy.

5. Hexra cy z,y,z € N 3a koje Basnu 12 —y° — 22 = 3oyz m 22 = 2(y+2). OnpemuTn
r+y+z.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
CBaku 3amatak Bpeau 20 moeHa.



OKPYRHO TAKMUYEILE 3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 20.02.2010.

Ilpyru pa3spemn, A kKareropuja

Hera je ABCDE npasuaan neroyrao. IIpeceune Tauke meroBux AujaroHaJia
umbe npasuiiald neroyrao Ay B1C1D1FE;. Onpenuty oqHOC HOBPUIMHA OBA IBA
meToyrJia.

Ha typuupy yuectByje n > 2 urpava. llpenBubeno je ma cBaka maBa urpaua
onurpajy mo jemuy naprtujy. Mebhyrtum, urpau A je mamycTtuo TypHUD HAKOH
k omurpanux maprtuja (1 < k < n — 3), a urpau B HAKOH jemHe omUrpaHe
mapruje. OcTanm urpavm HUCY HAIyIITaaIu TypHUpP. Ha TypHUpPY je omurpano
55 mapruja. la mu cy A u B urpaau mebhycobuo?

Herka cy M, N, P, () konuneapue tauke, Tako na Basku M — N —P—-Q u MN =
4, NP = 2, PQ = 6. Herka je T rmauka Bam mpaBe MN wu3 Koje ce moy:KuU
MN, NP, PQ) Bune non jemuakum yraom «. Onppemutu moryhe BpemHOCTH (.

Onpemuru cBe mpupoaHe OpojeBe n 3a KOje MOCTOjU MOJUHOM Ca IEJTUM KOe-
pummjenTuma p(z) Taxas da je p(d) = 5 3a cBakm mO3UTMBaH Aeaumian d 6poja

n.

Heka cy a,b peannu 6pojesu u3 untepsaaa (0,1). Jlokasatu ma je a® +b% =1
aKO U caMO akKo je

at+b' -1 2

ab+b6 -1 3°

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpenu 20 moeHa.



OKPYRHO TAKMUYEILE 3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 20.02.2010.

Ilpyru pa3spen, b kareropuja

Heka je M cpemumre crpanure C'D kBanpara ABCD, S npecek nujaronaJjia,
a P cpemumre nysxm AS. Ilokazaru na je <PBS = <M BC.

Y ckymy peaJHUX OpOjeBa PEUIUTU jeTHAYUNHY

Va2 +z4+1l=1—z—2a°

Y crymy peaJHUX OpoOjeBa PEIUTU CUCTEM

rt+ryt+y = 2+3V2
x2+y2 = 6.

Ha typuupy yuectByje n > 2 urpauva. llpenBubeno je ma cBaka mBa urpaua
omurpajy mo jemuy naprtujy. Mebhyrtum, urpau A je mamycTtuo TypHUD HAKOH
10 omurpammx maprmja, a urpady B HakKOH jemHe omurpane naptuje. Ha
TypHUDY je omurpano 55 mapruja. la nmu cy A u B urpanu mehycobuo?

Ha nurame koju My je 6poj kyhe, Ilepuna je oarosopuo cienehe:
Axo je moj 6poj kyhe memus ca 3, onna je To 6poj uamebhy 50 u 59.
Axo moj 6poj kyhe nuje memus ca 4, ouna je To 6poj usmeby 60 u 69.
Axro Mmoj 6poj kyhe uuje memus ca 6, onma je To 6poj mamehy 70 u 79.

Koju je Ilepunuu 6poj xyhe?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Craku 3amarak Bpeau 20 moeHa.



OKPYRHO TAKMUYEILE 3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 20.02.2010.

Tpehu pa3zpen, A kareropuja

1. orasatu na je mpuponaH Opoj n > 4 mpoCT akKO M caMO aKoO

n—3
n | (kK.
k=1

2. Hexa cy 1,22, ...,T2010 € C cBe myne nomuaoma 2% 4+ 20z + 2. UspauyraTu

2011 2011 2011
T+ xy T+ .+ x50

3. Hexka je n > 3 npuponan 6poj. Mcnuraru uctunuroct tBphema:

Axo 3a MehycobHO pasziuunTe KOMILIEKCHE OpOjeBe 21, 29, .. ., Z, 34
Koje je |z1] = |z2| = ... = |zn| Ba®kuU 21 + 22 + ... + 2, = 0, Tana
cy Ttauke oxpebene KoMIIeKkcuUM OGPOjeBUMA 21, 22, ..., 2, (Y HEKOM

IOPETKY ) TeMEeHa MPaBUJIHOT N-TOYTJIA.

4. FKoauko mma noxckymnosa ckyma {1,2,...,10} koju He canpske TpU y3acCTOIHA
npupoaHa 6poja’?

5. Hera je ABCDFE wouBekcan neroyrao. Heka je {P1} = ABNED, {P,} = BCN
FEA, {Ps} =CDNBA, {P,} = DENCB u {Ps} = EANDC. Kpy:xuune onucane
oko Tpoyraosa PyAE, P,BA, PsCB, P,DC u PsED cexy ce y taukama A’,
B, C', D' u E' pazmuuutuMm on tauaka A, B, C, D u E. Ilokazatu ma cy
tauke A', B', C', D' u E’ xoRmuKIMYHE.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpenu 20 moeHa.



OKPYRHO TAKMUYEILE 3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 20.02.2010.

Tpehu pa3spen, B kareropuja

_)
— —
IlokaszaTtu na 3a cBe BeKTOpe a, b, ¢ Baxu

B —
Xb+bxec+cexa
X

+ 7+Ej+(?+?)x(§+?)+(?+?)x(3+7)

—
a

-, =
C a

Axo je r monynpeunuk ocHoBe u H BucwmHa mpaBe Kpy:KHE KyIe, a p MOJynpe-
1 1 2

YHUE cpepe ynmcaHe y Ty KyIly, HOKa3aTU Oa BaEU — — — = — .

p? 1  pH
™ .
Onpenutu cBe x,y € (0, 5) KOJU Cy pellema CUCTEMA
cost = 2cos’y,
sinz = 2sin’y.

Hera cy M, N, P, () konuneapue tauke, Tako na Basku M — N —P—Q u MN =
4, NP = 2, PQ = 6. Herka je T rTauka Bam mpaBe MN wu3 Koje ce moy:Ku
MN, NP, PQ Bune non jemuakum yraom «. Onppemutu moryhe BpeaHOCTH Q.

Ha nurame xoju My je 6poj kyhe, Ilepuna je oaroopuo cuaenehe:
Axo je moj 6poj xkyhe memus ca 3, onma je To 6poj uamebhy 50 u 59.
Axro Mmoj 6poj kyhe uuje memus ca 4, onma je To 6poj mamehy 60 u 69.
Axo moj 6poj kyhe uuje mnemus ca 6, orma je To 6poj uameby 70 u 79.

Koju je Ilepunun 6poj xyhe?

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpenu 20 moeHa.



OKPYRHO TAKMUYEILE 3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 20.02.2010.

UYerBpTH pa3pen, A Kareropuja

n—3

Ilokazatu na je npuponan 6poj n > 4 TPOCT aKo U CAMO aKo 7N | Z(k‘ - k!).
k=1
3a peagan Opoj b Heka je
b) = max |sinx + ————
1) zER 3+sinx
@) in f(b).
OPEeIuTHA Iglelﬂg f(b)
Heka cy m,n > 2 npupoauu 6pojesu u A = (ay,...,a,) ypebena m-topka, a
B = (by,...,b,) ypebena n-ropka rommiekcHux Opojesa pasnuuutux ox 0. Y

jemHoM Kopaky Moryhe je u3BpmwuTu jeaHy on cienehux omeparuja:

1° Nzabparu 1 < i < j < mu z € C\ {0} u 6Gpojese a; n a; 3ameHnuTu
6pojeBuMa za; U <L, pesoM.

2° Nzabpatu 1 < i < j <nwuze€ C\{0} uobpojese b; nu b; 3ameHnTH

opojeBuma zb; u %, penoM.

3° NUzabpatu 1 <i<m, 1< j<nuzeC\{0}ubpojese a; u b; 3ameHnTH
opojeBuMa za; 1 zbj, pemoM.

Moske aM ce TPUMEHOM KOHAYHO MHOTO OBUX omeparuja ox A m B moburtu
m-topka A = (ai,...,q,) u n-Topra B = (b17 e ,bn), pemom?

3a cBaku npupomaH 6poj n ca p(n) o3HaueH je GPOj KBAAPATHUX (YHKIMja
f(z) = ax® + bx + ¢ umju cy kopemm meau O6pojesu u a,b,c € {1,2,...,n}.
Ilokazatu na 3a n > 4 Basu n < p(n) < n?.

Heka je ABCDE kousekcan neroyrao. Heka je {P1} = ABNED, {P,} = BCnN
EA, {Ps} =CDNBA, {P,} = DENCB u {Ps} = EANDC. Kpy:xuume onucane
oko Tpoyruosa PiAE, P,BA, PsCB, P4DC u PsED ceky ce y taukama A’,
B, C', D' u E' pazmuuutum on tauaka A, B, C, D u E. Ilokazatu ma cCy
tauke A’, B', C', D' u E’ xoRmukImJne.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpemu 20 moena.



OKPYRHO TAKMUYEILE 3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HNIKOJIA, 20.02.2010.

YerBpTU pa3pen, b kareropuja

36up nBa mosurTuBHaA O6poja jemHak je ¢ (¢ > 0). Konurwn je majsehum moryhnm
npousBoa Kyba mpBOT U KBaapara Apyror opoja?

Axo je r monynpeunuk ocHoBe u H BucwmHa npaBe Kpy:KHE KyIe, a p MOJynpe-

1
YHUEK chepe ynmcaHe y Ty KyIly, HOKa3aTU Ia BarKU ? Tz = p—H .

7
Ilorazatu ma je npuponan 6poj.

arctg \/%—7 + arcsin %

Hera cy z; m 2o mehycobHO paszauyuTyi KOMIJIEKCHU OpOjeBU, TAKBU Oa je

Z1%9 7£ 0.

(a) Ako je |z1 + 22| = |21 — 22|, morasarm ma Tauke oxpebeHe KOMIIEKCHUM
opojeBuma 0, 21 U 29 UMHE TeMeHa MPABOYTJIOT TPOYTIJIA.

(6) Ako rauke ompebene rommiekcHuMm OpojeBuma 0,21 U 2y UMHE TEMEHA
IPaBOYTJIOr TPOYTJa MOpa Ju outu |z1 + 22| = |21 — 227

ITer crymenara, Ana, Beba, Becua, ['ona u Iloku cy oarosapaJiz Ha TECT KOjuU
ce cacToju o4 b mUTama ca BUIMIECTPYKUM oAroBopuMa. IIpBa mBa nurama cy
“MaJja OArOBOpe a, b U ¢, MOk je Ha ocTajia OAroBOp TauyHo—HerayHo (L—T).
Onrosop Ha cBako on nmurama je jemuacTBeH. OHU Cy OATOBOPUIIN HA MUTAA
Ha cienehwm HaYWH:

I|IT|III|IV |V
Ana ala | T | T1|T
Beba |b| b | T | L |T
Becma |a | b | T | T | L
T'oma |b|c| T | T |L
Hokn |c|a | L | T |T

WcnocTaBuio ce na He MOCTOje OBaA CTYAEHTA KOJU UMAajy jeIHAK OPOj TAUHUX
OAroBODA.

(a) HorazaTy na HujemaH oJ CTYAEHATA HEMa CBE Ta4yHE OIIOBODE.

(6) orasaru ma oaroBopu Ha Tpehie M YETBPTO NMUTAHE HUCY UCTH.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpenu 20 moeHa.



