
Ëè÷íàÿ ïèñüìåííàÿ îëèìïèàäà ¾ÀË�ÅÁ�À È ÒÅÎ�Èß ×ÈÑÅË¿. �åøåíèÿÌëàäøàÿ ëèãà1. Äàíû ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x è y òàêèå, ÷òî x=y+x = y=x+y. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî 1=x+1=y? Íàéäèòåâñå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.2. Ïóñòü a, b è  � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî ab = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâîa2a+ b + b2b+ a + 2+ ab > 32 :3. Ñóùåñòâóþò ëè öåëûå ÷èñëà a1, . . . , a9 òàêèå, ÷òî(a1 � a2)(a2 � a3) : : : (a8 � a9)(a9 � a1) = (a1 � a3)(a2 � a4) : : : (a8 � a1)(a9 � a2) 6= 0?4. Íà áîëüøîé äîñêå íàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðîãî ïðèñóòñòâóåò áîëåå ÷åì 2009 öè�ð.Äîêàæèòå, ÷òî õóëèãàí Âàñÿ ìîæåò ñòåðåòü â ÷èñëå íå áîëåå ÷åì 2009 öè�ð òàê, ÷òîáû îñòàâøååñÿ ÷èñëî (âîçìîæíî,òåïåðü îíî íà÷èíàåòñÿ ñ 0) äåëèëîñü íà 2009.Ñòàðøàÿ ëèãà1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå êîòîðûõ � òî÷íûé êâàäðàò. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿîáùèé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü d ÷èñåë m è n òàêîé, ÷òî m=d � òî÷íûé êâàäðàò.2. Ïóñòü R+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âñå �óíêöèè f : R+ ! R òàêèå, ÷òî xf(y)�yf(x) =f(y=x) ïðè âñåõ x; y 2 R+ .3. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è m 6 n2=8. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, , d òàêèå, ÷òîa+ b+ + d = n è ab+ d = m.4. Äàíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x1, x2, : : :, xn, òàêèå, ÷òî x21 + x22 + : : :+ x2n = 1. Äîêàæèòå, ÷òîX16k16mk�m6nxkxm 6 2pn:�åøåíèÿ.Ìëàäøàÿ ëèãà1. �åøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ: y � x = xy � yx = x2�y2xy . Èñïîëüçóÿ x 6= y, ïîëó÷àåì �1 = x+yxy = 1x + 1y .Îòâåò: -1.2. �åøåíèå. Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:a2a+ b = a3a2 + 1 = a3 + a� aa2 + 1 = a� aa2 + 1 > a� 12 :Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ. Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî a + b +  > 3 3pab = 3,ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.3. �åøåíèå. Ïîëîæèì a2 = a8. Òîãäà ìíîãî÷ëåíû a1 � a2 è a8 � a1 ìîæíî ñîêðàòèòü. Îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå áóäåòëèíåéíûì óðàâíåíèåì íà a1. Òîãäà ëþáîé íàáîð öåëûõ ÷èñåë a2, . . . , a9, â êîòîðîì ðàâíû a2 è a8, à îñòàëüíûå ðàçëè÷íû,çàäàåò a1, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó èç óñëîâèÿ çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê a1 6= a2 è a1 6= a8, èñõîäíîå ðàâåíñòâîðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ äëÿ a1, è ïðîèçâåäåíèå íå áóäåò ðàâíî 0 (òàê êàê ðàâíû òîëüêî a2 è a8). Òåïåðü, óìíîæèâ íàáîðíà çíàìåíàòåëü a1, ïîëó÷èì íàáîð öåëûõ ÷èñåë.4. �åøåíèå. �àññìîòðèì ÷èñëà, ñîñòàâëåííûå èç ïîñëåäíèõ k öè�ð, äëÿ k = 1; : : : ; 2010. Ñðåäè ýòèõ 2010 îñòàòêîâåñòü îäèíàêîâûå è ïóñòü îíè ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëàì, ñîñòàâëåííûì èç a è b öè�ð (a > b). Òîãäà ÷èñëî, ñîñòàâëåííîåèç öè�ð ñ b-é ïî a-þ äåëèòñÿ íà 2009. Íàçîâ¼ì ýòè öè�ðû íåïðèêîñíîâåííûìè è íå áóäåì èõ âû÷åðêèâàòü. Òåïåðüáóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷èñëà, ñîñòàâëåííûå èç ïîñëåäíèõ k öè�ð, ãäå k = 1; : : : ; b; a; : : : ; 2010 + a � b. Ýòî ñíîâà 2010÷èñåë. Äàëåå ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ: ïîÿâÿòñÿ åù¼ íåïðèêîñíîâåííûå öè�ðû. Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü òàêèì îáðàçîì,ìû ïîëó÷èì, ÷òî íå íåïðèêîñíîâåííûõ öè�ð áóäåò íå áîëüøå 2009 è èõ ìîæíî âû÷åðêíóòü (íàïîìíèì, ÷èñëà, ñîñòàâëåííûåèç íåïðèêîñíîâåííûõ öè�ð, äåëÿòñÿ íà 2009).



Ñòàðøàÿ ëèãà1. �åøåíèå. �àññìîòðèì òå ïðîñòûå äåëèòåëè a, êîòîðûå âõîäÿò â a â íå÷åòíîé ñòåïåíè. Òîãäà â b îíè âõîäÿò â áîëüøåéñòåïåíè (òàê êàê ÍÎÊ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì). Òîãäà âêëþ÷èì âñå ýòè äåëèòåëè â d â ïåðâîé ñòåïåíè. Òîãäà óñëîâèå çàäà÷èáóäåò âûïîëíåíî.2. �åøåíèå. Ïîäñòàâèì x = y = 1: f(1) = 0. Òåïåðü ïîäñòàâèì y = 1: f(x) = �f( 1x ). �àññìîòðèì òåïåðü ïàðû (x; y) è( 1y ; 1x). Ïîëó÷èì xf(y)�yf(x) = 1yf( 1x)� 1xf( 1y ) = 1xf(y)� 1yf(x). Îòñþäà, f(x) = f(y)(x� 1x )y� 1y . Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ èìååòâèä f(x) = (x� 1x), ãäå  � íåêîòîðîå ÷èñëî.3. �åøåíèå. Áóäåì èñêàòü îòâåò â âèäå  = a + 1. Ïîëó÷èì b = (2n � 2a � 1)(a + 1) �m è d = m � a(n � 2a � 1). Íàäîäîáèòüñÿ, ÷òîáû ýòè ÷èñëà áûëè íåîòðèöàòåëüíû. Ïóñòü åñòü òàêèå a, ÷òî (2n � 2a � 1)(a + 1) > m. Åñëè ñðåäè íèõåñòü 0, òî d = 0 è âñå õîðîøî. Èíà÷å âîçüìåì íàèìåíüøåå òàêîå a. Òàê êàê îíî íàèìåíüøåå, äëÿ a � 1 ñîîòâåòñòâóþùååíåðàâåíñòâî íåâåðíî: m > a(2n � (2a � 2) � 1), òî åñòü d > 0. Çíà÷èò, íàäî íàéòè õîòÿ áû îäíî òàêîå a. Ýòî ñâîäèòñÿ êêâàäðàòíîìó íåðàâåíñòâó  äèñêðèìèíàíòîì (n+ 1)2 � 8m, ÷òî áîëüøå 0 ïî óñëîâèþ. Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàéäóòñÿöåëûå íåîòðèöàòåëüíûå a, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì.4. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà: xkxm 6 12 (q kmx2k +pmk x2m). Ñëîæèì òàêèå íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ ïàðk è m, ãäå mk 6 n. Ïîëó÷èì ñóììó âûðàæåíèé âèäàpkx2k Xm6nk pm:Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî Xm<x 1pm 6 px:Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì 2pkx2kpnk = 2x2kpn. Èç x21 + � � �+ x2n = 1 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.Ëè÷íàÿ ïèñüìåííàÿ îëèìïèàäà ¾�ÅÎÌÅÒ�Èß¿. �åøåíèÿÌëàäøàÿ ëèãà1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà BD, è íà íåé îòìå÷åíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí G. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿBC è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó G, ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå E. Îêàçàëîñü, ÷òî \AEC = \DGC. Äîêàæèòå, ÷òî \ACB = 90Æ.2. Íà ñòîðîíàõ AB è CD ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD âûáðàíû òî÷êè X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè AY è DX ïåðåñåêàþòñÿâ òî÷êå P , à îòðåçêè CX è BY ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî PQ > 12AB.3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AD. Òî÷êèM è N ñèììåòðè÷íû òî÷êå D îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõAC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Ëó÷ AO (ãäå O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC) ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå E.Äîêàæèòå, ÷òî \CME = \BNE.4. Áèññåêòðèñà óãëà A òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå M , à ñòîðîíóBC â òî÷êå A1. ×åðåç òî÷êè B è C ïðîâåëè îêðóæíîñòü ! ñ öåíòðîì â òî÷êåM . Õîðäà XY îêðóæíîñòè ! ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êó A1. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è AXY ñîâïàäàþò.Ñòàðøàÿ ëèãà1. Ïóñòü H � îðòîöåíòð ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AC = AB). Òî÷êà L íà îñíîâàíèè BC òàêîâà, ÷òî LHkAC,à òî÷êà M íà ñòîðîíå AC òàêîâà, ÷òî MLkAB. Ëó÷ LH ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî \LMK = 90Æ.2. Îêðóæíîñòè !1 è !2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Îòðåçêè AC è BD � õîðäû îêðóæíîñòåé !1 è !2 ñîîòâåòñòâåííî,ïðè÷åì îòðåçîê AB è ëó÷ CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Ëó÷ BD è îòðåçîê AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X . Òî÷êà Y íàîêðóæíîñòè !1 òàêîâà, ÷òî PY k BD. Òî÷êà Z íà îêðóæíîñòè !2 òàêîâà, ÷òî PZ k AC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè Q, X , Y èZ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.3. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå A1. Îòðåçîê AA1 âòîðè÷íî ïåðåñåêàåòâïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå P . Îòðåçêè CP è BP ïåðåñåêàþò âïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõM è N ñîîòâåòñòâåííî.Òî÷êà Q � ñåðåäèíà îòðåçêà MN . Äîêàæèòå, ÷òî \MQA1 = \MQP .4. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà P . Ïóñòü ha, hb è h � ñîîòâåòñòâåííûå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC.Äîêàæèòå, ÷òî PAhb + h + PBha + h + PCha + hb > 1:
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�èñ. 2: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 2�åøåíèÿ.Ìëàäøàÿ ëèãà1. �åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ CE è BD (ñì. ðèñ. 1). Çàìåòèì, ÷òî ðàâíûå óãëû AEC è DGC ÿâëÿ-þòñÿ âíåøíèìè óãëàìè ê òðåóãîëüíèêàì EXB è CXG ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ åñòü ðàâíûå âåðòèêàëüíûåóãëû, à çíà÷èò \XCG = \XBE. Òàêèì îáðàçîì, òðàïåöèÿ CGEB ÿâëÿåòñÿ âïèñàííîé, à çíà÷èò ðàâíîáî÷íîé. ÎòñþäàEB = CG. Çàìåòèì, ÷òî EB ñîñòàâëÿåò 2=3 îò ïîëîâèíû ñòîðîíû AB (ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôàëåñà), à CG � ýòî2=3 îò ìåäèàíû èç âåðøèíû C. Çíà÷èò ìåäèàíà èç âåðøèíû C ðàâíà ïîëîâèíå ñòîðîíû AB, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî óãîëBCA ïðÿìîé.2. �åøåíèå. Îïóñòèì èç P íà ñòîðîíó AD ïåðïåíäèêóëÿð PN , à èç òî÷êè Q íà ñòîðîíó BC ïåðïåíäèêóëÿð QM (ñì.ðèñ. 2). Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ DNP è DAX , à òàêæå òðåóãîëüíèêîâ APN è AY D ñëåäóåò, ÷òî PN=AX = DP=PX =PY=AY = 1 � AP=AY = 1 � PN=DY . Ïîëó÷àåì, ÷òî PNAX + PNDY = 1, îòêóäà PN = AX�DYAX+DY 6 AX+DY4 , ãäå ïîñëåäíåå åñòüíåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì. Àíàëîãè÷íîQM 6 BX+CY4 , à çíà÷èò PN+QM 6AB=2. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî NP + PQ+QM > NM > AB, îòêóäà PQ > AB � (PN +QM) > 12AB, ÷òî è òðåáîâàëîñü.3. �åøåíèå. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî \CAD = \EAD.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè OL ïåðïåíäèêóëÿð íà ñòîðîíó AB (ñîîòâåòñòâåííî, ñåðåäèííûé, ñì. ðèñ. 3), ìû èìååì: \AOL =12\AOB = \ACD (öåíòðàëüíûé óãîë ðàâåí ïîëîâèíå âïèñàííîãî), îòêóäà óãëû, äîïîëíÿþùèå óãëû AOL è ACD äî 90Æòîæå ðàâíû. Ýòî è åñòü óãëû EAB è CAD. Àíàëîãè÷íî, èìååì \CAE = \DAB.Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè ðàâåíñòâàìè, à òàêæå ñèììåòðè÷íîñòüþ òî÷åêM è N òî÷êå D, ìû ïîëó÷àåì \MAC = \CAD =\EAD è \CAE = \DAB = \BAN . Èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî \MAE = \EAN . Òàê êàê â ñèëó
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E�èñ. 3: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3
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�èñ. 4: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4ñèììåòðèè èç óñëîâèÿ, ìû èìååì AM = AD = AN , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ AE åñòü ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿðâ îòðåçêó MN , òî åñòü îñü ñèììåòðèè îòðåçêà MN . Îòñþäà \ANE = \AME, à òàê êàê \EMC = \AMC � \AME è\ENB = \ANB�\ANE, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî \ANB = \AMC. Íî îáà ýòè óãëà ïðÿìûå, òàê êàê ñèììåòðè÷íûóãëàì ADB è ADC â ñèëó óñëîâèÿ. Òåì ñàìûì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî.4. �åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé î òðåçóáöå: IM = MC = MB, ãäå I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêàABC (ñì. ðèñ. 4).Çàìåòèì, ÷òî XA1 �A1Y = BA1 �A1C = AA1 �A1M , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê AXMY � âïèñàííûé. Äàëåå, èçñîîòíîøåíèÿ MX = MY = MI ñíîâà ïî ëåììå î òðåçóáöå ñëåäóåò, ÷òî I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêàAXY .Èäåÿ äðóãîãî ðåøåíèÿ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîâåäåííàÿ îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ äëÿ òî÷åê A èA1.Ñòàðøàÿ ëèãà1. �åøåíèå. Ïóñòü B1 � îñíîâàíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, îïóùåííîé èç òî÷êè B (ñì. ðèñ. 5).Èç ïîäîáèÿ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ CML è LKB è ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ LK è AC èìååìKLLM = LBCL = BHHB1 = CHHB1èç ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà ABC îòíîñèòåëüíî AH . Êðîìå òîãî, \CHB1 = \MAK = \MLK, à çíà÷èò òðåóãîëüíèêèCHB1 è KLM ïîäîáíû è \LMK = 90Æ, ÷.ò.ä.
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�èñ. 6: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 22. �åøåíèå. Ñì. ðèñ. 6 Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè Y;Q è Z ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ðàâåíñòâà ñóììóãëîâ: \PQY + \PQZ = 360Æ � \PAY � \PBZ == 360Æ � \PAC � \CAY � \PBD � \DBZ == 360Æ � \BPZ � \CPY � \APY � \DPZ = 180Æ:Äàëåå, \AQB = 180Æ � \Y QA� \BQZ = 180Æ � \Y PA� \BPZ = \ZPY = \AXB, à çíà÷èò òî÷êè A, B, X , Q ëåæàòíà îäíîé îêðóæíîñòè è \AQX = \ABX = \APY = \AQY , à çíà÷èò òî÷êà X ëåæèò íà ïðÿìîé QY; ÷.ò.ä.3. �åøåíèå. Çàìå÷àíèå. Âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèêXY ZT íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì, åñëè ó íåãî ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí (ñì. ðèñ. 7). Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ñèíóñîâ íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèêXY ZT ãàðìîíè÷åñêèé åñëè òîëüêî åñëè ñòîðîíûXY è XT âèäíû ïîä ðàâíûìè óãëàìè èç ñåðåäèíû äèàãîíàëèXZ. Òàêæåíåñëîæíî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê XYZT ãàðìîíè÷åñêèé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå êîãäà êàñàòåëüíûå ê îêðóæ-íîñòè â òî÷êàõ Y è T ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé XZ. Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêMPNA1 ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì.�åøåíèå 1. Ïóñòü D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè ! â òî÷êå P ñ ïðÿìîé BC (ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî D áëèæå ê C ÷åì ê B, ñì. ðèñ. 8); B1 è C1 � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AC è AB. Òî÷êàA ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè D îòíîñèòåëüíî !, à çíà÷èò D ëåæèò íà ïîëÿðå A, òî åñòü ïðÿìîé B1C1. Ïðÿìûå AA1, BB1,CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, èç òåîðåìû ×åâû äëÿ íèõ è òåîðåìû Ìåíåëàÿ äëÿ ïðÿìîé òî÷åê D, B1, C1 ïîëó÷àåì
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�èñ. 9: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4ðàâåíñòâî CDDB � BA1A1C = 1. Èç òåîðåìû ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ CPD è DPB èìååì CDDB = sin\CPDsin\DPB � PCPB , àíàëîãè÷íîBA1A1C = sin\BPA1sin\A1PC � PBPC . Ïåðåìíîæàÿ äàííûå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåìsin\CPDsin\DPB � sin\BPA1sin\A1PC = 1;îòêóäà íåñëîæíî ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî MP � A1N = NP � A1M , òàê êàê \CPD = \PA1M è \DPB = 180Æ � \PA1N .Òàêèì îáðàçîì ãàðìîíè÷íîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà A1MPN äîêàçàíà è çàäà÷à ðåøåíà.�åøåíèå 2. Ñäåëàåì ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò òðåóãîëüíèê ABC â ðàâíîáåäðåííûé ñ âåðøèíîéA è îñòàâëÿåò åãî âïèñàííóþ îêðóæíîñòü íà ìåñòå. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèêíà âïèñàííîé îêðóæíîñòè â ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òàê êàê îíî ïåðåâîäèò êàñàòåëüíûå â êàñàòåëüíûå è èõòî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âñå ðàâíî áóäåò ëåæàòü íà ïðîäîëæåíèè äðóãîé äèàãîíàëè. Äëÿ íîâîãî òðåóãîëüíèêà óñëîâèå çàäà÷èî÷åâèäíî âåðíî â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî A1P .4. �åøåíèå. Ïóñòü K, L, M � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ èç òî÷êè P íà ñòîðîíû AB, BC, CA ñîîòâåòñòâåííî è äëèíûñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíû a, b,  (ñì. ðèñ. 9).Ëåììà. Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: PA > (b+ )(PK + PM)2a :Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïëîùàäü íåâûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABPC. Îíà íå áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ äëèí åãîäèàãîíàëåé, òî åñòü a � PA >  � PK + b � PM . Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ P îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñûóãëà A, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî a � PA > b � PK +  � PM . Ñëîæèâ äâà ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå.Àíàëîãî÷íî PB > (+ a)(PL+ PK)2b :è PC > (a+ b)(PM + PL)2 :Ïóñòü S ïëîùàäü èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, òîãäà PAhb + h = b � PA2S(b+ ) > b(PK + PM)2aS . Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ íåðà-âåíñòâ äëÿ PB è PC ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà íå ìåíüøå ÷åìa2b2(PM + PL) + b22(PK + PM) + 2a2(PL+ PK)2abS :Ïðåîáðàçóåì ÷èñëèòåëü a2b2(PM +PL)+ b22(PK+PM)+ 2a2(PL+PK) = (a2b2+ b22)PM +(b22+ 2a2)PK+(2a2+a2b2)PL > 2ab2 � PM + 2ab2 � PK + a2b � PL = 2abS, ÷.ò.ä.



Ëè÷íàÿ óñòíàÿ îëèìïèàäà ¾ÊÎÌÁÈÍÀÒÎ�ÈÊÀ È ËÎ�ÈÊÀ¿. �åøåíèÿÌëàäøàÿ ëèãà1. Â êîðîáêå ëåæàò êàðàíäàøè 10 ðàçíûõ öâåòîâ, 10 ðàçíûõ ðàçìåðîâ, 10 ðàçíûõ ïðîèçâîäèòåëåé, ïðè÷åì äëÿ ëþáîéïàðû ðàçíûõ ñâîéñòâ (íàïðèìåð, äàííîãî öâåòà è äàííîãî ïðîèçâîäèòåëÿ) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí êàðàíäàø, îáëàäàþùèéýòèìè ñâîéñòâàìè. Âåðíî ëè, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ÷åòûðå êàðàíäàøà òàê, ÷òî èõ öâåòà, ðàçìåðû è ïðîèçâîäèòåëèïîïàðíî ðàçëè÷íû?2. Â êîìïàíèè, ñîñòîÿùåé èç 2010 ÷åëîâåê, êàæäûé ÷åëîâåê ÿâëÿòñÿ ëèáî ðûöàðåì, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáîëæåöîì, êîòîðûé âñåãäà âðåò. Ëþäè â êîìïàíèè ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 2010. Äëÿ êàæäîãî k = 1; 2; : : : ; 2010÷åëîâåê ñ íîìåðîì k ñêàçàë ñëåäóþùóþ �ðàçó: ¾Êîëè÷åñòâî ëæåöîâ ñðåäè íàñ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì k¿. Ñêîëüêî ëæåöîâìîæåò áûòü â òàêîé êîìïàíèè?3. Â êëåòêàõ òàáëèöû 2 � n (2 ñòðî÷êè) ëåæèò 2n ìîíåòîê. �àçðåøàåòñÿ óáðàòü äâå ìîíåòêè èç íåêîòîðîé êëåòêèè ïîëîæèòü îäíó ìîíåòêó ëèáî êëåòêîé âûøå, ëèáî êëåòêîé ïðàâåå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ââåðõíåì ïðàâîì óãëó îêàçàëàñü õîòÿ áû îäíà ìîíåòêà.4. Íà ïëîñêîñòè â òî÷êè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âáèòû ãâîçäè. Íà ïëîñêîñòü ïîëîæèëè âåêòîð äëèíû 2009òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí íå êàñàåòñÿ íè îäíîãî ãâîçäÿ. Ìîæíî ëè, ïåðåìåùàÿ åãî ïî ïëîñêîñòè, äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âèòîãå åãî íàïðàâëåíèå èçìåíèëîñü íà ïðîòèâîïîëîæíîå, è â ïðîöåññå ïåðåìåùåíèÿ îí íå çàäåë íè îäíîãî ãâîçäÿ?5. Â ñòðàíå n ãîðîäîâ, ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Ïðàâèòåëüñòâî ïðîäàëî âñåäîðîãè äâóì ÷àñòíûì �èðìàì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ãîðîä, îò êîòîðîãî äî ëþáîãî äðóãîãî ãîðîäà ñóùåñòâóåò ïóòü,ïðîõîäÿùèé òîëüêî ïî äîðîãàì, ïðèíàäëåæàùèì îäíîé �èðìå.Ñòàðøàÿ ëèãà1. Â êîðîáêå ëåæàò êàðàíäàøè 10 ðàçíûõ öâåòîâ, 10 ðàçíûõ ðàçìåðîâ, 10 ðàçíûõ ïðîèçâîäèòåëåé, ïðè÷åì äëÿ ëþáîéïàðû ðàçíûõ ñâîéñòâ (íàïðèìåð, äàííîãî öâåòà è äàííîãî ïðîèçâîäèòåëÿ) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí êàðàíäàø, îáëàäàþùèéýòèìè ñâîéñòâàìè. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òðè êàðàíäàøà òàê, ÷òî èõ öâåòà, ðàçìåðû è ïðîèçâîäèòåëèïîïàðíî ðàçëè÷íû.2. Êðåñòîîáðàçíûé ëàáèðèíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòðåçêîâ äëèíû 2 êèëîìåòðà ñ îáùåé ñåðåäèíîé. Áëè-çîðóêèé ïîëèöåéñêèé íà áðàêîâàííîì ìîòîöèêëå ëîâèò ãàíãñòåðà. Ñêîðîñòü ïîëèöåéñêîãî â 20 ðàç áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòüãàíãñòåðà, íî âèäèò îí òîëüêî íà ðàññòîÿíèè 1 ìåòð (âî âñå ñòîðîíû), à ïîâåðíóòü (â òîì ÷èñëå ðàçâåðíóòüñÿ) åãî ìîòîöèêëìîæåò íå áîëåå 60 ðàç. Ñìîæåò ëè ïîëèöåéñêèé ïîéìàòü ãàíãñòåðà?3. Äàíî 35 ìíîæåñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ 27 ýëåìåíòîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå òðè èç ýòèõ ìíîæåñòâ èìåþò ðîâíî îäèíîáùèé ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ìíîæåñòâà èìåþò ðîâíî îäèí îáùèé ýëåìåíò.4. Ïðè êàêèõ n > 11 â êëåòêàõ òàáëèöû n� n ìîæíî ðàññòàâèòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â ëþáîìêâàäðàòå 10� 10 áûëà ïîëîæèòåëüíîé, à ñóììà ÷èñåë â ëþáîì êâàäðàòå 11� 11 áûëà îòðèöàòåëüíîé?5. Èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ è 9 ïðîíóìåðîâàííûõ êîðîáîê. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü ýòè ïðåäìåòûâ êîðîáêè òàê, ÷òîáû â ïåðâîé êîðîáêå ëåæàëî áû ñòîëüêî æå ïðåäìåòîâ, ñêîëüêî â ñóììå â êîðîáêàõ ñî âòîðîé ïî ïÿòóþ?�åøåíèÿ.Ìëàäøàÿ ëèãà1. �åøåíèå. Îòîæäåñòâèì êàðàíäàøè ñ òðîéêîé ÷èñåë (a; b; ), ãäå a, b è  � ÷èñëà îò 1 äî 10. Ïîëîæèì â êîðîáêóêàðàíäàøè âèäà (1; b; ), (a; 1; ) è (a; b; 1), ãäå ïàðàìåòðû a, b è  ïðèíèìàþò âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäèëþáûõ ÷åòûðåõ êàðàíäàøåé íàéäóòñÿ äâà, ó êîòîðûõ åäèíèöà ñòîèò íà îäíîì è òî æå ìåñòå. Çíà÷èò, ïî ýòîìó ïðèçíàêóîíè ñîâïàäóò.2. �åøåíèå. Ïóñòü â ýòîé êîìïàíèè m ëæåöîâ. Òîãäà ëþäè ñ íîìåðàìè m, 2m, 3m, : : : ñêàçàëè ïðàâäó, à îñòàëüíûåñîëãàëè. Çíà÷èò ðûöàðåé ðîâíî �2010m �. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íàm:m+� 2010m � = 2010. ßñíî, ÷òî îáà ñëàãàåìûõ öåëûå ÷èñëà,ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ íå ïðîâîñõîäèò 2010, òàê ÷òî èõ ñóììà ìîæåò áûòü ðàâíà 2010 òîëüêî åñëè îäèí èç ìíîæèòåëåé 1.Ïîäõîäèò ñëó÷àé, êîãäà m = 2009. Îòâåò: â êîìïàíèè 2009 ëæåöîâ.



3. �åøåíèå. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Áàçà äëÿ n = 1 î÷åâèäíà. Òåïåðü äîêàæåì ïåðåõîä. Ïóñòüñíà÷àëà â ïðàâîì ñòîëáèêå íåò íè îäíîé ìîíåòêè. Òîãäà âñå ìîíåòêè íàõîäÿòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå 2 � (n � 1). Ìûñëåí-íî ïîêðàñèì ýòè ìîíåòêè â êðàñíûé è ñèíèé öâåò: êàæäîãî öâåòà áóäåò ðîâíî 2n�1 ìîíåòêà. Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèîííîåïðåäïîëîæåíèå îòäåëüíî ê êðàñíûì, îòäåëüíî ê ñèíèì ìîíåòêàì, ïîëó÷èë êðàñíóþ è ñèíþþ ìîíåòêó â ïðàâîì âåðõíåìóãîëêå ïðÿìîóãîëüíèêà 2� (n�1). Òåïåðü äåëàÿ îïåðàöèþ ñ ýòèìè äâóìÿ ìîíåòêàìè, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. Òåïåðü, ïóñòü âïðàâîì ñòîëáèêå åñòü ìîíåòêè. Åñëè èõ õîòÿ áû äâå, òî âñå î÷åâèäíî, ïóñòü ìîíåòêà ðîâíî îäíà è â íèæíåé êëåòêå. Òîãäàáóäåì óáèðàòü ìîíåòû èç ëåâîãî ñòîëáèêà, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê âñåãî ìîíåò 2n � 1 (íå ñ÷èòàÿ îäíîéìîíåòû èç ïðàâîãî ñòîëáèêà), ìû ñäåëàåì âñåãî íå áîëåå 2n�1� 1 îïåðàöèé ñ ìîíåòàìè èç ñàìîãî ëåâîãî ñòîëáèêà. Òàêèìîáðàçîì, â ïðÿìîóãîëüíèêå 2� (n� 1) (áåç ëåâîãî ñòîëáöà) îêàæåòñÿ íå ìåíüøå 2n�1 � 1 + 1 = 2n�1 ìîíåò. Ïðèìåíèì êíåìó ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, è ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìîå.4. �åøåíèå. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð òî÷åê ðåøåòêè, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëüøå 2010. �àññìîòðèì äà-ëåå ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé âåêòîðîâ ñîåäèíÿþùèõ òàêèå ïàðû. Òàêèå íàïðàâëåíèÿ íàçîâåì êðèòè÷åñêèìè. ßñíî, ÷òîìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé êîíå÷íî.ßñíî òàêæå, ÷òî ëþáîé âåêòîð ìîæíî ñêîëü óãîäíî áëèçêî èç ëþáîãî ïîëîæåíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ìîæíî ïðîâåðíóòüê êðèòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ. Çàäà÷à áóäåò ðåøåíà, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî åãî ìîæíî áóäåò ïðîâåðíóòü ê ñëåäóþùåìóêðèòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ.�àññìîòðèì ëèíèþ L êðèòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ è âåêòîð ~V , êîòîðûé íàäî ïîâåðíóòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïóñòü~V îáðàçóåò ñ L óãîë ìåíüøå ÷åì ëþáîé óãîë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè, íî íå ñîâïàäàåò ñíàïðàâëåíèåì L. Òîãäà åñëè îí ïåðåñåêàåò ëèíèþ L, îí íå ìîæåò ïîïàñòü íè íà êàêóþ äðóãóþ òî÷êó ðåøåòêè, à åñëèîí ïåðåñåêàåò L íå â òî÷êå ðåøåòêè, òî îí íå ïåðåñåêàåò íè îäíó èç òî÷åê ðåøåòêè. Ïîýòîìó åãî ìîæíî âûäâèíóòü òàê,÷òîáû åãî êîíåö ïåðåñåêàë L íå â òî÷êå ðåøåòêè.Ïîñëå ýòîãî áóäåì ðàçâîðà÷èâàòü ýòîò âåêòîð äàëåå, çà�èêñèðîâàâ íà÷àëî äî ñáëèæåíèÿ ñ òî÷êîé ðåøåòêè. Ýòî ìîæíîñäåëàòü äî äîñòèæåíèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ñ L, íî çàòåì åãî ìîæíî âðàùàòü è äàëåå. Ïðè ýòîì åãî íàïðàâëåíèå áóäåòóõîäèòü îò íàïðàâëåíèÿ L ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Çàòåì áóäåì âðàùàòü ~V âîêðóã ýòîé òî÷êè äî ñáëèæåíèÿ ñî ñëåäóþùåéòî÷êè ðåøåòêè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì åãî íàïðàâëåíèå ïîäîéäåò ê ñëåäóþùåìó êðèòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ.Èäåÿ âòîðîãî ðåøåíèÿ. Íàéäåòñÿ 2011 ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ(êàæäîå èç íèõ áóäåò äåëèòüñÿ íà ñâîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k � 1 â ïåðâîé ñòåïåíè). Ïóñòü r � êîðåíü èç ìèíèìàëüíîãîèç íèõ. Òîãäà âðàùåíèå îòðåçêà êàñàòåëüíîé äëèíû 2010 ê îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò äàñò òî÷òî íóæíî.5. �åøåíèå. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó ãîðîäîâ. Áàçà n = 2 î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå óæåäîêàçàíî, åñëè ãîðîäîâ íå áîëüøå n � 1. Íàçîâåì �èðìû ñèíåé è êðàñíîé, è çàáóäåì ïðî îäèí èç ãîðîäîâ v. Òîãäà ïîèíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ íàéäåòñÿ ãîðîä u, èç êîòîðîãî ñóùåñòâóåò îäíîöâåòíûé ïóòü äî ëþáîãî äðóãîãî ãîðîäà.Åñëè äîðîãà âåäåò èç u â v, òî ýòîò ãîðîä ãîäèòñÿ äëÿ èñõîäíîé ñòðàíû. Ïóñòü òîãäà, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, èç v âu âåäåò êðàñíàÿ äîðîãà. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî A òåõ ãîðîäîâ, äî êîòîðûõ èç u åñòü ñèíèé ïóòü. Åñëè ìíîæåñòâî A �ïóñòî, òî ãîäèòñÿ ãîðîä v, èíà÷å ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ãîðîäîâW = A[fvg. Â íåì ìåíüøå ÷åì n ãîðîäîâ (òàê êàê ñðåäèíèõ íåò ãîðîäà v), è, çíà÷èò, ê ýòîìó ìíîæåñòâó ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïóñòü w � ãîðîä â ìíîæåñòâå W ,èç êîòîðîãî åñòü îäíîöâåòíûå ïóòè äî âñåõ äðóãèõ ãîðîäîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Åñëè èç w äî v èìååòñÿ êðàñíûé ïóòü, òîâåðøèíà w ïîäõîäÿùàÿ â èñõîäíîé ñòðàíå, à åñëè ñèíèé � òî ïîäõîäÿùåé â èñõîäíîé ñòðàíå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà u.Ñòàðøàÿ ëèãà1. �åøåíèå. Îòîæäåñòâèì êàðàíäàøè ñ òðîéêîé ÷èñåë (a; b; ), ãäå a, b è  � ÷èñëà îò 1 äî 10. Ñíà÷àëà íàéäåì äâàòðåáóåìûõ êàðàíäàøà. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì êàðàíäàø (ïóñòü ýòî (1; 1; 1)), è ïóñòü ëþáîé äðóãîé êàðàíäàø ñîâïàäàåòñ íèì õîòü â îäíîé êîîðäèíàòå. Òàê êàê ëþáàÿ ïàðà ñâîéñòâ ñî÷åòàåòñÿ õîòü â îäíîì êàðàíäàøå, ýòî îçíà÷àåò ÷òî åñòü âñåêàðàíäàøè âèäà (1; a; b) äëÿ a > 2 è b > 2. Àíàëîãè÷íî äëÿ êàðàíäàøåé, ó êîòîðûõ åäèíèöà ñòîèò â äðóãîì ìåñòå. Òîãäàêàðàíäàøè (1; 2; 2) è (2; 1; 3) ïîäîéäóò. Èòàê, ìû âûáðàëè äâà òàêèõ êàðàíäàøà, è íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ýòî êàðàíäàøè ñ êîîðäèíàòàìè (1; 1; 1) è (10; 10; 10). Òåïåðü, ëèáî åñòü êàðàíäàø, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî íå 1 è íå10, òîãäà îí ãîäèòñÿ òðåòèì ê ýòîé ïàðå, èíà÷å åñòü êàðàíäàøè âèäà (x; 2; 2), (3; y; 3) è (4; 4; z), ãäå x, y è z ïðèíèìàþòçíà÷åíèÿ 1 èëè 10. Î÷åâèäíî, ÷òî òðè òàêèõ êàðàíäàøà ïîäõîäÿò.2. �åøåíèå. Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå. Ïóñòü äëèíû âñåõ êîðèäîðîâ ðàâíû a, à ñêîðîñòü ïîëèöåéñêîãî â nðàç áîëüøå ñêîðîñòè âåëîñèïåäèñòà. Îáúåäåì âñå êîðèäîðû (íà ýòî ïîòðàòèòñÿ ïÿòü ïîâîðîòîâ), è âåðíåìñÿ â öåíòð. Åñëèãàíãñòåð íàì íå ïîïàëñÿ, çíà÷èò îí ïåðåáðàëñÿ èç îäíîãî êîðèäîðà â äðóãîé, à ñëåäîâàòåëüíî óäàëèëñÿ îò öåíòðà íå äàëåå,÷åì íà 6an . Ïîäáåðåì òåïåðü x òàê, ÷òîáû îáúåçæàÿ òåïåðü ðàññòîÿíèÿ x îò öåíòðà ìû áû ñ ãàðàíòèåé ïîéìàëè ãàíãñòåðà,



åñëè îí íå ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà 6an + 7xn 6 x, îòêóäà x > 6an�7 . Òàêèìîáðàçîì, êàæäûé ðàç äëèíà êîðèäîðà, êîòîðûé íàäî îáúåõàòü äîìíîæàåòñÿ íà 6n�7 . Â íàøåì ñëó÷àå a = 1000, à 6n�7 < 12 .Çíà÷èò çà 10 òàêèõ îïåðàöèé ìû ëèáî ïîéìàåì ãàíãñòåðà, ëèáî îí îêàæåòñÿ îò öåíòðà íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâîñõîäÿùåì1000 � 1210 < 1. Çíà÷èò, íàõîäÿñü â öåíòðå, ïîëèöåéñêèé åãî óâèäèò.3. �åøåíèå. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé: íàéäåòñÿ ýëåìåíò a, ëåæàùèé õîòÿ áû â âîñüìè ìíîæåñòâàõ A1,A2, : : :, A8. Ïóñòü, òåì íå ìåíåå, íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî B, êîòîðîå íå ñîäåðæèò a. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ïàðà ìíîæåñòâ Ai,Aj èìååò îáùèé ýëåìåíò, ëåæàùèé â B (ïî óñëîâèþ). Òàêèõ ïàð ìíîæåñòâ èìååòñÿ 28, ñëåäîâàòåëüíî, êàêîé-òî ýëåìåíòB ñîîòâåòñòâóåò äâóì ïàðàì. Â ýòèõ äâóõ ïàðàõ èìååòñÿ õîòÿ áû òðè ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâà Ai, Aj è Ak , êîòîðûå, òàêèìîáðàçîì, èìåþò íå ìåíåå äâóõ îáùèõ ýëåìåíòîâ: a è íàéäåííûé âûøå. Ïðîòèâîðå÷èå. Âòîðîé ñëó÷àé: êàæäûé ýëåìåíòïðèíàäëåæèò íå áîëåå, ÷åì 7 ìíîæåñòâàì. �àññìîòðèì îäíî èç íàøèõ ìíîæåñòâ A1. Äëÿ êàæäîé èç C234 ïàð äðóãèõìíîæåñòâ íàéäåòñÿ ýëåìåíò ìíîæåñòâà A1 ëåæàùèé â îáîèõ ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé èç 27 ýëåìåíòîâìíîæåñòâà A1 ñîîòâåñòâóåò íå áîëåå C26 = 15 ïàðàì èç ýòèõ ìíîæåñòâ (òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò ëåæèò íå áîëåå, ÷åì âñåìè ìíîæåñòâàõ). Íî 15 � 27 < C234. Ïðîòèâîðå÷èå.4. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â êâàäðàòå 19�19 òðåáóåìàÿ ðàññòàíîâêà ñóùåñòâóåò: ïîñòàâèì öåíòðàëüíûì êâàäðàòèê ÷èñëî100, à â îñòàëüíûå êâàäðàòèêè �1. Òîãäà ÿñíî, ÷òî â êâàäðàòå 10� 10 ñóììà ðàâíà 1, à â êâàäðàòå 11� 11 ñóììà ðàâíà�20, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì. ßñíî òàêæå, ÷òî âûáèðàÿ âíóòðè ïðåäúÿâëåííîãî êâàäðàòà 19�19 ëþáîé êâàäðàò n�näëÿ 11 6 n < 18, ïîëó÷èì ïðèìåð äëÿ âñåõ n îò 11 äî 19. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî â êâàäðàòå 20� 20 ðàññòàâèòü òðåáóåìûìñïîñîáîì ÷èñëà íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî ïîñ÷èòàåì ñëåäóþùèå ÷èñëà: ñóììó ÷èñåë âî âñåõ êâàäðàòàõ 10 � 10 è 11 � 11.Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî âîøëî â îáå ñóììó ïîðîâíó ðàç. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êëåòêà èìååò êîîðäèíàòû (x; y), ãäå xè y íå áîëüøå 10. Òîãäà êâàäðàòîâ 10� 10, ðàâíî êàê è êâàäðàòîâ 11� 11, ñîäåðæàùèõ ýòó êëåòêó áóäåò ðîâíî xy êëåòîê.Îòñþäà ÿñíî, ÷òî äëÿ êâàäðàòà 20� 20, à çíà÷èò è äëÿ âñåõ áîëüøèõ êâàäðàòîâ, ýòî íåâîçìîæíî.5. �åøåíèå. Ïóñòü â ïåðâîé êîðîáêå ðîâíî k ïðåäìåòîâ. Òîãäà êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü ïðåäìåòû ðàâíî Ckn �Ckn�k � 4k � 4n�2k = Ckn � Ckn�k � 4n�k. Òåïåðü íàì íóæíî ñóììèðîâàòü òàêèå ÷èñëà ïî âñåì äîïóñòèìûì k. Ýòà ñóììà áóäåòñâîáîäíûì êîý��èöèåíòîì â âûðàæåíèè (x+ 4x +4)n. Ïîñëåäíåå ðàâíî (x+2)2nxn . Ñâîáîäíûé êîý��èöèåíò çäåñü, î÷åâèäíî,2nCn2n.Êîìàíäíàÿ óñòíàÿ îëèìïèàäà. �åøåíèÿÌëàäøàÿ ëèãà1. (4) �åøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: a! + b! = 5n.2. (5) Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê íà 20102010 âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëü-íàÿ îäíîé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, ïåðåñåêàëà áû íå áîëåå 10 ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàçðåçàíèÿ?3. (6) Â îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí êâàäðàò ñî ñòîðîíîé m òàê, ÷òî äâå åãî âåðøèíû ëåæàò íà ñòîðîíåAB, è ïî îäíîé âåðøèíå íà ñòîðîíàõ BC è AC. Îáîçíà÷èì âûñîòó òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåííóþ èç âåðøèíû C ÷åðåçh, à ñòîðîíó AB ÷åðåç . Äîêàæèòå, ÷òî 1h + 1 = 1m .4. (6) Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(n) ñóììó öè�ð ÷èñëà n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ K òàêèõ,÷òî óðàâíåíèå n+ S(n) + S(S(n)) = K èìååò ïî êðàéíåé ìåðå òðè ðåøåíèÿ.5. (8) Ìîæíî ëè ïîêðàñèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà â 7 öâåòîâ òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a ÷èñëà a, 2a, 3a, : : :, 7aáûëè ðàçíûõ öâåòîâ?6. (9) Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC îòìåòèëè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí M è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñI . Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìàÿ MI ïåðåïåíäèêóëÿðíà ñòîðîíå BC. Äîêàæèòå, ÷òî AB +AC = 3BC.7. (11) Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x1, x2, : : :, xn òàêèå, ÷òî xk > x1 + x2 + : : :+ xk�1 äëÿ k = 2; 3; : : : ; n. Äîêàæèòå, ÷òîx1x2 + x2x3 + : : :+ xn�1xn 6 n2 :8. (11) Ïóñòü An � ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n (òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èçíóëåé è åäèíèö). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1 2 An è a2 2 An ñîñåäíèå, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî âîäíîì ðàçðÿäå. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà An ìîæíî ðàñêðàñèòü â n öâåòîâ òàê, ÷òîáû ó ëþáîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè a 2 An âñå åå ñîñåäè áûëè ðàçíûõ öâåòîâ?
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�èñ. 10: ê óñëîâèþ çàäà÷è 9Ñòàðøàÿ ëèãà1. (3) Èçâåñòíî, ÷òî äðîáíàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a ðàâíà 1a . Äîêàæèòå, ÷òî a èððàöèîíàëüíî.2. (4) Â ðÿä âûïèñàíû 2010 öè�ð. �àçðåøàåòñÿ ðàññòàâëÿòü ìåæäó öè�ðàìè çíàêè àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ñêîáêè,ïðè÷åì ìåæäó ñîñåäíèìè öè�ðàìè äîëæåí ñòîÿòü õîòÿ áû îäèí çíàê. Äîêàæèòå, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòüàðè�ìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå, çíà÷åíèå êîòîðîãî áóäåò ðàâíî 0.3. (5) Ìîæíî ëè ïîêðûòü ïëîñêîñòü èíòåðâàëàìè òàê, ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ïðèíàäëåæàëà ðîâíî îäíîìóèíòåðâàëó (èíòåðâàë � ýòî îòðåçîê ïðÿìîé áåç êîíöîâ)?4. (5) Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òàêèå òî÷êè P è Q, ÷òî \ABP = \QBC è \ACP = \QCB. Òî÷êà D ëåæèò íàîòðåçêå BC. Äîêàæèòå, ÷òî \APB + \DPC = 180Æ åñëè è òîëüêî åñëè \AQC + \DQB = 180Æ.5. (6) Â ïðîñòðàíñòâå äàíû 2010 âåêòîðîâ. Ôåäÿ è Äóøàí èãðàþò â èãðó: îíè ïî î÷åðåäè êðàñÿò îäèí èç íåïîêðàøåííûõâåêòîðîâ � Ôåäÿ â êðàñíûé, à Äóøàí â ñèíèé, íà÷èíàåò Ôåäÿ. Äóøàí âûèãðûâàåò åñëè äëèíà ñóììû ñèíèõ âåêòîðîâáîëüøå äëèíû ñóììû êðàñíûõ âåêòîðîâ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò Ôåäÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî îò âåêòîðîâó Ôåäè åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.6. (7) Êâàäðàò ðàçáèò íà 2010! ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå êâàäðàòà,êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò íå ìåíåå 100 èç íèõ.7. (9) Ìîæíî ëè ïîêðàñèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà â 50 öâåòîâ òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a, ÷èñëà a, 2a, 3a, : : :,50a áûëè ðàçíûõ öâåòîâ?8. (10) Äàíû ìíîãî÷ëåíû f(x) = x+a2x2+a3x3+ : : :+anxn è g(x) = x+b2x2+b3x3+ : : :+bnxn. Îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãî÷ëåíg(f(x))� x äåëèòñÿ íà xn+1, à ÷èñëà k! ak öåëûå äëÿ k = 2; 3; : : : ; n. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà k! bk öåëûå äëÿ k = 2; 3; : : : ; n.9. (11) Äàíà îêðóæíîñòü 
. Îêðóæíîñòè !1, !2, !3, !4, !5 è !6 êàñàþòñÿ 
 âíóòðåííèì îáðàçîì. Êðîìå òîãî, îêðóæíîñòè!1, !3 è !5 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì äðóã äðóãà, îêðóæíîñòü !2 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé !1 è !3 âíåøíèì îáðàçîì,îêðóæíîñòü !4 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé !3 è !5 âíåøíèì îáðàçîì, îêðóæíîñòü !6 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé !5 è !1 âíåøíèìîáðàçîì (ñì. ðèñ. 10). Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ïàð îêðóæíîñòåé!i è !i+1, i = 1; 2; 3; 4; 5; 6 (ñ÷èòàåì !7 = !1).



�èñ. 11: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 2�åøåíèÿ.Ìëàäøàÿ ëèãà1. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè a > 2 è b > 2, òî a!+ b! ÷åòíî, à çíà÷èò, íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 5n. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòèa = 1. Èìååì óðàâíåíèå 1 + b! = 5n. Òåïåðü, åñëè b > 5, òî b! äåëèòñÿ íà 5, à çíà÷èò b! + 1 íå äåëèòñÿ íà 5, è íå ñíîâà íåìîæåò ðàâíÿòüñÿ 5n. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ïðîâåðèòü ñëó÷àè b = 1, b = 2, b = 3 è b = 4. Ïîäõîäèò òîëüêî ñëó÷àé b = 4,â ýòîì ñëó÷àå n = 2. Îòñþäà ïîëó÷àåì äâà îòâåòà: a = 1, b = 4, n = 2 è a = 4, b = 1, n = 2.2. Îòâåò: äà, ýòî âîçìîæíî. �àññìîòðèì ñëó÷àé êâàäðàòà. Ïðîâåäåì äèàãîíàëü êâàäðàòà è äâå ïðÿìûå, ïàðàëåëëüíûååé, íà ìàëåíüêîì ðàññòîÿíèè îò íåå ñ äâóõ ñòîðîí. �àçîáúåì îáðàçîâàâøóþñÿ ïîëîñó íà êâàäðàòû è äâà ïÿòèóãîëüíèêàïî êðàÿì. Ïîëó÷èâøååñÿ ðàçáèåíèå, î÷åâèäíî, ïîäõîäèò. Ñì. ðèñ. 11.Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ êâàäðàòà ðàñòÿæåíèåì âäîëü îäíîé èç îñåé.3. �åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P âåðøèíó äàííîãî êâàäðàòà íà ñòîðîíå AC è ÷åðåç Q âåðøèíó êâàäðàòà íà ñòîðîíå BC(ñì. ðèñ. 12). Îñíîâàíèå âûñîòû èç âåðøèíû C îáîçíà÷èì H . Ñîåäèíèì òî÷êè P è Q ñ òî÷êîé H è íàïèøåì ðàâåíñòâà
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B2C2 L�èñ. 13: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 6ïëîùàäåé:  �h = 2SABC = 2SAPH+2SCQHP +2SHQB = m �AH+m �CH+m �HB = m �+m �h (ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì,÷òî ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè ðàâíà èõ ïîëóïðîèçâåäåíèþ). Äåëÿ ýòî ðàâåíñòâî íàïðîèçâåäåíèå m �  � h, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.4. �åøåíèå. Ïîäñòàâèì â ýòî âûðàæåíèå âñå íàòóðàëüíûå n îò 1 äî 10k. Çàìåòèì, ÷òî n+S(n)+S(S(n)) 6 10k+9k+9k =10k+18k. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî ÷èñëà, êðàòíûå òðåì, çíà÷èò ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷àëîñü íå áîëåå, ÷åì 13 (10k+18k).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè êàæäûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àëñÿ íå áîëåå äâóõ ðàç, ìû áû èìåëè òàêîå íåðàâåíñòâî:23(10k + 9k) > 10k;êîòîðîå, î÷åâèäíî, íàðóøàåòñÿ ïðè áîëüøèõ k.5. Îòâåò: äà, ìîæíî. Çàïèøåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â âèäå n = 2a � 3b � 5 � 7d � n1 è îïðåäåëèì öâåò ÷èñëà n êàê îñòàòîêîò äåëåíèÿ íà 7 âûðàæåíèÿ 2a+ 3b+ + 6d. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ òðåáóåìîé.6. �åøåíèå. Ïðîâåäåì ìåäèàíû BB1 è CC1 (îíè ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå M), è ïðîäëèì ïðÿìóþ IM äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòî-ðîíîé BC, òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷èì L (ñì. ðèñ. 13). ßñíî, ÷òî ýòà òî÷êà åñòü òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèêABC îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé BC. Òåïåðü îáîçíà÷èì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC ñëåäóþùèì êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì:AB = , BC = a è AC = b. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû B1B2 è C1C2 íà ñòîðîíó BC, îíè ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé IM , êðîìåòîãî, î÷åâèäíî, ýòè ïåðïåíäèêóëÿðû ðàâíû (òàê êàê ðàâíû îáà ïîëîâèíå âûñîòû èç âåðøèíû A). Òåïåðü çàìåòèì, ÷òîBL = p � b (ýòî îòðåçîê îò âåðøèíû äî òî÷êè êàñàíèÿ), à, çíà÷èò BB2 = 32 (p � b) (èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ BML èBB1B2), îòêóäà CB2 = a� 32 (p� b), è çíà÷èò ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà B1B22 = b24 � (a� 32 (p� b))2. Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì,÷òî B1B22 = 24 � (a� 32 (p� ))2. Ïðèðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîñëå íåõèòðûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ïî ïóòè ìû ñîêðàòèì íàb�  6= 0), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.7. �åøåíèå. Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Áàçà î÷åâèäíà. Çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî xn = x1+x2+: : :+xn�1,òàê êàê òàêàÿ çàìåíà òîëüêî óâåëè÷èò ëåâóþ ÷àñòü. Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî xn�1 òîæå ìîæíî óìåíüøèòü äî ñóììûx1 + x2 + : : :+ xn�2, òî åñòü äîêàæåì ÷òî ïðè óìåíüøåíèè xn�1 ñóììà ðàñòåò. ßñíî, ÷òî íàäî ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäíèå



äâà ñëàãàåìûõ: xn�2xn�1 + xn�1x1+x2+:::+xn�1 . Íåõèòðûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî ýòà ñóììà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:1 + (xn�2 � xn�1)(x1 + x2 + : : :+ xn�3) + x2n�2xn�1(x1 + x2 + : : :+ xn�1) :Ó ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíûé ÷èñëèòåëü, êîòîðûé ñ óìåíüøåíèåì xn�1 ðàñòåò, è çíàìåíàòåëü,êîòîðûé ñ ðîñòîì xn�1 óáûâàåò. Çíà÷èò âñÿ äðîáü ðàñòåò, åñëè xn�1 óìåíüøàòü. Óìåíüøèâ åãî äî ñóììû x1+x2+: : :+xn�2ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â íàøåé ñóììå ðàâíî 1=2. Ñîêðàòèâ åãî, ìû ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.8. Îòâåò: ïðè n = 2k. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðè äðóãèõ n òàêàÿ ðàñêðàñêà íåâîçìîæíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïðèíåêîòîðîì n òàêàÿ ðàñêàñêà èìååòñÿ. Çà�èêñèðóåì öâåò. Òàê êàê ó êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðîâíî n ñîñåäåé, çíà÷èòó êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðîâíî îäèí ñîñåä �èêñèðîâàííîãî öâåòà. Çíà÷èò, âñåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äàííîãî öâåòàðîâíî 2n=n, íî òàê êàê ýòî ÷èñëî öåëîå, òî n � îáÿçàòåëüíî ñòåïåíü äâîéêè.Òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåð ïîêðàñêè â n öâåòîâ, ãäå n = 2k. Áóäåì ñòðîèòü ïîêðàñêó èíäóêòèâíî, äëÿ k = 1 îíà ïðåäúÿâ-ëÿåòñÿ î÷åâèäíî. Òåïåðü ïóñòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ n = 2k�1 ïîêðàøåíû â k � 1 öâåò íóæíûì îáðàçîì. Áóäåìêðàñèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ n = 2k. Îòîæäåñòâèì öâåò òàêæå ñ äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèíû k. Âûáåðåìïåðâûé ðàçðÿä â çàâèñèìîìñè îò ÷åòíîñòè ÷èñëà åäèíèö â ïåðâîé ïîëîâèíå äàííîé íàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: åñëè èõ ÷åò-íîå ÷èñëî, òî ïîñòàâèì 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 1. Òåïåðü îñòàâøèåñÿ k � 1 ðàçðÿäîâ îïðåäåëèì êàê öâåò (îïðåäåëåííûéðàíåå) äâîè÷íîé ïîðàçðÿäíîé ñóììû ïåðâîé ïîëîâèíû è âòîðîé ïîëîâèíû äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íåñëîæíî âèäåòü,÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ðàñêðàñêà ïîäõîäèò. Äåéñòâèòåëüíî, äâå ðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñåäíèå ñ îäíîé èòîé æå, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà â äâóõ ðàçðÿäàõ. Åñëè ýòè îòëè÷èÿ íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ïîëîâèíàõ, òî èõ öâåò, î÷åâèäíî,ðàçëè÷åí (îí îòëè÷àåòñÿ â ïåðâîé êîîðäèíàòå), èíà÷å, äâîè÷íûå ñóììû ïåðâîé è âòîðîé ïîëîâèíû òîæå îòëè÷àþòñÿ âäâóõ ðàçðÿäàõ, è, ñòàëî áûòü, èõ öâåòà ðàçëè÷íû ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.Ñòàðøàÿ ëèãà1. �åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî a ðàöèîíàëüíîå è ïðåäñòàâëåíî â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè pq . Òîãäà 1a = qp > 0òàêæå íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, à â íåñîêðàòèìîé çàïèñè äðîáíîé ÷àñòè a çíàìåíàòåëü ðàâåí q, çíà÷èò p = q è a = 1, íî ýòîíåâîçìîæíî.2. �åøåíèå. Ïóñòü a1, a2, . . . , a2010 � äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öè�ð. Ïóñòü Sk òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî S1 = a1 èSk = Sk�1�ak è Sk ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 9. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, äîñòàòî÷íî âûáèðàòü çíàê ïåðåä ak ïðîòèâîïîëîæíûìçíàêó Sk�1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sk âñòðåòÿòñÿ äâå ðàâíûõ ñóììû òàê êàê âñåãî îíà ïðèíèìàåò íå áîëåå 19 çíà÷åíèé, àçíà÷èò, â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå öè�ð ìîæíî ïîñòàâèòü çíàêè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ 0. Óìíîæèâ âñå îñòàëüíûå öè�ðûíà äàííóþ ñóììó, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå.3. �åøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC áåç ãðàíèöû ìîæíî ïîêðûòüèíòåðâàëàìè, äëÿ ýòîãî ìîæíî âçÿòü âñå èíòåðâàëû, ó êîòîðûõ îäèí êîíåö â òî÷êå A, à âòîðîé íà ñòîðîíå BC. Íà÷íåìñ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 14). Ïðîäëèì AB, BC, CA çà òî÷êè B, C, A ñîîòâåòñòâåííî íà äëèíó AB,ïîëó÷èì òî÷êè A1, B1, C1, êîòîðûå òàêæå îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. Ïðîäëèì A1B1, B1C1, C1A1 çà òî÷êè B1,C1, A1 äî òî÷åê A2, B2, C2 íà äëèíó A1B1. �àçîáüåì òðåóãîëüíèê A1B1C1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüìåì èíòåðâàëû B1B,C1C, A1A è ðàçîáüåì òðåóãîëüíèêè ABC, A1B1B, B1C1C è C1A1A. Äàëüíåéøåå ðàçáèåíèå ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî.4. �åøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî ðàâåíñòâà ìîæíî âûáðàòü òîëüêî îäíó òî÷êó â êà÷åñòâå òî÷êè D, ìûïîêàæåì, ÷òî ýòè òî÷êè ñîâïàäàþò. Ïóñòü Q0 � òî÷êà ñèììåòðè÷íàÿ Q îòíîñèòåëüíî BC. Ïóñòü E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿBC è PQ0, ìû äîêàæåì ÷òî \APB +\EPC = 180Æ è \AQC = \EQB = 180Æ, ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (ñì.ðèñ. 15). Î÷åâèäíî, ÷òî \PBQ0 = \ABC è \PCQ0 = \ACB. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ñèíóñîâ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:sin\CPEsin\EPB = CQ0PQ0 sin\PCQ0BQ0PQ0 sin\PBQ0 = CQ sin\ACBBQ sin\ABC == AB sin\QBCAC sin\BCQ = AB sin\ABPAC sin\ACP = sin\APBsin\APC :Îòíîøåíèå ñèíóñîâ óãëîâ íà êîòîðûå ðàçäåëåí óãîë \CPB îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èç ýòèõ óãëîâ è îíî äëÿ óãëîâ\CPE è \EPB ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì ñèíóñîâ óãëîâ 180Æ � \APB è 180Æ � \APC. Ñëåäîâàòåëüíî CPE = 180ÆAPB.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî äëÿ òî÷êè Q, òàê êàê åñëè P 0 � òî÷êà ñèììåòðè÷íàÿ P îòíîñèòåëüíî BC, òî QP 0ïðîõîäèò ÷åðåç E.5. �åøåíèå. Îïèøåì Ôåäèíó ñòðàòåãèþ. Ïóñòü ~v � ñóììà âñåõ 2010 âåêòîðîâ, åñëè ~v ýòî íóëåâîé âåêòîð, òî âíå çàâè-ñèìîñòè îò ðàñêðàñêè âåêòîðîâ ñóììû áóäóò ðàâíû ïî äëèíå, à çíà÷èò Ôåäÿ âûèãðàåò. Â äðóãîì ñëó÷àå, Ôåäÿ íàéäåò
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�èñ. 16: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 9ïðîåêöèþ êàæäîãî âåêòîðà íà ~v è â ñâîé î÷åðåäíîé õîä áóäåò êðàñèòü âåêòîð ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèåé, êîòîðûé åùåíå ïîêðàøåí. Â êîíöå èãðû ïðîåêöèÿ Ôåäèíîé ñóììû íà ~v áóäåò íå ìåíüøå, à îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îäèíàêîâà,à çíà÷èò Ôåäÿ âûèãðàåò.6. �åøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèò íà (n +m)! ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òî íàéäåòñÿ ëèáî ãîðèçîíòàëüíàÿïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò íå ìåíåå n èç íèõ, ëèáî âåðòèêàëüíàÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò íå ìåíåå m. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóê-öèåé ïî m è n. Áàçà m = 1 èëè n = 1 î÷åâèäíà. Äîêàæåì äëÿ ïàðû m, n. �àññìîòðèì íèæíþþ ñòîðîíó êâàäðàòà, òîãäàê íåé ïðèìûêàåò íå áîëåå n� 1 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. �àññìîòðèì âåðòèêàëüíûå ïîëîñû, ñîäåðæàùèå ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè;õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ïîëîñ áóäåò ñîäåðæàòü ÷àñòè íå ìåíåå (n+m� 1)! ïðÿìîóãîëüíèêîâ êðîìå íèæíåãî. Èç èíäóêöèîí-íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê ýòîìó ïðÿìîóãîëüíèêó, ëåãêî ïîëó÷àåì ïåðåõîä èíäóêöèè. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî2010! > 200! .7. �åøåíèå. Òàê ïîêðàñèòü ìîæíî. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäån = 101k(101l �m), ãäå 1 6 m 6 50. Ïîêðàñèì n â m-é öâåò, ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ïîêðàñêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþçàäà÷è.8. �åøåíèå. Íàì èçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèå k-é ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(x) â íóëå öåëîå (k = 0; 1; 2; : : :) è íóæíî äîêàçàòü,÷òî çíà÷åíèå k-é ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà g(x) â íóëå òàêæå öåëîå (k = 0; 1; 2 : : : ; n). Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî k. Áàçàî÷åâèäíà. �àñïèøåì çíà÷åíèå k-é ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà g(f(x)), îíî ðàâíî g(k)(f(x))(f 0(x))k + P (x), ãäå â ìíîãî÷ëåíP (x) âõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå ñëàãàåìûå èç ïðîèçâåäåíèé g(l)(f(x)) ïðè 1 6 l < k è ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ìíîãî÷ëåíàf(x). Ïîäñòàâèì x = 0, òîãäà 0 = (g(f(x)))(k)jx=0 = g(k)(0) + P (0), ïðè÷åì P (0) öåëîå ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (âñëó÷àå k = 1 ñëåâà áóäåò 1, à íå 0, íî íàì âàæíî òîëüêî òî, ÷òî ýòî öåëîå ÷èñëî). Îòñþäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå.9. �åøåíèå. Ïóñòü Ai � òî÷êà êàñàíèÿ !i è !i+1. Ïîêàæåì, ÷òî âñå òî÷êè Ai ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè � (ñì.ðèñ. 16). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì èíâåðñèþ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò îêðóæíîñòè !1, !3, !5 â ðàâíûå, à äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òàêàÿîêðóæíîñòü î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò. Ïóñòü O � öåíòð �, ïîêàæåì, ÷òî O ÿâëÿåòñÿ òàêæå öåíòðîì èñêîìîé. Äîñòàòî÷íîïîêàçàòü, ÷òî O ðàâíîóäàëåíà îò âñåõ ïðîâåäåííûõ êàñàòåëüíûõ. �àññòîÿíèÿ äî êàñàòåëüíûõ â A1 è A2 ðàâíû â ñèëóñèììåòðèè îêðóæíîñòåé � è !2 îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê A1A2; àíàëîãè÷íî ðàññòîÿíèÿ äî êàñàòåëüíûõâ A2A3 ðàâíû â ñèëó ñèììåòðèè � è !3 îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê A2A3 è ò.ä.



�åãàòà. �åøåíèÿÌëàäøàÿ ëèãàÏåðâûé òóð1.1. Òðóäîëþáèâàÿ Ìàøà äëÿ êàæäîãî n îò 1 äî 2010 ñ÷èòàåò ñóììó ïåðâûõ n ÷åòíûõ ÷èñåë è çàïèñûâàåò íà äîñêå.Õóëèãàí Ïåòÿ ïîñëå òîãî, êàê Ìàøà çàïèñûâàåò î÷åðåäíîå ÷èñëî, ñòèðàåò ó íåãî âñå öè�ðû, êðîìå ïîñëåäíåé. Êàêîâàáóäåò ñóììà ÷èñåë íà äîñêå?1.2. Äàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êà D òàêîâà, ÷òî \BDC = 90Æ è D è A ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõîòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Íàéäèòå óãîë BDM .1.3. Íà ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ì�Ó ó÷àòñÿ n ñòóäåíòîê è 2n � 1 ñòóäåíòîâ (ñòóäåíòêè è ñòóäåíòûïðîíóìåðîâàíû). Èçâåñòíî, ÷òî k-àÿ ñòóäåíòêà çíàêîìà ñî ñòóäåíòàìè ñ íîìåðàìè îò 1 äî 2k � 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåòñïîñîáîâ îáðàçîâàòü n ïàð, â êàæäóþ èç êîòîðûõ âõîäÿò çíàêîìûå ñòóäåíò è ñòóäåíòêà?Âòîðîé òóð2.1. �åøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå ÍÎÄ(a; b) +ÍÎÊ(a; b) = a+ b+ 2.2.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB è BD � áèññåêòðèñà. Äîêàæèòå, ÷òî \MDB = 90Æ åñëè èòîëüêî åñëè AB = 3BC.2.3. Äàí ïóñòîé ãðà� íà n > 2 âåðøèíàõ è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k < 4. Âàñÿ è Ïåòÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: Âàñÿ âûáè-ðàåò 3 âåðøèíû è ïðîâîäèò ìåæäó íèìè ðåáðà, êîòîðûõ åù¼ íåò. Çàòåì Ïåòÿ ñòèðàåò ëþáûå k ðåáåð ãðà�à. Ïåðâûì õîäèòÂàñÿ. Âàñÿ âûèãðûâàåò, åñëè ïîñëå î÷åðåäíîãî õîäà Ïåòè ãðà� íà n âåðøèíàõ áóäåò ñâÿçíûì. Ïðè êàêèõ k âûèãðûâàåòÂàñÿ?Òðåòèé òóð3.1. �åøèòü â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó 8>>><>>>:x2 + xy + y2 = 37;x2 + xz + z2 = 28;y2 + yz + z2 = 19:3.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC èç âåðøèíû A ïðîâåëè âûñîòó AH . Îêàçàëîñü, ÷òî CH : HB = CA2 : AB2 6= 1. Êàêèå çíà÷åíèÿìîæåò ïðèíèìàòü óãîë A?3.3. Îêðóæíîñòü ðàçáèòà 2n òî÷êàìè A1, A2, A3, . . . , A2n íà 2n îäèíàêîâûõ äóã. Â òî÷êå A1 ñòîèò �èøêà. �àçðåøàåòñÿïåðåäâèãàòü �èøêó ëèáî ñîñåäíþþ òî÷êó, ëèáî â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êó. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâîáîéòè âñå 2n òî÷åê ïî îäíîìó ðàçó è âåðíóòüñÿ â òî÷êó A1?×åòâ¼ðòûé òóð4.1. Â êëåòêàõ êâàäðàòà 5� 5 Âàñÿ õî÷åò ðàññòàâèòü 25 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ÷èñëà, ñòî-ÿùèå â ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòêàõ íå áûëè âçàèìíî ïðîñòû. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü íàèáîëüøåå÷èñëî â òàêîé òàáëèöå?4.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû BB1 è CC1. Èç òî÷åê B1 è C1 íàãèïîòåíóçó BC îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû B1B2 è C1C2. ×åìó ðàâåí óãîë B2AC2?4.3. Íà ñòîëå ñòîïêîé ëåæàò 11 æóðíàëîâ ñ íîìåðàìè îò 1 äî 11 (ñâåðõó � �1, ñíèçó � �11). Â 12:00 Äèìà è Ôåäÿñåëè ÷èòàòü æóðíàëû, ðóêîâîäñòâóÿñü ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: êàæäûé ïåðåáèðàåò æóðíàëû ñâåðõó âíèç, íàõîäèò ïåðâûéíåïðî÷èòàííûé è áåðåò åãî ñåáå, à ïðî÷èòàííûé æóðíàë âîçâðàùàåò íàâåðõ ñòîïêè; åñëè íåïðî÷èòàííûõ æóðíàëîâ âñòîïêå íåò, îí æä¼ò, ïîêà ïîÿâÿòñÿ. Äèìà ÷èòàåò êàæäûé æóðíàë 30 ìèíóò, à Ôåäÿ � 31 ìèíóòó. Â êàêîì ïîðÿäêå áóäóòëåæàòü æóðíàëû â ñòîïêå, êîãäà Äèìà è Ôåäÿ èõ âñå ïðî÷èòàþò, åñëè ïåðâûì â 12:00 áðàë æóðíàë Äèìà?



Ñòàðøàÿ ëèãàÏåðâûé òóð1.1. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè sin13 x+ os14 x.1.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè âûñîòó AH è áèññåêòðèñó AL. Îêàçàëîñü, ÷òî BH : HL : LC = 1 : 1 : 4 è ñòîðîíà ABðàâíà 1. Íàéäèòå äëèíû îñòàëüíûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC.1.3. �àññìàòðèâàåòñÿ òàáëèöà 8 � 8. Ìîëíèåé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà èç 8 êëåòîê, â êîòîðîé âñå êëåòêè ðàñïîëîæåíû âðàçíûõ ñòîëáöàõ è â ðàçíûõ ñòðîêàõ. Âíà÷àëå âî âñåõ êëåòêàõ òàáëèöû ñòîÿò íóëè. �àçðåøàåòñÿ ïðèáàâëÿòü êî âñåìêëåòêàì ëþáîé ìîëíèè ïî åäèíèöå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ÷èñëà áûëè ðàçëè÷íû.Âòîðîé òóð2.1. �åøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó8<:xy + x+ 1 = 7y;x2y2 + xy + 1 = 13y2:2.2. Íà îêðóæíîñòè äàíû òî÷êè A, B, C, D, X , ïðè÷åì \AXB = \BXC = \CXD. Èçâåñòíû ðàññòîÿíèÿ AX = a,BX = b, CX = . Íàéäèòå DX .2.3. Îòìå÷åíî 2010 öåëûõ ÷èñåë, ïîïàðíî íå äåëÿùèõñÿ äðóã íà äðóãà. ×èñëî íàçûâàåòñÿ õîðîøèì, åñëè åãî êâàäðàòäåëèò ïðîèçâåäåíèå êàêèõ òî äâóõ äðóãèõ îòìå÷åííûõ. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî õîðîøèõ ÷èñåë ìîæåò áûòü?Òðåòèé òóð3.1. Íàéäèòå âñå �óíêöèè f : R ! R òàêèå, ÷òî f(ab) = f(a+ b) äëÿ âñåõ èððàöèîíàëüíûõ a, b.3.2. Äàí îòðåçîê AB. Äëÿ ëþáîé òî÷êè C îòìåòèì òî÷êó B1 íà îòðåçêå AC òàêóþ, ÷òî AB1 : B1C = 1 : 2, è òî÷êó A1 íàîòðåçêå BC òàêóþ, ÷òî BA1 : A1C = 2 : 1. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ AA1 è BB1 ïðè óñëîâèè, ÷òîòî÷êè A, A1, B, B1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.3.3. Ëåøà è Ôåäÿ èãðàþò â èãðó. Êàæäûì õîäîì Ëåøà îòìå÷àåò â ïðîñòðàíñòâå òî÷êó, è ñîåäèíÿåò åå îòðåçêîì ñíåñêîëüêèìè èç óæå îòìå÷åííûõ òî÷åê, òàê, ÷òîáû íå îáðàçîâûâàëîñü çàìêíóòûõ ëîìàíûõ. Ïîñëå ýòîãî Ôåäÿ êðàñèòòîëüêî ÷òî ïîñòàâëåííóþ òî÷êó â êàêîé-òî öâåò òàê, ÷òîáû êàæäûé èç Ëåøèíûõ îòðåçêîâ ñîåäèíÿëè òî÷êè ðàçíûõöâåòîâ. Ìîæåò ëè Ëåøà çàñòàâèòü Ôåäþ èñïîëüçîâàòü íå ìåíåå ñòà ðàçëè÷íûõ öâåòîâ?×åòâ¼ðòûé òóð4.1. Íàéäèòå ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ a=b+ b= ïðè 0 < a 6 b 6 a+ b 6 .4.2. Äàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ ABCD (BCkAD è AB ? AD), äèàãîíàëè êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíû è ïåðåñåêàþòñÿâ òî÷êå M . Íà ñòîðîíàõ AB è CD âûáðàíû òàêèå òî÷êè K è L ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî MK ïåðïåíäèêóëÿðíî CD, à MLïåðïåíäèêóëÿðíî AB. Èçâåñòíî, ÷òî AB = 1. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KL.4.3. Â øêîëå ó÷àòñÿ n ÷åëîâåê, îíè çàíèìàþòñÿ â íåñêîëüêèõ êðóæêàõ, â êàæäîì êðóæêå õîòÿ áû äâà øêîëüíèêà.Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè â äâóõ êðóæêàõ åñòü êàêèå-òî äâà îáùèõ øêîëüíèêà, òî â ýòèõ êðóæêàõ çàíèìàåòñÿ ðàçíîå êîëè÷åñòâîøêîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî êðóæêîâ íå ïðåâîñõîäèò (n� 1)2.�åøåíèÿ.Ìëàäøàÿ ëèãàÏåðâûé òóð1.1. Îòâåò: 4020. Çàìåòèì, ÷òî Ìàøà â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Ïåòåé äëÿ ÷èñëà n íàïèøåò íà äîñêó ïîñëåäíþþ öè�ðó ÷èñëàn(n+1). Ýòè ïîñëåäíèå öè�ðû, êàê íåòðóäíî óáåäèòñÿ ïåðåáîðîì, ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì 5. Ïåðèîä èìååò âèä 2, 6, 2, 0,0.1.2. �åøåíèå. Ïîñòðîèì íà îòðåçêå BC êàê íà äèàìåòðå îêðóæíîñòü (ñì. ðèñ. 17). Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà íåé,
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D�èñ. 17: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 1.2êàê è òî÷êà M . Óãîë BDM îïèðàåòñÿ íà îòðåçîê BM , êîòîðûé ðàâåí ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîèñêîìûé óãîë ðàâåí 30Æ.1.3. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñòóäåíòêà ñ íîìåðîì 1 ìîæåò âûáèðàòü ñåáå ðîâíî 1 ñòóäåíòà äëÿ ïàðû. Ïîñëå ýòîãî âòîðàÿñòóäåíòêà âûáèðàåò ñåáå ïàðó èç 3�1 = 2 ñòóäåíòîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, k-àÿ ñòóäåíòêà âûáèðàåò ñåáå ïàðòíåðà èç 2k�1�(k�1)ñòóäåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ðàâåí n!.Âòîðîé òóð2.1. �åøåíèå. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: (a; b) = ÍÎÄ(a; b) è [a; b℄ = ÍÎÊ(a; b). Çàìåòèì, ÷òî èçóñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî 2 äåëèòñÿ íà (a; b). Îòñþäà èìååì äâà ñëó÷àÿ: (a; b) = 1 è (a; b) = 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî[a; b℄ = ab è èìååì óðàâíåíèå ab + 1 = a + b + 2 èëè (a � 1)(b � 1) = 2. Îòêóäà èìååì ðåøåíèÿ (3; 2) è (2; 3). Åñëè æå(a; b) = 2, òî [a; b℄ = ab=2, è òîãäà ìû èìååì óðàâíåíèå ab2 +2 = a+ b+2, îòêóäà (a� 2)(b� 2) = 4. Òàêîå óðàâíåíèå èìååòðåøåíèÿ (6; 3) è (4; 4), íî íè îäíî èç íèõ íå ïîäõîäèò, òàê êàê â îáîèõ ñëó÷àÿõ (a; b) 6= 2.2.2. Ñì. ðèñ. 18. �åøåíèå. Ïóñòü ñíà÷àëà \MDB = 90Æ. Ïóñòü X � ñåðåäèíà MB, òîãäà DX = XB = XM , îòêóäà\XDB = \XBD = \DBC, îòêóäà XDkBC. Çíà÷èò, 3 : 1 = AX : XB = AD : DC = AB : BC (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâîïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû). ×òî è òðåáîâàëîñü. Òåïåðü, ïóñòü AB = 3BC. Êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷èì ÷åðåç X ñåðåäèíóîòðåçêà MB è ïðîâåäåì DX . Çàìåòèì, ÷òî AD : DC = AB : BC = 3 : 1 = AX : XB, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî XDkBC. Òîãäà\XBD = \DBC = \XDB, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî XD = XB = XM . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî \MDB = 90Æ.2.3. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè k = 3, òî Ïåòÿ ñìîæåò ïîñëå êàæäîãî õîäà Âàñè îñòàâëÿòü ãðà� ïóñòûì, à åñëè k = 2,òî ïîñëå êàæäîãî õîäà Âàñè Ïåòÿ ñìîæåò ñòèðàòü âñå ðåáðà âûõîäÿùèå èç �èêñèðîâàííîé âåðøèíû. Äîêàæåì, ÷òî ïðèk = 1 Âàñÿ ñìîæåò âûèãðàòü. Îí áóäåò, ïîêà ýòî âîçìîæíî, óâåëè÷èâàòü êàæäûì õîäîì ÷èñëî ðåáåð â ãðà�å íà äâà, òîåñòü ïîñëå õîäîâ è Âàñè, è Ïåòè, ÷èñëî ðåáåð óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû íà 1. Çàìåòèì, ÷òî ïîêà åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé íåïðîâåäåíî õîòÿ áû äâà ðåáðà, ýòî âîçìîæíî: áóäåì âûáèðàòü òðåóãîëüíèê, ñîñòàâëåííûé èç ýòîé âåðøèíû è äâóõ âåðøèí,ñ êîòîðûìè îíà íå ñîåäèíåíà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èòñÿ ãðà�, â êîòîðîì ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû > n� 2. Òàêîé ãðà�îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì, äàæå åñëè èç íåãî âûêèíóòü ðåáðî.
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�èñ. 18: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 2.2
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BC H C′�èñ. 19: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3.2Òðåòèé òóð3.1. �åøåíèå. Âû÷òåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâî âòîðîå, è ðàçëîæèì ïîëó÷èâøóþñÿ ðàçíîñòü íà ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èì (y �z)(x + y + z) = 9. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî y � z = 9x+y+z . Àíàëîãè÷íî, âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ òðåòüå, ïîëó÷èìðàâåíñòâî x � y = 9x+y+z = y � z. Îòñþäà, îáîçíà÷èâ y � z = d, ïîëó÷àåì, ÷òî x = y + d è z = y � d. Òåïåðü ïîäñòàâèìâ ðàâåíñòâî y � z = 9x+y+z íîâûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîëó÷èì, ÷òî 3yd = 9 èëè yd = 3, îòêóäà y2d2 = 9. Ïîäñòàâëÿÿ òàêæåââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ â ëþáîå èç óðàâíåíèé ïîëó÷èì, ÷òî 3y2 + d2 = 28. �åøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî y2è d2 ïîëó÷àåì, ÷òî y2 = 9, d2 = 1 èëè y2 = 1=3, d2 = 27. Èç ðàâåíñòâà yd = 3, ïîëó÷åííîãî âûøå, ìû âèäèì, ÷òî yè d îäèíàêîâûõ çíàêîâ. Îòñþäà ïîëó÷àåì ÷åòûðå ðåøåíèÿ: (5; 4; 3), (�5;�4;�3), ( 1p3 + 3p3; 1p3 ; 1p3 � 3p3) è (�( 1p3 +3p3);� 1p3 ;�( 1p3 � 3p3)). Î÷åâèäíî, ÷òî âñå íàéäåííûå ðåøåíèÿ ïîäõîäÿò.3.2. �åøåíèå. �àçáåðåì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà H îêàçàëàñü íà îòðåçêå BC (ñì. ðèñ. 19). Òîãäà íåñëîæíî âèäåòü,÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè A ïî ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îòðåçêó BC, îòíîøåíèå AC2 : AB2 áóäåò ìåíÿòüñÿ ìîíîòîííî.Äåéñòâèòåëüíî, AC2 = CH2 +AH2, è AB2 = BH2 +AH2, îòêóäàAC2 : AB2 = CH2 +AH2BH2 +AH2 = 1 + CH2 �BH2BH2 +AH2 :Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå çàâèñèò îò AH ìîíîòîííî (ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî CH 6= BH). Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëèóãîë A ïðÿìîé, òî òðåáóåìîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ: CH : BH = CHAH � AHBH = ACAB � ACAB = AC2 : AB2 (âòîðîå ðàâåíñòâîïîëó÷àåòñÿ èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâACH è ABH òðåóãîëüíèêó ABC). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òî÷êàH ëåæèòíà îòðåçêå BC, ïîëó÷àåì îòâåò \A = 90Æ. Òåïåðü, âîçüìåì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê è îòðàçèì êàòåò AC îòíîñèòåëüíîâûñîòû AH (ñ÷èòàåì êàòåò AC ìåíüøèì). Ïîëó÷èì òî÷êó C 0, è â òðåóãîëüíèêå ABC 0 âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.Óãîë BAC 0 ðàâåí ðàçíîñòè óãëîâ ACH è ABH , òî åñòü ìîæåò áûòü ëþáûì îñòðûì óãëîì. Îòâåò: óãîë A ìîæåò áûòüëþáûì îñòðûì, à òàêæå ïðÿìûì óãëîì.3.3. �åøåíèå. �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ãðà�. Áóäåì ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî öèêëîâ, ñîäåðæàùèõ âñå âåðøèíû (ãà-ìèëüòîíîâûõ öèêëîâ). Òàê êàê öèêë ìîæíî ïðåâðàòèòü â îáõîä äâóìÿ ñïîñîáàìè, òî ïîëó÷åííûìè íàìè îòâåò íóæíîóìíîæèòü íà äâà. Çàìåòèì, ÷òî åñòü îäèí öèêë, íå ñîäåðæàùèõ íè îäíîãî äèàìåòðà. Ïóñòü òåïåðü íàø îáõîä ñîäåðæèòõîòü îäèí äèàìåòð. Î÷åâèäíî, ÷òî ðîâíî îäíèì íå îáîéòèñü, ïîýòîìó èõ õîòÿ áû äâà. Ïóñòü â íàøåì îáõîäå åñòü äèàìåòðû,âûõîäÿùèå èç òî÷åê ñ íîìåðàìè 1 è k, à èç òî÷åê ñ íîìåðàìè 2, 3, : : :, k � 1 äèàìåòðû íå ïðîâåäåíû. Òîãäà âåðøèíûîò 1 äî k ñîåäèíåíû ñòîðîíàìè 2n-óãîëüíèêà, è, àíàëîãè÷íî, âåðøèíû îò n + 1 äî n+ k. Âñå îïèñàííûå ðåáðà îáðàçóþòöèêë, ïîýòîìó îí îáÿçàí ñîäåðæàòü âñå âåðøèíû, çíà÷èò k = n. Òàêèõ öèêëîâ ïîëó÷àåòñÿ ðîâíî n øòóê. Íàêîíåö, åñëè
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B2 C2�èñ. 20: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4.2äèàìåòðîâ, îïèñàííûõ âûøå íåò, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîâåäåíû âñå äèàìåòðû. Åñëè n ÷åòíî, òî òàêèõ öèêëîâ íåò, à åñëèn íå÷åòíî, òî òàêèõ öèêëîâ ïîëó÷àåòñÿ äâà. Îòâåò: ïîëó÷àåòñÿ n+1 öèêëîâ äëÿ ÷åòíîãî n è n+3 öèêëà äëÿ íå÷åòíîãîn. Êàê è íàïèñàíî âûøå, ïîëó÷åííûé îòâåòû íóæíî óìíîæèòü íà äâà.×åòâ¼ðòûé òóð4.1. �åøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî òàì åñòü ÷èñëî > 33. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âñå ÷èñëà íå áîëüøå 32. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàäîñêå åñòü ïðîñòîå p, òî ðÿäîì ñ íèì íå ìåíüøå äâóõ ÷èñåë, îäíî èç êîòîðûõ íå ìåíüøå 3p. Òîãäà ïðîñòûå ÷èñëà 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, à òàêæå, î÷åâèäíî, ÷èñëî 1 íå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ â ýòîé òàáëèöå. Íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â òàáëèöå íåáîëüøå 32� 8 = 24 ðàçíûõ ÷èñåë, ÷òî íå òàê. Çíà÷èò, åñòü ÷èñëî íå ìåíüøåå 33. Òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåð.11 33 3 21 722 30 9 12 142 4 24 27 68 16 20 18 1526 28 32 10 54.2. Ñì. ðèñ. 20. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî C1C2 = C1A (òàê êàê áèññåêòðèñà CC1 ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí AC è BC). Çíà÷èò,òðåóãîëüíèê AC1C2 ðàâíîáåäðåííûé, è, ñëåäîâàòåëüíî, \C1AC2 = 12\BC1C2 = 12\ACB, òàê êàê óãëû BC1C2 è ACB îáàäîïîëíÿþò óãîë ABC äî ïðÿìîãî. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî \B1AB2 = 12\ACB, îòêóäà èìååì: \C1AC2 + \B1AB2 =12 (\ACB + \ABC) = 45Æ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî \C2AB2 = 45Æ.4.3. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷åðåç ïîëòîðà ÷àñà è îäíó ìèíóòó Ôåäÿ è Äèìà ïðî÷èòàþò ïåðâûå òðè æóðíàëà, è îíè áóäóòëåæàòü ñâåðõó â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïîñëå ýòîãî îíè áîëüøå íå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ, è, çíà÷èò, â èòîãå îíè îêàæóòñÿ âñàìîì íèçó â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Àíàëîãè÷íîå ïðîèçîéäåò ñî âòîðîé è ñ òðåòüåé òðîéêîé æóðíàëîâ, à âîò 10 è 11 æóðíàëíå ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè (÷òî íåñëîæíî óâèäåòü ïðîñòûì ðàññìîòðåíèåì). Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíûé ïîðÿäîê áóäåò10, 11, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1.Ñòàðøàÿ ëèãàÏåðâûé òóð1.1. Îòâåò: 1. Çàìåòèì, ÷òî sin13 x+ os14 x 6 sin2 x+ os2 x = 1, è, íàïðèìåð, ïðè x = �=2 äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.1.2. Îòâåò: AC = 2, BC = 3=p2. Èìååì ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû AC : AB = LC : LB = 2, îòêóäà AC = 2AB = 2.Äàëåå, îáîçíà÷èì BH = x, òîãäà HC = 5x. Ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ABH è AHC ïîëó÷àåì 12 � x2 =AH2 = 22 � 25x2, 24x2 = 3, x = 1=2p2, BC = 3=p2.1.3. �åøåíèå. Ïðîíóìåðóåì ìîëíèè ÷èñëàìè îò 1 äî 8!. Ê êëåòêàì k-îé ìîëíèè ïðèáàâèì åäèíèöó 10k ðàç. Òîãäà êàæäîå÷èñëî ñòàíåò ðàâíûì ñóììå íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé 10, ïðè÷åì íàáîðû ïîêàçàòåëåé äëÿ ðàçíûõ êëåòîê áóäóò ðàçëè÷íû (òàêêàê äëÿ ëþáûõ äâóõ êëåòîê ëåãêî ïðåäúÿâèòü ìîëíèþ, ñîäåðæàùóþ îäíó è íå ñîäåðæàùóþ äðóãóþ.)



Âòîðîé òóð2.1. Îòâåò: (3; 1), (1; 1=3). Ñëó÷àé y = 0 íå âîçìîæåí, òàê ÷òî ïîäåëèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà y, âòîðîå íà y2 è îáîçíà÷èìx+1=y = z, x=y = t. Òîãäà z+ t = 7, z2� t = 13. Îòñþäà z2+ z = 20, z 2 f4;�5g. Åñëè z = 4, t = 3, ïîëó÷àåì 3y+1=y = 4,y 2 f1; 1=3g. Íàõîäèì ðåøåíèÿ (3; 1) è (1; 1=3). Åñëè z = �5, t = 12, ïîëó÷àåì 12y + 1=y = �5, äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèéíåò.2.2. Îòâåò: XD = (a+ 2 � b2)=b. Îòëîæèì òî÷êè K, L íà ïðîäîëæåíèÿõ îòðåçêîâ XA, XD ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òîAK = , DL = b. ßñíî, ÷òî AB = BC = CD è \XCB = \KAB, òàê ÷òî 4KAB = 4XCB ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëóìåæäó íèìè, òàê ÷òî KB = b. Àíàëîãè÷íî CL = , è ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè XCL è LBK ïîäîáíû ïî óãëó ïðèîñíîâàíèè, òàê ÷òî (XD + b) :  = (a+ ) : b, XD = (a+ 2 � b2)=b.2.3. Îòâåò: 2008. Ïðèìåð: ÷èñëà âèäà 2k32009�k, k = 0; 1; : : : ; 2009. ßñíî, ÷òî âñå ÷èñëà, êðîìå 22010 è 32010 â ýòîìíàáîðå � õîðîøèå. Äîêàæåì, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû äâà íå õîðîøèõ ÷èñëà. Âî-ïåðâûõ, ÿñíî, ÷òî ñàìîå áîëüøîåèç íàøèõ ÷èñåë m � íå õîðîøåå (ïðîèçâåäåíèå äâóõ äðóãèõ ïðîñòî ìåíüøå, ÷åì m2). Ïóñòü n 6= m � äðóãîå èç íàøèõ÷èñåë, òàê êàê m íå êðàòíî n, íàéäåòñÿ ïðîñòîé äåëèòåëü p, âõîäÿùèé â ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â áîëüøåéñòåïåíè, ÷åì â m. Âûáåðåì èç òåõ íàøèõ ÷èñåë, â êîòîðûõ p âõîäèò â íàèáîëüøåé ñòåïåíè, ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî k.Çàìåòèì, ÷òî k îòëè÷íî îò m. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè xy êðàòíîk2 äëÿ êàêèõ-òî íàøèõ ÷èñåë x; y, òî, ðàññìàòðèâàÿ ñòåïåíè âõîæäåíèÿ p â x; y; k çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå îíè ðàâíû, à òîãäàâ ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè k èìååì xy < k2 � ïðîòèâîðå÷èå.Òðåòèé òóð3.1. Îòâåò: f = onst. Ïóñòü p � îòðèöàòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà p�p � òîæå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.Ïîëîæèì a = �b = p�p, ïîëó÷èì f(0) = f(p). Äàëåå, äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x îäíî èç ÷èñåë p = p2 + x=p2è q = 2p2 + x=2p2 èððàöèîíàëüíî (åñëè îáà ðàöèîíàëüíû, òî 3p2 = 2q � p ðàöèîíàëüíî, à ýòî íå òàê). Âûáèðàÿa 2 f�p2;�2p2;�p3g äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëà a, x=a áûëè èððàöèîíàëüíûìè, à a + x=a � èððàöèîíàëüíûì îòðè-öàòåëüíûì. (Åñëè ÷èñëî x=p2 èððàöèîíàëüíî, òî âûáèðàÿ a 2 fp2; 2p2g äîáüåìñÿ èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà a+ x=a, äëÿîòðèöàòåëüíîñòè � ïðè íåîáõîäèìîñòè ñìåíèì çíàê ó a. Åñëè x=p2 ðàöèîíàëüíî, òî ÷èñëî p3 + x=p3 èððàöèîíàëüíî(äàæå åãî êâàäðàò 3+x2=3+2x � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî), è ìîæíî âçÿòü a = �p3.) Òåïåðü ïîäñòàâèì b = x=a è ïîëó÷èìf(x) = f(ab) = f(a+ b) = f(a+ x=a) = f(0), ïîñêîëüêó ÷èñëî a+ x=a îòðèöàòåëüíî è èððàöèîíàëüíî.3.2. �åøåíèå. Îáîçíà÷èì AB1 = x, CA1 = y. Òîãäà âïèñàííîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà AB1A1C ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî6x2 = CB1 �CA = CA1 �CB = 3y2, òî åñòü ðàâåíñòâó y : x = CB : CA = p2. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà C � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êàîêðóæíîñòè Àïïîëîíèÿ, çàäàâàåìîé ýòèì ðàâåíñòâîì, íå ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé AB. Ïóñòü P = AA1 \BB1, C1 = CP \AB.Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå ×åâû AC1 : C1B = 1 : 4, òàê ÷òî òî÷êà C1 íå çàâèñèò îò C. Ïî òåîðåìå âàí ÎáåëÿCP : PC1 = CA1 : A1B + CB1 : B1A = 1=2 + 2 = 5=2;òàê ÷òî òî÷êà P ïîëó÷àåòñÿ èç C ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â C1 è êîý��èöèåíòîì 2=7, à ïîòîìó òîæå ïðîáåãàåò îêðóæíîñòüñ äâóìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè (íà ïðÿìîé AB).3.3. Îòâåò: äà, Ëåøà ìîæåò çàñòàâèòü Ôåäþ èñïîëüçîâàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî N öâåòîâ. Äëÿ N = 2 óòâåðæäåíèåî÷åâèäíî. Ïîêàæåì, êàê èç Ëåøèíîãî àëãîðèòìà äëÿ N�1 öâåòà ïîëó÷èòü àëãîðèòì äëÿ N öâåòîâ. Ïóñòü Ëåøà ïîâòîðèòàëãîðèòì äëÿ N � 1 öâåòà N � 1 ðàç, âñåãî áóäåò N � 1 íå ñâÿçíûõ ìåæäó ñîáîé ãðóïï. Åñëè Ôåäÿ èñïîëüçîâàë ðîâíîN � 1 öâåò (èíà÷å Ëåøà óæå äîñòèã ñâîåé öåëè), òî â êàæäîé ãðóïïå èñïîëüçîâàíû âñå ýòè öâåòà. Ïóñòü Ëåøà ïîñòàâèòåùå îäíó òî÷êó è ñîåäèíèò åå ñ òî÷êàìè ðàçíûõ öâåòîâ, âçÿòûõ ïî îäíîé èç êàæäîé ãðóïïû. Ôåäå ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòüíîâûé öâåò.×åòâ¼ðòûé òóð4.1. �åøåíèå. Ïðè a = b = 1,  = 2 ïîëó÷àåì çíà÷åíèå 3=2. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ìàêñèìóì. Èìååìb � 12 6 ba+ b � 12 = b� a2(a+ b) 6 b� ab = 1� a=b;îòêóäà b=+ a=b 6 3=2.4.2. �åøåíèå. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ML è AB (ñì. ðèñ. 21). Òðåóãîëüíèêè AKM è MLD ïîäîáíû òàê êàê\KAM = \LMD (îíè äîïîëíÿþò \ABM äî ïðÿìîãî óãëà) è \KMA = \LDM (îíè äîïîëíÿþò \MCD äî ïðÿìîãî),
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�èñ. 21: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4.2ñëåäîâàòåëüíî AKAM = MLMD . Òàêæå èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ AMD è BPM ñëåäóåò ðàâåíñòâî AMMD = BPPM . Ýòè äâàðàâåíñòâà, ñ èñïîëüçîâàíèåì î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà PM = ML, äàþò íàì ðàâåíñòâî îòðåçêîâ BP = AK.Ïóñòü R ñåðåäèíà îòðåçêà PK. Òîãäà R òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AB. RM ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêàPKL è ìåäèàíîé ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABM , à äëèíà îòðåçêà RM â äâà ðàçà ìåíüøå äëèíû îòðåçêîâ AB è KL.Çíà÷èò KL = AB = 1.4.3. �åøåíèå: Ïîäñ÷èòàåì ñêîëüêî âñåãî ìîæåò áûòü êðóæêîâ ðîâíî ñ k øêîëüíèêàìè (2 6 k 6 n). Êàæäàÿ èç n(n� 1)2ïàð øêîëüíèêîâ ìîæåò õîäèòü îäíîâðåìåííî íå áîëåå ÷åì â îäèí êðóæîê ñ k øêîëüíèêàìè, òàê êàê èíà÷å ó êàêèõ-òîäâóõ òàêèõ êðóæêîâ åñòü íå ìåíåå äâóõ îáùèõ ó÷àñòíèêîâ; â êàæäûé êðóæîê  k øêîëüíèêàìè õîäèò ðîâíî k(k � 1)2ðàçëè÷íûõ ïàð øêîëüíèêîâ, à çíà÷èò âñåãî êðóæêîâ ñ k øêîëüíèêàìè ìîæåò áûòü íå áîëüøå n(n� 1)k(k � 1) . Ïðîñóììèðóåìýòè çíà÷åíèÿ ïî âñåì k îò 2 äî n, ýòî äàñò íàì îöåíêó íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êðóæêîâ.nXk=2 n(n� 1)k(k � 1) = n(n� 1) nXk=2 1k(k � 1) == n(n� 1) nXk=2� 1k � 1 � 1k� == n(n� 1)�1� 1n� = (n� 1)2:×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


