51. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYKA OJINMMIINJA ITA

Acrana, Kazaxcran — cpemna, 7. jya 2010.

Onpenutu cBe ¢pyurnuje f:R— R TakBe ma 3a cBe X,y €R Baxku

fUxly) = fFLf I

([z] je majsehu neo 6poj e Behu ox z.) (Pparyycka)

Heka je I nenrap ynmcanor kpyra, a I' onucaum kpyr AABC. Heka npaBa Al ceue
'y taukama A u D. Heka je E taura ayka BDC, a F tauka my:xm BC Tako na je

1
<I{BAF =<CAE< 5<ZBAC.

Heka je G cpenumre ny:xwm [F. Ilokazatu na ce mpaBe DG u EI ceky Ha Kpyry [.
(Xonz Konz)

Onpenutu cBe ¢pyurnuje g:N— N TakBe na je
(g(m) + n)(m+gn)

KBaapaT npupoaHor 6poja 3a cse m,neN. (CA)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 MOEHA



51. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYKA OJINMMIINJA ITA

Acrana, Kazaxcran — uerBpTak, 8. jyma 2010.

Heka je P tauka y yayTpammoctu Tpoyraa ABC. IlpaBe AP, BP u CP ceky onucaHu

kpyr I' tpoyrina ABC no npyru nyt y taukama K, L m M, penom. TaHrenra kpyra

I' y Ttaukn C ceue mpaBy AB y S. Ako je SC=SP, nokazatu na je MK = ML.
(llowcxka)

Y cBakoj om mecT kKyTuja Bi,Bs,Bs, By, Bs,Bg Ha TOUYETKy ce HAJa3W TAYHO jenaH
voBumh. Jlo3Bosmeno je Bpmutu cienehe oneparuje:

1° MzabpaTu wenpasny KyTujy B; 3a Heko 1< j<5, uzbauutu jenan mHopumh
u3 Bj n nomatu nBa HOBUmha y Bji1.

2° Vzabparu mHenpasny KyTujy By 3a Hero 1<k <4, uzbauutu jeman HOBUMh
n3 By u 3ameHuTu canpskaje (Mory OuTu u nmpasHu) KyTuja By 1 Biio.

Wcnuratu ga a1 ce KOHAYHUM HU30M OBAKBUX ON€paluja MOKe MOCTUNU aa Cy Ky-

tuje By, By, B3, B4, B5s mpa3ne, a kyTtuja Bg caap:u TaYHO 20102910 yopunthia, (Baxkm

a? = a9 (Xonanouja)

Heka je aj,ap,as,... Hu3 MO3UTUBHUX peasHUX OpojeBa. 3a HEKU MpUpOIaH OPOj §
BasKM1
ap=max{ap+a,_r|1<k<n-1}

3a cBako n>s. Ilokazatu ma mocrtoje mpuponau O6pojeBu ¢ u N takBu na je ¢ <su
BaKU Ay = Ay + A,y 32 CBAKoO n= N. (Upar)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 MOEHA



PEIIIEIHA

3a x=y=0 mobujamo f(0)= f(0)[f(0)], omakmue je f(0)=0 mau [f(0)] =1.

Axo je [f(0)] =1, craBmamem y =0 y Be3y u3 3amarka mnobujamo f(x) = f(0)=ce[l,2)
3a cBe X. 3a c€[l,2) ¢pyuruuja f(x) =c jecte pememe jep je f([x]y) = fx)[f()]=c.

Hexka je cama f(0)=0. 3a x€[0,1) Be3a u3 3anatra naje f(x)[f(y)] =0, naxkmae f(x)=0
3a cBe x€0,1) mnum [f(y)] =0 3a cBe y.

1° Axo je [f(»]1 =0 3a cBe y, 3a x=1 mobujamo f(y) =0. Pymrmumja f(y) =0 je
Takobhe pememe.

2° Hexka je f(x)=03a x€[0,1). 3a yeR, neka je n meo 6poj Takas na je %e [0,1).
Tama je f(y)=f(n-%)=fIf($)]1=0, 1j. omer f=0.

Jenuna pemema cy koHCTaHTHe (PpyHENUje f(x)=c, rae je c=0 unmu 1 <c<2.

Axo je I, menrap npunucasnor kpyra AABC nacupam A, Basku <IBI; =90° u DI = DB,
na je D cpemumre ny:xwu I1,. Hame, uz <Al;B = <ACI n <U;AB = <CAI cnemn

AABI; ~ AAIC, nok u3 <EAC = <BAF u <AEC = <ABF cnemu AAEC ~ AABF. U3

OBUX CIMYHOCTU NOOUjaMO % = %-% =
a a

AC AL _ AL : —
AF ' AC — ap» @ TO 3ajemHo ca IFAl, =

<AE maje AAIF ~ AAEI. Axo cana
0o3HAUYMMO ca X APYTy NOPEeceyHy TaduKy
npaBe EI u I', nmamo <ADG = <AI,F =
<JAEI = <AEX = <ADX, na je X Ha mpa-
BOj DG, mTo je u Tpebasio mokaszaTu.

lpyzo pewewe. Hera mpaBa EI MOHOBO
ceue I'' y X, a XD ceue AF u IF penoMm y
T u G'. Karo je <UXT=<EXD=<EAD=
<DAF =<IAT, tauke I,A, X, T cy Ha Kpy-
ry, ma je <AIT =180° - <<AXD = <ACD =

<ALB. Caemu na je TI| BC u omatie % = %, rae je L Tauka npeceka AD u BC. C
Al _ AD

s !/
Ipyre cTpaHe, BaXM U 77 = 57 (3amcTa, ako je L' cumerpuuna tauku Ly oIHOCY Ha

CI, ouna je IL' | CD, na je AAL'I~AAC1? u omaTie ‘?—I,{ = % = g—lé =42). Cana nam
MenenajeBa Teopema y AAFI maje 1= %-%-% = %, na je G =G.

81,

Kopuctuhemo crnenehe tBpbheme.

Jlema. Axro je p mpoct 6poj u p|g(m)—g(n), ouma p|m-—n.



Jlokas. Axo p?|g(m)—g(n), onna nocroju I €N Taxso ma p || I+ g(m); Tana Baxu u
plll+g(n). Ilo ycnoBy 3anarka, m+g(l) u n+g(l) rakobe mopajy 6utu nemuBu
ca p, omakjie p|m-—n.

Axo p|l g(m)-g(n), nocroju I Taxso na p° || [+g(m); Tana p |l l+g(n). Y y oBouM
caydajy ciaemn na p|lm+g(l),n+g(l), nma plm—-n.

dyurnMja g je MHjeKTUBHA. 3aumcra, ako je g(m) = g(n), ouma mo jemMu p|m—n 3a
CBaKO mpocTo p, Tj. m=n. [lame, ako p|gn+1)—g(n), ogna p|1; npema TOoME,
g(n+1)—g(n)=+1. Illpurom nuje g(n+1)—gn)=-(g(n)—gn-1)) jep 6u nnaue 6mIO
g(n+2)=g(n). 3aro uanyknujom umamo g(n+1)—g(n)=g2)—g(l)=¢€ 3a cBe n, na je
g(n) =c+en 3a Hery kouHcTaHTy c=0. Kako je g(n) >0 3a cBe n, oTnana MOrynhHOCT
€=-1. Ilpema Tome, g(n)=n+c.

dyurnuja g(n) =n+c 3amoBosbaBa ycaoBe jep je (gm)+n)(im+gn))=m+n+ c)?.

Heka je B uamebhy A u S. Axko je E npecek cumerpadie yriaa ACB ca crpanuniom AB,
Basku <{CES = <CAB + <ACE = <BCS +
<JECB=<ECS, na prr k(S,SC) nponasu
kpo3 E. Kako je = CB, k je Anmomonu-

]€B KPYT, Tj. FGOMeTpI/I_] CKO MECTO TavaKa

s, XA _ CA
X 3a koje je %5 = €5 I[aKJIe, yCJIOB

SP =SC je eKkBUBaJIEHTAH Ca 3% gg Y
C mpyre crpane, u3 cauunoctu APKM ~ APCA u APLM APCB cnemn & M PA o

— CA
LM _ CB LM _ PA  CB
M = Pp» OMAKIE MHOMKEHEM LL06C1/Z]aMo M = PR GA- JaKMyuyjeMo na je U ycCloB

_ pPA _ CA
LM = KM exBuBaJICHTAH Ca P8 = CB-

Jlpyzo pewewe. IlpermocraBumo na je SP=SC. N3 SA-SB = SC? = SP? cinemu na
npaBa SP nomupyje kpyr APB, na je <PAB =<SPB=<CPB-<CPS=<CPB-<SCM =
<ICLB+<MCL-<CLM =<<MCL—-<BLM. Kako je <PAB=<KAB=<KLB, nobujamo
<IMKL=<MCL=<BLM +<KLB=<KLM u onatiie MK = ML.

Hwuzowm omepanuja, n3 momasuor crama (1,1,1,1,1,1) pengom mobujamMo crama

415031 -(,11,0,0,7 - (1,1,0,2,0,7) — (1,0,2,2,0,7) — (0,2,2,2,0,7)
-(0,2,2,1,7,0)— (0,2,2,1,0,14) — (0,2,2,0,14,0) — (0,2,1,14,0,0).

Jlema 1. 3a a€N, Hu30M onepanuja Ha TpU KyTuje, on crama (a,0,0) ce moske mohwu
1o ctama (0,2%,0).

Lloxas. Nunyknuja o a. Tephemwe je Tauno 3a a=1. [IpernocraBumo na je TayHo
3a a—1. Tama ce u3 crama (a,0,0), 3anemapyjyhu jeman HOBUMh y TpPBOj
KyTnju, Moske nobutu crame (1,2971,0). IIpumemyjyhu onepamujy 1° 247! nyra
nobujamo crame (1,0,29), omakie omepamujom 2° mobujamo (0,24,0).



Jema 2. Hepmaummmo Ty =2 u Ty = 2Ta. 3a aeN, Hu3oM omepamnuja Ha YeTHpHU
KyTHje, on crama (a,0,0,0) ce moske mohu mo crama (0,T,,0,0).

Lloxas. Nunyknuja o a. Tephemwe je Tauno 3a a=1. [IpernocraBumo na je TayHo
3a a—1. Tana u3 crama (a,0,0,0) mosxkemo mohu mo (1,7,,0,0), ma mo gemu 1 g0
(1,0, T4+1,0), m mHakou jenue omepamnuje 2° umamo (0, T;41,0,0).

Kopucrehn auzose kopaka onucane y semama 1 u 2, mobujamo

(0,2,1,14,0,0) — (0,2,1,0,2%,0) — (0,2,0,2'4,0,0) — (0,1,214,0,0,0)
- (0,1,0, T514,0,0) — (0,0, 7»14,0,0,0) — (0,0,0, TT214,0,0).

Ounraenno je Tr,, muoro selie on N = 20102010 (Beh je Tg > N). Cana npumeHOM
omepanuje 2° TT214 —%N nyra mobujamMo cTame (0,0,0,iN,0,0), omakKjae omepaljama
1° nomasmmo zo (0,0,0,0,3N,0), ma o (0,0,0,0,0,N).

Hanomena. Hacynmpor amncosyTHO OrpOMHUM OpOjeBUMa KOju ce Mory mobutu ca 6
KyTHja, Y aHAJOTHOM mpobJsemy ca 4 KyTuje Moske ce mobutu camo 28 HOBUmMhaA.

Hexka je n>r. Ilo nepununuju je a, = ap, + an, 3a HeKke UHIEKCE N1, Ny ca N+ N2 = N.
Axo je mase HOpP. Ny > T, MOXKEMO Ja HACTABMMO IOCTYIAK 34 @y, , ATJ. CBE NOK HE

nobujemo

an = aj +---+a;, (1)
3a Heke 1<iy,...,Iir <7r. AKO Cy IpuUTOM i U Iy UHAEKCU NOOUjeHU y IOCJeIHeM
KOpaky, ouma je ij+i; >r. C npyre crpane, ako cy 1<1iy,...,iy <7 u i1+, > 71, OHIA

je aj, +aj, + a4 S Ay T Ajg T T A S S Qg+ iy Cunemu na je

ap =max{a; +---+a; |1<iy,...,ig<r, iy +ip>r} 3acse n>r. (2)

[Tocmarpajmo £ €{l,...,r} TakBO ma je % = maxj<j<r % Heka je n>r(r¢+2). Kako je

y (1) k=2 >rl+2, meby unnexcuma is,..., I IOCTOjU HEKM KOjU Ce HMOjaBibyje Gap
¢ myTa: Heka je ix_g41 = =i = j. Kaxo mo nedpununuju ¢ umamo fa; < jas, n3 (2)
cnema dp = aj +---+a;,_,+jap = a; +---+a;_,+fa; = a,, na obe oBe HejeIHAKOCTU
Mopajy outu jemmakoctu. I[Ipema Tome, mMoskemo ma mpermno- craBumo na je y (1)
Oap jeman cabupak jemHAK dg.

Ako je cana y (1) ix =¥¢, u3 ycuoBa 3amarka u pesanuje (2) cuemm a,—g < a,—ap =
aj, ++--+aj_, < Ap_y¢, ODAKTIE J€ Ay = Ap_p + dy.

Jlpyeo pewewe. TloroBo mocMaTpajMo 1</ <r 3a koje je s= % =max;<j<; % YBen-
uMo b, = a, —ns. Hwuz (b,) 3amoBo/baBa UCTY PEKYPEHTHY peJjlanujy Kao u (ap) u
JIAKO ce MOoKa3yje MHAYKIujoM na je b, <0= b, 3a cBe n.

Axo je b,=03a n=1,...,r, Basku b, =0 u a, = ns 3a cBe n, na je TBphHeme 3amaTKA
TpuBUjagHO. Y CYmpOTHOM, Heka ¢y M m m penom HajBehm u majmamu meby ne-
HyJa YjaaHoBuMa Hu3a |byl,...,|b|. 3a n>r Baxku b, =b,_¢+by=b,_y, na je b, =
by_¢r=2b,_op=---=—-M.



C mpyre crpane, kao y (1) y upBom pemewy, b, npunana CKyIy
T =1{bj, +-+Dbi | i1,...,ix < r} " [~ M, 0].

MebDyTtum, ako je by = b;, +---+b;,, 6poj He-Hy1a cabupaka y OBOM IPEICTaBJbAHY
Huje Behu on A—n/l[ Cnemu ma je T wkomavan ckymn. Hajzan, au3 by, byip, bpioe,... je
Heomnanajyhu, ma Mopa OMTU KOHCTAHTAH IOUYEB OX HeKe Tauke. [Ipema Tome, u HU3
(by) je mepuoauUaH MOYEB OJ HEKe Tadke, OHakJe cjienu TBpheme.
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