
51. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Astana, Kazahstan – sreda, 7. jul 2010.

Odrediti sve funkcije f : R→R takve da za sve x, y ∈R vaжi1.

f ([x]y) = f (x)[ f (y)].

([z] je najve�i ceo broj ne ve�i od z.) (Francuska)

Neka je I centar upisanog kruga, a Γ opisani krug △ABC . Neka prava AI seqe2.

Γ u taqkama A i D. Neka je E taqka luka ÚBDC , a F taqka duжi BC tako da je

∢B AF =∢C AE <
1

2
∢B AC .

Neka je G sredixte duжi I F . Dokazati da se prave DG i E I seku na krugu Γ.
(Hong Kong)

Odrediti sve funkcije g : N→N takve da je3.

(
g (m)+n

)(
m + g (n)

)

kvadrat prirodnog broja za sve m,n ∈N. (SAD)
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51. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Astana, Kazahstan – qetvrtak, 8. jul 2010.

Neka je P taqka u unutraxǌosti trougla ABC . Prave AP , BP i C P seku opisani4.

krug Γ trougla ABC po drugi put u taqkama K , L i M, redom. Tangenta kruga
Γ u taqki C seqe pravu AB u S. Ako je SC = SP , dokazati da je MK = ML.

(Poǉska)

U svakoj od xest kutija B1,B2,B3,B4,B5,B6 na poqetku se nalazi taqno jedan5.

novqi�. Dozvoǉeno je vrxiti slede�e operacije:

1◦ Izabrati nepraznu kutiju B j za neko 1 É j É 5, izbaciti jedan novqi�
iz B j i dodati dva novqi�a u B j+1.

2◦ Izabrati nepraznu kutiju Bk za neko 1 É k É 4, izbaciti jedan novqi�
iz Bk i zameniti sadrжaje (mogu biti i prazni) kutija Bk+1 i Bk+2.

Ispitati da li se konaqnim nizom ovakvih operacija moжe posti�i da su ku-

tije B1,B2,B3,B4,B5 prazne, a kutija B6 sadrжi taqno 201020102010

novqi�a. (Vaжi
abc

= a(bc ).) (Holandija)

Neka je a1, a2, a3, . . . niz pozitivnih realnih brojeva. Za neki prirodan broj s6.

vaжi
an = max{ak +an−k | 1 É k É n −1}

za svako n > s. Dokazati da postoje prirodni brojevi ℓ i N takvi da je ℓÉ s i
vaжi an = aℓ+an−ℓ za svako n Ê N . (Iran)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
Svaki zadatak vredi 7 poena



REXEǋA

Za x = y = 0 dobijamo f (0) = f (0)[ f (0)], odakle je f (0) = 0 ili [ f (0)] = 1.1.

Ako je [ f (0)] = 1, stavǉaǌem y = 0 u vezu iz zadatka dobijamo f (x) = f (0) = c ∈ [1,2)

za sve x. Za c ∈ [1,2) funkcija f (x) = c jeste rexeǌe jer je f ([x]y) = f (x)[ f (y)] = c.

Neka je sada f (0) = 0. Za x ∈ [0,1) veza iz zadatka daje f (x)[ f (y)] = 0, dakle f (x) = 0

za sve x ∈ [0,1) ili [ f (y)] = 0 za sve y.

1◦ Ako je [ f (y)] = 0 za sve y, za x = 1 dobijamo f (y) = 0. Funkcija f (y) = 0 je
tako�e rexeǌe.

2◦ Neka je f (x) = 0 za x ∈ [0,1). Za y ∈R, neka je n ceo broj takav da je
y
n ∈ [0,1).

Tada je f (y) = f (n ·
y

n
) = f (n)[ f (

y

n
)] = 0, tj. opet f ≡ 0.

Jedina rexeǌa su konstantne funkcije f (x) = c, gde je c = 0 ili 1É c < 2.

Ako je Ia centar pripisanog kruga △ABC naspram A, vaжi ∢I B Ia = 90◦ i DI = DB,2.

pa je D sredixte duжi I Ia. Daǉe, iz ∢AIaB = ∢AC I i ∢Ia AB = ∢C AI sledi
△AB Ia ∼ △AIC , dok iz ∢E AC = ∢B AF i ∢AEC = ∢ABF sledi △AEC ∼△ABF . Iz

ovih sliqnosti dobijamo AF
AIa

= AF
AB · AB

AIa
=

AC
AE

· AI
AC

= AI
AE

, a to zajedno sa ∢F AIa =

∢I AE daje △AIaF ∼ △AE I . Ako sada
oznaqimo sa X drugu preseqnu taqku
prave E I i Γ, imamo ∢ADG = ∢AIaF =

∢AE I =∢AE X =∢AD X , pa je X na pra-
voj DG, xto je i trebalo dokazati.

Drugo rexeǌe. Neka prava E I ponovo
seqe Γ u X , a X D seqe AF i I F redom u
T i G ′. Kako je ∢I X T =∢E X D =∢E AD =

∢D AF =∢I AT , taqke I , A, X ,T su na kru-
gu, pa je ∢AI T = 180◦−∢AX D = ∢AC D =

A

B C

D

E

F

G

I

Ia

L

T

X

Γ

∢ALB. Sledi da je T I ∥ BC i odatle AT
T F

= AI
I L
, gde je L taqka preseka AD i BC . S

druge strane, vaжi i AI
I L = AD

D I (zaista, ako je L′ simetriqna taqki L u odnosu na

C I , onda je I L′ ∥C D, pa je △AL′I ∼△AC D i odatle AI
I L = AI

I L′ =
AD
DC = AD

D I ). Sada nam

Menelajeva teorema u △AF I daje 1 = FG ′

G ′I
· I D

D A
· AT

T F
= FG ′

G ′I
, pa je G ′ ≡G.

Koristi�emo slede�e tvr�eǌe.3.

Lema. Ako je p prost broj i p | g (m)− g (n), onda p |m −n.



Dokaz. Ako p2 | g (m)− g (n), onda postoji l ∈N takvo da p ∥ l + g (m); tada vaжi i
p ∥ l+g (n). Po uslovu zadatka, m+g (l ) i n+g (l ) tako�e moraju biti deǉivi
sa p, odakle p |m −n.

Ako p ∥ g (m)−g (n), postoji l takvo da p3 ∥ l +g (m); tada p ∥ l +g (n). I u ovom
sluqaju sledi da p |m + g (l ),n + g (l ), pa p | m −n.

Funkcija g je injektivna. Zaista, ako je g (m) = g (n), onda po lemi p | m −n za
svako prosto p, tj. m = n. Daǉe, ako p | g (n +1)− g (n), onda p | 1; prema tome,
g (n+1)−g (n)=±1. Pritom nije g (n+1)−g (n)=−(g (n)−g (n−1)) jer bi inaqe bilo
g (n+2)= g (n). Zato indukcijom imamo g (n+1)−g (n)= g (2)−g (1)= ǫ za sve n, pa je
g (n)= c +ǫn za neku konstantu c Ê 0. Kako je g (n) > 0 za sve n, otpada mogu�nost
ǫ=−1. Prema tome, g (n)= n +c.

Funkcija g (n)= n +c zadovoǉava uslove jer je (g (m)+n)(m + g (n))= (m +n +c)2.

Neka je B izme�u A i S. Ako je E presek simetrale ugla AC B sa stranicom AB,4.

vaжi ∢C E S = ∢C AB + ∢AC E = ∢BC S +

∢EC B =∢EC S, pa krug k(S,SC ) prolazi
kroz E . Kako je E A

EB
= C A

C B
, k je Apoloni-

jev krug, tj. geometrijsko mesto taqaka
X za koje je X A

X B
= C A

C B
. Dakle, uslov

SP = SC je ekvivalentan sa PA
PB = C A

C B .
A B

C

E

K

L

M

P

S

S druge strane, iz sliqnosti △PK M ∼△PC A i △PLM ∼△PC B sledi P M
K M = PA

C A i
LM
P M

= C B
PB

, odakle mnoжeǌem dobijamo LM
K M

= PA
PB

· C B
C A

. Zakǉuqujemo da je i uslov

LM = K M ekvivalentan sa PA
PB = C A

C B .

Drugo rexeǌe. Pretpostavimo da je SP = SC . Iz S A · SB = SC 2 = SP 2 sledi da
prava SP dodiruje krug APB, pa je ∢PAB =∢SPB =∢C PB−∢C PS =∢C PB−∢SC M =

∢C LB +∢MC L −∢C LM =∢MC L −∢BLM. Kako je ∢PAB =∢K AB =∢K LB, dobijamo
∢MK L =∢MC L =∢BLM +∢K LB =∢K LM i odatle MK = ML.

Nizom operacija, iz polaznog staǌa (1,1,1,1,1,1) redom dobijamo staǌa5.

(1,1,1,0,3,1)→ (1,1,1,0,0,7)→ (1,1,0,2,0,7)→ (1,0,2,2,0,7)→ (0,2,2,2,0,7)

→ (0,2,2,1,7,0)→ (0,2,2,1,0,14)→ (0,2,2,0,14,0)→ (0,2,1,14,0,0).

Lema 1. Za a ∈N, nizom operacija na tri kutije, od staǌa (a,0,0) se moжe do�i
do staǌa (0,2a ,0).

Dokaz. Indukcija po a. Tvr�eǌe je taqno za a = 1. Pretpostavimo da je taqno
za a − 1. Tada se iz staǌa (a,0,0), zanemaruju�i jedan novqi� u prvoj
kutiji, moжe dobiti staǌe (1,2a−1,0). Primeǌuju�i operaciju 1◦ 2a−1 puta
dobijamo staǌe (1,0,2a), odakle operacijom 2◦ dobijamo (0,2a ,0).



Lema 2. Definiximo T1 = 2 i Ta+1 = 2Ta . Za a ∈N, nizom operacija na qetiri
kutije, od staǌa (a,0,0,0) se moжe do�i do staǌa (0,Ta,0,0).

Dokaz. Indukcija po a. Tvr�eǌe je taqno za a = 1. Pretpostavimo da je taqno
za a−1. Tada iz staǌa (a,0,0,0) moжemo do�i do (1,Ta ,0,0), pa po lemi 1 do
(1,0,Ta+1,0), i nakon jedne operacije 2◦ imamo (0,Ta+1,0,0).

Koriste�i nizove koraka opisane u lemama 1 i 2, dobijamo

(0,2,1,14,0,0)→ (0,2,1,0,214,0)→ (0,2,0,214,0,0)→ (0,1,214,0,0,0)

→ (0,1,0,T214 ,0,0)→ (0,0,T214 ,0,0,0)→ (0,0,0,TT
214

,0,0).

Oqigledno je TT
214

mnogo ve�e od N = 201020102010

(ve� je T6 > N). Sada primenom

operacije 2◦ TT
214

− 1
4

N puta dobijamo staǌe (0,0,0, 1
4

N ,0,0), odakle operacijama

1◦ dolazimo do (0,0,0,0, 1
2

N ,0), pa do (0,0,0,0,0, N ).

Napomena. Nasuprot apsolutno ogromnim brojevima koji se mogu dobiti sa 6
kutija, u analognom problemu sa 4 kutije moжe se dobiti samo 28 novqi�a.

Neka je n > r . Po definiciji je an = an1
+an2

za neke indekse n1,n2 sa n1+n2 = n.6.

Ako je daǉe npr. n1 > r , moжemo da nastavimo postupak za an1
, itd. sve dok ne

dobijemo
an = ai1

+·· ·+aik
(1)

za neke 1 É i1, . . . , ik É r . Ako su pritom i1 i i2 indeksi dobijeni u posledǌem
koraku, onda je i1 + i2 > r . S druge strane, ako su 1 É i1, . . . , ik É r i i1 + i2 > r , onda
je ai1

+ai2
+·· ·+aik

É ai1+i2
+ai3

+·· ·+aik
É ·· · É ai1+i2+···+ik

. Sledi da je

an = max{ai1
+·· ·+aik

| 1 É i1, . . . , ik É r, i1 + i2 > r } za sve n > r. (2)

Posmatrajmo ℓ ∈ {1, . . . ,r } takvo da je aℓ

ℓ
= max1ÉiÉr

ai

i
. Neka je n > r (rℓ+2). Kako je

u (1) k Ê n
r > rℓ+2, me�u indeksima i3, . . . , ik postoji neki koji se pojavǉuje bar

ℓ puta: neka je ik−ℓ+1 = ·· · = ik = j . Kako po definiciji ℓ imamo ℓa j É j aℓ, iz (2)
sledi an Ê ai1

+ ·· · + aik−ℓ
+ j aℓ Ê ai1

+ ·· · + aik−ℓ
+ℓa j = an, pa obe ove nejednakosti

moraju biti jednakosti. Prema tome, moжemo da pretpo- stavimo da je u (1)
bar jedan sabirak jednak aℓ.

Ako je sada u (1) ik = ℓ, iz uslova zadatka i relacije (2) sledi an−ℓ É an −aℓ =

ai1
+·· ·+aik−1

É an−ℓ, odakle je an = an−ℓ+aℓ.

Drugo rexeǌe. Ponovo posmatrajmo 1 É ℓÉ r za koje je s =
aℓ

ℓ
= max1ÉiÉr

ai

i
. Uved-

imo bn = an −ns. Niz (bn) zadovoǉava istu rekurentnu relaciju kao i (an ) i
lako se pokazuje indukcijom da je bn É 0 = bℓ za sve n.

Ako je bn = 0 za n = 1, . . . ,r , vaжi bn = 0 i an = ns za sve n, pa je tvr�eǌe zadatka
trivijalno. U suprotnom, neka su M i m redom najve�i i najmaǌi me�u ne-
nula qlanovima niza |b1|, . . . , |br |. Za n > r vaжi bn Ê bn−ℓ+bℓ = bn−ℓ, pa je bn Ê

bn−ℓ Ê bn−2ℓ Ê ·· · Ê−M.



S druge strane, kao u (1) u prvom rexeǌu, bn pripada skupu

T = {bi1
+·· ·+bik

| i1, . . . , ik É r }∩ [−M ,0].

Me�utim, ako je bn = bi1
+·· ·+bik

, broj ne-nula sabiraka u ovom predstavǉaǌu
nije ve�i od M

m . Sledi da je T konaqan skup. Najzad, niz bn ,bn+ℓ,bn+2ℓ, . . . je
neopadaju�i, pa mora biti konstantan poqev od neke taqke. Prema tome, i niz
(bn) je periodiqan poqev od neke taqke, odakle sledi tvr�eǌe.
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